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Lyhinta reittia pitkin suurimpaan kulmaan —

matkakertomus
Jaska Poranen

Johdanto

Matemaattisen ongelmanratkaisuperinteen perushah-
mon G. Polyan (1887-1985) teoksesta (1973, 122-123)
loytyy seuraava kysymys (suomennos kirjoittajan):

Olkoot annettuina kaksi pistettd ja suora, kaikki samas-
sa tasossa, ja molemmat pisteet samalla puolella suo-
raa. Etsi annetulta suoralta piste, josta annettujen pis-
teiden mddrddmd jana ndkyy suurimmassa mahdolli-
sessa kulmassa.

Hieman my6hemmin (emt., 142-144) mainitaan toinen
ongelma, joka lienee monille lukijoille tutumpi (suo-
mennos kirjoittajan):

Olkoot annettuina kaksi pistettd ja suora, kaikki sa-
massa tasossa, ja molemmat pisteet samalla puolella
suoraa. Etsi annetulta suoralta piste, josta annettuihin
pisteisiin mddritettyjen etdisyyksien summa on pienin
mahdollinen.

Y14 esitetty ensimmaéinen kysymys (merkitaén ¢p) oli
kirjoittajalle entuudestaan tuntematon; toinen kysy-
mys (merkitdédn go) oli puolestaan jo melko tuttu. Kir-
joittaja oli miettinyt ns. prosessindkokulmaa matema-
tiikkkaan (ks. esim. Pehkonen 1999) ja sen mahdollista
merkitystd kouluopetuksessa ja opettajainkoulutukses-
sa. Selventddkseen tatd asiaa kirjoittaja péétti ottaa
tutkittavakseen jonkin aidon kysymyksen, jonka rat-
kaisemisesta héanellé ei ollut etukéteen mitddn késitys-
td — ja kirjoittaa siité.

Kuva 1. Kysymys Q: Hypoteesi ongelmien q1 ja qo eli
pisteiden K ja X wilisestd erddstd konstruktiivisesta
yhteydestd.

G. Polya kuvaa teoksessaan (1973, 143) kysymyksid
q1 ja g2 vield siten, ettd niissd molemmissa on sa-
ma ldhtotilanne ja ettd itse tuntemattomat ovat sa-
man tyyppiset: annetulta suoralta etsitdan tietyn &éa-
riarvon toteuttavaa pistetté; dédriarvojen luonteet ovat
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vain erilaiset: ensimmaéisessé (g1) etsitdan maksimikul-
maa, toisessa (g2) minimisummaa. Kirjoittajan havain-
tojen mukaan Polya ei sano naistd kysymyksista yh-
dessd taman enempad. Néin kirjoittajalle syntyi aja-
tus “omasta ongelmasta” (merkitddn @), jossa pyritdan
selvittdmaan, onko ndiden kysymysten (g1, g2) valilla
jokin syvempi yhteys. Han oletti, ettd tuon mahdolli-
sen yhteyden olemassaolo — tai ei-olemassaolo — olisi ai-
ka nopeasti selvitettavissd. Nain ei kuitenkaan kaynyt:
kirjoittaja oli kuin olikin 16ytényt (ainakin itselleen) ai-
don ongelman, joka vaivasi hanté pitkdan. Tamén pro-
sessin kuvailu johti kirjoitukseen (Poranen, 2020), jos-
sa paddytdan kuvan 1 hypoteesiin kysymyksesta @ eli
kysymyksien q; ja go vélisestd suhteesta.

Y14 (Kuva 1) suoralla L oleva piste X on kysymyk-
sen ¢ minimisumman AX + X B piste, ts. murtoviiva
AX B on lyhin mahdollinen reitti pisteestd A suoran L
kautta pisteeseen B. Piste X voidaan maérittasd yksin-
kertaisesti peilaamalla ensin piste A suoran L suhteen
pisteeksi A’ ja tarkastelemalla sitten suorien A’B ja L
leikkauspistettd. Suoran L piste K on puolestaan on-
gelman ¢, vaatima piste, ts. siitd pisteestd jana AB
nékyy suoralta L suurimmassa mahdollisessa kulmas-
sa. Tamékin piste on geometrisesti konstruoitavissa.

Voidaan nimittdin ensinnikin osoittaa, ettd sen on ol-
tava pisteiden A ja B kautta kulkevan ympyran I'(O)
(Kuva 1) ja suoran L (ainoa) yhteinen piste. Tamén
jalkeen ympyrdan sekanttilauseen perusteella saadaan
yhtils PA - PB = (PK)?, missi piste P on suorien
AB ja L leikkauspiste. Talloin jana PK saadaan edel-
leen janojen PA ja PB geometrisena, konstruoitavissa
olevana keskiarvona — kuvassa 1 ympyrankaaren I'(P)
sateena.

Menettelyihin, joilla pisteet X ja K 16ydetédédn, ei ndyta
sisdltyvan mitddn vihjettd nédiden pisteiden mahdolli-
sesta keskindisestd yhteydestéd. Sellainen kuitenkin vai-
kuttaa loppujen lopuksi 16ytyvin siten, ettd helposti
maédritettavissd olevan pisteen X avulla saadaan kon-
struoitua myos piste K. Tatd hakuprosessia — ja sen
mahdollista yleisempéd merkitystd — on kuvattu ja ana-
lysoitu edelld mainitussa kirjoituksessani (2020). Siin&
jouduin tyytyméén keksimédni lupaavaan hypoteetti-
seen yhteyteen (Kuva 1) pisteiden X ja K valilla, jota
pystyin perustelemaan vain ”laadullisesti” seuraavaan
tapaan.

Konstruoidaan ellipsi (Kuvassa 1 E(M)), jonka poltto-
pisteet ovat A ja B ja jonka polttosateiden vakiosum-
ma = AX + X B (= minimimatka pisteestd A suoran L
kautta pisteeseen B). Erityisesti siis tama ellipsi E(M)
kulkee pisteen X kautta. Luonnollisesti jana AB nikyy
téstd suoran L pisteesta eradssi kulmassa BX A, mut-
ta piste K = piste X vain, jos AB || L, jolloin piste
K (ja piste X) voidaan konstruoida suoraan janan AB
keskinormaalin ja suoran L leikkauspisteend. Suora L
on tietysti myos ellipsin E(M) tangentti kohdassa X.

Olkoon sitten X ellipsin "liikkuva piste”. Kulma BX’A
kasvaa, kun piste X’ liikkuu ellipsilli pisteestd X kohti
janan AB keskinormaalia MY . Pisteestd C, joka on
ellipsin F(M) ja keskinormaalin MY kahdesta leik-
kauspisteestd suoraa L ldhempéné oleva piste, nékyy
jana AB ellipsiltd E(M) suurimmassa mahdollisessa
kulmassa. Taméan kulman BCA kyljet ovat yhta suu-
ret siten, ettd BC' = AC = (AX + XB)/2.

Konstruoidaan edelleen pisteestd C' suoran AB kans-
sa yhdensuuntainen suora 7'. Valitaan myos téaltd suo-
ralta "liikkuva piste” K’ ja kuljetaan suoraa T pitkin
kohti suoraa L. Talloin kulma BK’A pienenee. Olkoon
suoran T ja suoran L leikkauspiste K”. Hypoteesi (ks.
Kuva 1) kuuluu nyt siten, ettd piste K = piste K".
Mainitussa kirjoituksessani (Poranen, 2020) en pysty-
nyt todistamaan tétd, mutta siihen ryhdyn seuraavas-
sa.

Seuraavassa jo alussa mainittujen pisteitd A ja B se-
ké suoraa L koskevien perusoletusten lisdksi oletetaan
ensin, ettd piste A on ldhempéané suoraa L kuin piste
B ja ettad naiden pisteiden maaraama suora ei leikkaa
suoraa L kohtisuorasti (vrt. Kuva 1, Kuva 2), miké ei
rajoita yleisyytté. Erikoistapaukset AB L L ja AB || L
kéasitelladan tdmén jalkeen erikseen.

Hypoteesin todistus analyyttisen geo-
metrian avulla

Otetaan kéyttoon suorakulmainen zy-koordinaatisto
siten, ettd piste A = A(0,a), B = B(b,¢) ja suora
L = x-akseli, ja missé edelleen a, b ja ¢ ovat positiivisia
lukuja, a < ¢ (Kuva 2).

F(P. PKJ.,

A(0,

A0, —a)

Kuwva 2. Ellipsin E(M) vdlittamd yhteys pisteiden X ja
K wvdlille: osoitetaan, etta M'K = MC.

Kayttamaélla joitakin analyyttisen geometrian alkeistie-
toja, Pythagoraan lausetta, ympyrdn sekanttilausetta
sekd erdiden kolmioiden yhdenmuotoisuutta saadaan
melko helposti seuraavia tuloksia (vrt. Kuva 2):

1. Suoran AB yhtdlo: y = ((¢c—a)/b) -z + a.
2. P=(ab/(a —¢),0); PO =ab/(c— a).



16

Solmu 2/2020

3. PA= %-\/(c—a)?+ b
4. PD = PO+ OD =bc/(c — a).
5. PB = % \/(c—a)? + b2

6. PK = VPA-PB = Jac(1+ L)

7. OK = PK— PO = PK — 2 =\ Jac(1 + 25) —

ab/(c — a).
8. K = (OK,0).
9. X = (ab/(a+¢),0).
10. Y = ((® +b* — a?)/2b,0).
11. AX + XB = /(a+ )2 + b2 (= d, merkitién).
12. Maaritellaéan ellipsi E(M) yhtalolla

Vaz+ (y—a)2 +/(x—b)2+ (y—c)2 =d,

ts. sen polttopisteet ovat A ja B, sen pisteiden (z, y)
etaisyyksien summa pisteistd A ja B = d, se kulkee
pisteen X kautta ja symmetrian takia silld on myos
piste C, missd AC = BC' = d/2.
13. AB = \/(c—a)>+b% AM =
(6/2; (c +a)/2).
14. MC = vVAC? — AM? = ... = \/ac (= lukujen a ja

¢ geometrinen keskiarvo).

AB/2; M =

Yhtdls (1) on yhté pitédva sen ns. yleisen muodon kans-
sa:
(c—a)-x—by+ab=0,

ja voimme soveltaa nyt kaavaa

e = (|Azo + Byo + C|)/ vV A* + B? (a)

pisteen etéisyydelle suorasta laskeaksemme pisteen
K etaisyyden suorasta AB (xg = pisteen K a-
koordinaatti, yo = 0). Merkitddn vield ¢’ = kaavan (a)
jaettava, e’ = kaavan (a) jakaja. Talloin ensinnékin

b2 ab
(c—a)2)_c—a} — 0+ abl

e'z\(c—a)-[ ac(1+

2

:\/CE'\/(C_Q)Q(I"‘(C_a)z
_ Ve e af T B = vz o af T

toiseksi

) — ab + ab|

e’ =+/(c—a)?+ 12
Nain

e=¢/e = MK = \/ac= MC.

Yhteenvetoa ylla olevasta: On siis osoitettu, ettd pis-
teestd P késin konstruoitavissa olevan suoran L maksi-
mikulmapisteen K etéisyys suorasta AB on MC'. Toi-
saalta pisteen C' kautta kulkeva suora T (Kuva 2) on
konstruoitu siten, ettd se on yhdensuuntainen suoran
AB kanssa. Néin jokaisen sen pisteen etéisyys suorasta

AB on MC. Erityisesti siis suorien T ja L leikkauspis-
teen K" etdisyys suorasta AB on MC. On siis oltava
K = K", joten piste K saadaan nainkin selville — ja
tassd menettelyssd on minimimatkan pisteelld X olen-
nainen rooli.

Erikoistapaukset AB | L ja AB || L

Edelld suoritettu todistus analyyttisen geometrian
avulla edellytti, ettd suora AB ei ole kohtisuorassa
suoraan L ndhden. Tarkastellaan téta tilannetta ilman
analyyttista geometriaa seuraavassa (Kuva 3).
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Kuva 8. Tapaus AB L L.

Tapauksessa AB | L on lyhin reitti AXB selvisti
= AP+ PA+ AB = 2AP + AB, missi piste P = X =
suorien AB ja L leikkauspiste (Kuva 3). Nain AC
(= BC) = AP+ AB/2,ja (MC)? = (AC)? - (AB/2)?,
ts. (MC)? = PA(PA+ AB) = PA- PB, joten MC =
janojen PA ja PB geometrinen keskiarvo. Toisaalta
my6s PK on niiden janojen geometrinen keskiarvo,
joten PK = MC. Pisteen C kautta kulkeva suora
T || AB, joten se leikkaa suoran L kohdassa K.

Y14 olevassa tilanteessa (Kuva 3) jana AB nidkyy
suurimmassa kulmassa suoralta L pisteestd K, missa
PK = janojen PA ja PB geometrinen keskiarvo. Toi-
saalta tdma piste K saadaan siis myos suoraan pisteen
X avulla hyddyntdmaélla sen merkitystd lyhimmén rei-
tin pisteend janan AB pisteestd A suoran L kautta pis-
teeseen B.

Tarkastellaan toiseksi tapausta AB || L (Kuva 4):
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Kuva 4. Jos jana AB || L, niin X =Y = K.

Olkoon siis AB || L. Tutkitaan tilannetta téassikin il-
man analyyttista geometriaa. Piirretddn janalle AB
keskinormaali M F, olkoon sen ja suoran L leikkaus-
piste = Y (Kuva 4). Osoitetaan ensin, etta talléin ly-
himmaén matkan piste X = Y. Peilataan piste A suoran
L suhteen ja olkoon néin saatu piste A’. Talloin lyhim-
man matkan piste X on suorien A’B ja L leikkauspiste
(Kuva 4). Olkoon edelleen janan AA’ ja suoran L leik-
kauspiste = A" ja vastaavasti piste B” = pisteen B
kohtisuora projektiopiste suoralla L. Ristikulmina ovat
kulmat A” XA’ ja B” X B yhté suuret. Kolmiot AX A"
ja A’X A" ovat yhtenevit (sks), joten yhtenevien kol-
mioiden vastinosina kulmat AX A" ja A’X A” ovat yhtéd
suuret. Siis kulma AX A" = kulma BXB”, joten kol-
miot AXA"” ja BXB"” ovat yhtenevit (skk); yhtene-
vien kolmioiden vastinsivuina AX = BX, misté edel-
leen seuraa, ettéd piste X = keskinormaalin M F' piste
Y.

Osoitetaan toiseksi, ettd myos maksimikulman piste
K =Y. Konstruoidaan ympyra I'(C), joka kulkee pis-
teiden A, Y ja B kautta. Jana (ympyrdn I'(C) janne)
AB nikyy taltd ympyrélta pisteessd Y kulmassa BY A
ja tunnetusti edelleen samassa kulmassa jokaisesta sen
janan AB alapuolella olevasta ympyran pisteesti. Eri-
tyisesti suoran L piste Y = maksimikulmapiste K. Ol-
koon nimittain K’ jokin toinen suoran L piste ja pis-
te H suoran K’A ja ympyran I'(C) leikkauspiste (Ku-
va 4). Nyt kolmion BK'H kulman K'H B vieruskulma
BH A on suurempi kuin kulma BK'H (vrt. esim. Lehti-
nen, Merikoski, & Tossavainen, 2007, 29). Koska kulma
BHA = kulma BY A, on piste Y = maksimikulmapiste
K.

Kouluun kenties sopivia havaintoja

Lyhimmén matkan ongelma (g2) sopii monin tavoin
kasiteltaviksi eri kouluasteilla. On esimerkiksi help-
po osoittaa, oikeastaan jo alakoulun tiedoilla, ettd tal-

16in "tulokulma” = ”1ahtokulma”. Kuvan 1 merkint6ja
kayttden kulma AXP = kulma Y XB. Fermat'n pe-
riaatteen (yhden niistd) mukaan valo kiyttdd kahden
pisteen valilld reittiéd, johon kuluu mahdollisimman vé-
hin aikaa. Yhdistamalld edelld mainitut asiat (mene-
métta téssd sen syvemmélle optiikkaan) saataneen yksi
perustelu paljon kéytetylle valo-opin heijastuslaille: va-
lon l&htokulma = tulokulma. Jos esimerkiksi halutaan
pisteestd A osoitetun laservalon heijastuvan ”peilisuo-
ralta L” pisteeseen B, on valosdde lahetettava kohtaan
X. Valo kulkee siis tdlloin paitsi lyhintd reittida AX B
pitkin, niin myo6s siten, ettd sen ldhtokulma = tulokul-
ma.

Tastéd saataisiin yksinkertainen koulusovellus esimer-
kiksi jonkin seindn tms. korkeuden BB madrittami-
seksi. Laitetaan laserosoitin jonkin lattiaan ndhden
kohtisuoran ja lattiassa kiinni olevan mittakepin A” A
paahén. Kokeillaan, mihin kohtaan (X) lattiaan pitda
asettaa peili siten, etté valo heijastuu siitd katonrajaan.
Koska nyt valon heijastuskulma = tulokulma, ovat suo-
rakulmaiset kolmiot AA” X ja BB” X yhdenmuotoiset
(kk). Mitataan lattiassa olevat matkat A”X ja B"X
ja ratkaistaan verranto AA” /A" X = BB"”/B" X janan
pituuden BB’ suhteen. Samalla saa ratkaisunsa erés
adriarvotehtava (Kuva 5):

A" . B"

X

Kuva 5. Korkeuden BB mddritys laserosoittimen
avulla hakemalla ensin kokeellisesti peilin paikka X .

Olkoon sitten kaantaen piste X’ suoralla L sellainen,
ettd tulokulma siihen pisteestd A = lahtokulma siita
pisteeseen B. Talloin on edelleen helppo osoittaa, etté
pisteen X’ on oltava lyhimman matkan piste X. Monis-
sa peleissa sybtetddn hyvilla kimmoisuusominaisuuk-
silla varustettua pelivilinetta (jadkiekkoa, biljardipal-
loa, koripalloa tms.) massiivisen, tasaisen seindmaén tai
lattian kautta esimerkiksi toiselle pelaajalle. Talloinkin
ilmeisesti sovelletaan tulokulman ja ldhtokulman yhté
suuruuden lainalaisuutta — ja samalla my6s minimimat-
kan periaatetta. Taltd pohjalta on vaivatonta ideoida
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ja toteuttaa kaikille kouluasteille sopivia pelillisid a&-
riarvotehtdvid ongelman go hengessa.

Jo alemmin todettiin, ettd suora L on ellipsin E(M)
tangentti, joka sivuaa ellipsid kohdassa X (Kuva 1).
Kuvaa 1 tarkastelemalla ndhddan helposti, ettéd ellip-
sin normaali pisteessd X puolittaa polttositeiden X A
ja X B vélisen kulman. Témaé seikka liittyy oleellisesti
sithen, ettd piste X on suoralla L oleva minimimat-
kapiste. Olkoon X’ jokin toinen ellipsin E(M) piste.
Piirretaan polttositeiden X’A ja X’B vilisen kulman
puolittaja ja konstruoidaan télle normaali eli ellipsin
tangentti L' kohtaan X’. Talloin ndhdaén, ettd "tulo-
kulma” P’X’'A = ”1dhtokulma” BX'P"” (Kuva 6), jo-
ten X’ on myds (suoraan L) liittyva minimimatkapis-
te. Voidaan myos edelleen peilata piste A suoran L'
suhteen pisteeksi P. Talloin kulmat P'X'A ja PX'P’
ovat yhta suuret; ndin myos kulma PX’'P’ = kulma
BX'P", joten piste X’ on todella suoralla PB (Kuva

Kuva 6. Kulma P' X’ A = kulma BX'P", joten myés el-
lipsin E(M) mielivaltainen piste X' on minimimatka-
piste (ellipsin siihen pisteeseen asetettuun tangenttiin
L’ liittyen).

Siis ilmeisesti jokainen ellipsin E(M) piste X' voi-
daan tulkita my6s minimimatkapisteeksi, misté seuraa
muun muassa erikoinen "peliominaisuus”: jos vaikkapa
jadkiekkoa pelattaisiin ellipsin muotoisessa kaukalos-
sa, niin syotto pisteestd A kaukalon seindmén kautta
menisi aina perille toiselle pelaajalle, mikali han olisi
kohdassa B.

Jo alakoulussa voisi ellipsid ainakin muotona tutkia toi-
minnallisesti Kuvan 1 pohjalta siten, ettd ensin laite-
taan kaksi pistettd (A ja B) sopivalle alustalle ja niiden
alapuolelle jokin suora (L); sitten peilataan piste A suo-
ran L suhteen pisteeksi A’ ja mitataan narulla tms. pis-
teiden A’ ja B valinen matka; tdméan jalkeen kiinnite-
tdan mittanarun toinen paéd kohtaan A, toinen kohtaan
B, kiristetddn naru mielivaltaisesta kohdasta jollakin
sopivalla piirtdmisvélineelld — ja kireys sailyttdmalla
piirretddn koko ellipsi. Luonnollisesti pisteiden A ja B

sekd suoran L keskindisid suhteita voitaisiin muunnella
loputtomiin. Néin saatujen kokemuksien tutkimista oli-
si helppo jatkaa Geogebraa kiyttden. Muotona ellipsi
esiintyy jo alakoulussa esimerkiksi joissakin geometrian
kuvioissa seka tietysti aurinkokuntamme mallitukses-
sa, joten sen alustava tarkastelu — ilman raskaanpuo-
leista laskennollista vélineistod — sopisi hyvin myos sin-
ne. Toisaalta mikdén ei estd hyodyntdmaésté laajemmin
tassa kirjoituksessa ellipsiin liitettyja asioita.

Maksimikulman kohdalla G. Polya (1973) mainitsee so-
tilaalliset sovellukset ampumasektoriin yms. liittyen.
Mutta mahdollinen lukija voinee keksié itse runsaasti
rauhanomaisempia kdyttémahdollisuuksia. Solmun on-
gelmapalstoilla (3/2016 & 1/2017) oli esimerkiksi taan-
noin jalkapalloon ja maksimikulmaan liittyvid kysy-
myksia.

Huomionarvoista voisi olla my6s geometrisen keskiar-
vo sekd sen geometrinen konstruointi; sehén putkah-
taa esiin useassa kohdassa tédssékin kirjoituksessa. Sa-
moin tuiki tavallisen tasakylkisen kolmion voi hahmot-
taa dariarvotehtavanakin, jopa kahdella tavalla: jos kol-
mion kanta sekd kahden muun sivun pituuksien sum-
ma on kiinnitetty, niin juuri tasakylkisessd kolmiossa
kanta nidkyy kolmion kérjestd suurimmassa mahdolli-
sessa kulmassa (vrt. esim. Kuva 1; samoin tdmé muoto
maksimoi kolmion pinta-alan).

Asriarvotehtivid on tapana tutkia koulussa vasta dif-
ferentiaalilaskennan keinoin. T&lléin yksinkertaisetkin
kysymykset voivat “teknistyd” liikaa ja samalla estéda
niiden monipuolisen ymmartamisen. Téssa kirjoituk-
sessa késitelty lyhimmén matkan (¢2) ongelma sopisi
hyvin my6s dariarvotehtéaviksi, kun on kasitelty ensin
juurifunktioita ja niiden derivoimista. Mutta talléin pa-
rempi ymmaérrys asiasta voitaisiin saavuttaa késittele-
malld rinnalla myos tuon ongelman geometrista tulkin-
taa ja ratkaisua. Differentiaalilaskennan dariarvotehta-
vand kysymys maksimikulmasta (q1) olisi luultavasti
vaativa. Mutta ainakin toiminnallisesti voidaan téssé
kirjoituksessa esitetty yhteys pisteiden X ja K valilla
kaydéa lapi milld tahansa kouluasteella.

Kysymyksien ¢; ja g2 késittelyd on mahdollista mo-
nin tavoin muunnella, esimerkiksi tutkivan opiskelun
ja 7ilmidoppimisen” mielessd. Suoran L voisi korvata
esimerkiksi ympyrénkaarella tms. Lyhimmén matkan
ongelmaa voisi olla kiintoisaa edelleen yleistdd vaikka-
pa Fermat’n pisteen hakemiseen kolmion sisdltd. Tama
on tutkittavissa tyylikkdasti geometrisesti, jolloin rat-
kaisua voisi ensin hakea kokeellisesti Geogebran avul-
la. Kenties hieman yllattavasti Fermat'n piste 16ytyy
my0s tekemaélld melko yksinkertainen koe saippualiuok-
sella — tai peréti punnitsemalla (ks. esim. Park, & Flo-
res, 2015); néissd jarjestelyissi luonto ratkaisee néiyt-
tavasti matemaattisesti melko vaativan &ariarvotehta-
van. Toisena monitasoisena kysymyksena mainittakoon
ns. Fagnanon ongelma: Milla terdvakulmaisen kolmion
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sisddn piirretylld kolmiolla (jonka kérjet ovat kolmion
sivuilla) on pienin piiri (ks. esim. Lehtinen ym., 2007,
95). Lyhin matka sinénsé, samoin kulma, ovat luonnol-
lisesti mukana lukuisissa muissakin yhteyksissa, myos
arkisissa.

Lopuksi ...

Matematiikan kouluopettajalla Suomessa on oltava
varsin runsaasti tieteensd opintoja, mika ilman muuta
on erinomainen asia. Opettaminen koulussa vaatii sil-
ti opettajalta muutakin. Jollakin konstilla ainakin osa
oppilaista pitéisi saada kiinnostumaan ja sitoutumaan
opiskeluun pintaoppimista syvéllisemmin. Olennaista
téssé lienee kunnolliset ajattelukokemukset; oppilaiden
olisi padstavé joskus aidosti my6s tekemddn matema-
tiikkkaa, osallistumaan sen késitteiden ja niiden valis-
ten yhteyksien muodostamiseen tavanomaisemman val-
miiden oppisisédltéjen omaksumisen ohella. Opettajilla
olisi tdssé asiassa epdileméttd keskeinen rooli: heiddn
olisi kyettévé ideoimaan ja toteuttamaan aktiviteette-
ja, joiden kautta edelld sanottua voitaisiin toteuttaa.
Tama saattaa vaatia aluksi omien ajatustottumusten
avartamista, ja kenties uskaltautumista myos jonkinlai-
sille epdmukavuusalueille. Kirjoitukseni (2020) on yksi
kertomus tdmén tyyppisestd seikkailusta tuntematto-
maan maastoon.

Pyrin siind ikdan kuin kantapdan kautta perehtyméaan
ns. prosessindkokulmaan matematiikassa. Didaktiikan
piirissé téatd puolta on haluttu nostaa esiin juuri sy-
vempien oppimistuloksien aikaansaamiseksi. (Tamé ei
tarkoita millddn muotoa matematiikan muiden puolien
vaheksymistd.) Talloin ei etukéteen ole tiedossa, mité
voi tulla eteen ja mité tietoja voidaan tarvita. On myos
mahdollista, ettd silloin pitdd luoda jotakin uutta tai
sattumoisin tullaan luoneeksi jotain sellaista — suhtees-
sa omaan tuttuun tietorakenteeseen — jotta asiat ete-
nisivat. Jotakin téallaista todella tapahtui tdssd vaati-
mattomassa “"prosessissani” (2020). Mutta ennen kaik-
kea tdhan liittyi merkillinen sitoutuminen, joka taisi
ainakin osittain johtua siitd, ettd koin késitteleméni
kysymyksen omakseni. Yhtd poikkeusta lukuun otta-
matta en alussa mainitussa kirjoituksessani pyytanyt
keneltdkadn apua, enkd myoskddn kayttinyt Googlea
tms., koska siten olisin sotkenut tdmén vaellukseni mie-
lenmaisemat. Téllainen menettely on nidhdékseni 14-
helld my6s didaktiikan piirissd esiintuotua kehityksel-
listd lihestymistd (vrt. esim. Haapasalo & Kadijevich,
2000; 2004). Tavanomaisempaan opetukseen koulussa,
yliopistossa jne. voidaan silloin viitata kasitteelld kou-
lutuksellinen ldhestyminen. Mahdollinen lukija voinee
havainnollistaa néiden ldhestymisien eroja esimerkik-
si vertailemalla téssd nyt késilla olevassa kirjoituksessa
esitettyja todistuksia, niiden ”pelkistettyja tarinoita”
— ja ihan lopun vield paljon pelkistetympééa hienoa to-
distusta — ja muuta samaa asiaa koskevaa, enemmén

laadullista ja havainnollista jérkeilyd, jota késiteltiin
tdmén kirjoituksen alkupuolella (vrt. Kuva 1).

Kokemukseni valossa rohkenen suositella opettajille
omien avoimien kysymyksien asettamista ja tutkimis-
ta, ainakin joskus. Tatd kautta paljastuu niin oman
ajattelun avaruus kuin ahtauskin. Ainoastaan mieli-
kuvitus voi rajoittaa kysymysten valintaa, ja maailma
kylla vastaa niihin, ennemmin tai myohemmin. Téallais-
ten kokemuksien kautta oppisisilldille ja yleisemmin
matemaattisille toimintatavoille saadaan luotua mer-
kityksellisyytté, jonka myotd myos sitked tyonteko ja
ajattelu sekd monet muut matemaattiset hyveet olisi-
vat luonnollisia ja laajasti hyodyllisiksi koettuja asioi-
ta. Yksi kiintoisa konkreettinen sivuvaikutus prosessi-
nikokulmasta on se, ettd opettaja huomaa pystyvéinsa
kehittdméan itse luontevasti uusia toiminnallisia tyota-
poja, harjoitustehtéivid sekéd jopa uusia matemaattisia
véitteita.

... Tai ei ihan viela

Matematiikan professori emeritus Jorma Merikoski
esitti hypoteesille @ (vrt. Kuva 1) lyhyen todistuksen.
(Kévimme asian tiimoilta aikoinaan kirjeenvaihtoa; té-
maén kirjoittajan "puolustukseksi” voitaneen sanoa, et-
tei hdnkéan ilmeisesti todistusta esittdmaélleni hypotee-
sille noin vain keksinyt, vaan se vaati hiukan ty6ta myos
héneltd; myos itse kysymys eli hypoteesi @, vrt. Ku-
va 1, oli hénellekin entuudestaan tuntematon.) Siiné ei
ensimmaéiseksi kiinniteta pistettd X lyhimman matkan
pisteend, vaan annetaan sen olla alussa suoran L mieli-
valtainen piste. Suoran L piste K on sitten se piste, jo-
ka saadaan kuvion 1 mukaisella konstruktiolla pistees-
td X keskinormaalin MY pisteen C kautta (suorien T'
ja L leikkauspisteend). Olkoot sitten X7 ja X» suoran
L pisteita, ja olkoot K7 ja Ko vastaavat konstruktiolla
saadut suoran L pisteet, joita vastaavat konstruktion
mukaiset keskinormaalin MY pisteet C ja Cs. Jos nyt
XA+ X1B < X5A +XQB, niin C1 M < CQM, mista
seuraa edelleen, ettd piste K5 on pisteen K oikealla
puolella. Télloin kulma BKsA < kulma BK; A , joten
K5 ei ole maksimikulmapiste. Jos siis X ei ole mini-
mimatkapiste, niin K ei ole maksimikulmapiste, silla
pienentamaélld summaa XA + X B saadaan suurempi
kulma BX A. Maksimikulmapiste on olemassa. Néin se
saadaan valitsemalla pisteeksi X minimimatkapiste —
ja vain siten.
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