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Pakotettu digiloikka
Padkirjoitus

Tassd péadkirjoituksessa en yritdkddn sanoa mitaén ko-
vin omaperdéisté tai yllattavaa. Tavoitteeni on vain ker-
toa viime aikojen vaikutuksista matematiikan olympia-
valmennukseen. Kaikki mitd sanon, on todennékoisesti
yleistettavissd moneen muuhunkin aiheeseen kuin kil-
pamatematiikkaan, mutta koska sen tunnen hyvin, ker-
ron siita.

Olympiavalmennuksen erds ongelma Suomessa on ai-
na ollut Suomen maantieteellisesti laajalle alueelle ja-
kautunut suhteellisen pieni ihmisméara. Periaatteessa
matematiikkaharrastajia on paljon, mutta yksittaisessa
koulussa ei valttdméattd ole kuin yksi harrastaja. Tal-
lainen ihminen on aika yksind&n. Vertaistukea ei ole,
kenellekddn ei voi hehkuttaa aritmeettis-geometrisen
epayhtalon hienoimpia sovelluksia viime aikojen kilpai-
lutehtévissé, kenellekédén ei voi valittaa, kun tehtava ei
vain ratkea, ja kenenkdén kanssa ei voi opiskella yhdes-
sd. Tallaisten koululaisten kannalta piddn olympiaval-
mennuksen tapaamisia hyvin arvokkaana, koska néis-
sd kerrankin voi tavata muita samanmielisid ihmisié,
joilla on samat kiinnostuksenkohteet, mahdollisesti sa-
mankaltaiset tulevaisuuden suunnitelmat ja mahdolli-
sesti samankaltaiset tavat viettdd vapaa-aikaa.

Kéytannossa kuitenkin Suomi on iso maa. Missa tahan-
sa valmennustapahtuma jarjestetaénkin, on sinne mo-
nen hyvin hankala tulla, koska etédisyydet ovat isoja.
Jotta valmennustapahtumiin olisi mahdollisimman mo-
nen mahdollisimman helppo tulla, on niitd kiytdnnossa
jarkeva jarjestdd Eteld-Suomessa, koska Eteld-Suomen
asukastiheys on suurin. Kéytdnnossa tdma tarkoittaa
sitd, ettd monet valmennukseen tulevista ovat sellai-

sia, joilla voisi olla muitakin mahdollisuuksia keskus-
tella matematiikasta toisten kanssa, esimerkiksi omas-
sa koulussa.

Huhtikuun alussa jouduimme ilmeisistd syistd peru-
maan tavallisen valmennustapahtuman. Tilalle jar-
jestimme virtuaalivalmennusta. Huhtikuussa piti ol-
la my6s Euroopan tyttéjen matematiikkaolympialaiset
EGMO. Ne jarjestettiin virtuaalisina. Huhtikuussa oli-
si ollut seitsemésluokkalaisten alueellisten kilpailujen
finaaleja. Kolme niistéd siirrettiin eteenpéin, yksi jér-
jestettiin etdnd. Kilpailujen jarjestdminen etdné herat-
tdd aina hiukan kysymyksid: luotammeko siihen, et-
td ihmiset todellakin ratkaisevat tehtévit itse? Kan-
sainvélisten kilpailujen jarjestdminen virtuaalisesti he-
rattad viela lisdd kysymyksid: jos ratkaisujen pistey-
tyksen hoitavat joukkueenjohtajat yksin ilman keskus-
telua koordinaattorien kanssa, voimmeko olla varmo-
ja, ettd kaikki pisteyttdvat rehellisesti? Mind itse en
ole koskaan osannut olla kovin huolissani rehellisyydes-
td, vaan pikemminkin siitd, tulkitaanko pisteytysohjeet
joka paikassa samoin. Olin EGMO:ssa koordinaatto-
rina. Normaaliolosuhteissa olisin keskustellut joukku-
eenjohtajien kanssa ratkaisuista ja varmistanut, ettéa
kaikki arvioivat tehtédvit samoin. Nykyiselladn tehté-
vani oli vain muutaman muun ihmisen kanssa luoda
pisteytysohje tehtédvadn 1 sekd vastata joukkueenjoh-
tajien tarkentaviin kysymyksiin. Padtellen kysymyksis-
té, joita saimme, uskallan véittéa, ettd ohjeet tulkittiin
vahintdan riittdvan samoin. Olimme tietysti huomioi-
neet poikkeusolosuhteet pisteytysohjeita luodessamme
ja karsineet pois kaikki mahdolliset tulkintaeroja ai-
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heuttavat asiat. Lopputulos saattoi olla hieman nor-
maalia ankarampi ohjeistus, kun irtopisteiden jakelun
ohjeistuksessa piti olla hyvin tarkkana. Kokemukset
kilpailujen etéjérjestelyista ovat kuitenkin kaiken kaik-
kiaan loistavia. Tamé voisi tarkoittaa myods sita, etta
valmennettaville voisi jarjestdd aiempaa useammin eté-
kokeita tai vaikka leikkimielisid kilpailuja. Hiukan ke-
hiteltyna tdméa ajatus tarkoittaisi myos mahdollisuutta
uusiin vakavampiinkin kilpailuihin.

Oleellista on kuitenkin se, ettd Euroopan tyttéjen ma-
tematiikkaolympialaisissa ei ainoastaan tehtédvien rat-
kaiseminen ja pisteytys menneet hyvin vaan jarjestéjat
onnistuivat luomaan yhteisollisyyden tunteen ja suu-
ren urheilujuhlan tunnun. Ei se ollut tietenkédén sama
kuin tavallisessa kilpailussa, mutta erittdin hyva korvi-
ke. Tamé herdttdd minussa toivoa siitd, ettd jatkossa
my06s olympiavalmennusta voisi jarjestda fyysisten val-
mennustilaisuuksien lisdksi my6s etdnd niin, ettd kil-
pailijat kokisivat sen saman yhteisollisyyden ja saisivat
sen saman vertaistuen kuin mitd tavallisissa valmen-
nuksissa. Tamé& vaatii varmasti kehittelyd ja pohdin-

taa, mutta olemme varmasti monta pykélad pidemmaél-
14 nyt kuin ennen yhteistd kokousohjelmistojen kadyton
pakotettua pikakurssia.

Jotkut asiat ovat muuten minusta parempia etdyhteyk-
silla kuin livena: jos yhteydet toimivat, olen paljon mie-
luummin etdkokouksessa kuin tavallisessa, silld etédko-
koukset ovat usein hyvin tehokkaita. Toisia asioita taas
etdyhteydet eivit koskaan tule korvaamaan: Haaveilen
siitd, ettd voin mennd kahvilaan juomaan kupin mus-
taa kahvia hyvén kirjan kanssa. Haaveilen myos siité,
ettd padsen tavalliselle jumppatunnille (varsin hyvén)
online-version sijaan. Ennen kaikkea haaveilen siité, et-
td voin matkustaa junalla Turkuun tapaamaan van-
hempiani. Ty0asiat ja kilpailut hoituvat sen sijaan eté-
né paljon paremmin kuin olisin koskaan kuvitellut ja
tuovat mukanaan paljon kédytdnteitd, joiden soisi ja&-
van kayttoon myohemminkin.

Hyvaé loppukevitta ja kesad!

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
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Jokaisessa parittomassa luvussa on e!

Neea Palojarvi
Abo Akademi

Internetin ihmemaailmassa seikkaillessa torméas kai-
kenlaisiin kummallisuuksiin. Vahan aikaa sitten yri-
tin etsid internetistd vinkkia sellaisista matematiikan
tosiasioista, jotka olisivat nopeasti muotoiltavissa ei-
matemaatikoille ja joita jopa sellaiset ihmiset, joille ma-
tematiikka ei ole aivan syddmenasia, pitdisivat hauskoi-
na. Néin toérmaésin seuraavaan viitteeseen:

Lause 1. Kaikissa parittomissa luvuissa on englannik-
si kirjoitettuna e-kirjain.'

Matematiikassahan ei ole tapana uskoa mihinkdéan en-
nen kuin se on todistettu. Tamén artikkelin tavoitteena
onkin todistaa edellinen véite.

Negatiiviset luvut

Tarkasteltavana on &aarettémén monta lukua, joten
saattaisi olla oikein mukavaa, jos tarkasteltavia tapauk-
sia saataisiin rajoitettua. Ensimméainen havainto on, et-
té kaikki parittomat luvut ovat positiivisia tai negatii-
visia, silla nollahan on parillinen luku. Negatiiviset lu-
vut taas voidaan lausua muodossa “miinus [luku po-
sitiivisena]” (englanniksi "minus”). Esimerkiksi —1 on
“minus one”. Néin ollen, jos jokaisessa parittomassa po-
sitiivisessa luvussa on e-kirjain, niin on my6s negatiivi-
sissakin. Voidaan siis rajoittaa tarkastelu vain positii-
visiin lukuihin.

Ihttps://www.whizz.com/blog/20-cool-facts-maths/

Talla tavalla saadaan rajattua pois tarkastelusta déret-
toméan monta lukua. Valitettavasti tdmén tiedon avul-
la ei viela péaastd puusta pitkélle, silla edelleen jaljella
on ddrettomén monta lukua... On siis yritettava tehda
jotain fiksumpaa.

Viimeiset numerot

Uuden ratkaisuidean saamiseksi voisi auttaa paritto-
mien positiivisten kokonaislukujen tutkiminen. Tutki-
taanpa siis positiivisia, korkeintaan luvun kymmenen
kokoisia parittomia lukuja. Ne ovat yksi ("one”), kolme
("three”), viisi ("five”), seitsemén (”seven”) ja yhdek-
sdn ("nine”). Kaikissa niissd on e-kirjain. Lupaavalta
nédyttda! Muistetaan vield, ettd tunnetusti jokaisen pa-
rittoman luvun viimeinen numero on jokin edellisestd
viidestd numerosta. Tasméllisyyden vuoksi todistetaan
tdmaé véiite ja muistetaan, ettd edellisessé osiossa tehty-
jen péattelyiden mukaan voidaan rajoittaa tarkastelu
vain positiivisiin lukuihin:

Lause 2. Parittoman positiivisen kokonaisluvun vii-
meinen numero on 1, 3, 5, 7 tai 9.

Todistus. Parittomuuden méaritelméstd seuraa, etta
joka toinen kokonaisluku on parillinen ja joka toinen
pariton. Néin ollen aina seuraava pariton luku saadaan
lisddmalla edelliseen luku kaksi. Eli kaikki parittomat
positiiviset luvut saadaan, kun lukuun yksi lisdtdan
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tarvittava méaard kakkosia. Kun muistetaan vield, et-
td kahden luvun summassa saatavan tuloksen viimei-
nen numero riippuu vain summattavien viimeisista nu-
meroista, niin voidaan tarkastella, miten parittomien
lukujen viimeiset numerot kayttaytyvat. Olkoon taulu-
kossa n jokin pariton positiivinen kokonaisluku:

n viimeinen numero | n + 2 viimeinen numero
1 14+42=3
3 3+2=5
5 54+2=7
7 7T+2=9
9 9+2=11—-1

Taulokosta ndhdéén, ettd luvut 1, 3, 5, 7 ja 9 ovat vuo-
rotellen parittoman luvun viimeisid numeroita. Viite
on siis todistettu. O

Taméahan nayttad hyvaltd! Nimittédin, jos nyt voidaan
todeta, etté viimeinen numero todella on my6s mukana
luvussa, kun se kirjoitetaan sanoin, niin véite on todis-
tettu! Onhan esimerkiksi 101 englanniksi “one hundred
one” eli viimeisend numerona oleva ykkonen todella on
mukana my0s kirjoitetussa muodossa, ja se sisaltda kir-
jaimen e. TAma loistava viritelmé kaatuu kuitenkin jo
ensimmaéisen lukua kymmenen suuremman parittoman
luvun kohdalla. Nimittédin luku yksitoista (”eleven”) si-
saltdd kylla e-kirjaimen, mutta ei ole haluttua muotoa.
Senhén pitéisi olla ”ten-one”.

Vaikuttaa siis siltd, ettd tarvitaan jotain tietoa siité,
miten englannin kielessd numerot on nimetty. Taman
olisi kylla voinut paatelld jo heti aluksi. Vaitehan on
selvéasti kieliriippuvainen, silld se ei esimerkiksi suomek-
si pade. Luku "yksi” ei esimerkiksi sisélld yhtdén e-
kirjainta.

2https://wuw.thoughtco.com/

Numerot englanniksi

Seuraava vaihe siséltdd hieman googletusta ja englan-
nin kielen rakenteeseen tutustumista. Pienen tyon jal-
keen selviid, ettd ThoughtGo?-nimisen, opetukseen
liittyvéin internetsivuston, mukaan® kaikilla kokonais-
luvuilla 1-20 on omat nimensd. On helppo tarkistaa,
ettd télla valilla kaikki parittomat luvut sisdltavéit e-
kirjaimen — sehén on jo melkein tehty téssa tekstissa
alemmin! Taméan jalkeen teksti antaa ymmértaa, et-
td numeroihin tulee aina jokin alku ja sitten se paét-
tyy johonkin numeroista 1-20 tai nolla. Joillain suurilla
luvuilla — tekstin perusteella kymmenen potensseilla,
miki vastaa myos Wikipedian kuvausta® asiasta — on
omat nimenséd. Tamaé ei kuitenkaan vaikuta nyt tehté-
vadn tarkasteluun, silld riittdad tutkia vain parittomia
lukuja.

On siis havaittu, ettd ne parittomat kokonaisluvut, joil-
la on oma nimensé, sisdltavéit e-kirjaimen. Loput taas
loppuvat lauseen 2 mukaan johonkin sellaiseen nume-
roon, joka sisiltdd e-kirjaimen. Siispé kaikkien paritto-
mien kokonaislukujen on todella siséllettava e-kirjain!

Lopuksi

Alaviitteesta 1 10ytyy my0s muita mielenkiintoisia vait-
teitd, joihin voi miettid todistuksia. Sielld esimerkiksi
vaitetddn, ettd "forty” (40) on ainoa luku, jonka nu-
merot on kirjoitettu aakkosjérjestyksessi. Tai voi olla
mielenkiintoista pohtia, 10ytyyké suomen kielestéd jo-
tain samanhenkisté rakennetta kuin téassé kirjoitukses-
sa tutkittiin.

Shttps://www.thoughtco.com/expressing-numbers-in-english-1210097

4https://en.wikipedia.org/wiki/English_numerals
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Enta jos olisi darettoman suuria luonnollisia lukuja?

Tuomas Korppi

Johdanto

Kuten lukija varmaan tietdd, luonnollisten lukujen
joukko N on &éreton. Jonoa 1,2,3,... voidaan nimit-
tdin jatkaa darettomiin. Oltiinpa péadsty miten pitkal-
le tahansa, sanokaamme lukuun n saakka, aina voi-
daan muodostaa seuraava luku n + 1. Kuitenkin kaik-
ki luonnolliset luvut ovat &arellisié, kuten 5, 10 ja
345678908765445678987654567899876545678987.

Internetin keskustelupalstoilla pyorii silloin télloin yk-
sityisajattelijoita, jotka vaittavat, etta luonnollisten lu-
kujen joukon darettomyydesté seuraa, ettd valttaméatta
on olemassa darettomén suuria luonnollisia lukuja.

Koulutetulle matemaatikolle on selvédéd, ettd &daretto-
mén suurten luonnollisten lukujen olemassaolo ei ai-
nakaan ole vilttdméattomyys. Matematiikkaa on teh-
ty satoja vuosia olettaen vain &arellisen suuria luon-
nollisia lukuja, eikd luonnollisten lukujen vakiintunees-
ta teoriasta ole yrityksistd huolimatta 16ydetty siséisia
ristiriitaisuuksia.

Voitaisiinko sitten tehdd “vaihtoehtomatematiikkaa”,
jossa luonnollisten lukujen joukko sisdltdisi darettomén
suuria luonnollisia lukuja? Téssa kirjoitelmassa tutkim-
me, millaista tuo vaihtoehtomatematiikka olisi.

Luku N

Oletetaan, ettd on olemassa aédreton luonnollinen luku
N. Siitd, ettd sanomme, etté téllainen luku on olemas-

sa, ei voida vield péételld, millaisia ominaisuuksia silla
on. Kuitenkin luonnollisille luvuille on ominaista, et-
td niilla voidaan laskea. Niinpa oletamme, ettd sama
patee N:lle.

Jokaiselle luonnolliselle luvulle voidaan muodostaa seu-
raava luonnollinen luku, joten on olemassa viela N:&4
suurempi luonnollinen luku N +1. Siis NV ei ollut suurin
luonnollinen luku. Vield on olemassa luku N +2, N+3
jne. Luonnollisia lukuja voidaan kertoa keskendén, jo-
ten on olemassa my6s luvut 2NV, 3N jne, jopa N x N.
Nollasta eroavasta luonnollisesta luvusta voidaan myos
vahentdd pienempi luonnollinen luku, joten on olemas-
sa luvut N —1,N — 2, N — 3,..., jotka luonnollisesti
ovat myos darettomia.

Oletimme N:sté ainoastaan, etté se on ddrettomén suu-
ri luonnollinen luku, ja 16ysimme suuremman &daretto-
mén luonnollisen luvun N + 1 ja pienemmaén &éret-
tomén luonnollisen luvun N — 1. Niinpéd teemme sen
johtopéatoksen, ettd darettomien luonnollisten lukujen
joukossa ei ole pieninté tai suurinta alkiota.

Luku 1/N

Luonnollisen luvun kdanteisluku on reaaliluku, ei luon-
nollinen luku. Niinpd N:n olemassaolosta seuraa, etta
reaalilukujen joukko sisiltdd luvun 1/N. Se on suurem-
pi kuin nolla, koska luonnollisten lukujen kaddnteisluvut
ovat nollaa suurempia. Kuitenkin, jos n on direllinen
luonnollinen luku, 1/N < 1/n. Siis esimerkiksi 1/N <
1/484567890987654567898765456789098765456789987.
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Luku 1/N on siis ddrettémén pieni positiivinen luku
eli infinitesimaalinen positiivinen luku.

Lisdksi jokaiselle reaaliluvulle  on olemassa luku x +
1/N, jolle (x + 1/N) — x = 1/N on infinitesimaalisen
pieni, eli luvut x ja z + 1/N ovat infinitesimaalisen 1&-
helld toisiaan.

Vastaavasti kuin N ei ollut suurin luonnollinen luku,
ei 1/N ole pienin infinitesimaalisen pieni positiivinen
luku. Luku 1/(/N 4 1) on nimittdin viel& pienempi. Sa-
moin 1/(N +2),1/(N + 3),..., eikd infinitesimaalisen
pienten positiivisten lukujen joukossa ole pienintd al-
kiota.

Desimaalikehitelmat

Vakiintuneessa matematiikassa on tunnettua, ettd ei
ole olemassa pieninté positiivista reaalilukua. Jos x on
pieni positiivinen reaaliluku, voidaan nimittdin muo-
dostaa vield pienempi positiivinen reaaliluku z/2. Mo-
net yksityisajattelijat, erityisesti pohtiessaan Zenonin
paradokseja, eivit hyviksy tatd tosiasiaa. He véitta-
vit, ettd on olemassa pienin positiivinen reaaliluku
0,000...1. Eli luku, jossa on &arettémén monta nol-
laa ja niiden peréssa ykkonen. Tamaé ei kuitenkaan ole
minkaédn reaaliluvun desimaalikehitelma.

Miltéds tilanne nayttdd, jos oletamme darettémén suu-
ren luonnollisen luvun N7 Talloin reaalilukujen desi-
maalikehitelmissd on N:s desimaali, ja voidaan muo-
dostaa luku 0,000...... 00010000. .., missd on nollat
kaikilla muilla paikoilla ja ykkonen N:nnelld paikalla.
Voidaan kuitenkin muodostaa vield pienempi luku, jos-
sa on nollat muilla paikoilla ja ykkénen N + 1l:nnelld
paikalla. Sitten voidaan muodostaa vield pienempi po-
sitiivinen reaaliluku jne. Ajatuksesta, ettd on olemas-
sa pienin positiivinen reaaliluku x ei tietddkseni synny-
kadn mitddn jarkevdd. Ainakaan jakolaskua ei sellaisel-
le voisi olla mééritelty, tai muuten x/2 sotkee homman.

Vakiintuneessa matematiikassa on myos tunnettua, et-
td 0,9999--. = 1. Tatakadn monet yksityisajattelijat
eiviat hyviksy, vaan viittavit, ettd nédiden erotus on
infinitesimaalisen pieni, nollasta eroava reaaliluku. Jos
kuitenkin muodostamme luvun 0,999... meidin teo-
riassamme, siind on ysit myos kaikilla ddrettoméan suur-
ten luonnollisten lukujen N kuvaamilla paikoilla, ja tu-
los 0,9999 .- = 1 pétee edelleen. Niinpa 1 — 0,999...
ei myo6skadn meidan teoriassamme kelpaa pienimmaksi
positiiviseksi reaaliluvuksi.

Jatkuvat funktiot

Tasséd luvussa infinitesimaalisen pientd positiivista re-
aalilukua merkitddn symbolilla e. Siis 0 < € < 1/n,
missa n kay lapi aarelliset luonnolliset luvut.

Tutkitaan funktiota f(z) = 2. Se on jatkuva kaikilla
reaaliluvuilla. Erityisesti se on jatkuva pisteessa 3. Kun
lasketaan f(3 + €), saadaan (3 +¢€)? = 9 + 6¢ + €2, mis-
sé 6e ja €2 ovat infinitesimaalisen pienidi, ja 9 on f(3).
f siis vie luvun 3 + € infinitesimaalisen ldhelle lukua
f(3). Téssa vaiheessa teemmekin seuraavan arvauksen:
Jatkuva funktio vie infinitesimaalisen ldhelld toisiaan
olevat pisteet infinitesimaalisen ldhelle toisiaan. Tama
arvaus on myos aika luonnollinen siitéd ajatuksesta, etta
jatkuvan funktion kuvaaja on yhtendinen kayra.

Tutkitaan sitten funktiota f(z) = 0, kun =z < 0, ja
f(z) = 1, kun = > 0. Funktiolla on siis epajatku-
vuuskohta pisteessi 0. Nyt f(0) = 0, mutta f(e) = 1.
Nyt siis 10ytyy kaksi infinitesimaalisen lahelld toisiaan
olevaa pistetta, jotka eivat kuvaudu infinitesimaalisen
léhelle toisiaan. Teemmekin seuraavan arvauksen: Jos
funktio on epéjatkuva, on infinitesimaalisen 1dhella toi-
siaan olevat pisteet, jotka eivit kuvaudu infinitesimaa-
lisen ldhelle toisiaan. Tamékin arvaus on aika luonnol-
linen siité ajatuksesta, ettd epdjatkuvan funktion ku-
vaaja "hyppad” jossain kohti.

Tutkitaan sitten funktiota f(z) = Nz. Nyt f(0) = 0,
mutta f(1/N) = N(1/N) = 1. Nyt siis loytyy kaksi
infinitesimaalisen 1dhelld toisiaan olevaa pistettd, jotka
eivit kuvaudu infinitesimaalisen ldhelle toisiaan. Funk-
tio f on kuitenkin jatkuva.

Taméa f on kuitenkin tietyssd mielessd epétavallinen:
Sen méarittelyssa jouduttiin viittaamaan darettoméaan
lukuun N. Niinpa tdma funktio ei saa meitd luopumaan
ensimméisestd arvauksestamme vaan ennemmin muut-
tamaan sitd seuraavasti: "Tavallinen” jatkuva funktio
vie infinitesimaalisen léhelld toisiaan olevat pisteet in-
finitesimaalisen l&helle toisiaan.

Naiden arvausten todistaminen on sen verran vaikeaa,
ettemme tdssd sithen mene. Arvauksissa on kuitenkin
paljon totuutta, ja kun kohta saamme tarpeeksi uutta
késitekoneistoa, muotoilemme tuloksen, joka on nédiden
arvausten eksakti ja pateva versio.

Mita matemaatikot ajattelevat tasta py-
hainhavaistyksesta?

Vakiintuneessa matematiikassa ei hyvéiksytd &aretto-
mén suuria luonnollisia lukuja tai infinitesimaalisen
pienid positiivisia reaalilukuja. Olemmeko siis perus-
tamassa uutta, kapinallista matematiikan koulukun-
taa, joka hyviksyy eri tulokset kuin muut matemaa-
tikot? Emme. Matematiikassa on nimittdin vakiintu-
neet, selkedt menetelmat, joilla uusia matemaattisia
olioita voidaan rakentaa, tai kuten matemaatikot sano-
vat, konstruoida. Osoittautuu, etté vakiintuneen mate-
maattisten olioiden maailman sisille voidaan vakiintu-
neilla menetelmilld konstruoida pieni "hiekkalaatikko-
maailma”, jossa jokainen dareton joukko siséltda myos
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ddrettomia alkioita, ja sielld asiat toimivat, kuten edel-
lisissé kappaleissa on esitetty.

Hiekkalaatikkomaailmassa on joukolle N vastine *N,
joka sisédltda sekd &ddrellisen ettd &darettomén kokoi-
set ”luonnolliset luvut” ja joukolle R vastine *R, jo-
ka sisaltda tavallisten reaalilukujen vastineiden lisak-
si infinitesimaalisen pienid positiivisia lukuja. Jokai-
selle n € N on vastine *n € *N, esimerkiksi luvulle
3 on olemassa vastine ”hiekkalaatikkokolmonen”, *3.
Jokaiselle r € R on vastine *r € *R. Lisdksi jokai-
selle f: R — R on vastine *f: *R — *R. Siis esi-
merkiksi funktiolle f: R — R; f(z) = 2? on vastine
R = Ry *f(z) =2 2.

Néin valtavirtamatemaatikotkin hyviksyvit ”déretto-
mén suuria luonnollisia lukuja” ja ”infinitesimaalisen
pienia reaalilukuja” koskevat tulokset, ei joukkojen N
ja R alkioita koskevina tuloksina, vaan joukkojen *N ja
*R alkioita koskevina tuloksina.

Palataan jatkuviin funktioihin
Nyt tulos, josta vihjaistiin pari lukua takaperin kuuluu
seuraavasti:

Lause 1. Olkoon f: R — R ja x € R. Talléin seuraa-
vat ovat yhtdpitivid:

e f on jatkuva pisteessd x.

o Kaikilla y € *R, joille y on infinitesimaalisen ldhel-
ld lukua *x, pdtee, ettd *f(y) on infinitesimaalisen
lahelld lukua * f(*x).

Huomaamme lauseesta, ettd se patee vain funktioille,
jotka ovat muotoa *f, missd f: R — R. Pari lukua
sitten esitetty funktio g: *R — *R;g(z) = Nz on ole-
massa hiekkalaatikkomaailman sisilld, mutta se ei ole
muotoa g = * f yhdellekdédn funktiolle f: R — R.

On myo6s tarkedéd, etta se piste x, jossa jatkuvuutta tar-
kastellaan, on joukon R alkio, ei joukon *R darettoman
suuri luku. Lukija voi ihan piruuttaan kokeilla, mita
tapahtuu, jos funktiona on f(z) = 22, ja arvoja * f(N)
ja *f(N + 1/N) vertaillaan.

Lopuksi

Tassa kirjoitelmassa esitetyn hiekkalaatikkomaailman
sisdlld operoimista kutsutaan epdstandardiksi analyy-
siksi, ja idean isd on Abraham Robinson. Epéstandar-
di analyysi on siis ihan péatevda matematiikkaa, joten
sen arvon ratkaisee kysymys: Onko siitd hyotya? Téas-
td ollaan montaa mieltd. Jotkut kokevat epéastandar-
din analyysin hyodylliseksi, mutta monien mielesté se
vain mutkistaa asioita eikd mahdollista mitadn oikeasti
mullistavaa.

sisallysluetteloon
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Matematiikkadiplomit vuonna 2019

Marjatta Nddatanen
dos., Helsingin yliopisto

Diplomitehtavien 483 vastauspyyntoa tuli vuonna 2019
seuraavilta 122 paikkakunnalta. Vahintadn 5 pyyntoad
ldhettdneet on mainittu:

Akaa, Alajarvi, Asikkala, Espoo (72 kpl), Eurajoki,
Forssa, Haapavesi, Hankasalmi, Harjavalta, Hartola,
Haukipudas, Helsinki (62 kpl), Hollola, Hyrynsalmi,
Hyvinkdd, Hameenkyrd, Hameenlinna, Ii, lisalmi, Tit-
ti, Ilmajoki, Ilomantsi, Janakkala, Joensuu, Joroinen,
Joutseno, Jyviskylad (16 kpl), Jamsé, Jarvenpad (6 kpl),
Kaarina, Kangasala, Kankaanpéa, Kannus, Karkkila,
Karstula, Kauhava, Kauniainen, Kemi, Kemijarvi, Ke-
minmaa, Kempele, Kerava, Kirkkonummi (7 kpl), Kok-
kola, Kontiolahti, Kotka, Kouvola, Kuopio (6 kpl), Ku-
rikka, Lahti (14 kpl), Laitila, Lapinlahti, Lappee, Lap-
peenranta (5 kpl), Laukaa, Lemi, Lieto, Liminka, Loh-
ja, Luhanka, Masku, Mikkeli, Muhos, Muonio, Mus-
tasaari, Muurame, Mantséla (6 kpl), Manttéa-Vilppula,
Naantali, Nakkila, Nivala, Nokia, Nurmijarvi (12 kpl),
Orimattila, Oulu (32 kpl), Paimio, Parikkala, Parka-
no, Pelkosenniemi, Petéjéivesi, Pieksamaéki, Pietarsaa-
ri, Pirkkala, Pori, Pornainen, Porvoo (5 kpl), Pudas-
jarvi, Puumala, Poytyé, Raahe, Raasepori, Raisio, Ra-
nua, Rauma, Riithiméki, Rovaniemi (5 kpl), Rusko, Sa-
lo, Sastamala, Savitaipale, Savonlinna, Sein&joki, Sii-
linjarvi, Sipoo, Sodankyld, Somero, Sonkajarvi, Suo-
nenjoki, Tampere (20 kpl), Toholampi, Tornio, Tuk-
holma, Turku (7 kpl), Tuusula (6 kpl), Tyrniva, Ulvi-

la, Urjala, Vaasa (7 kpl), Valkeakoski, Vantaa (16 kpl),
Vihti (5 kpl), Ylojarvi (9 kpl).

Laaja-alaisten tehtéviapakettien vastauspyyntoja tuli
yhteensd 19 néiltd paikkakunnilta: Espoo, Helsinki (6
kpl), Titti, Jyviskyld, Kemi, Kirkkonummi, Kurikka,
Lahti, Méantsala, Oulu, Tampere, Vaasa.

Koska osalla opettajista on jo useiden aikaisempien
vuosien ajalta saadut vastaukset, ei voida arvioida,
kuinka monella luokalla diplomitehtdvid kaytetdan.
Diplomitehtédvien kdyton levinneisyys ja jatkuvuus eri
puolilla maata sen sijaan nakyy selvéisti ja on erityisen
ilahduttavaa. Suomenkieliset koulut esim. Tukholmas-
sa ovat myos loytdneet diplomit. Opettajat kdyttavat
diplomeja eri tavoin, esimerkiksi koko luokalle alaluo-
killa, ja oppilaiden tarpeiden ja erojen suurennuttua
diplomitehtéavéit antavat mahdollisuuden eriyttad, se-
kéd kertaamiseen, ettd myos ylospain. Téstd on tullut
opettajilta erityisesti kiitosta, silld sopivasta aineistos-
ta on ollut puutetta. Matematiikkadiplomit néyttavat
tayttavan hyvin tehtdvinsa ja opettajat ovat itse levit-
tdneet niistd tietoa toisilleen.

Vastaukset ldhettdd opettajille pyynnostd ju-
ha.ruokolainen at yahoo.com. Oma Helsingin yliopis-
ton osoitteeni lakkaa toimimasta tana kevidna, sitd ei
siis endéd tule kayttaa.
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Muirheadin epayhtalo: ongelmien ratkaisuita

Esa V. Vesalainen
Matematik och statistik, Abo Akademi

Artikkelissa Muirheadin epdyhtdlé Solmun numerossa
3/2019 oli seitsemén ongelmaa lukijoiden iloksi. Téssé
olisi ratkaisu jokaiselle niisté.

Ongelma 1. Olkoot a, b ja ¢ epinegatiivisia reaalilu-
kuja. Osoita, ettd

(a+b)(b+c)(c+a) > 8abe.

Ratkaisu. Kertomalla todistettavan epdyhtélon vasen
puoli auki se muuttuu muotoon

a?b+alc+ab®+b2c+ac®+bc®+ 2abe > 8abc,
eli riittda todistaa, ettd
a?b+a’c+ab®+bc+ac®+bc® > 6abe.

Todetaan tita varten, ettd (2,1,0) = (1,1,1). Onhan
nimittain
2>1>0, 1>1>1, 24+4140=3=1+1+1,
sekd vield

2>1 ja  241=3>2=1+1

Siten Muirheadin epéyhtélon nojalla

Za2b22abc,

sym sym

miké onkin juuri tarvittava epayhtalo. O

Ongelma 2. Olkoot a, b ja ¢ epdnegatiivisia reaalilu-
kuja. Osoita, ettd

(a® + b +62)2 > 3abc(a+b+c¢).
Ratkaisu. Todetkaamme ensin, ettd
(4,0,0) > (2,1,1) ja (2,2,0) = (2,1,1).

Onhan nimittain

4>020, 2>212>21, 22220, ja 2>12>1,
ja
44+04+0=4=2+1+1
ja
24240=4=2+1+1,
seké

422 440=4>3=2+1, 2>2

ja
24+2=423=2+1

Siispd Muirheadin epayhtélon nojalla

Za422a2bc, ja Za26222a2bc.

sym sym sym sym
Edellinen epéyhtélé sanoo, etta

2 (a4+b4 +c4) > 2 (achJrabchrabcz) ,

tai sievemmin

a* +b* + >a2bc+ab20+ab02,

sisallysluetteloon
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ja jalkimmainen sanoo, etté
2 (aQb2 + b2 P +02a2) > 2(a2bc+ab2c+abc2) .

Laskemalla nadmé kaksi viimeistd epéyhtdlod yhteen
saamme

a* + b+t +2(a® b + 0% + P a?)
23(a2bc+ab2c+ab02),

eli
(a® +b° —1—02)2 > 3abc(a+b+c¢),

kuten pitikin. O

Ongelma 3. Olkoot a, b ja ¢ positiivisia reaalilukuja,
joille abc = 1. Todista, ettd

A+ 4+ >a?+b%+ A

Ratkaisu. Riittda osoittaa, etté kaikille positiivisille re-
aaliluvuille a, b ja ¢ pétee

a®+ 3+
> Q733 LB L gL B RT/B A3 4 g1/3 pl/3 7/

Voimmekin helposti tarkistaa, etta
(3,0,0) = (7/3,1/3,1/3),

silld onhan

7 11 701 1
>0> - > - > = =3 =_ _ -
82020, g>3>5 3+4040=3= 43+
seka viela
9 7 9 8 7 1
3=2>L 4 340=3=2>°>-L42
3= 3 B 0F 523-373

Siispd Muirheadin epéyhtdlon nojalla
Za?) > Za7/3 p/3 (1/3
sym sym
eli
2 (a® + 0% + %)
>2 (a7/3 BL/3 /B 1 L3 T/3 (1/3 4 q1/3 p1/3 C7/3) ’

mistd viite seuraakin suoraan jakamalla puolittain

kahdella. O

Ongelma 4. Olkoon n positiivinen kokonaisluku, jolle
n = 2, ja olkoot a1, as, ..., a, epinegatiivisia reaali-
lukuja. Osoita, ettd

2
n(n—1)

Z Vaia; = {fajaz--an.

1<i<j<n

Ratkaisu. Aloitetaan toteamalla, ettd n reaaliluvun jo-
noille (1/2,1/2,0,...,0) ja (1/n,1/n,...,1/n) pitee

11 1111 1
220,00 = (2 2 2 22,
<2’2’ Y > <nnnn n>

Tamaé seuraa havainnoista

ja

11 11 1
S 40404+ 0= ==

2 2 n o n n
seka
1 1
72*7
2 n
1+1—1>2* +1
2 2 T n n’
1 1 3
—+-4+0=12—-—=—4+ -+ —,
2 2 n n n n
1 1 n 1 1 1
s+5+0+0+...+0=12>—=—+—+...+—.
2 2 ~—— n n o n n
(n—2)x0 i
’ILX;

Nyt Muirheadin epayhtélon nojalla pétee

Sl > Yl

sym sym

eli

21 (n—2)! Z Vaia; = nl/aras - an,

1<i<j<n

mistd viite heti seuraakin jakamalla puolittain kerto-
malla n!. O

Ongelma 5. Olkoot a, b ja ¢ positiivisia reaalilukuja.
Todista Nesbittin epdyhtdlo

w

a n b n c S
b+c c+a a+b” 2

Ratkaisu. Kertomalla epayhtédld puolittain nimittédjien
tulolla 2 (a + b) (b + ¢) (¢ + a) se muuttuu muotoon

2a(c+a)(a+b)+2b(b+c)(a+D)
+2c(b+c¢)(c+a)
>23(a+b)(b+c)(c+a).

Kertomalla kaikki tulot auki jiljelle ja&
2 (a® +b* + ) + 6abe

—|—2(azb+a2c—|—ab2—|—bQC—|—a02—|—bc2)
23(a2b+a2c+ab2+b2c+acz—|—bc2)—|—6abc,

sisallysluetteloon
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miké sievenee muotoon

2(a3+b3+c3) >a’b+a’ct+ab®+bc+ac®+bcl

Za?’ 22@21),

sym sym

Tamé onkin

miké seuraa suoraan Muirheadin epédyhtélosté, jos vain
sattuu olemaan niin, ettéd (3,0,0) > (2,1,0). Mutta t&-
maé patee, koska on

32020, 22120, 3+0+0=3=2+1+0,

sekéd vield 3 >2ja3+0=3>23=2+1 0

Ongelma 6. Olkoot a, b ja ¢ positiivisia reaalilukuja.
Todista, ettd

a b b ¢ c a a+b+e
S (F+2) (242 ) > —).
<b+a) (C+b) (a+c)/2<1+ vabe )

Ratkaisu. Kertomalla todistettava epayhtdlé puolit-
tain tulolla a2 b? ¢ se muuttuu muotoon

(a4 87) (1 + %) (¢ + o)
>2a*0? 2 +2d°0P AP (a+ b+,
minké, kertomalla kaiken auki ja supistamalla puolit-

tain termit 2a?b?¢?, voimme kirjoittaa yksinkertai-
semmassa muodossa

Z atb? > Za8/3 po/3 (5/3.
sym sym

Tama seuraa suoraan Muirheadin epayhtalosta, jos
vain pétee (4,2,0) > (8/3,5/3,5/3). Mutta niin on,
silla

8 5. 5
4>22>20, -2 -2,
37373
ja
18 5
A4240=6=-—2=242,72
124 . +3+3
ja viela
12 8 18 13 8 5
4= 250 ki 442=6=-—>-—"—212
g g Seka A 573 373

Ongelma 7. Olkoot a, b ja ¢ positiivisia reaalilukuja.
Todista, ettd

1 1 1 1
<
a3+b3+abc+b3+c3+abc+03+a3+abc\

abc’
Ratkaisu. Kertomalla puolittain tulolla
abe (a® +b* + abe) (b° + ¢ + abe) (c¢* + a® + abe)
todistettava epayhtdld saa muodon
(a® + % + abe) (b + ¢ + abe) abe
+ (b® + ¢ + abe) (¢ + a® + abe) abe
+ (03 +a® + abc) (a3 + 6%+ abc) abe
< (@® + b + abe) (b° + ¢ + abe) (¢® + a® + abe) .

Kertomalla rohkeasti kaiken auki ja ryhmittelemé&lla
termeja sopivasti se muuttuu muotoon

(aﬁ—i—b6 +c6) abc+3(a3 B3l + 3 a3) abc
+4(@®+0*+ ) a® v P +3a*b

< (a®b® +a° P+ a0 +0° P 4 a® & + 0% °)
+2a30% 3 + (a6+b6+cﬁ)abc
+3(a3b3+b303+c?’a3) abc
+2(a®+b*+ ) a? b ® +a’ b P,

miké sievenee valittomaésti muotoon
2 (a3 +0+ 63) a’ b? 2
<ab+a8 A+ + 153 +a® b+ 5P,

tai vield yksinkertaisemmin muotoon

z:asl)2c2 < Zaﬁb?’.

sym sym

Tama puolestaan seuraa valittomaésti Muirheadin
epayhtalosté, jos vain patee (6,3,0) > (5,2,2). Mut-
ta tdmaé pétee, silld on

6>3>0, 5>2>2, ja 64+3+0=9=5+2+2,
seka vield

6>5, ja 6+3=9>7=5+2. O
Lahteet

Ongelmat 1, 2 ja 4 ovat tehtavit 12.2(a), 12.3 ja 12.2(c)
kirjassa [3]. Ongelmat 2 ja 5 ovat esimerkit 6.12 ja 6.13
teoksessa [1], ja ongelma 6 on saman teoksen tehtévi
6d.4. Lopuksi, ongelma 7 on harjoitustehtava 12.9 kir-
jassa [2].

Viitteet

[1] BRADLEY, C. J.: Introduction to Inequalities,
Handbooks, Number Two, United Kingdom Mat-
hematics Trust, 2010.

[2] CVETKOVSKI, Z.: Inequalities: Theorems, Tech-

niques and Selected Problems, Springer, 2012.

[3] STEELE, J. M.: The Cauchy-Schwarz Master
Class: An Introduction to the Art of Mathematical
Inequalities, Mathematical Association of America

Problem Books Series, Cambridge University Press,
2004.
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Koronalotto

Neea Palojarvi
Abo Akademi

Viime péivit mediassa on puhuttu paljon COVID-19-
taudista eli kansankielisemmin koronaviruksesta. Vi-
ruksen takia Suomessa yli 10 hengen julkiset kokoontu-
miset on kielletty, yli 70-vuotiaita ohjeistetaan vahvasti
pysymaéén karanteenia vastaavissa oloissa, koulussa l&-
hes kaikkien luokka-asteiden opetus toimii vain eténa
ja niin edelleen. Téta tekstia kirjoittaessa sunnuntaina
22.3.2020 Suomessa uutisoidaan olevan 626 vahvistet-
tua tartuntaa ja yksi koronaan kuollut.

Jotta koronavirukseen liittyvid lukuja olisi helpompi
késittdd, niin téssd kirjoituksessa verrataan suositun
Loton voittojen todennékéisyyksia valtioneuvoston jul-
kaisemiin ennusteisiin' epidemian vaikutuksista.

Suomen Lotossa 40 numerosta valitaan 7 seké yksi lisé-
numero. Lisdksi arvonnassa on plusnumero, mutta sité
ei oteta mukaan tédssd tekstissd tehtéviin tarkastelui-
hin. Lotossa voittaa saamalla vahintddn neljd oikein,
kuusi oikein ja lisinumeron tai kolme oikein ja lisénu-
meron?. Vuonna 2018 Loton liikevaihto, eli siis myyn-
tituotot, joista on vdhennetty arvonlisédvero yms. seka
mahdolliset avustukset, oli noin 340,404 miljoonaa eu-
roa®. Vuonna 2018 Tilastokeskuksen mukaan Suomen
véakiluku oli 5517919 henked, joten siis Loton liikevaih-
to oli noin 61,69 euroa asukasta kohti. Normaalin lot-
torivin hinta oli yksi euro eli keskiméarin suomalainen

Tks. esim. https://yle.fi/uutiset/3-11261761
2https://wuw.veikkaus.fi/fi/lotto

lottosi yli yhden rivin viikossa. Néin ollen lienee perus-
teltua sanoa, ettéd lottoamiseen 16ytyi ainakin vuonna
2018 kiinnostusta Suomessa.

Edellisten esitietojen jéilkeen voidaan siirtya itse to-
dennékéisyyksien pariin. Tarkastellaanpa ensin valtio-
neuvoston julkaiseman kaikkein lievimmdn tapauksen
skenaariota, jonka mukaan koronavirus aiheuttaa Suo-
messa 540 kuolemantapausta. Tilastokeskuksen mu-
kaan Suomen ennakkovikiluku oli tammikuun lopussa
5528 442 henkilod. Tamé tarkoittaa, ettd satunnainen
suomalainen kuolee koronavirukseen

540 90
5528442 921407

~ 0,00010

todennakdisyydelld. Lotossa taas seitsemén oikein saa
tédsmaélleen yhdella rivillad. Kaikkiaan mahdollisia riveja
on (40) eli oikean rivin todennékoisyys on

7
-1
(470) ~ 0,00000005.

Téaten kaikkein lievimmaéssd skenaariossa koronaan
kuolemisen todenndkéisyys on

-1
90 40 _ 1677920400 ~ 1821
921 407 7 921 407

3https ://cms.veikkaus.fi/site/binaries/content/assets/dokumentit/vuosikertomus/2018/veikkaus_vuosiraportti_2018.

pdf
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kertaa niin suuri kuin Lotossa seitsemén oikein saa-
minen. Vastaavasti kaikkein vaikeimmassa tapauksessa
koronaan kuolemisen todennékéisyys suhteessa seitse-
man oikeaan tulokseen Lotossa on

4 -1
540 40 _ 10067 522 400 ~ 10926,
921407 7 921407

Vaikka jokainen matematiikan parissa vihdakaian pyo-
rinyt varmasti tietéé, ettd Lotossa seitsemén oikein saa-
minen on hyvin epdtodennédkdéisté, niin ainakin kirjoit-
tajan mielestd edelliset luvut ovat varsin epamiellytté-
vid. Jopa lievimmdssd ennusteessa on kuitenkin ldhes
kaksi tuhatta kertaa niin todennakoéista kuolla korona-
virukseen kuin saada Lotossa seitsemén oikein.

Toki Lotossa saa rahapalkintoja muillakin tavoin kuin
saamalla seitsemén oikein. Tarkastellaan nyt néita.
Lauantaina 21.3.2020 saamalla Lotossa korkeintaan vii-
si oikein oli oikeutettu korkeintaan 51,82 euron palk-
kioon ilman plusnumeron huomioimista?. Saamalla
taas 7, 6 + 1 tai 6 oikein oli oikeutettu vahintddn noin
2500 euron palkkioon. Vaikka jo 50 eurolla saa paljon
kaikenlaista — vaikkapa yli 50 kg perunoita —, niin yksit-
tédinen téllainen voitto tuskin tuo pitkélld tdhtdimella
kovin suurta muutosta kenenkéén eliméian. Tarkastel-
laan siis seuraavaksi niiden tapausten todennékoisyyk-
sid, joilla olisi saanut lauantaina vdhintdan 2500 euroa
palkinnoksi.

Kuten edelld on huomattu, vain yhdessé rivissa kaikki
seitsemdn numeroa ovat oikein. Sellaisia rivejd, joissa
on tasmaélleen kuusi oikein, on (Z) (313). Tapaus 6 + 1
toteutuu taas (g) rivilld. Né&in ollen lievimméssid ta-
pauksessa koronaan kuolemisen todennékdoisyyden suh-

de edelld mainitun voiton todennékéisyyteen on

(e (/- )+ ()
921407\ 7 6 1 6
_ 1677920400 ~T6
220216273 e

Vastaava luku on vaikeimmassa ennusteessa

540 /40 - 7\ /33 N 7

921407 \ 7 6/\ 1 6
10067 522 400

220216273 R 45, T.

Luonnollisestikin koronaviruksen vaikutukset nakyvét
my06s muissa sairastuneissa kuin kuolleissa. Alla olevas-
sa taulukossa on vertailtu myos sairaala- tai tehohoi-
toa vaativaksi potilaaksi joutumisen todennakoéisyyt-

té erindisiin Loton voittojen todennékoisyyksiin. Mer-
kinnélla P tarkoitetaan jonkin tapahtuman todenné-
koisyytta. Esimerkiksi P(sairaala) tarkoittaa koronan
takia sairaalapotilaaksi joutumisen todennékoisyytta.
Taas P(> 6 oikein) tarkoittaa todenndkoisyytta saada
kuusi oikein tai parempi tulos (6, 6 + 1 tai 7) Lotossa.
Vertailun vuoksi myos edellé lasketut luvut on laitettu
mukaan taulukkoon.

Lievin | Vaikein
Pleaivaaly) | 14568 | 109262
prleho) | 3642 | 27316
Pllwlews) | 1891 | 10926
Ploaireale) | G610 | 457
ol | 152 | 114
£%§§§EE% 7,6 45,7

Mainittakoon vield, ettd kaikkein vaikeimman tapauk-
sen ennusteessa koronaan kuolemisen todenndkdisyys
on vain hieman pienempi kuin viime lauantaina Lotos-
sa yli 50 euron voittaminen. Lievimmaéssd ennusteessa
taas sairaalaan joutumisen todennékoéisyys on hieman
suurempi kuin edellisen voiton saaminen. Tai lievim-
mésséikin ennusteessa koronaan sairastuminen on ldhes
kymmenen kertaa niin todenndkoéistd kuin mink&an ra-
haméérén voittaminen (ilman plusnumeroa) Lotossa.

Kuten alussa todettiin, Suomesta nayttaa l0ytyvan us-
koa lottoamiseen. Edellisid lukuja tarkastellessa voisi
siis kuvitella, ettd myds koronaviruksen vakavuuteen
riittad uskoa.

Loppukaneettina on mainittava, ettd edelliset laskut
on tarkoitettu vain enemman tai vihemméan asian ha-
vainnollistamiseksi, ja niitd voidaan kritisoida monin
eri tavoin. Onko ylipddnsd mitéén jarked verrata kah-
ta tdysin erilaista asiaa toisiinsa? Olisiko jarkevim-
paa kayttdd Lotossa toteutuneiden voittojen maéaria
puhtaiden laskennallisten todennékdisyyksien sijaan?
On my6s muistettava, kuten tekstistd kdy jo aiemmin-
kin ilmi, ettd Lotossa voittosummat vaihtelevat viikoit-
tain. Liséksi osa koronaviruksesta karsivistd ihmisista-
hén voisi joutua sairaalaan tai kuolla jostain muusta
syysté, vaikka koko koronavirusta ei olisi. Tai mita vai-
kutusta ihmisen idlld, eldaméntavoilla yms. on tilantee-
seen? Naitd kysymyksid voi jatkaa vaikka kuinka pit-
kalle.
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Menestysta Kansainvalisistd matematiikkaolympialaisista

Hermanni Huhtamdki, Akseli Jussinmdki, Olli Jarviniemi, Roope Salmi, Nerissa Shakespeare

Vuoden 2019 Kansainvéliset matematiikkaolympialai-
set pidettiin Bathissa Iso-Britanniassa. Suomen jouk-
kueen jésenet olivat Juho Arala, Hermanni Huhtamé-
ki, Akseli Jussinméki, Olli Jarviniemi, Roope Salmi ja
Nerissa Shakespeare. Joukkueen johtajana toimi Lauri
Hallila ja varajohtajana Otte Heindvaara.

Suomen joukkueen suoritus oli poikkeuksellisen hyva.
Joukkueen yhteispistemédra oli paras yli kymmeneen
vuoteen ja suhteellinen sijoitus oli yksi parhaista vii-
me vuosikymmeneltd. Mitaleita tuli kaksi, hopeaa Olli
Jarviniemelle ja pronssia Roope Salmelle, ja kunnia-
maininnat myonnettiin Juho Aralalle ja Akseli Jussin-
méelle. Hopean lisdksi Jarviniemen suhteellinen sijoitus
oli Suomen historian paras.

Tehtava 1

Olkoon Z kokonaislukujen joukko. Méaaritd kaikki sel-
laiset funktiot f : Z — Z, etté kaikille kokonaisluvuille
a ja b pitee

f(2a) +2f(b) = f(f(a+1D)).

Tehtava 2

Piste A; sijaitsee kolmion ABC sivulla BC' ja piste
B; sijaitsee kolmion sivulla AC. Olkoon P piste janal-
la AA; ja Q piste janalla BB; siten, ettd PQ ja AB

ovat yhdensuuntaisia. Olkoon P, sellainen piste suoral-
la PBy, ettd B; sijaitsee aidosti pisteiden P ja P; vé-
lissé ja LZPP,C = ZBAC. Olkoon )y vastaavasti piste
suoralla QA; siten, ettd A; sijaitsee aidosti pisteiden
Q@ ja @ vilissé ja ZCQ1Q = LCBA.

Osoita, ettd pisteet P, @, P; ja Q1 sijaitsevat samalla
ympyrallé.

Tehtava 3

Sosiaalisessa verkossa on 2019 kayttdjiaa. Jotkut kéyt-
tdjapareista ovat ystavia keskenddn. Jos kayttaja A on
ystava kiyttdjin B kanssa, niin my06s kiyttdja B on ys-
tava kdyttdjan A kanssa. Seuraavanlainen tapahtuma
voi tapahtua toistuvasti, yksi tapahtuma kerrallaan:

Kolme kiayttajaa A, B ja C, joista A on ystava kayt-
tdjien B ja C kanssa, mutta B ja C eivit ole ystavia
keskenddn, muuttavat ystédvyysstatuksiaan siten, etta
B ja C ovat nyt ystévid keskendén, mutta A ei ole ys-
tava kayttdjin B eika kayttajan C kanssa. Muut ysté-
vyysstatukset pysyviat muuttumattomina.

Aluksi 1010 kayttdjalla on kullakin 1009 ystivid, ja
1009 kayttajalla on kullakin 1010 ystdvéa. Osoita, et-
td on olemassa sarja kuvatunlaisia tapahtumia, joiden
jalkeen jokainen kayttdja on ystdva korkeintaan yhden
toisen kéyttdjain kanssa.
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Tehtava 4

Etsi kaikki positiivisten kokonaislukujen parit (k,n),
joille

El= (2" —1)(2" —2)(2" —4)... (2" — 2" ).

Tehtava 5

Bathin pankki painaa kolikoita, joiden toisella puolel-
la on H ja toisella puolella 7. Harrilla on n taillais-
ta kolikkoa jarjestettynd jonoon vasemmalta oikealle.
Hén suorittaa seuraavan operaation toistuvasti: Jos ta-
san k > 0 kolikossa on H niakyvalld puolella, niin hin
kéantda k:nnen kolikon vasemmalta toisin pain; muus-
sa tapauksessa, kaikissa kolikoissa on 7" nékyvéalla puo-
lella ja hén lopettaa operaatiot. Esimerkiksi jos n = 3,
niin prosessi, joka alkaa muodostelmasta T HT', jatkui-
siTHT — HHT — HTT — TTT ja paattyisi kolmen
operaation jalkeen.

(a) Osoita, ettd jokaisella aloitusmuodostelmalla Harri
lopettaa dérellisen méarédn operaatioita jélkeen.

(b) Olkoon L(C) jokaista aloitusmuodostelmaa C' koh-
ti niiden operaatioiden lukumdiéréd, jotka Harri
suorittaa ennen kuin hén lopettaa. Esimerkiksi
L(THT) =3 ja L(TTT) = 0. Mé&érita luvun L(C)
keskiarvo, kun C' kay lapi kaikki 2™ mahdollista
aloitusmuodostelmaa.

Tehtava 6

Olkoon I sellaisen terdvikulmaisen kolmion ABC' si-
sddn piirretyn ympyran keskipiste, jossa AB # AC.
Kolmion ABC sivut BC, C'A ja AB sivuavat sen sisdan
piirrettyd ympyraéd w pisteissi D, E ja F (samassa jir-
jestyksessd). Suora, joka kulkee pisteen D kautta ja on
kohtisuorassa FF':n kanssa, leikkaa ympyran w jilleen
pisteessd R. Suora AR leikkaa ympyran w jélleen pis-
teessi P. Kolmioiden PCFE ja PBF ympari piirretyt
ympyrat leikkaavat jalleen pisteessé Q).

Osoita, ettd suorat DI ja PQ leikkaavat suoralla, jo-
ka kulkee pisteen A kautta ja on kohtisuorassa Al:n
kanssa.

Ratkaisu 1 (Hermanni Huhtamaiki)

Sijoitetaan a = 0, talloin:

f(2a) +2f(b) = f(f(a+b))
f(0) +2f(b) = f(f (D).

Sovelletaan tatéa alkuperdisen yhtélon oikeaan puoleen,
jolloin saadaan:

f(2a) +2f(b) = f(f(a+b))
f(2a) +2f(b) = f(0) + 2f(a+ D).

Olkoon lisdksi a = 1:

f(2)+2f(b) = f(0) +2f(1 +b)
2f(b+1) = 2f(b) = f(2) + f(0)

flo+1) - ) = 12O

Koska funktion méaérittelyjoukko on vain kokonaislu-
vut, se on edellisen yhtélon perusteella lineaarinen eli
muotoa f(n) = kn + [, jossa k ja | ovat kokonaislu-
kuja. Sijoitetaan tdma alkuperdiseen yht&loon, jolloin
saadaan:

f(2a) +2f(b) = f(f(a+D))
k(2a) +1+2(bk +1) = f(k(a+b) +1)
2ak + 1+ 2bk + 21l = f(ak + bk +1)
2ak 4 20k + 31l = k(ak + bk + 1) +1
2ak + 20k + 31 = ak? + bk* + 1k + 1.
Eli edelleen sievennettyna:
ak(2—k)+bk(2—k)+1(2-k)=0
(2 —k)(ak +bk+1) =0.
Jotta tAmé toteutuisi, pitéisi olla a) 2 — k = 0 tai b)
ak+bk+1=0.

a) 2—k = O:sta saadaan, ettd k = 2 ja l:n arvolla ei ole
merkitysté eli f(n) = 2n + [, jossa | on mika tahansa
kokonaisluku.

b) Jotta ak + bk 4+ | = 0 toteutuisi, pitéisi olla k = 0,
koska [ ei voi muuttua, mutta a ja b voivat, joten niista
tulisi pddsta eroon. Siispé ainoa ratkaisu on k =1=0

eli f(n) =0.
Ainoat ratkaisut ovat f(n) =2n+1ja f(n) =0.

Ratkaisu 2 (Nerissa Shakespeare)
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Konfiguraatiosta tullaan 16ytdméén paljon janneneli-
kulmioita ja ympyr6itd, joten ympérysympyrén piirta-
minen saattaa valaista tilannetta. Maaritellidn muuta-
ma piste aluksi. Olkoot pisteet Ay ja By suorien AA;
ja BB; toiset leikkauspisteet kolmion ympéarysympy-
ran kanssa. Olkoot pisteet R ja S suorien By P ja A1Q
leikkauspisteet suoran AB kanssa vastaavasti.

ABAyBy on selvasti jannenelikulmio, koska kaikki sen
kérjet ovat kolmion ABC ympérysympyralla. Yhdiste-
tddn tdméa janan P annetun yhdesuuntaisuusehdon
kanssa, mistd saadaan, ettd PQAyBy on jannenelikul-
mio.

Tehtdvinannon kulmaehtojen /PP,C = ZBAC ja
/0@Q1Q = ZCBA seurauksena SBQ.C ja ARCP,

ovat jdnnenelikulmioita.

Loytyneista jénnenelikulmoista motivoituneena ha-
luamme tietenkin kokeilla pisteen potenssia. Sovelle-
taan pisteen potenssia pisteille A; ja By:

AC-AB=A0Q,- A8 = A, A- AL Ay
B.C-BiA=B\P,-B,R= BB B By.

Ylemmasté yhtalostéd saadaan

ANA1SA ~ NAT A
= éAlQlAO = lAlAS = lApo,

eli PQApQ1 on jannenelikulmio. Tehdéén sama alem-
malle pisteen potenssista saadulle yhtéalolle:

AB,PiBy ~ AByBR
= ZBlplBo =/ZB1BR = ZBlQP

Vastaavasti saadaan, ettd PQP; By on jannenelikulmio.

Lopputuloksena PQAyQ:1 ja PQP;By ovat jannene-
likulmioita. Yhdistettynd aiemmin saatuun tulokseen
"PQAgBy on jannenelikulmio” saadaan, ettd P; ja Q1
ovat samalla ympyrélla kuin P ja @, ja todistus on val-
mis. O

Ratkaisu 3 (Olli Jarviniemi)

Seuraava ratkaisu on samanhenkinen kuin ratkaisuyri-
tykseni kilpailun aikana, mutta todistukseen on tehty
tarvittavia muutoksia ratkaisun korjaamiseksi.

Muutetaan ongelma verkkoja koskevaksi: ihmiset vas-
taavat solmuja ja kaaret ystédvyyssuhteita. Komponen-
tiksi kutsutaan joukkoa solmuja, joista jokainen on
yvhteydessé toisiinsa joidenkin, tarvittaessa useampien,
kaarien kautta. Lisdksi tietysti vaaditaan, ettd kaikki
talla tavalla saavutettavat solmut kuuluvat kyseiseen
komponenttiin, eli jokainen solmu kuuluu tdsmalleen
yhteen komponenttiin.

Tavoitteena on tehdé operaatioita, jonka jdlkeen ver-
kossa jokainen komponentti on enintdén kahden sol-
mun kokoinen. Huomaamme, etta operaatioita voi teh-
dé aina vain adrellisen monta kappaletta, koska verkon
kaarien maérd pienenee jokaisen operaation toimesta
yhdell&.

Aloitetaan helpolla lemmalla:

Lemma 1. Verkossa on alunperin vain yksi kompo-
nentti.

Verkkoja, joissa on vain yksi komponentti, kutsutaan
yhtenaisiksi.

Todistus. Tehddan vastaoletus: verkossa on vahintdan
kaksi komponenttia. Talloin verkon pienimmaéssé kom-
ponentissa on enintddn 1009 solmua, mutta nyt té-
mén komponentin solmujen asteiden tulisi olla enin-
tddn 1008. Ristiriita. O

Tehdéén verkolle mielivaltaisesti joitain kuvatunlaisia
operaatioita. Milloin “havidmme”, eli milloin verkkoon
ei voida tehd& mitdén operaatioita, mutta jonkin kom-
ponentin koko on vihintddn 37 Témé tapahtuu aina-
kin silloin, kun kaikki komponentit ovat ns. taydellisia
verkkoja, eli komponentissa kaikki solmut ovat suoras-
sa yhteydessa kaikkiin muihin solmuihin. Osoittautuu,
ettd tdméa on ainoa tapa havita:

Lemma 2. Jos verkossa G on vdhintidn yksi kom-
ponentti, joka ei ole taydellinen, voidaan sithen tehdd
vield vahintddn yksi operaatio.

Todistus. Ilman yleisyyden menettédmistd voidaan olet-
taa, ettd G on yhtendinen — muuten tarkastellaan ver-
kon G epéataydellistd komponenttia. Lisdksi voidaan
olettaa, ettd |G| > 3.

Olkoon A jokin verkon G solmu, jonka aste on alle
|G| — 1. Olkoon Z jokin solmu, johon A ei ole yhtey-
dessi. Koska A ja Z kuuluvat samaan komponenttiin,
on olemassa polku A=Vy - Vi - Vo — ... >V, —
Vikt1 = Z, joiden kautta péédsee solmusta A solmuun
Z. Valitaan niistd poluista lyhin mahdollinen. Péatee
k > 1, koska A ja Z eiviat ole yhteydessd toisiinsa.
Nyt solmun Vi, naapurit Vi_; ja Vi4; eivit ole yhtey-
dessé toisiinsa, ja voidaan suorittaa operaatio solmuille
Vi, Vi1, Vier1). O

Miten paddytdan tilanteeseen, jossa jokin komponent-
ti on tdydellinen? Kolmen kokoisiin komponentteihin
voidaan paatya syklien kautta: n solmua sisédltavissa
syklissé ainoa mahdollisuus on siirty&d n — 1 solmua si-
saltavaan sykliin, kun n > 4. Kolmen kokoisessa syklis-
sé ei ole endd mitddn tehtdvad, ja peli on menetetty.

Véhintdan neljan kokoiseen tdydelliseen komponenttiin
siirtyminen voidaan estdd hyvin luonnollisella ideal-
la. Tutkitaan komponenttia C, joka on n > 4 sol-
mua sisdltava taydellinen verkko. Millainen operaa-
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tio on tehty viimeisend, jotta on saatu muodostet-
tua C? Ainoa mahdollisuus on verkko C’, jossa on
solmut Vi,...,V,q1, ja jossa V; ja V; on yhdistet-
ty kaarella kaikilla 1 < ¢ # j < n poislukien pari
(Va—1, V). Liséksi V,,11 on yhdistetty solmuihin V;,
ja Vi,_1. Verkkoon C péédstddn suorittamalla operaa-
tio solmuille (V,,41, Vi, Viu—1). Tamé voidaan kuitenkin
estdd tekemdlld operaatio solmuille (V,,—2,V,i—1, Vy).
Koska n > 4, verkko pysyy yhtenéisené, eikd endé voi-
da padtyd n solmua sisaltavaan taydelliseen verkkoon.

Viimeinen kriittinen huomio on, ettd kolmen kokoisen
komponentin muodostuminen voidaan estda sailytté-
maélld jokaisessa vahintddn kolmen kokoisessa kompo-
nentissa paritonasteinen solmu (huomaa, ettd operaa-
tiot eividt muuta solmujen asteiden parillisuutta).

Ndilld ideoilla saadaan muodostettua seuraava algorit-
mi tehtavan ratkaisemiseksi.

1. Aloitetaan verkosta G, jossa on 1010 solmua, joiden
aste on 1009, ja 1009 solmua, joiden aste on 1010.

2. Valitaan jokin verkon G yhtendinen komponentti C,
jonka koko on yli 2. Jos téllaista ei ole, lopetetaan
algoritmi.

3. Tehdéén komponenttiin C' operaatio, joka toteuttaa
seuraavat ehdot:

e ( jakautuu enintddn kahdeksi komponentiksi.

e Muodostuneet komponentit ovat joko enintédin
kahden kokoisia, tai ne siséltdvit paritonasteisen
solmun.

e Muodostuneet komponentit eivit ole vdhintdan
kolmen kokoisia tdydellisid komponentteja.

4. Palataan kohtaan 2.

En&a tulee todistaa, ettd kohdan 3 mukainen operaatio
voidaan tehda.

Tutkitaan komponenttia C'. Valitaan jokin sen solmu
R, jolla on pariton aste. Maaritellain So = {R}, S
olemaan niiden solmujen joukko, jotka ovat solmun R
naapureita, ja rekursiivisesti S olemaan niiden solmu-
jen joukko, jotka ovat jonkin joukon Si_; solmun naa-
pureita, mutta jotka eivdt kuulu mihinkéd&n joukoista
So,51, - -+, Sg—1. Jokaiselle joukon Sy solmulle V' méé-
ritellddn sen vanhemmaksi olemaan jokin sellainen sol-
mu P € Sj_1, jonka naapuri se on. Jokaisella solmulla
V' # R on siis tasan yksi vanhempi.

Olkoon T verkko, joka saadaan yhdistdmélla A € C ja
B € C jos ja vain jos A on solmun B vanhempi tai toi-
sinpain. Verkko T on puu, eli siin ei ole syklejé. (Tek-
nisemmin termein: teemme juuresta R leveyshaun ja
muodostamme tdmaén avulla verkon C virittdvin puun

T.)

Olkoon k suurin luku, jolla Sy # . Puun T korkeudek-
st madritelladn k£ + 1. Jos A on solmun B vanhempi,

kutsutaan solmua B solmun A (yhdeksi) lapseksi. Jos
solmulla A ei ole yhtdan lasta, kutsutaan sitd puun leh-
deksi. Solmua R kutsutaan puun juureksi.

Tutkitaan kahta tapausta:

Tapaus 1. Puun T korkeus on 2. Toisin sanoen R on
naapuri kaikille verkon C solmuille. Koska C' ei ole algo-
ritmin toiminnan vuoksi téydellinen, on olemassa sol-
mut A, B # R, jotka eivit ole yhteydessé toisiinsa,
mutta jotka ovat yhteydessd solmuun R. Jakaudutaan
kahteen osatapaukseen:

Tapaus 1.1. Jommankumman solmuista A ja B aste
on yli 1. Talléin voidaan suorittaa operaatio solmuil-
le (R, A, B), jolloin puu T siilyy yhtendisend, ja titen
my6s C sdilyy yhtendisenA.

Tapaus 1.2. Molempien solmuista A ja B aste on 1.
Télloin voidaan suorittaa operaatio solmuille (R, A, B),
ja komponentti C' jakautuu kahteen komponenttiin,
joista toisen koko on 2. Solmun R sisdltdvissd suurem-
massa komponentissa on paritonasteinen solmu R. Jos
tdma ei johda siihen, ettd solmun R sisdltdvd kompo-
nentti on vahintddn kolmen kokoinen téydellinen verk-
ko, olemme valmiit. Muussa tapauksessa voidaan valita
jokin solmun R lapsi D, jonka aste on vahintdan 2, ja
operaatio voidaan tehd4 solmuille (R, A, D). Nyt tilan-
ne on kuin tapauksessa 1.1.

Tapaus 2. Puun T korkeus on vihintddn 3.

Olkoot solmun R lapset Vi, Vo, ..., V..

Tapaus 2.1. ¢ = 1. Olkoot W1, Ws, ..., W, solmun V
lapset. Mik&an solmuista W; ei ole yhteydessd juureen
R, joten voidaan tehdi operaatio (Vi, R, W;). Jos verk-
ko pysyy yhtenéisend, hyvé. Jos ei, niin muodostuneet
kaksi komponenttia C; ja Cy ovat seuraavanlaiset: C
sisaltda solmun W;, solmun W; lapset, solmun W; lap-
senlapset ja niin edelleen, seké solmun R. Komponentti
Cs sisdltdd loput komponentin C' solmuista.

Koska komponentissa C' on yksi paritonasteinen solmu
(nimittdin R), tulee sielld olla toinenkin, koska tunne-
tusti verkon paritonasteisten solmujen mééra on paril-
linen. Jos m > 2, voimme edellé valita indeksin ¢ niin,
ettd Cy sisiltdd paritonasteisen solmun. Jos m = 1,
niin komponentti Cs tulee sisdltdméin vain solmun V;.
Tama kelpaa myos.

Vield pitdd varmistaa, ettei valintojen seurauksena
synny vahintddn kolmen kokoisia tdydellisid verkko-
ja. Mikali verkko sdilyy yhtendisend tai siitd pois-
tuu vain solmu Vi, niin viite seuraa huomaamal-
la, ettei R ole yhteydessd lapsenlapsiinsa. Jos taas
erotamme komponenttiin Co kaikki paitsi yhden sol-
mun V; lapsista W; ja komponentti C'; muodostaa
tédydellisen verkon, ovat solmun V; kaikki muut lap-
set Wi,...,W;_1,Wi41,...,W,, yhteydessé toisiinsa.
Muutammekin alkuperdistd suunnitelmaa ja teemme
operaation solmuille (R, W;, W;), missd j # i. Ei ole
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vaikeaa ndhda, ettd verkko pysyy yhtendisend eikd
muutu taydelliseksi verkoksi.

Tapaus 2.2. ¢ > 2.

Koska puun T korkeus on vihintddn kolme, on olemassa
lapsi V;, jolla on vahintdéan yksi lapsi. Tutkitaan kahta
tapausta.

Tapaus 2.2.1. Vi ja V; oval naapureita jollain j # i.
Olkoon L jokin solmun V; lapsi. Voidaan tehda ope-
raatio solmuille (V;, R, L), ja puu T séilyy yhtenéisena.
Syntynyt verkko ei tietenkéén ole taydellinen.

Tapaus 2.2.2. V; ja V; eivit ole naapureita millddn

j#L

Kaikilla 1 < j < ¢, j # i voidaan suorittaa operaatio
(R,V;,V;). Kuten tapauksessa 2.1, verkko voi pysyé yh-
tendisend, mika on hyvé, tai siihen syntyy kaksi kom-
ponenttia Cy ja Cy: C sisdltéd solmut V; ja Vj, niiden
lapset, niiden lapsenlapset ja niin edelleen. Cs siséltda
loput solmuista. Ja kuten tapauksessa 2.1., voidaan j
valita niin, ettd C7 sisdltdd jonkin paritonasteisen sol-
mun, ja saamme mitd haluamme. Voimme myo6s vas-
taavasti estda tdydellisen verkon syntymisen.

Tapauskasittely osoittaa, ettd aina voidaan tehda sopi-
va valinta algoritmin askeleessa 3. Olemme siis valmiit.

Kommentti. Kilpailun aikana minulla oli pitkalti sa-
manlainen idea kuin esitetyssad ratkaisussa: koetetaan
valtella taydellisid verkkoja ja sykleja, tutkitaan leveys-
haun avulla luotua virittdvad puuta, ja koetetaan sii-
lyttad verkko yhtendisend tai lohkaista siitd vain pieni
pala pois tutkimalla eri tapauksia. Leveyshaku + virit-
tdva puu -idea tuli mieleeni kisakoodauksen puolelta.

Kuten ratkaisussa esitettiin, vahintddn neljéan kokoinen
taydellinen verkko voidaan valttaéd naiivisti peruutta-
malla viimeinen operaatio ja tekemalld jotain muuta.
Kilpailussa ajattelin, ettd vastaava idea toimisi myos
sykleille. Nédin ei kuitenkaan ole. Tutkitaan viiden ko-
koista verkkoa, joka koostuu kahdesta kolmiosta: solmu
A on yhteydessa solmuihin B, C, D ja E, ja lisdksi sol-
muparit (B, C) ja (D, E) on yhdistetty kaarilla. Talloin
kaikki operaatiot johtavat viiden kokoiseen sykliin.

Huomataankin, ettd jos komponentissa on vain paril-
lisasteisia solmuja, ja siind on vahintdén kolme solmua,
niin olemme jo hédvinneet: voittamiseen vaadittaisiin,
ettd jokainen solmu saataisiin erotettua muista. Mil-
td ndyttéisi viimeinen operaatio? Se vahentédéd kaarien
maéaérad yhdelld, eli kaarien méarédn tulisi alunperin ol-
la yksi, mutta talldin mitdan siirtoa ei ole mahdollis-
ta tehdé. Siispa paritonasteiset solmut ovat oleellisessa
osassa ratkaisua, mutta en huomannut téata kilpailun
aikana.

Ratkaisu 4 (Akseli Jussinmiki)

Vastaus: Ainoat sopivat parit ovat (1,1) ja (3,2).

Ratkaisu: Ideana on tutkia, kuinka monta kertaa yh-
talon eri puolet ovat jaollisia kahdella, ja osoittaa, etta
kun k valitaan niin, ettd molemmat puolet ovat yhta
monesti jaollisia kahdella, on vasen puoli aina oikeaa
suurempi riittdvan suurilla muuttujien arvoilla. Muok-
kaamalla tehtdvanannon yhtalon oikeaa puolta saadaan

(2" —1)(2" —2)(2" —4)... (2" — 2" 1)
=(2"-1)-2-(2""t—1)-22. (2" 2—1).....2n" L (21 —1)
— 2" )2l = 1)L (21— 1),

Nain saadaan helposti selville, kuinka monesti alkupe-
rdisen yhtélon oikea puoli on jaollinen kahdella. On
helppoa huomata, tai voi tietda jo valmiiksi, ettd lu-
vun k kertoma on aina jaollinen kahdella alle k kertaa.
Kilpailussa tdma olisi pitdnyt todistaa, joten todiste-
taan se tassa.

Olkoon v2(a) suurin kakkosen potenssi, joka jakaa lu-
vun a.

Lemma 1: vy(k!) < k kaikilla k.
Todistus: On tunnettua, etté

ker-

too, kuinka monta lukua yhdestd k:hon on jaollinen

k
kahdella, {ZJ kertoo, kuinka monta lukua yhdesta

k
Kaava tunnetaan Legendren kaavana. Siini LiJ

k:hon on jaollisia neljilld, ja niin edelleen. Kun 2¢ > k,

niin {—ZJ = 0, eli voidaan ottaa d&retén summa. Sitd

voidaan arvioida ylospédin poistamalla lattiafunktiot:

i=1 =1 i=1

S.

Téaten saatiin v (k!) < k, eli lemma 1 on todistettu.

Nyt tieddmme melko tarkasti, kuinka monesti annetun
yhtélon puolet ovat jaollisia kahdella. Yritin tdméan j&l-
keen vertailla puolien vo-arvoja ja kokoja, mutta yrityk-
set kaatuivat virheisiin ja paddyin vertailemaan myos
eri puolien vs-arvoja. Témén ldhestymistavan sain toi-
mimaan, ja sain tehtéavésta 6/7 pistettd, missé yksi pis-
te ldhti siitd, ettd en todistanut lemmaa 1. Toinen 1a-
hestymistapa on kuitenkin oikein tehtyna paljon hel-
pompi ja nopeampi, joten esitdn téssd, miten tehtdvin
saa ratkaistua sitd kayttdmalla.

Jotta annettu yhtdlo pétee, tdytyy molempien puolien
olla jaollisia kahdella yhtd monta kertaa. Koska oikea
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-1
puoli on jaollinen kahdella % kertaa, tulee lem-

n(n—1)

man 1 nojalla olla k£ > . Osoitetaan, ettd yh-

tdlon vasen puoli on oikeaa suurempi, kun n > 6. Ar-
vioidaan yhtélon oikeaa puolta ylospéin:

(2" —1)(2" —2)(2" —4)... (2" 2" 1) <

Kéydédan tapaus n = 6 erikseen. Haluamme, etté
n(n —1) 2
—|I>2"
(F7=)=2

eli ettd 15! > 236, Tylsilld suoralla laskulla saadaan
15! = 1 307 674 368 000 > 10'2. Lukua 23 voidaan nyt
arvioida mukavasti:

236 — (23)12 — 812 < 1012.

Tapaus n = 6 on niin kayty. Kédydaan sitten lapi ta-
paus n > 7. Hyodyntamalld edellistéd kohtaa saadaan

(@)!:15!.16.17...7%”7—1>>

mD 15 _ 92n(n—1)—24

2%0.16" >

Tamé& on suurempi kuin 2”2, kun
2n(n — 1) — 24 > n?,
eli
n?—2n—24>0,

mikéa péatee, kun n > 7. Siis

k> (@)' >on s
(2" —1)(2" —2)(2" —4)... (2" — 2" 1),

kun n > 7. Enéda tarvitsee kdyda lapi tapaukset n =
1,2,3,4,5.

Merkitadn annetun yhtélon oikean puolen arvoa O,:
n =1: O; =1 = 1!, mikd antaa yhden vastauksen.
n = 2: Oy = 6 = 3!, mikd antaa toisen vastauksen.
n=3:5=120 < O3 = 168 < 720 = 6.

n =4: 7' = 5040 < O4 = 20160 < 40320 = 8!.

n = 5: 10! = 3628800 < O5 = 9999360 < 39916800
111

Kaikki tapaukset on nyt kayty lapi, ja yhtalon toteut-
tavat parit (k,n) ovat (1,1) ja (3,2).

Tehtava 5 kisaajan silmin (Roope Salmi)

Jannitysté ilmassa, kuten kuuluukin. Urheiluhallin vé-
rikds katsomo ja jiljelld olevasta ajasta muistuttava
kellonaytto paasevat valilla haritseméaan keskittymista.

Uskon saaneeni paivdn “helpoimpaan” tehtdviin, eli
tehtévian 4 joitain hyvid ideoita, mutta en vaan saa yk-
sityiskohtia toimimaan. Pa&dtéin siirtya seuraavaan teh-
tdvadn. Poytd on pieni, joten joudun jarjesteleméan pa-
pereita tovin. Jokaiselle tehtavélle toivotaan suttumer-
kinnétkin erikseen merkityilld papereilla, koska niiden
perusteella voidaan joskus antaa pisteité.

Silmaéillessani kaikkia tehtdvid alussa, tehtdva 5 herat-
ti innostusta, koska se muistutti kovasti tietotekniikan
tehtéavia. Siis sellaista, jonka voisin jopa osata ratkais-
ta. Aloitin tietotekniikan kilpailujen parissa ja olen har-
joitellut niitd varten paljon. Antti Laaksonen kirjoit-
tikin kyseisestd tehtavéasté tietotekniikan nakokulmas-
ta (Solmu 3/2019), mutta esitdn tdssd oman ratkaisu-
ni. Itsevarmuutta lisdéd aiempi onnistuminen lukion val-
takunnallisen matematiikkakilpailun viimeisessé tehté-
vassd, joka oli myos tietotekniikan tehtdvéin tyylinen.
Kukaan muu ei saanut tehtavésté silloin taysia pistei-
té.

IMO-bréandatyn juomapullon kloorinhajuinen hanave-
si alkaa olla haaleaa. Ensimméisen koepdivian jéilkeen
oivalsin, ettd juomapullo olisi kannattanut tuoda kisa-
halliin vajaana, jotta siihen olisi sitten voinut pyytéia
lisdé, ehkd vdhdn miellyttdvampéda juomavettd valvo-
jilta, "the invigilators”. Taméa padsi kuitenkin tdndin
unohtumaan.

Tehtévéssa on kaksi osaa, joten luultavasti helpomman
(a)-kohdan ratkaisu on iloksi myos (b)-kohdan kans-
sa. Paatan olla pohtimatta jalkimmaistd kohtaa ennen
kuin osaan ratkaista ensimmaéisen kohdan, huolimatta
siitd, ettd (b)-kohdan ratkaisu johtaisi suoraan myos
(a)-kohdan ratkaisuun.

Kokemus antaa jo monta havaintoa: Kolikkorivid voi
ajatella binddrimerkkijonona. (TA&méa tekee tehtavésta
erityisen kotoisan tuntuisen tietotekniikan kannalta.)
Prosessin padttyminen aina tarkoittaisi, ettd kolikkori-
vit muodostaisivat puurakenteen, jossa kaaret vastaa-
vat yhden operaation tekemista.

Térkein ensihavainto on kuitenkin se, ettd prosessi
muistuttaa usein itseddn pienemméssd tapauksessa.
Esimerkiksi jos viimeisessd kohdassa oleva kolikko on
T, kidyttaytyy prosessi kdytdnnossa tdysin samalla ta-
valla, kuin jos kolikkoja olisikin n — 1 ja viimeinen ko-
likko unohdettaisiin (tapaus 1). Tami siksi, ettd T-
kolikko lopussa ei lisédd summaan k mitdén, eiké se kos-
kaan voi kdantyd H-kolikoksi, koska jotta olisi kK = n,
kaikkien kolikoiden téytyisi olla H-puoli ylospéin. Té-
maé vihjailee hyodyntamaéaén induktiota kolikoiden méa-
ran suhteen.

Toinen mielenkiintoinen induktiivinen havainto 16ytyy
tapauksesta, jossa jonon ensimméinen kolikko on H
(tapaus 2). Tami ensimmaéinen kolikko voi kddntya
vasta, kun k = 1, eli kaikki muut kolikot néyttavat
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T-puolta. Huomataan, etté loppu kolikkojonosta kayt-
tédytyy itse asiassa jilleen samalla tavalla kuin tapaus
n — 1, koska alun H lisdd aina summaan k yhden, ja
lopun kolikkojonon indeksit alkavat yhtd mychemmin,
luvusta 2. Nojaten induktio-oletukseen loppu kolikko-
jono on lopulta pelkkéd T:té, jolloin ensimmaéinenkin
kolikko kaéntyy T':ksi, ja prosessi padttyy.

1 2 3 ... n
H 7 7 .07
\l, (induktio-oletus)
H T T ... T
T T T ... T

Evaana oli suklaakeksejd ja Alpen-patukoita, jotka os-
timme ennen ensimmaistd koepaiviad kampuksen mar-
ketista joukkueen kanssa. Osoittautui, ettd suklaakek-
sit eivét olleet niin hyvid kuin luulin. Muuta ei kuiten-
kaan ole, joten mutustelen niitd. Onneksi kilpailuun ei
tultu herkuttelemaan.

Yritan yleistdd ideaa. Oikeastaan jonon alussa voi olla
miké tahansa méard m H-kolikoita, ja loppu jonosta
kayttdytyy samaan tapaan kuin n — m pituinen kolik-
kojono. Paddyn kuitenkin siihen tulokseen, ettd tdméa
tai muut vastaavat temppuilut eivéit auta, vaan on jar-
kevampad keskittyd suoraviivaiseen induktioon, jossa
riittda redusoida tapaus yksittaisten kolikoiden verran
pienempédn tapaukseen.

Tassd kohtaa auttaa eristdd mahdolliset tapaukset toi-
sistaan. Olemme jo késitelleet tapaukset, joissa jono on
muotoa ”...T” tai "H ...”, joten jiljelle jaa tapaus,
jossa jono on muotoa ”T'... H” (tapaus 3). Samanlais-
ta ideaa soveltaen, jonon ensimméinen kolikko ei voi
kédntyd ennen kuin kaikki keskelld olevat kolikot ovat
T-puoli ylospéin. Viimeinen kolikko ei my6skéddn voi
kéddntyd ennen ensimmaistd. Siispéd téssd tapauksessa
jonon keskella tapahtuu ensin prosessi koolla n — 2, al-
kaen indeksista 2, koska alueen ulkopuolella on yksi H.
Tamén jalkeen ensimmaéainen kolikko kdéntyy. Enta sen
jalkeen? Tieddmme nyt kaikkien kolikoiden asennot, jo-
ten prosessi voi edetd vain yhdelld tavalla. On helppoa
nahdé, ettd kolikot kdadntyvat vuorotellen alusta lop-
puun, kunnes kaikki kolikot ovat H-puoli ylospéin. Sen
jalkeen kolikot kédntyvit vield kerran vuoroillaan lo-
pusta alkuun, ja prosessi paéttyy. Esimerkki prosessin
kulusta neljan pituisella jonolla:

2
707

N~
|~

\l, (induktio-oletus)

NS mamN
NN IENS
NNNRIRSS
NRSNDT oy

On pientd aihetta juhlaan: (a)-kohta vaikuttaisi ole-
van ratkaistu. En mene asioiden edelle, vaan kirjoitan
ratkaisun vastauspaperiin ennen (b)-osaan siirtymis-
ta. Jalkikédteen katsottuna tdma oli ajanhukkaa, ottaen
huomioon kuinka samanlainen koko tehtévan ratkaisu
olisi. Puhtaaksi kirjoittaessa joutuu kuitenkin kdyméan
kaikki yksityiskohdat tarkasti lapi, joten parempi pe-
lata varman péélle.

(b)-kohdasta tulee heti mieleen kilpaohjelmoinnista
tuttu "dynaaminen ohjelmointi”. Téssd yhteydessé hyo-
tyéd on siité, ettd on kokemusta rekursioyhtéléiden muo-
dostamisesta ja kasittelysta.

Maaritelldan funktio f, jolla

|Cl=n

eli kaikkien pituutta n olevien kolikkojonojen operaa-
tioiden yhteismaéra.

Lopullinen vastaus, eli keskiarvo tulee olemaan %,
mutta arvelen, ettd suora summa on helpompi muo-
dostaa.

(a)-kohdan induktio antaa hyvin luonnollisen ldhto-
kohdan rekursioyhtélon rakentamiselle. Pastelldan nyt
operaatioiden maara jokaiselle tapaukselle erikseen:

Tapaus 1: ”...T”. Tésséa tapauksessa jokaisella jonol-
la prosessi kédyttaytyy samoin kuin jos pituus olisi n—1.
Operaatioita kertyy siis yhteensa f(n — 1).

Tapaus 2 eli "H...” oli vield helppo kisitelld (a)-
kohdassa, mutta nyt kahdesti laskemisen valttamiseksi
on méarittava erikseen, ettd jonon viimeinen kolikko
on H. Epétoivossa ehdin jo epdilld, ettd en ole lahellé-
kéadn toimivaa ratkaisua tehtdvdén. Vahén pidemmén
hetken péhkailyn jialkeen tajuan, ettd pituutta n — 1
olevista jonoista ne, jotka paittyvit H-kolikkoon, saa-
daan poistamalla ne, jotka edustavat tapausta 1.

Tapausta 1 edustavien jonojen operaatioiden yhteis-
méérd on pituudella n—1 tdsmalleen f(n—2). Operaa-
tiota tehdéan siis f(n—1)— f(n—2) kertaa kolikkojonon
loppupéille, jonka jélkeen ja& vield ensimméisen koh-
dan H. Eri alkuperiisid yhdistelmia C', jotka vastaavat
tata tapausta on 2772, silli ensimméinen ja viimeinen
kolikko on kiinnitetty. Jokaiselle naistd yhdistelmista
tehdddn yksi operaatio, joka kdadntdd ensimmaéaisen ko-
likon. Yhteensi saadaan f(n — 1) — f(n — 2) + 2" 2.

Tapaus 3: "T ... H”. Téssa kasitellddn ensin keskella
oleva pituuden n—2 alue, jonka jilkeen kaikki alun n—1
T-kolikkoa kddnnetdédn. Lopuksi jokainen kolikko k&an-
netddn lopusta alkuun T:ksi. Taméa tekee n — 1 +n =
2n — 1 operaatiota. Eri yhdistelmii on jéilleen 2772, jo-
ten operaatioita on yhteensd f(n —2) +2""2(2n — 1).
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Néama kolme tapausta ovat kaikki erillisi, ja ne katta-
vat kaikki mahdolliset kolikkoyhdistelmét. Siispd néi-
den summa on operaatioiden yhteisméara pituudella n.
Rekursiokaava sievenee muotoon

fln)=2f(n-1)+

Se, ettd f(n — 2)-termi sievenee kokonaan pois, on mu-
kava yllatys.

Pohjatapauksena f(1) = 1, silla L(T) = 0ja L(H) = 1.
Kaavan todistus toimii my6s tapauksessa n = 2, jos hy-
vaksytddn tyhjén jonon vaatimien operaatioiden maé-
raksi f(0) =0

n Iy,

Kilpailun aikana taisin avata rekursiokaavan téssa
muodossa, mutta on helpompi vaihtaa keskiarvoon tés-
sé kohtaa. Olkoon

g(n) = fQ(Z)

2%g(n) = f(n).
Korvataan tdma rekursioyhtaloon:

2"g(n) =2-2""tg(n—1)+2""'n

n

zg(n—l)—FE.

g(n)

Téasta nahdéaédnkin, koska g(1) =
aritmeettinen summas.

Vastaus on siis "2:".

Saatuani vastauksen selville ympyréin lausekkeen sut-
tupaperista, ihan varmuuden vuoksi. Ratkaisun puh-
taaksi kirjoittamisessa menisi vield oma aikansa. Olin
kuitenkin tyytyvdinen ratkaisuun, enemmén kuin en-
simméisen kilpailupéivédn tehtdvéan 1 ratkaisuun, johon
kdytin turhan paljon aikaa. Evdiden syonnin ja urheilu-
hallin pihalle tuoduissa WC-vuokraperakarryissa kayn-
nin jélkeen siirryn takaisin tehtdvadn 4 optimistisin
mielin.

Ratkaisu 6 (Hermanni Huhtamiki)

e

A / A
7 ZA%\

Koko kuva.

Ratkaisun yleisend suunnitelmana on osoittaa, etta pis-
teeseen A suoralle AI piirretyn normaalin ja suoran
DI leikkauspiste (olkoon L) on samalla suoralla P:n ja
@:n kanssa. Tatd varten méaéritetdan kolmioiden BF P
ja CEP ulkoympyroéiden keskipisteet ja osoitetaan, et-
ta keskipisteiden vélinen suora on kohtisuorassa suoraa
PL vasten.

A

Konstruktion vathe 1: sisidnpiirretty ympyrd sekd pis-
teet R ja P.

Ratkaistaan tehtédva kéyttden kompleksilukuja. Olkoon
kolmion ABC sisdympyré kompleksitason keskelle piir-
retty yksikkdympyrd. Talloin I sijaitsee origossa (ts.
I =0+ 0i) ja pisteet D, E ja F' ympyran kehalla. Ol-
koot nyt D = z, E = y ja F' = z. Valitaan lisdksi
pisteiden F ja F' paikat ympyralld siten, ettd niiden
kautta piirretty suora kulkee reaaliakselin suuntaises-
ti. Tadma voidaan tehda kiertdmaélla kuviota I:n ympéri
(ks. vaiheen 1 kuva).

Lasketaan seuraavaksi pisteen R esitys kompleksilu-
vuin. Pisteiden E ja F tulo yz on —1, koska ne si-
jaitsevat yksikkoympyrén pisteen —i suhteen symmet-
risesti (niiden vaihekulmien summa on 540° = 180° ja
pituuksien tulo 1-1 = 1). Siispd —yz on 1. Koska teh-
tdvidnannon mukaan suora DR on kohtisuorassa suo-
ran E'F suhteen ja molemmat pisteet sijaitsevat yksik-
koympyralld, on R- D = 1 (vaihekulmat yhté suuret,
mutta vastakkaismerkkiset ja pituudet ykkosi), jolloin
R =2 =1 Kun edelliset tiedot yhdistetdién, saadaan

D
— —Y=
R=k,

A:n kompleksilukuesitys saadaan F:n ja F:n avulla. Ol-
koon K janan EF keskipiste, joka on y+z . Yhdenmuo-
toisten kolmioiden IEK ja IEA avulla saadaan, etté
|[IK|-|ITA| = 1. Koska sekd A:m ettd K:n vaihekulma

on —90°, A-K = 1. Siispii A= L = ( ) 2
koska y ja z ovat yksﬂ{koympyrall 7 i z=1
Nyt
2 2 2yz
A = = = a = .
st EE y+z? Y+ 2
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T&ll6in A:n ja R:n avulla saadaan niiden kanssa samal-
la suoralla oleva P.

On tunnettua, ettd mitkd tahansa kolme kompleksilu-
kua a, b ja ¢ ovat samalla suoralla jos ja vain jos

c—a c—a

= . 1
c—b <c — b) (1)
(Ks. esimerkiksi Evan Chenin kirja Euclidean Geomet-
ry in Mathematical Olympiads, lemma 6.6, s. 100.)

Pitdisi 10ytda sellainen suoralla AR oleva piste P, jo-
ka on yksikkéympyralla (eli jolla P = %) Sovelletaan
kaavaa 1 pisteille A, P ja R, jolloin saadaan, etté

A-P <A — P> A-3
= =—2%
A—-R A-—R A— 5
Sievennetadn yhtalo puolittain. Aloitetaan vasemmalla
puolella. Nyt

A-P _A-P ( A-R
A-R A-R A-R
. A-P—-(A-R)
=+ ——
i B2 D
T TA-R

Tehdéén vastaavalla tavalla oikealle puolelle. Tuloksek-
si tulee

A} A-p-G-p)_, b4
=1+ = =1+=—.
A-1L A-L A-L

Yhdistetddn saadut tulokset ja vdhennetddn ykkoset
puolittain, jolloin saadaan

R-P_3-%
A-R  A-L°
Kerrotaan ristiin nimittéjilla:
(R—P)A- 1) = (A= R)(% — ).
R R P
Kerrotaan viela RP:1la:
P(R—P)(AR—1)=(A—-R)(P - R)
P(-1)(P-R)(AR—-1)=(A—-R)(P—R).

Supistetaan P — R pois:

Sijoitetaan A:n, A:n ja R:n paikalle niille lasketut arvot
ja sievennetaan.

2yz  —yz 2zyz + yz(y+z)
P y+z T _ z(y+2) z(y+z)
Tl vzl 2 z(ytz)  —2uz
x Ytz z(y+z) z(y+z)
_ 2wyztya(y+2) _ yz(2r+y+2)

w(y+2)+2yz  2yzta(y+z)

A

Vaihe 2: Ympyrit PCE ja PBF ja niiden leikkaukset.

Olkoon piste Op kolmion BF' P ulkoympyran keskipis-
te. On tunnettua, ettd keskipiste saadaan lasketuksi
kaavalla

P PP 1| |P P 1
Op=|F FF 1|/|F F 1 (2)
B BB 1| |B B 1

(ks. esimerkiksi Evan Chenin kirja Euclidean Geomet-
ry in Mathematical Olympiads, lemma 6.24, s. 108),
jossa P:n, F:n ja B:n paikalla voisi tietenkin olla min-
kéd tahansa kolmion kérkipisteet, jonka ulkoympyran
keskipistetté lasketaan. Koska P ja F' ovat yksikkoym-

pyrilli, P- P = P-4 =1 ja F - F = 1. Liséksi Bn
arvoksi voidaan laskea B = 21’2 (vertaa A:m arvon las-

kemiseen). Sijoitetaan pisteiden arvot kaavaan 2:

P 1 1 P P11

Op=| 2 1 /] = 27t 1.
2xz 4rz 2zz 2 1
z+z  (z42z)2 Ttz  xtz

Lasketaan ensiksi osoittajan arvo. Aloitetaan kertomal-
la alin rivi (z + 2)%:1la:

P 1 1
z 1 1
2xz dzz
z+z (z+2)2
1 P 1 1
= —— z 1 1
(+2) 202(x +2) 4wz (14 2)?

Lasketaan determinantti. Aloitetaan positiivisista vi-
noriveistd ylavasemmalta alaoikealle ja sitten jatketaan
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negatiivisiin:
- r42)% 4+ 2zz2(x + 2 222
T (z+2)? (P(z+2)" 4 222(x + 2) + 4
— P(4zz) — 2(x + 2)* — 2z2(x + 2))
——— x+2)° + dzz® — P(dz2) — 2(z + 2)°
~wrap Ptz +dee” = Pldwz) —z(w +2)7)

1 2
=t (P =2@t2) + (== P)dez)

1 ) )
=m~((1’—z)(az + 222 + 2°) — (P — 2)(4x2))
_;' —2)(x?® — 2wz + 22
T (z+2)? (P —2)( 222 + 27)
(P22

(x+2)2

Siirrytddn nimittdjin arvon laskemiseen. Kerrotaan
alin rivi x + z:lla:

P P11 1 p p1 1
z 271 = z 271 1
% Tiz 1 Ttz 2xz 2 T+ z

Lasketaan determinantti vinoriveittédin ja otetaan teki-
joiksi P, & ja 2:

1 P 2
= < (x+z)+ﬁ+22
r+z z P
z2(x+2) 22z
_op_ T ) 20E
P z)

_ 1 ~P<$+22)+1
T+ z z P

(2zz — z(x + 2)) + 2(z — J;))

1 Tr—z
= P — (2 —2%) = 2(x —
x+z< p, —l—P(xz z%) —2(x z))
1 P
—x+z~<z(ac—z)+P(m—z)—2(x—z)>
r—z (P =z
x+z<z+P )
T —2z E+i_2Pz
x+z\Pz Pz Pz
_x—2z (P—2)?
x4z Pz

Yhdistetdén saadut osoittajan ja nimittdjan arvot ja
supistetaan (z — z), (x + 2) ja (P — 2):

(P—z2)(x—2)? , (x—z (P—2)?
O = (z + 2)2 /(x+z Pz )
r—z r—z2 Pz

/P—z:

x4z Pz x—l—z.P—z
-z z x—z 1
r+z 1-% x4z -4

Sijoitetaan P:n paikalle sille aiemmin laskettu arvo:

Tr—z 1
Op :x +z "1 2yzta(yte)
z yz(2z+y+z)
Tr—z 1
:gg + z " yQRatytz) _ 2yzta(yta)
yz(2z+y+z)  yz(2x+y+z)
x—z yz(2z +y+ 2)
x4z yrty+2) — (2yz +ay +w2)
r—z yz(2x +y+ 2)
Ti+2z 2ey +y? + 2y — 2yz — xy — x2))
-z  yz(2r+y+2)
Ta4z ay+y:—yr—az

T&amé sievenee vield hiukan muotoon
x—z yz(2zx +y+2)
r+z (y—2)(r+y)’

Vastaavasti saadaan kolmion CEQ ulkoympyrin kes-
kipisteeksi

Op =

v—y yzx2z+y+z)
vty (z-y)@+z2)

Oc¢ =

Kun ndmé vdhennetdén toisistaan, saadaan

Op — O¢
-2ty +e) (- yye@ety+2)
(@+z2)y—2)(=z+y) (+y)z-y)@+z)
(x—2)yz2x+y+2)+ (z —y)yz(2x + y + 2)
(@+2)(y —2)(=+y)
_yrety+2)((—2)+(x—y))
(@ +y)(z+2)(y—2)
:yz(2x +y+2)(2z—y—2)
(z+y)(z+2)(y —2)

Vaihe 3: Lopullinen kuva.

Lasketaan vield L, joka méaritellaan suoran Al pisteen
A kautta kulkevan normaalin ja suoran DI leikkauspis-
teend. Koska L kuuluu suoralle D, L:n vaihekulma on
puoli kierrosta suurempi kuin D:n vaihekulma, jolloin
% on reaalinen. Téstd seuraa, ettd L = x%, koska seké,
vaihekulmaksi ettd pituudeksi tulee oikea (L kierretééan
ensimmaéiselld x:114 jakamisella reaaliakselille ja toisella

alkuperdisen vaihekulman verran reaaliakselin toiselle
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puolelle. Pituuskin pysyy oikeana, koska x sijaitsee yk-
sikkdympyralld ja ykkoselld jakaminen ei sithen vaiku-
ta).

Liséksi tiedamme, ettd L — A kuuluu reaaliakselille. Té-
mé on selvad, silla I A on imaginaariakselin suuntainen,
jolloin A:n kautta piirretty L:n kautta kulkeva normaa-
li on reaaliakselin suuntainen, misté seuraa, ettd L:n ja
A:n imaginaariosat ovat yhtd suuret. Tieddmme my0s,
ettd y+ z kuuluu imaginaariakselille, koska y ja z sijait-
sevat symmetrisesti imaginaariakselin suhteen. Siispa

_ 2yz
LA Loy g
y+z  y+z

Kun puhtaasti imaginaarinen luku summataan sen liit-
toluvun kanssa, imaginaariosasta tulee nolla ja reaa-
liosa sdilyy nollana. Sovelletaan tété tietoa edelliseen
tulokseen:

L—A (L—A) L-A T-4
+ = e
Yy z

Y+ z y+z y+z +
_2yz L 2
y+z x? y+z
- 1 1
y+z v + >
L(y+2)—2yz  L(y+2)—2a°
y+z 22(y+z)
o zty
y+z i
 Lly+2z)—2yz  (L(y+ z) — 22?)yz
(y+2)? 2(y +2)(z + )

~ (L(y +2) = 2y2)2” + (L(y + 2) — 22°)yz
B 22(y + 2)?

Poimitaan erilleen L:n sisdltdvit termit (huom. L:n
puolelta supistetaan y + z ja toiselta puolelta z?):

Ly + 2)x? — 2yza® + L(y + 2)yz — 22%yz

' g+ o)
_ Lx? + Lyz  —2yz —2yz
P (y+2) (y + 2)?

La* 4+ Lyz  4yz
2y+z)  (y+2)*

Jaetaan L:n kerroin pois:

2 + Yz
Bk
_ (yz)a’(y +2)
(y + 2)*(2* + y2)
- dyza?
(Yt 2) (@ +yz)
Siten P — L
Y22 +y+2) 4x%yz
T2z taly+z) (@ +yr)(y+2)
yz(2r +y+2) 4x%yz

yztay+az (2 +yz)(y+2)

Yhdistetdédn jakolaskut, jolloin alakerraksi tulee
(y +2)(2® + y2)(2y2z + 2y + 22)

ja ylakerraksi
yz- ((21:—|—y+ 2)(2* +yz)(y+2) — 4x2(2yz—|—xy—|—xz)) .

Sievennetédn vield yldkerran loppuosaa (se pl. yz)
sellaiseen kertolaskumuotoon, ettd myohemmin jako-
laskua tehtdessd olisi mahdollista supistaa osa siité
pois. Seuraavissa vilivaiheissa tullaan kdyttdméan hah-
mottamista mahdollisesti helpottavia, matemaattisesti
merkityksettomia, sulkuja.

(22 4y + 2) (2 + y2)(y + 2) — 42*(2yz + xy + x2)
=2z +y + 2)(2%y + 2%z + y*2 + 2%y)

— 8z%yz — dxdy — 4232
=223y + 2232 + 2y%xz + 2222y + 2%y?

+ x2yz + y3z + y2z2 + x2yz + 2222

+ 222 + 2Py — 8xPyz — 42y — 422
= — (22%y + 2232 + 62%yz — 292z — 2270y

—a2y? - 2?2y B 2By

— ((22%y — 2%y? — 2%y2) + (2232 — 2?yz — 2°27)

+ 22%yz + 62%yz — 2wz — 222y — 22°%ay
— 2 — P2+ (22%0y — 727 - 2Py))
— ((22%y — 2%y? — 2%yz2) + (22%2 — 2%yz — 2?2?)

+ (82%yz — dy’wz — 42%xy) + (2yxz — 32 — 92 2?)
—2%y))
y — 2)(2%y + 2%z + dwyz + y?z + 2%y)).

+ (22%wy — Y222
— ((21- —
Kun tdma yhdistetdan alakertaan, saadaan P — L =

2z —y — 2)(2%y + 2%2 + y?2 + 2%y + dayz)

(v +2) (2% +y2)(2yz + 2y + 22)

—yz -

Tiedetdan, ettd kaksi suoraa ovat kohtisuorassa toisi-
aan vasten, jos ja vain jos niiden erotuksien jakolasku
antaa reaalisen tuloksen eli

OB_OCJr(OB_OC) _o.

P-L P—-L )

(Ks. esimerkiksi Evan Chenin kirja Euclidean Geomet-
ry in Mathematical Olympiads, lemma 6.5, s. 100.)

Lasketaan ensiksi vasemmanpuoleinen jakolasku; sijoi-
tetaan erotusten paikalle niille lasketut arvot, jolloin
ylhéélle tulee Op — O¢ =
yz2(2x +y+2)(2r —y — 2)
(z+y)(z+2)(y—2)

ja alhaalle jaa P — L =

2z —y — 2)(2%y + 2%2 + y?2 + 2%y + dayz2)

(v +2) (2% +y2)(2yz + 2y + 22)
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Sievennetéédn yz ja 2z —y— z sekd merkataan osat jako-

laskuun (huom! pilkottu kahteen osaan, jotta mahtuisi
palstalle):

Op — Oc¢
P-L

(2r+y+2)
(z+y)(z+2)(y —2)
(y +2)(a? + y2) 2yz + 2y + 22)
(22y + 222 + Y22 + 22y + dzyz)
Lasketaan edellisen liittoluku muistaen, ettd x, y ja z

ovat yksikkdympyrélld, jolloin niiden liittoluvut ovat
samat kuin niiden kadnteisluvut:

o) =i

joten voidaan laskea aluksi yla- ja sitten alakerran liit-
toluku. Yldkerraksi tulee

—(2z +y+2)(y + 2)(2® + y2)(2yz + 2y + 22)
2 1 1 1 1
=—|-+-+- -+ -
Ty oz y oz
1 1 2 1 1
-+ = —+ —+ —
T Yz yz Ty Xz
_ 2z +xz + 2y z+y
B TYz Yz
yz + 22 2x2yz + 222y + y2az
22z 22y222

_ ((2yz bz 2y)(z + ) vz + 22)
(22%yz + 22zy + y2m)> NCRTED
— ((Qyz +az+ay)(z +y)(yz + 2°)
(20 +2+9))/ 'y
ja alakerraksi

(@ +y)(z+2)(y—2)
(22y + 222 + y?2 + 22y + dayz)

(1 1) (1 1> (1 1)

=(=+=)(z+2)(=-=

x y)\z z)\y =z
LIS S S
2y x%22  y?z 2%y ayz

() (5 ()

22z + 2%y 2Py +y’z i
zhyz Y323 Yz
_yH+a)z+a)(z—y) ((¢®2+ ny)(y?’z?’)ﬂ:yzJr
- x2y222 x5y5z5
(w'y2)(Py + yP2)oyz | Aaty2) (')
25525 25525
_yto)ta)z—y) ()
- x2y222 ;l:2y2z2
(=*)(2 +y)

dxyz
729222 +m2y222 :

Sievennetiin seki yli- ettdi alakerrasta x*y*z%, jolloin
ylos jaa

—Q2yz+az+ay)(z +y)(yz +2°) 2z + 2 + )
ja alas

(y+z)(z+2)(z—y)
((z +y)yz+ 2% (z+y) + 49:yz>.
Nyt suoritetaan yhteenlasku. Oletetaan, ettd suorat

ovat kohtisuorasti toisiaan vasten, jolloin pitéisi lauseen
3 mukaan olla

Op — O¢ Op—Oc\
P_L +( P_L )_O

eli

2z 4+y+2)(y + 2)(z? + yz)
(z+y)(z+2)(y—2)
' (2yz + zy + x2)
(22y + 222 4+ y%2 + 22y + dayz)
:_<_ (2yz + xz + zY)
(y+z)(z+2)(z—y)
Yy +a®)2z+ 2 +y) )
((z + y)yz +22(z +y) + dayz) )

Kerrotaan —(y + z)(z + z):114 ja jaetaan (z + y):1l4:

(22 +y + 2) (¢ +y2)(2yz + a2y + 22)
(y — 2)(2%y + 222 + y?2 + 2%y + 4ay2)
(2yz + 22 + xy)(yz +2°) (20 + 2 + y)
—(y = 2)((z + y)yz + 2%(2 +y) + dzy2)’

Jaetaan vield (2yz + xz + zy)(yz + 22) (22 + 2 + y):1l4
ja kerrotaan (y — z):1la:

1
(22y + 222 + Y22z + 2%y + daxy2)
1

(z+y)yz +22(2 +y) + dayz
1

22y + 222 + y22 + 22y + dayz
1

:zzy + 2z + 222 + 2%y + 4oy

Koska tdma pitdéd paikkansa, suora PL on kohtisuoras-
sa suoraa OpgO¢ vasten, kuten haluttiin. Siispd PL on
yvhdensuuntainen PQ:n kanssa, mistd seuraa, ettd P,
Q@ ja L ovat samalla suoralla, mikd todistaa tehtavin-
annossa esitetyn véiitteen oikeaksi.
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Kyna ja paperia, kirja, kartta vai nuotit?

Akseli Jussinmdaki
Opiskelija, Helsingin yliopisto

Aloitin harjoittelemaan koodausta vuoden 2018 joulu-
kuussa. Toukokuussa 2019 olin edustamassa Suomea
Virossa Baltic Olympiad in Informatics —kilpailussa.
Moni henkilé thmetteli, miten pystyin oppimaan niin
nopeasti. Vastasin aina, ettd se johtui kilpailumatema-
titkkataustastani.

Edelld mainittujen lisdksi harrastan ainakin lukemista,
suunnistusta ja laulamista. Monen asian harrastamises-
sa on ainakin se hyva puoli, ettd harrastukset tukevat
toisiaan. Matematiikan osaamisesta on koodauksen li-
siksi hyotyé etenkin luonnontieteissé. Yhden pallopelin
taitaja on usein hyvd kaikissa muissakin pallopeleissa
(en tosin itse ole erityisen hyvi misséén pallopelissi,
vaikka harrastinkin pesipalloa kahdeksan vuotta), ja
didinkielen osaamisesta on hyotya kaikkeen ilmaisuun,
jopa matematiikan kirjoittamiseen.

Hyo6tysuhteen ei tarvitse myoskdan olla selvd toisen
asian puolella hankittujen tietojen ja taitojen sovelta-
minen toiseen alaan, vaan se voi olla myos epasuorem-
pi. On tunnettua, ettd esimerkiksi viulunsoitto vahvis-
taa aivokurkiaisen lapi kulkevia aivopuoliskojen valisia
yhteyksid. Tamén yhteyden vahvuus taas korreloi dlyk-
kyyden kanssa: esimerkiksi Einsteinillahan oli erittain
vahvasti yhteenliittyneet aivopuoliskot.

Monen asian harrastamisen huono puoli on se, etta t&l-
16in tuskin tulee aivan huipuksi misséén asiassa. Paul
Graham, joka on muun muassa menestynyt ohjelmoija
ja liikemies, toteaakin erdédssa erinomaisessa esseessaan
suunnilleen néin: [1] "Monilla alojensa huipuilla on vain

vahén itsekuria. He tarvitsevat sitd sen verran, etté saa-
vat aloitettua tyonteon, mutta tdmén jélkeen kiinnos-
tus ottaa vallan, eiké itsekuria endd tarvita.” Nain he
ovat siis kdyttaneet hyvin suuren méaédrin tunteja pité-
maénsé asian tekemiseen. Tamé korostaa sité, ettd tul-
lakseen huipuksi tietyssé asiassa taytyisi kayttda suuri
osa kaytettavissd olevasta ajasta tdmén asian harjoit-
telemiseen.

Onneksi kaikkien ei tarvitse olla yhden asian mestarei-
ta, vaan usein tarvitaan useamman eri taidon hallintaa.
Sité paitsi jos tietyn alan huipuiksi tuleville riittéaa, etta
tekee vain sitéd, mista pitdd, niin kai muillakin on oikeus
tehd& aina sitd, mikd mukavimmalta tuntuu. Tama to-
ki silla varauksella, ettd tdma asia on itsessaén hyodyl-
linen (jos haluaa kehittyd). Grahamin kommentistahan
voi vetdd my0s sen johtopéddtoksen, ettd kenestikédn ei
tule pakottamalla (eli ilman aitoa kiinnostusta) alan-
sa huippua. Jos siis kdytan 50 tuntia ennemmin kirjan
GULAG - Vankileirien saaristo lukemiseen kuin mate-
matiikan harjoittelemiseen, on se ihan ok. Ei se aina-
kaan kuulosta sen hullummalta kuin kdyttda 50 tuntia
yhden ainoan matematiikkavalmennustehtéivan tekemi-
seen, kuten erds valmennettava taannoin teki.

Usean harrastuksen mukana tulee paljon erilaisia ka-
vereita, mikd auttaa maailmankuvan luomisessakin.
Matematiikka- ja koodausleireilli puheenaiheet ovat
melko samanlaisia, vaikka néillikin on eronsa: Koo-
dausleirilld opin termin ”normoutuminen”, joka tar-
koittaa suunnilleen sitd, ettd antaa periksi tavallisen
elamén houkutuksille ja vihentaé kisakoodausta. Ma-
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tematiikkapuolella en ole téatd sanaa kuullut, joten il-
meisesti matematiikan harrastajilla ei ole endé pelkoa
muuttua tavalliseksi. (Taytyy myontaa, etta kylla jot-
kut matematiikankin harrastajat osaavat ”lifettda”.)
Suunnistus- ja poikakuororeissuilla jutut ovatkin sit-
ten jo varsin erilaisia. Lisiksi maailmakuvaa muovaa
etenkin hyvien kirjojen lukeminen. Lukemalla erilais-
ten taitavien kirjailijoiden kirjoja voi tutustua uusiin
kulttuureihin ja erilaisiin ihmisiin, ja samalla voi oppia
tuntemaan itsensékin paremmin.

Kotikuntani on Keski-Pohjanmaalla sijaitseva Halsua,
josta on 80 kilometrid 1dhimpéaén kaupunkiin, milld on
luonnollisesti ollut vaikutusta harrastusmahdollisuuk-
siin. Toisaalta harrastuksia saattaa kertyd useampia,
kun harrastaminen ei valttaméatta ole yhta kallista kuin
kaupungissa, eivatka (urheilu)harrastukset ole niin va-
kavia, ettd tdytyisi keskittyd jo nuoresta vain yhteen.
Kun mahdollisuuksia ei ole paljoa, on my6s helppoa
osallistua kaikkeen mahdolliseen. Ei tarvitse ajatella,
ettd miksi valitsisin juuri tuon lajin, jos muuta vastaa-
vaa ei ole tarjolla.

Vanhin harrastukseni on suunnistus, jonka aloitin noin
kuusivuotiaana (taisin kylla osata kertotaulun jo tuol-
loin) iséni jalanjéljissd. Suunnistus on ehké parhaiten
fyysisid ja éalyllisid vaatimuksia yhdistdva urheilulaji.
Itse asiassa suunnistajat ovat keskiméarin niin hyvin
koulutettuja, ettéd jotkut korostavat nimenomaan sita,
ettd suunnistus kuitenkin sopii kaikille, [2] miké tie-
tysti pitddkin paikkansa. Paatéd tulee jatkuvasti kéyt-
tdd eteen tulevien ongelmatilanteiden ratkaisemiseksi:
Kierrankoé polkua vai menenké suoraan? Mitd minun
pitdisi ndhda seuraavaksi? Onko tuo kivi kartalla, ja
jos on, niin miké niistd se on? Samalla saa juosta vaih-
televassa ja monipuolisessa maastossa, jossa pédsee sa-
malla ndkeméén paljon kauniita maisemia.

Poikakuoroon liityin 10-vuotiaana. Yksi Suomen noin
kymmenestd poikakuorosta sattuu l6ytyméadn naapu-
rikunnasta Vetelistd, ja kun lapéisin koululla pidetyn
koelaulun ja vanhemmat suosittelivat, niin pdéatin men-
nd mukaan. Nykyédén laulan miesdénissé.

Vaikka oma sdvelkorvani ei olekaan kummoinen, sujuu
yhdessé laulaminen paremmin ja monet kappaleet kuu-
lostavat oikeasti hyviltd. Toki ansionsa tassd on myos
huippukappaleilla, joiden tunteminen lisda yleissivis-
tystdkin. On oikeastaan melko mukavaa huomata, et-
té olen ollut esittdméssd Mozartin Lacrymosaa laulaen
sopraanossa.

Mukavaa poikakuorossa on myos se, ettd konsertti-
matkoilla on paassyt nakemadn maailmaa. Esimerkiksi
vuonna 2015 ehdimme 11 péivin bussimatkalla ndhda
(ainakin vilaukselta) Dresdenin, Prahan, Wienin, Bu-
dapestin ja Berliinin.

Hyvista puolista huolimatta poikakuoro on itseni kehit-
tdmisen kannalta varmaankin vahiten hyodyllinen har-
rastukseni. Toisaalta poikakuoro ei vie paljoa aikaa, ja

ehka laulaminen sitten vahvistaa sité aivokurkiaista tai
jotain muuta aivojen osaa, kun ainakin minun taytyy
keskittyd tdysin laulaakseni oikein. Ja voihan toki har-
rastaa vaikka rentoutumisen takia. Ei kaikesta tekemi-
sesté tarvitse olla erityistd hyotyé. Olisi varmasti mel-
ko raskastakin, jos tavoitteena olisi, ettd kaikki oma
toiminta palvelisi jotakin suurta padmasras.

Lukeminen on tietysti ollut jollain lailla mukana sii-
té asti, kun noin 6-vuotiaana opin lukemaan. Nykyisen
kaltaisen klassikkopainotteiseksi se kuitenkin muuttui
kahdeksannella luokalla, kun halusin panostaa didin-
kielen genre-esitelméaén lukemalla genren klassikkoja.
Suosikkeihini kuuluvat ainakin massiiviset Karamazo-
vin veljekset ja Vankileirien saaristo, joka mainittiin
aiemminkin, mutta myos esimerkiksi Pikku Prinssi ja
Alkemisti ovat mielestéani erittdin hyvia.

Olen lukenut klassikkoja, koska olen ajatellut, ettd se
on yleissivistéavaa ja ettd klassikot ovat hyvid. Nykyédan
haluan painottaa luettavan kirjan valinnassa enemman
sitd, ettd sen lukemisesta on minulle hyotya. Haluan
l6ytad kirjasta uusia ja mielenkiintoisia ajatuksia. Jot-
kin klassikot eivit téatd kriteerid tdytéd, koska ne ovat
klassikoita siksi, ettd ne sisdltavéit jotakin, joka on ai-
koinaan ollut uutta, mutta on nykylukijalle arkipéivéaa.
Mielesténi téllainen kirja on esimerkiksi Rouva Bova-
ry, joka lukeutuu ensimmadisiin realistisiin kirjoihin ja
josta en juurikaan pitdnyt. Koska lukeminen vie paljon
aikaa, kannattaisikin téllaisia ”epdhyodyllisia” kirjoja
valttad, vaikka luen toki véililld esimerkiksi fantasiaa
ihan vain huvin vuoksi.

Kilpailumatematiikan aloitin lukion ykkosen puolivé-
lissé, kun sain tietdd siitd saamalla kutsun valmennuk-
seen MAOLin alkukilpailun jélkeen. Ennen ensimmais-
td valmennuskertaa sain tehtyd 1,5 tehtdvda 20 kirje-
valmennustehtavisté, ja ensimmaéisessd valmennusvii-
konlopussa tuli lahes lannistavan paljon uutta asiaa.

Alku on kuitenkin aina hankalin, ja seuraavia valmen-
nustehtdvid sainkin jo tehtyd muistaakseni yli puo-
let. Valmennusviikonloputkin muuttuivat mukavam-
miksi sitd mukaa, kun aloin ymmartdméaén paremmin
opetusta ja tutustumaan muihin valmennettaviin.

Vuoden sisdlld valmennukseen mukaan tulemisesta
pédsin myos ensimmaiselle kisareissulleni, ja siellihén
vasta mukavaa olikin: ilmainen matka hyvéssa seuras-
sal Satun my6s pitdmédn kilpailemisesta, joten se ei
aiheuttanut liikaa stressia.

Nyt yliopiston aloitettuani olen huomannut, ettd kil-
pailumatematiikan harrastamisesta on todella paljon
hy6tya yliopistomatematiikkaan. Tamaé ei ole itsestédan-
selvyys, silld ndiden sisdllét poikkeavat melko paljon
toisistaan. Mutta kilpailumatematiikassa oppii mate-
maattista ajattelua, joka onkin oikeastaan kaikkein téar-
kein asia matematiikassa. Kun on ndhnyt paljon erilai-
sia todistuksia ja "kikka kakkosia”, on paljon helpompi
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ymmaértaéd ja omaksua uusia todistuksia ja uutta teori-
aa.

Matematiikka on varmaankin se asia, jossa minulla
oli(/on) parhaat edellytykset tulla huipuksi. Koinkin
lukioaikana ldhes jatkuvasti pienoisia omantunnontus-
kia sen takia, ettd minusta tuntui, ettd harjoittelin liian
vahan kilpailumatematiikkaa. Olin lukion loppupuolel-
la Suomen kilpailumatematiikan harrastajista suunnil-
leen jossain sijalla 2—4, mutta en missdén vaiheessa pys-
tynyt kunnolla haastamaan ykkostéd, Olli Jarviniemea.

Syy Ollin paremmuuteen on selvd: hidn harjoitteli
enemmaén. Olli teki enimmé&kseen matematiikkaa, kun
mind kaytin paljon enemmén aikaa lukemiseen ja sii-
hen, etta saisin hyvat arvosanat kaikista lukiokursseis-
ta. Hyvét arvosanat sainkin: lukion pasttétodistukses-
sani vain englannista on yhdeksikk6, muista lukuai-
neista on kympit. Nadmé arvosanat saattoivat kuiten-
kin maksaa olympiamitalin. [3]

Mitalin menetys vahan kismittda, mutta muuten olen
melko tyytyvdinen lukioajan ajankdyttooni. Suuri osa
opetetuista asioista kiinnosti minua, samoin ne klassik-
kokirjat, joita luin. Naista tiedoista ja taidoista voi sita
paitsi olla hyotyakin tulevaisuudessa, ainakin se vihan
niin kuin on lukion pointti. On myo6s hyva muistaa, etta
matematiikka ei tainnut kiinnostaa minua silloin niin
paljon kuin se kiinnostaa nyt. Osaan oikeastaan vasta
nyt kunnolla kilpailumatematiikan perusteet. Kiinnos-
tushan usein kasvaa sitd mukaa kun oppii liséda. Tilan-
ne olisi voinut olla toinen, jos olisin kuullut kilpailu-
matematiikasta aiemmin, mutta sitd nyt ei ainakaan
kannata murehtia.

Kilpailukoodauksen aloitin siis vuoden 2018 joulupéi-
vand. Olin kylla jo melko pitkddn ajatellut, etté se olisi
hyvé aloittaa: se tukisi matematiikkaa ja olisi eduksi
tyomarkkinoilla. Epéréin kuitenkin aloittamista, kos-
ka harrastuksia tuntui olevan jo riittévésti ja koodaus
veisi aikaa etenkin matematiikalta. Luulin myos, et-

td kynnys koodauksen opettelemiseen olisi korkeampi.
Suhteellisen suuren osan perusasioista ehti kuitenkin
oppia muutamassa viikossa, ja huhtikuun alussa pide-
tyn valmennusleirin kohdalla olin jo Suomen kuuden
parhaan lukioikaisen kisakoodarin joukossa.

Toki kéaytinkin sen harjoitteluun melko suuren osan
vapaa-ajastani, vaikka esimerkiksi ylioppilaskirjoituk-
set vahan héiritsivat. Lisdksi kilpailumatematiikan
osaamisesta oli tietysti kriittinen hyoty: ilman sitd koo-
dauksessa vastaavalle tasolle pddseminen olisi vienyt
minulta varmasti ainakin kaksinkertaisen ajan ja to-
dennékéisesti paljon pidempéankin. Niin, ja harjoi-
tustehtavien ratkominen oli (ja on edelleen!) minus-
ta hauskaa, joten harjoittelumotivaatiota riitti senkin
puolesta.

Koodauksen vastaisku seurasi pian: Kesdn 2019 Kan-
sainvélisissd matematiikkaolympialaisissa Roope Salmi
voitti minut suureksi osaksi sen takia, ettd Roope osa-
st (omaani huimasti paremman) kisakoodaustaustansa
vuoksi ratkaista tehtdvdn, jota mind en osannut. Roope
sat pronssia, mind en.

Viitteet

[1] "What Youll Wish You’d Known” (tammikuu
2005, http://www.paulgraham.com/hs.html, viitattu
2.1.2020).

[2] ”Suunnistajat ovat usein pomoja ja korkeakoulu-
tettuja — Minna Kauppi toivoo, ettei lajia leimattai-
si elitistiseksi” (Yle 15.6.2018, https://yle.fi/uutiset/3-
10251663, viitattu 2.1.2020).

[3] Sain viime Kansainvélisissd matematiikkaolympia-
laisissa 15 pistetté, kun pronssiin vaadittiin 17. Niissé-
hén (kuten muissakin vastaavissa tiedeolympialaisissa)
noin puolet kaikista osallistujista saa mitalin.
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