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Enta jos olisi darettoman suuria luonnollisia lukuja?

Tuomas Korppi

Johdanto

Kuten lukija varmaan tietdd, luonnollisten lukujen
joukko N on &éreton. Jonoa 1,2,3,... voidaan nimit-
tdin jatkaa darettomiin. Oltiinpa péadsty miten pitkal-
le tahansa, sanokaamme lukuun n saakka, aina voi-
daan muodostaa seuraava luku n + 1. Kuitenkin kaik-
ki luonnolliset luvut ovat &arellisié, kuten 5, 10 ja
345678908765445678987654567899876545678987.

Internetin keskustelupalstoilla pyorii silloin télloin yk-
sityisajattelijoita, jotka vaittavat, etta luonnollisten lu-
kujen joukon darettomyydesté seuraa, ettd valttaméatta
on olemassa darettomén suuria luonnollisia lukuja.

Koulutetulle matemaatikolle on selvédéd, ettd &daretto-
mén suurten luonnollisten lukujen olemassaolo ei ai-
nakaan ole vilttdméattomyys. Matematiikkaa on teh-
ty satoja vuosia olettaen vain &arellisen suuria luon-
nollisia lukuja, eikd luonnollisten lukujen vakiintunees-
ta teoriasta ole yrityksistd huolimatta 16ydetty siséisia
ristiriitaisuuksia.

Voitaisiinko sitten tehdd “vaihtoehtomatematiikkaa”,
jossa luonnollisten lukujen joukko sisdltdisi darettomén
suuria luonnollisia lukuja? Téssa kirjoitelmassa tutkim-
me, millaista tuo vaihtoehtomatematiikka olisi.

Luku N

Oletetaan, ettd on olemassa aédreton luonnollinen luku
N. Siitd, ettd sanomme, etté téllainen luku on olemas-

sa, ei voida vield péételld, millaisia ominaisuuksia silla
on. Kuitenkin luonnollisille luvuille on ominaista, et-
td niilla voidaan laskea. Niinpa oletamme, ettd sama
patee N:lle.

Jokaiselle luonnolliselle luvulle voidaan muodostaa seu-
raava luonnollinen luku, joten on olemassa viela N:&4
suurempi luonnollinen luku N +1. Siis NV ei ollut suurin
luonnollinen luku. Vield on olemassa luku N +2, N+3
jne. Luonnollisia lukuja voidaan kertoa keskendén, jo-
ten on olemassa my6s luvut 2NV, 3N jne, jopa N x N.
Nollasta eroavasta luonnollisesta luvusta voidaan myos
vahentdd pienempi luonnollinen luku, joten on olemas-
sa luvut N —1,N — 2, N — 3,..., jotka luonnollisesti
ovat myos darettomia.

Oletimme N:sté ainoastaan, etté se on ddrettomén suu-
ri luonnollinen luku, ja 16ysimme suuremman &daretto-
mén luonnollisen luvun N + 1 ja pienemmaén &éret-
tomén luonnollisen luvun N — 1. Niinpéd teemme sen
johtopéatoksen, ettd darettomien luonnollisten lukujen
joukossa ei ole pieninté tai suurinta alkiota.

Luku 1/N

Luonnollisen luvun kdanteisluku on reaaliluku, ei luon-
nollinen luku. Niinpd N:n olemassaolosta seuraa, etta
reaalilukujen joukko sisiltdd luvun 1/N. Se on suurem-
pi kuin nolla, koska luonnollisten lukujen kaddnteisluvut
ovat nollaa suurempia. Kuitenkin, jos n on direllinen
luonnollinen luku, 1/N < 1/n. Siis esimerkiksi 1/N <
1/484567890987654567898765456789098765456789987.
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Luku 1/N on siis ddrettémén pieni positiivinen luku
eli infinitesimaalinen positiivinen luku.

Lisdksi jokaiselle reaaliluvulle  on olemassa luku x +
1/N, jolle (x + 1/N) — x = 1/N on infinitesimaalisen
pieni, eli luvut x ja z + 1/N ovat infinitesimaalisen 1&-
helld toisiaan.

Vastaavasti kuin N ei ollut suurin luonnollinen luku,
ei 1/N ole pienin infinitesimaalisen pieni positiivinen
luku. Luku 1/(/N 4 1) on nimittdin viel& pienempi. Sa-
moin 1/(N +2),1/(N + 3),..., eikd infinitesimaalisen
pienten positiivisten lukujen joukossa ole pienintd al-
kiota.

Desimaalikehitelmat

Vakiintuneessa matematiikassa on tunnettua, ettd ei
ole olemassa pieninté positiivista reaalilukua. Jos x on
pieni positiivinen reaaliluku, voidaan nimittdin muo-
dostaa vield pienempi positiivinen reaaliluku z/2. Mo-
net yksityisajattelijat, erityisesti pohtiessaan Zenonin
paradokseja, eivit hyviksy tatd tosiasiaa. He véitta-
vit, ettd on olemassa pienin positiivinen reaaliluku
0,000...1. Eli luku, jossa on &arettémén monta nol-
laa ja niiden peréssa ykkonen. Tamaé ei kuitenkaan ole
minkaédn reaaliluvun desimaalikehitelma.

Miltéds tilanne nayttdd, jos oletamme darettémén suu-
ren luonnollisen luvun N7 Talloin reaalilukujen desi-
maalikehitelmissd on N:s desimaali, ja voidaan muo-
dostaa luku 0,000...... 00010000. .., missd on nollat
kaikilla muilla paikoilla ja ykkonen N:nnelld paikalla.
Voidaan kuitenkin muodostaa vield pienempi luku, jos-
sa on nollat muilla paikoilla ja ykkénen N + 1l:nnelld
paikalla. Sitten voidaan muodostaa vield pienempi po-
sitiivinen reaaliluku jne. Ajatuksesta, ettd on olemas-
sa pienin positiivinen reaaliluku x ei tietddkseni synny-
kadn mitddn jarkevdd. Ainakaan jakolaskua ei sellaisel-
le voisi olla mééritelty, tai muuten x/2 sotkee homman.

Vakiintuneessa matematiikassa on myos tunnettua, et-
td 0,9999--. = 1. Tatakadn monet yksityisajattelijat
eiviat hyviksy, vaan viittavit, ettd nédiden erotus on
infinitesimaalisen pieni, nollasta eroava reaaliluku. Jos
kuitenkin muodostamme luvun 0,999... meidin teo-
riassamme, siind on ysit myos kaikilla ddrettoméan suur-
ten luonnollisten lukujen N kuvaamilla paikoilla, ja tu-
los 0,9999 .- = 1 pétee edelleen. Niinpa 1 — 0,999...
ei myo6skadn meidan teoriassamme kelpaa pienimmaksi
positiiviseksi reaaliluvuksi.

Jatkuvat funktiot

Tasséd luvussa infinitesimaalisen pientd positiivista re-
aalilukua merkitddn symbolilla e. Siis 0 < € < 1/n,
missa n kay lapi aarelliset luonnolliset luvut.

Tutkitaan funktiota f(z) = 2. Se on jatkuva kaikilla
reaaliluvuilla. Erityisesti se on jatkuva pisteessa 3. Kun
lasketaan f(3 + €), saadaan (3 +¢€)? = 9 + 6¢ + €2, mis-
sé 6e ja €2 ovat infinitesimaalisen pienidi, ja 9 on f(3).
f siis vie luvun 3 + € infinitesimaalisen ldhelle lukua
f(3). Téssa vaiheessa teemmekin seuraavan arvauksen:
Jatkuva funktio vie infinitesimaalisen ldhelld toisiaan
olevat pisteet infinitesimaalisen ldhelle toisiaan. Tama
arvaus on myos aika luonnollinen siitéd ajatuksesta, etta
jatkuvan funktion kuvaaja on yhtendinen kayra.

Tutkitaan sitten funktiota f(z) = 0, kun =z < 0, ja
f(z) = 1, kun = > 0. Funktiolla on siis epajatku-
vuuskohta pisteessi 0. Nyt f(0) = 0, mutta f(e) = 1.
Nyt siis 10ytyy kaksi infinitesimaalisen lahelld toisiaan
olevaa pistetta, jotka eivat kuvaudu infinitesimaalisen
léhelle toisiaan. Teemmekin seuraavan arvauksen: Jos
funktio on epéjatkuva, on infinitesimaalisen 1dhella toi-
siaan olevat pisteet, jotka eivit kuvaudu infinitesimaa-
lisen ldhelle toisiaan. Tamékin arvaus on aika luonnol-
linen siité ajatuksesta, ettd epdjatkuvan funktion ku-
vaaja "hyppad” jossain kohti.

Tutkitaan sitten funktiota f(z) = Nz. Nyt f(0) = 0,
mutta f(1/N) = N(1/N) = 1. Nyt siis loytyy kaksi
infinitesimaalisen 1dhelld toisiaan olevaa pistettd, jotka
eivit kuvaudu infinitesimaalisen ldhelle toisiaan. Funk-
tio f on kuitenkin jatkuva.

Taméa f on kuitenkin tietyssd mielessd epétavallinen:
Sen méarittelyssa jouduttiin viittaamaan darettoméaan
lukuun N. Niinpa tdma funktio ei saa meitd luopumaan
ensimméisestd arvauksestamme vaan ennemmin muut-
tamaan sitd seuraavasti: "Tavallinen” jatkuva funktio
vie infinitesimaalisen léhelld toisiaan olevat pisteet in-
finitesimaalisen l&helle toisiaan.

Naiden arvausten todistaminen on sen verran vaikeaa,
ettemme tdssd sithen mene. Arvauksissa on kuitenkin
paljon totuutta, ja kun kohta saamme tarpeeksi uutta
késitekoneistoa, muotoilemme tuloksen, joka on nédiden
arvausten eksakti ja pateva versio.

Mita matemaatikot ajattelevat tasta py-
hainhavaistyksesta?

Vakiintuneessa matematiikassa ei hyvéiksytd &aretto-
mén suuria luonnollisia lukuja tai infinitesimaalisen
pienid positiivisia reaalilukuja. Olemmeko siis perus-
tamassa uutta, kapinallista matematiikan koulukun-
taa, joka hyviksyy eri tulokset kuin muut matemaa-
tikot? Emme. Matematiikassa on nimittdin vakiintu-
neet, selkedt menetelmat, joilla uusia matemaattisia
olioita voidaan rakentaa, tai kuten matemaatikot sano-
vat, konstruoida. Osoittautuu, etté vakiintuneen mate-
maattisten olioiden maailman sisille voidaan vakiintu-
neilla menetelmilld konstruoida pieni "hiekkalaatikko-
maailma”, jossa jokainen dareton joukko siséltda myos
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ddrettomia alkioita, ja sielld asiat toimivat, kuten edel-
lisissé kappaleissa on esitetty.

Hiekkalaatikkomaailmassa on joukolle N vastine *N,
joka sisédltda sekd &ddrellisen ettd &darettomén kokoi-
set ”luonnolliset luvut” ja joukolle R vastine *R, jo-
ka sisaltda tavallisten reaalilukujen vastineiden lisak-
si infinitesimaalisen pienid positiivisia lukuja. Jokai-
selle n € N on vastine *n € *N, esimerkiksi luvulle
3 on olemassa vastine ”hiekkalaatikkokolmonen”, *3.
Jokaiselle r € R on vastine *r € *R. Lisdksi jokai-
selle f: R — R on vastine *f: *R — *R. Siis esi-
merkiksi funktiolle f: R — R; f(z) = 2? on vastine
R = Ry *f(z) =2 2.

Néin valtavirtamatemaatikotkin hyviksyvit ”déretto-
mén suuria luonnollisia lukuja” ja ”infinitesimaalisen
pienia reaalilukuja” koskevat tulokset, ei joukkojen N
ja R alkioita koskevina tuloksina, vaan joukkojen *N ja
*R alkioita koskevina tuloksina.

Palataan jatkuviin funktioihin
Nyt tulos, josta vihjaistiin pari lukua takaperin kuuluu
seuraavasti:

Lause 1. Olkoon f: R — R ja x € R. Talléin seuraa-
vat ovat yhtdpitivid:

e f on jatkuva pisteessd x.

o Kaikilla y € *R, joille y on infinitesimaalisen ldhel-
ld lukua *x, pdtee, ettd *f(y) on infinitesimaalisen
lahelld lukua * f(*x).

Huomaamme lauseesta, ettd se patee vain funktioille,
jotka ovat muotoa *f, missd f: R — R. Pari lukua
sitten esitetty funktio g: *R — *R;g(z) = Nz on ole-
massa hiekkalaatikkomaailman sisilld, mutta se ei ole
muotoa g = * f yhdellekdédn funktiolle f: R — R.

On myo6s tarkedéd, etta se piste x, jossa jatkuvuutta tar-
kastellaan, on joukon R alkio, ei joukon *R darettoman
suuri luku. Lukija voi ihan piruuttaan kokeilla, mita
tapahtuu, jos funktiona on f(z) = 22, ja arvoja * f(N)
ja *f(N + 1/N) vertaillaan.

Lopuksi

Tassa kirjoitelmassa esitetyn hiekkalaatikkomaailman
sisdlld operoimista kutsutaan epdstandardiksi analyy-
siksi, ja idean isd on Abraham Robinson. Epéstandar-
di analyysi on siis ihan péatevda matematiikkaa, joten
sen arvon ratkaisee kysymys: Onko siitd hyotya? Téas-
td ollaan montaa mieltd. Jotkut kokevat epéastandar-
din analyysin hyodylliseksi, mutta monien mielesté se
vain mutkistaa asioita eikd mahdollista mitadn oikeasti
mullistavaa.
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