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Kuorolaulua, ojankaivuuta ja lounasperunoita

Padkirjoitus

Téaman syksyn lyhyen matematiikan ylioppilaskokeen
tehtéva 12.3 on kerdnnyt ehkéd enemmaéan huomiota kuin
mikddn matematiikan virheeton ylioppilastehtéva kos-
kaan. Siltd varalta, ettd joku ei ole tehtavad viela nah-
nyt, oli tehtdvan muotoilu seuraava:

FErddn musiikkikappaleen esittdmiseen kuluu 40-henki-
seltd kuorolta 7 minuuttia ja 40 sekuntia. Erddssd esi-
tyksessd kolme kuoron jasentd on flunssan takia pois-
sa. Kuinka kauan tdmdn kappaleen esittamiseen kuluu
37-henkiseltd kuorolta?

Tehtévasta oli jaossa kaksi pistetté, joka vastaa aiem-
malla 60 pisteen maksimilla yhté pistettéd, koska nykyi-
nen maksimipisteméara on 120.

Tatéa tehtdvad on ihmetelty. Sitd on haukuttu. Sitd on
kehuttu. Sille on naurettu, sitd on pohdittu. Kaikilla
tuntuu olevan joku mielipide.

Télle my6s Ylioppilaskunnan laulajat julkaisi oman
ratkaisunsa Facebookissaan:

Saimme korvanappiimme tiedon, ettd erds lyhyen mate-
matitkan ylppdritehtdvd oli asheuttanut erityistd pdadn-
vatvaa syksyn abiturienteille. Eipd hataa! Yieison pyyn-
nasta julkaisemme nyt tdhdn erityisalaamme koskevaan
pulmaan (epd)virallisen ja tasmdllisen mallivastauk-
sen:

Kakkosbasso Matin flunssa on tarttunut kuoronjohta-
jaan, joka haluaa siksi nopeammin kotiin: —30 sek. Yk-
késtenori Jouni on tyypillisesti danekds ja kiilaava. Hé-
nen poissaolostaan +7 sek. Baritoni Otso laulaa pois-

saolevan Ilkan rubatosoolon normaalia hitaammin: +10
sek. Tulos: 7 min 27 sek

Mina itse tykkaan tésta tehtévasta kovasti. Minusta té-
mé oli sympaattinen, hiukan tavallisesta poikkeava —
sellainen tehtava, miké luultavasti ei tule koulukirjassa
vastaan. Vaikka kokeessa pitdd mitata perusosaamista-
kin, niin sitdkin on mitattava, ettd kokelas osaa sovel-
taa oppimaansa uudessa tilanteessa. Lisaksi tehtavé so-
pi kokonaisuuteensa hyvin. Ekassa kohdassa kysyttiin
marmeladilevyn leikkaamisesta, jolloin riippuvuus oli
nelidllinen, tokassa kohdassa pohdittiin lounasperunoi-
ta, eli riippuvuus oli kuutiollinen, viimeisessé kohdassa
oli kuoro, eli riippuvuus oli nollanteen potenssiin.

Kuitenkin tehtavan todellisen arvon olen ymmaéartanyt
vasta keskustelun kautta, koska keskustelussa on pal-
jastunut mielenkiintoisia ajatusmalleja.

Yksi ensimmaisistd kommenteista, jonka néin, hauk-
kui tehtévan, koska tehtdvéssé ei tiennyt, pitéisiko se
ratkaista jéarjelld vai matematiikalla. Tdméa teema on
toistunut myohemminkin. Olen periaatteessa ldhes ai-
na tiennyt, ettd matematiikkaa usein pidetd&n mystise-
né kokoelmana erilaisia hieman outoja sdédntojé, joille
ei jarkevéa vastinetta reaalimaailmasta 16ydy. Todelli-
suudessahan asia ei ole nain, vaan sdannot ovat loogi-
sia, koulumatematiikan sddnnoille 10ytyy vastine reaali-
maailmasta, ja itse asiassa ne sddnnot hallitsevat koko
maailmaa. On kuitenkin todella silmid avaavaa lukea
kommentti, jossa asetetaan jarki ja matematiikka vas-
takkain: tehtdvin ratkaiseminen jarjelld sulkee pois sen
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vaihtoehdon, etté tehtédva ratkaistaisiin matematiikal-
la. Ei se nain voi menné!

On tietysti totta, ettd kuorotehtéva ei ole perinteinen
laskutehtava. Tunnettu ja tutkittu harhaluulo on, ettéa
matematiikan tehtédvit sisdltavat aina laskuja. Se, etta
tehtava ei ole laskutehtéva, ei kuitenkaan tarkoita, et-
teiko se olisi matematiikan tehtava ja etteiko sita voisi
matemaattisesti ratkaista.

Toinen mielenkiintoinen kommenttityyppi on se, jossa
todetaan, ettd todellisuudessa mitkdan kaksi esitysta
eivit ole samanlaiset. Lisdksi asiaan vaikuttaa esimer-
kiksi se, millaisia poissaolevat laulajat ovat. Ta4mé& on
epéilemétta todellisuudessa taysin totta. Téma kuiten-
kin herattdd ainakin minussa joitakin kysymyksia teh-
tavien tulkinnasta.

Kautta aikain on ratkottu ojankaivuutehtavia, esimer-
kiksi siis sellaisia, joissa kerrotaan vaikkapa, etté viidel-
14 miehelld kestdd viisi paivad kaivaa oja. Sen jilkeen
kysytdan, missd ajassa kolme miesté kaivaisi ojan.

Lyhyen kokeen tehtavén 12.2 puolestaan oli seuraavan-
lainen:

Lassi Lounastaja on tottunut syémddn lounaallaan kak-
st isoa perunaa. Erddnd pdivdind tarjolla on pienid pe-
runoita, joiden halkaisija on wvain 60 prosenttia ison
perunan halkaisijasta. Kaikki perunat ovat yhdenmuo-
toisia. Kuinka monta pikkuperunaa Lassin pitdisi syodd
saadakseen saman verran perunaa?

Tehtdvd on suoraviivainen ja helppo laskea. Jostain
syysté kuitenkaan tésté ei ole huomautettu, etta todel-
lisuudessa perunat eivét ole tdysin symmetrisia, eli se
60 prosenttia on vain arvio. Lounasperunoiden kohdal-
la en ainakaan itse ole myoskaédn térméannyt niin stan-
dardoituihin perunakokoihin, ettd tietdisin tdsmaélleen

millainen on suuri peruna, jollainen tehtéavéssé 12.2. oli
lahtokohtana.

Ojankaivuun kohdalla taas olisin melko hdmmaéstynyt,
jos kaikki kaivajat tekisivéit tyotéd tdsmélleen yhtéd no-
peasti. Emmehén tiedd, ovatko ne kolme kaivajaa vii-
den osajoukko, ja jos ovat, onko kyseessa kolme nopein-
ta, kolme hitainta vai jotain muuta.

Tehtévissé joutuu siis jossain méarin uskomaan ja luot-
tamaan tehtdvinantoon ja yksinkertaistamaan asetel-
maa todellisuudesta. Se ei kuitenkaan tee tehtdvin tul-
kintaa tai ratkaisemista hankalammaksi, eikd myo6s-
kadn aiheuta keskustelua. Usein my6s hieman vahai-
sempi informaatioméadra pitda tehtévin luettavampa-
na, hallittavampana, ja tdten my6s ymmarrettavampé-
né. Tulos on silti varsin hyvd, mutta siind on pienia
epavarmuustekijoitd ja hyvin oletettavasti pientd heit-
toa todellisuuteen. Osa osaamista on nidhda tehtévissa
se, miké on oleellista.

Minusta on hyvin mielenkiintoista, mutta toisaalta
my6s hyvin tervetullutta pohtia sitd, milld oletuksil-
la ratkomme tehtévié, ja miksi jossain tehtédvéssé jokin
yksityiskohta on ongelmallinen, kun se toisessa tehté-
vassé ei sité ole.

Kerrottakoon vield lopuksi, ettd kuuntelin téata kirjoit-
taessani Janne Mertasen loistavan vuoden 2000 nau-
hoituksen Chopinin preludista numero 15 opuksesta
28 (niin kutsuttu Sadepisarapreludi). T&lla levytyksel-
14 sen kesto oli 5 min 22 s. Jos olisin valinnut Vladimir
Ashkenazyn vuoden 2012 Deccan julkaisemalla levyll&
olleen version, olisi kesto ollut 5 minuuttia ja 13 se-
kuntia. Kylla, kappaleiden kestot vaihtelevat soittajan
mukaan, kuten my6s ojankaivuun nopeus vaihtelee kai-
vajan mukaan.

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
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Mika on hyva tehtava?

Jukka Tuomela
Itd-Suomen yliopisto, Joensuu
jukka.tuomela@uef.fi

Sattumalta katsoin lukion matematiikkakilpailun teh-
tavid.! Seuraava tehtévi tdméin vuoden loppukilpailus-
sa innoitti kirjoittamaan tdmén jutun.

Ratkaise, mille luvuille x on voimassa

x(8\/1—z+\/1+:c) <11V1+2z—-16V1 —=x,
kun 0 <z <1.

Tamahén on varsin perinteinen tehtéva, jota varmas-
ti edelleen kaytetadn vaikkapa yliopistojen ja ammat-
tikorkeakoulujen peruskursseilla harjoitustehtévissa ja
tenteissd. Mutta onko tdméa tehtdvd oikeastaan endd
mielekéds? Matematiikkakilpailuissa ei kaiketi saa kéyt-
tad mitddn apuvélineité, vaan kaikki pitdé tehda kynél-
14 ja paperilla. Mielestdni hyvan tehtavin pitaisi kui-
tenkin perustua johonkin muuhun kuin siihen, etté ”oi-
keita” apuvilineité ei saa kayttaa.

Tarkastellaan vaikkapa seuraavaa tehtévaa.:

Olkoon

a = 3234573495392050492852059820435984058349,
b = 9832952743997252795239857324985243985727.

Laske ab mahdollisimman tarkasti.

Lhttps://matematiikkakilpailut.fi/MAOL/
2https:/ /wxmaxima-developers.github.io/wxmaxima/

Tamahan on varsin haastava tehtéva kynélla ja pape-
rilla, mutta tuskin kovin mielekés. Sen sijaan logaritmi-
taulukon tai laskutikun avulla saisi varsin helposti jér-
kevian tuloksen. Jos kédyttdd logaritmeissa neljad mer-
kitsevdd numeroa, niin suhteellinen virhe on promillen
luokkaa.

Jos sitten avaan ohjelman wxMaxima,? jota saa kayttis
ylioppilaskokeessa,? vastaus tietysti tulee heti.

Mutta wxMaxima tekee my6s tuon kilpailutehtévan véi-
hén hassuksi, jopa kahdella tavalla. Méaritellddn ensin

f@)=11V1+2-16V1—z—z(8V1 -2+ V1+2z).

Suoraan piirtdmélla f:n kuvaaja ndhddan, ettd f kas-
vaa monotonisesti ja ratkaisu on siis muotoa [b, 1], mis-
sd f(b) = 0. Numeerisesti saadaan b = 0,5999999,
minké jélkeen suoraan sijoittamalla ndhd&an, etta
f(3/5) = 0. Tamén jilkeen on helppo tarkistaa vie-
la, etta f’ > 0 tarkasteltavalla valilla, joten vastaus on
todella [3/5,1].

Mielestéani tdméa ratkaisumenetelmé on sellainen, etta
se helposti tulee lukiolaisen mieleen. Minulle puoles-
taan tuli mieleen, ettd tédssd vain kynélld ja paperilla
pitda laskea sellaista, mikd wxMaximalla ja itse asiassa
kai nykyisilld peruslaskimillakin on aivan rutiinijuttu.

Shttps:/ /www.ylioppilastutkinto.fi/ylioppilastutkinto/digitaalinen-ylioppilastutkinto/koejarjestelman-ohjelmat
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Téassd mielessd tehtdvd muistuttaa tuota toista tehté-
vad, jossa piti laskea kahden luvun tulo ilman logarit-
mitaulukoita tai muita jarkevid apuvélineita.

Toinen ratkaisumalli ei varmaankaan ole lukiolaisille
tuttu, ellei opettaja ole sattumalta maininnut téllaisis-
ta wxMaximan ominaisuuksista. Tama mielestini hyvin
osoittaa, ettd ylioppilaskirjoituksissa saattaa jatkossa
tulla hyvinkin erityyppisia ratkaisuja kuin mita tehté-
van laatija on ajatellut. On myo6s kiinnostavaa verrata
tétd tehtdvin mallivastaukseen.

Olkoon y = /1 —z, z = /1 + x ja tarkastellaan seu-

raavaa polynomisysteemia:

fo=11z — 16y — z(z + 8y) = 0,
f1:y2+22_2:07
fo=x+y*—1=0.

Jos siis 1oydetddn jokin ratkaisu (zg,yo,20) télle sys-
teemille, niin xy on potentiaalinen ratkaisukandidaatti
nollakohdalle b. Koska ei olla varsinaisesti kiinnostuttu
muuttujista y ja z, niin eliminoidaan ne. wxMaximassa
on komento eliminate, jonka avulla voidaan polynomi-
systeemeistd eliminoida muuttujia. Kun y ja z elimi-
noidaan, saadaan

g* = (652° + 1712* + 99z — 135)* = 0.
Kun tdmaéan jakaa tekijoihin, saadaan
g = (5z — 3)(132% 4 422 + 45),
mikd antaa vastauksen.

Kun on pédsty néin pitkélle, niin voisi epdillé, etta tuo
polynomi g on keskeinen ratkaisun kannalta, ja todel-
lakin mallivastauksessa pdadytddn tdhdn polynomiin.
Tilanteen voisi kuvailla siten, ettd on tunnettu algo-
ritmi, jolla g voidaan laskea. Tatd algoritmia ei kui-
tenkaan kerrota oppilaalle, vaan hénen pitdéd laskea g
jotain "muuta kautta”. Tassdhén tietysti riittdd ”korot-
taa sopivasti nelioén”:

f=0 <

Bz +16)V1I—2z=(11-2)V1+z <
8z +16)*(1—2z)=(11-2)*(1+2) <
g=0.

Mallivastauksessa sitten myos jaetaan polynomi g te-

Muuttujien eliminointi esiintyy osatehtédvind hyvin
monissa tehtdvissa. Tuo eliminointikomento saattaa siis
helpottaa yllattavilla tavalla monenlaisia lukiossakin
esiintyvid tehtdvid. Annetaan nyt tassé vain pieni esi-
merkki tdméankaltaisesta tilanteesta.

Kardioidi voidaan esittiad napakoordinaateissa yhtalol-
lir=1—cos(f). Miki on timan kayrin yhtals (z,y)-

koordinaateissa?

Ensin saadaan vastaava parametrisoitu kéyra

x = (1 — cos()) cos(h),
y = (1 — cos(0)) sin(9).

Merkitaan sitten ¢ = cos(f) ja s = sin(f), jolloin saa-
daan yht&lot

x=(1-c)e,
y:(l—C)S,
A+s2=1

Eliminoimalla muuttujat ¢ ja s saadaan vastaukseksi

(2 +y*)? +22(2® + ) —9? = 0.

wxMaxima eliminoi muuttujia resultanttien avulla. Té&-
mé, itse asiassa ei ole paras tapa, vaan yleisesti ot-
taen olisi parempi laskea eliminointi-ideaali Grobner-
kantojen avulla. Tdmén avulla ndhdaén, ettd wxMaxi-
man kilpailutehtdvéin vastauksessa oleva eksponentti on
turha, eikéd anna lisdinformaatiota ratkaisun luontees-
ta.

Luonnollisesti lukiokursseissa ei puhuta polynomi-ide-
aaleista eikd resultanteista. Kuitenkin modernit lasken-
tamenetelmét, jotka ovat tarjolla lukiolaisille, antavat
vahvoja tyotkaluja sellaisille, jotka osaavat niitd kéyt-
tdd. Polynomi-ideaaleihin ja Grobner-kantoihin tutus-
tumisen voi aloittaa erinomaisesta kirjasta [1].

Viitteet

[1] D. A. Cox, J. Little, and D. O’Shea, Ideals, va-
rieties, and algorithms: An introduction to com-
putational algebraic geometry and commutative al-
gebra, 4th ed., Undergraduate Texts in Mathema-
tics, Springer, Cham, 2015.
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Alkulukujen tiheydesta lukiolaisille

Alex Karrila

Matematiikan ja systeemianalyysin laitos, Aalto-yliopisto

alex.karrila@gmail.com

Seppo J. Karrila

Faculty of Science and Industrial Technology, Prince of Songkla University, Surat Thani, Thailand

seppo.karrila@gmail.com

Tiivistelma

Téssé kirjoitelmassa todistetaan seuraavat alkulukujen ti-
heyttéd lukusuoralla kuvailevat tulokset: Merkitddn korkein-
taan N:n suuruisten alkulukujen méaraa = (N). Talloin kai-
kille N > 2 pétee

W(N)S(21H2+1)$. (1)

Erityisesti siis alkulukujen osuus w(N)/N kaikista kokonais-
luvuista N:84n asti ldhestyy nollaa kun N kasvaa rajat-
ta. Todistetaan my6s alaraja alkulukujen tiheydelle: kaikil-
le N > 2 patee

In2 N

TN )

"Nz 5 N

Todistukset ovat toisistaan loogisesti riippumattomat.
Kumpikaan ei vaadi logaritmia monimutkaisempia tyoka-
luja, ja ne voisivat yhdessé tai erikseen soveltua esitetté-
vaksi esimerkiksi lukiolaisesitelmédn tai lukion lukuteorian
kurssilla.

Perusteita

Merkitaan luonnollisten lukujen joukkoa {1,2,3,...}
kirjaimella N. Viitataan jatkossa muuttujamerkinnoilla
k, m, N ja n aina N-arvoiseen muuttujaan.

Alkuluvut P = {2,3,5,7,11,13,...} ovat yhtd suurem-
pia luonnollisia lukuja, jotka ovat jaollisia vain itsel-
la4n ja ykkoselld. Alkulukumuuttujaa merkitdan téassa
kirjoitelmassa aina kirjaimella p (engl. prime number).

Alkulukulaskuri 7 : N — N U {0} on funktio, jonka ar-
vo pisteessd N € N kertoo, kuinka monta korkeintaan
N:n suuruista alkulukua on olemassa,

n(N) = #{peP : p<N}.
Esimerkiksi siis 7(6) = 3 ja w(11) = 5.

Jo muinaiset kreikkalaiset tiesivit, ettd alkulukuja on
ddrettomén monta, eli
w(N) — o0, kun N — oo,

ja Eukleideen todistus alkulukujen aarettomyydesté
kuuluu lukion lukuteorian kurssin vakiomateriaaliin.
Mutta miten nopeasti tai hitaasti alkulukulaskuri 7 (N)
kasvaa IN:n mukana? Vaikuttaa esimerkiksi jérkeen-
kayvaltéd, ettd alkulukuja olisi (keskimédrin) aina vain
harvemmassa, eli

w(N)
N

— 0, kun N — oo. (3)

sisallysluetteloon
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Téassd artikkelissa todistetaan yhtdlon (1) yldraja
m(N):lle, josta seuraa myos raja-arvo (3). Liséksi to-
distetaan alaraja (2) 7(N):lle.

Epéyhtdlot (1)—(2) tunnetaan Chebyshevin estimaat-
tina, ja ne ovat heikennetty versio alkulukulauseesta,
joka toimi sadan vuoden ajan lukuteorian kehityksen
pontimena. Sikili onkin huomattavaa, ettd epayhtaloi-
den (1)—(2) todistukset ovat suhteellisen yksinkertai-
set. Tamén kirjoitelman tarkoituksena on tuoda néitéa
yksinkertaisia todistuksia yleisempéén tietoisuuteen.

Ylidrajan (1) todistus

Tassa luvussa todistetaan tiivistelméssé esitelty epayh-
talo (1).

Logaritminen alkulukulaskuri

Todistuksessa avainasemassa on Chebyshevin theta-
funktio, jota voidaan ajatella logaritmisesti painotet-
tuna alkulukulaskurina.

Maaritelma 1. Maaritellidn Chebyshevin  theta-
funktio ¥ : N — R kaavalla

ﬁ(N):Zlnp:ln Hp ) (4)
peP peP
PN PN

Esimerkiksi siis 9(10) = In(2-3-5-7). Varsinaisen alku-
lukulaskurin 7 rajoittaminen epayhtélossa (1) perustuu
logaritmisen alkulukulaskurin 1} rajoittamiseen:

Propositio 2. Kaikilla N € N pdtee
HN) < (2In2)N.

Erotetaan Proposition 2 todistuksesta seuraava aputu-
los.
Lemma 3. Parillisille luvuille (2m), m € N, pitee
II »< (Qm) <2,

m
p€P
m<p<2m

ja parittomille luvuille (2m + 1) pdtee

2m + 1 9
2 <2 < 92l
H P = <m+1)_

peP

m+1<p<2m+1

Todistus. Parilliset luvut 2m, vasen epayhtélo: binomi-
kerroin

on kokonaisluku. Sen alkutekijiat voidaan péaatelld tut-
kimalla kertomien (2m)! ja m! alkutekijoitd. Alkuluvut
p € P, joille m < p < 2m, ovat alkutekijoiné kertomas-
sa (2m)!, ja ne eivit ole alkutekijoind kertomassa m!.
Néin ollen kaikki alkuluvut p € P, m < p < 2m, ovat
alkutekijéind binomikertoimessa (Qm). Tama todistaa
vasemman epdyhtdlon. Oikea epdyhtalo: (2m):m alkion
joukolla on 22™ osajoukkoa ja (zg) osajoukkoa, joissa
on tasan m alkiota.

Parittomat luvut (2m + 1): oikean epdyhtdlon todista-
miseksi huomataan, ettéa

5 2m+1\ _ (2m+1)! (2m+1)!
m+1/)  (m+1)m! ml(m+1)
<2m + 1) (Qm + 1>
= + .
m-+1 m
Muilta osin todistus on kuten parillisille luvuille. [

Proposition 2 todistus. Induktio. Kun N = 1 saadaan
9(1) = 0, eli viite pitee. Oletetaan, ettd viite pétee
theta-funktiolle ¥(-) argumenteilla 1,2,..., (N — 1) ja
osoitetaan, ettd se patee talloin myos argumentilla N.
Kasitelldan parilliset ja parittomat N erikseen. Parilli-
selle N = 2m saadaan

d(2m) — ¥(m)

(Mé&éaritelmé 1) = In

IT »

peP
m<p<2m

(Lemma 3) < In(2*™) = 2mIn?2.

Niin ollen saadaan 9(2m) < d(m) + 2mIn2, jolloin
induktio-oletuksesta ¥(m) < (21n2)m seuraa

HN) =932m) <4mln2 = (2In2)N.

Parittomille N = 2m + 1 todistus seuraa samaan ta-
paan tutkimalla erotusta ¥(2m + 1) —d(m+1). O

Tavallinen alkulukulaskuri

Proposition 2 mukaan logaritmisesti painotetun alkulu-
kujen laskurin ¢¥(N) kasvua rajoittaa suora (2Iln2)N.
Mitd tamé kertoo alkulukujen tiheydesta? Tutkitaan
ensin vertailun vuoksi logaritmisen luonnollisten luku-
jen laskurin

S(N) = zN:lnn

kasvua, joka on alla olevan proposition mukaan no-
b
peampaa kuin minkéén suoran [vakio] - N.

sisallysluetteloon
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Propositio 4. Kaikille N € N pdtee
S(N)>NInN — N.

Todistus. Verrataan summaa integraaliin:

N
S(N):Z n—Zlnn

v

22/ Inn dx
.

22/ Inz dx

:/ Inz dx
rx=1

=NInN-N-+1
>NInN — N.

O

Yldraja (1) seuraa nyt suoraviivaisesti yhdistamalla
Propositiot 2 ja 4.

Lause 5. Kaikille N € N pdtee
m(N)InN < (2In2+ 1)N.
Todistus. Tutkitaan erotusta
N
S(N)=9(N) = Inn.
n=1
ngP

Yhtaaltd y.o. logaritmisummassa on N — 7(N) termié,
kukin korkeintaan In N, joten

S(N)—93(N) < (N —a(N))InN. (5)
Toisaalta Propositioiden 2 ja 4 perusteella
S(N)—9(N)>NInN - N —(2In2)N. (6)

Viite seuraa nyt yhdistaméilld yla- ja alarajat (5)
ja (6). O

Alarajan (2) todistus

Todistetaan alaraja (2).
Lause 6. Kaikille N > 2 pitee

In2 N

TNz 5N

Siind missd ylarajan (1) todistuksen ydin, Lemma 3,
oli alkulukujen logaritmien Inp rajoittaminen binomi-
kertoimen logaritmilla ln( ) perustuu alarajan (2)
todistus ln( ) n rajoittamiseen alkulukujen logarit-
mien In p avulla.

Erotetaan todistuksesta kaksi aputulosta. Alla kayte-
taan lattiafunktiomerkintid |x|, jolla tarkoitetaan re-
aaliluvulle x suurinta kokonaislukua ¢, jolle ¢ < x.

Lemma 7. Kaikille n € N patee

:%QZJ%;F...)M

p<n

In(n!)

Huomaa, etté Ln/ka = 0, kun k£ on niin suuri, etté
p* > n. Yll4 sulkeissa olevat summat ovat siis ei-nollien
termien Ln/ ka summia, joissa k on tarpeeksi pieni.

Lemman 7 todistus. Tutkitaan kertoman n! =1-2-...-
n alkutekijoitd sen tekijoiden 1,2, ..., n avulla. Kaikki
alkutekijit p ovat korkeintaan n, joten saadaan

= Zmplnp,

p€EP
p<n

jossa m;, € N kertoo kuinka monta kertaa alkuteki-
ja p esiintyy (n!):n alkulukuhajotelmassa. Kertoman n!
tekijoiden 1,2,...,n joukossa on p:lla jaollisia lukuja
|n/p] kappaletta, joista p*:lla jaollisia on |n/p?| kap-
paletta jne., joten saadaan

oo (2] [3]-)

Lemma 8. Kaikille m € N ja p € P pitee

(RIS EREES

Todistus. Erotus LQm/ka -2 [m/ka on joko 1 tai 0,
vastaten tapauksia, joissa reaaliluvun m/p* desimaali-
kehitelman desimaaliosa on > 0.5 tai < 0.5. Toisaalta
erotuksen kumpikin termi on nolla, jos pitee p* > 2m.
Erotus voi siis olla 1, vain jos pétee

p* <2m <k <In(2m)/Inp.

Néin ollen summassa (7) on (sopivasti uudelleenjérjes-
teltynd) enintdén In(2m)/Inp ei-nollaa termid, kukin
enintdan 1. Vaite seuraa. O

L Alaraja (8) ei ole tiukka suurille m. Arvioimalla kertomien logaritmeja ylhiiltd ja alhaalta Proposition 4 tapaan saataisiin
suurille m parempi alaraja epayhtialoon (8) ja siten myds epayhtaloon (2).
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Lauseen 6 todistus. Todistetaan ensin epédyhtélo paril-

lisille luvuille N = 2m. Tutkitaan binomikerrointa
(2::) Yhtaalta saadaant
2m 2m 2m —1 m—+1
In =In(—- e
m m m-—1 1
>In(2™) =mlIn2. (8)

Toisaalta yhdistdméalla Lemmat 7 ja 8 saadaan

In (%Zl) = In((2m)!) — 2In(m!)

2 2
(Lemma 7) = Z ({mJ + {TJ +.. ) Inp
peP p p
p<2m
— Z2<{mJ + V’;J -l-) Inp
peP p p
p<m
In(2
(Lemma 8) < Z nl(nzl) Inp + Z Inp
peEP pEP
p<m m<p<2m
< 7w(2m) In(2m); (9)

viimeisessé epayhtélosséd summattiin 7(2m) kappalet-
ta korkeintaan In(2m):n suuruisia termeja. Véite pa-
rilliselle N = 2m seuraa nyt yhdistdmalla yht&lot (8)

ja (9)-

Parittomille luvuille N > 3 epayhtélo seuraa, kun sen
tiedetddn pétevan parilliselle luvulle (N + 1):
In2 (N+1) In2 N
N=n(N+1)>——- . — 72 >_~._~ .
TN =N 2 5 NI D 2 2 N
ylld alussa kéytettiin havaintoa, ettd (N + 1) ei paril-
lisena lukuna ole alkuluku ja lopussa havaintoa, etta
funktio x — z/Inz on kasvava kun = > 3. O

Kirjallisuutta ja historiaa

Chebyshev todisti ensimmaéisend yhtélsiden (1)—(2)
tyyppiset yli- ja alarajat alkulukulaskurille seké esitteli
theta-funktionsa vuonna 1852 [3]. Erilaisia moderneja,
enemman tai vihemmaén téssé esitetyn kaltaisia todis-
tuksia 16ytyy lukuisista lukuteorian oppimateriaaleista
(esim. [1]).

Tamén artikkelin tuloksia vahvempi ja huomattavasti
vaikeampi on alkulukulause

w(N)

ULS.P N |
N/iN

, kun N — oo,

joka voidaan muotoilla yhtépitavisti (kts. esim. [1])
theta-funktion avulla

v)

N — 1, kun N — oo.

Esimerkiksi Proposition 2 mukaan siis ¢(N)/N <
2In2 =~ 1.4 kaikilla N. Alkulukulauseen eri muotoi-
luja ennustivat tosiksi 1700-luvun lopulta alkaen esi-
merkiksi ajan suurimmat matemaatikot Legendre [6]
ja Gauss [4]. Chebyshev tutki ongelmaa 1850-luvun
alussa ja todisti estimaattinsa ja erditd muita lukuteo-
rian tuolloin avoimia kysymyksid, mutta ei alkuluku-
lausetta [2, 3]. Riemann taas kirjoitti aiheesta vuonna
1859, misséd yhteydesséd hén esitteli tyokaluksi kuului-
san zeta-funktionsa [7]. Alkulukulause pysyi avoimena
lopulta noin sata vuotta, kunnes vuonna 1896 de la
Vallée Poussin [8] ja Hadamard [5] julkaisivat riippu-
mattomat todistukset, molemmat perustuen Rieman-
nin zeta-funktioon.

Alkulukujen jakautuminen lukusuoralle on yhé luku-
teorian tutkimuksen ydinalueita. Esimerkiksi yksi lu-
kuteorian suurimmista ratkaisemattomista ongelmis-
ta on todistaa alkulukuparien konjektuuri: jos merki-
tadn ¢:mnettd alkulukua p;, niin uskotaan olevan ole-
massa darettomén monta perdkkaisten alkulukujen pa-
ria (p;, pit1), joille (piy1 — i) = 2, kuten (3,5), (5,7)
tai (41,43). Huomaa, ettd yhdistaméalla epayhtalot (1)
ja (2) saadaan w(7N) — w(N) > 0 kaikilla tarpeeksi
suurilla N; toisin sanoen (p;+1 — p;) < 6p; kaikilla tar-
peeksi suurilla ¢. Toisaalta raja-arvosta (3) seuraa, etti
mille tahansa m on olemassa perédkkéisten alkulukujen

pareja (p;, pit1), joille (piy1 —pi) > m.

Suomalainen lukuteorian tutkimus on saanut viime ai-
koina kansainvélistd tunnustusta, kenties huomatta-
vimpana Kaisa Matoméaen syksyllda 2018 saama New
Horizons in Mathematics -palkinto. Lukuteorian tutki-
musta ja opetusta eri painotuksilla 16ytyy useimmilta
suomalaisilta matematiikan laitoksilta.

Viitteet

[1] T. M. Apostol. Introduction to analytic number
theory (luvut 4.4-4.5), 1976.

[2] P. L. Chebyshev. Sur la fonction qui détermine la
totalité des nombres premiers inférieurs & une limite
donnée. J. math. pures appl., nro 17, 1852.2

[3] P. L. Chebyshev. Mémoire sur les nombres pre-
miers. J. math. pures appl., nro 17, 1852.3

2 Saatavilla: https://archive.org/details/oeuvresdepltcheOlchebrich/page/n39

3 Saatavilla: https://archive.org/details/oeuvresdepltcheOlchebrich/page/n61
4 Saatavilla: https://gdz.sub.uni-goettingen.de/id/PPN236018647
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Kellyn kaava

Jukka Liukkonen
Mat. yo. evp.

Johdanto

Vedonly6jien, sijoittajien ja muiden rahapelaajien hy-
vin tuntema Kellyn kaava!

_pr—1

a1

kertoo, kuinka suuri osuus pelikassasta vedonlyonnis-
sd kannattaa panostaa seuraavalle kierrokselle, jot-
ta rahavarat karttuisivat keskiméarin mahdollisimman
nopeasti. Pelikassa tarkoittaa pelaajan pelaamiseen
kéytettdvissd olevaa rahasummaa. Kaavassa esiintyvit
symbolit ovat:

(1) 0

A = vedonvalittdjan tarjoama kerroin, jolla kerrottu-
na pelaaja saa rahallisen panoksensa takaisin, jos pe-
laajan veikkaama vaihtoehto toteutuu; muussa tapauk-
sessa panos jaa vedonvalittajalle,

p = pelaajan arvio voiton todennékoisyydelle,

0 = kaavan suosittelema panos osuutena koko pelikas-
sasta.

v Esimerkki. Tulevassa Suomen ja Ruotsin vilises-
sa jaakiekko-ottelussa pelaaja perusteellisen analyy-
sin jalkeen arvioi Suomen voittavan todennékoisyydella
p = 0,6. Vedonvilittdja tarjoaa Suomen voitolle kertoi-
men A = 1,7. Jos pelaaja panostaa vetoon koko pelikas-
sansa B = 1000 € ja Suomi voittaa, pelikassa kasvaa

arvoon AB = 1,7-1000 € = 1700 €. Jos tulee tasape-
li tai Suomi héavidé, pelaaja menettda koko panoksensa
eli menee ns. poikki. Keskiméédrin pelaaja arvioi voit-
tavansa siind mielessé, etta pelikassan koon odotusar-
vo ottelun jalkeen, kdyttéden pelaajan itsensd arvioimaa
todennédkoisyytta, on

pAB+(1—p)-0-B=0,6-1,7-1000 €
= 1020 €.

Odotusarvohan on summa, missé termeind ovat satun-
naismuuttujan arvot kerrottuina niihin liittyvilld to-
dennékoéisyyksilla. Téssd tapauksessa tulosvaihtoehto-
ja Suomi voittaa ja Suomi ei voita vastaavat satunnais-
muuttujan arvot ovat 1700 € (panos palautuu kertoi-
mella 1,7) ja 0 € (panos palautuu kertoimella 0 eli ja&
valittajélle). Namé ovat pelikassan mahdolliset euro-
méadriiset arvot ottelun jalkeen. Vastaavat todennakoi-
syydet ovat 0,6 ja 0.4. Pelaajan saaman voiton odo-
tusarvo on 1020 € — 1000 € = 20 €. Kellyn kaavan
suosittelema panostus on

_pA—1_06-1,7—1 0,02
SoA—-1 1,7—-1 07
~ 0,02857.

0

Alaspéin pyoristettynd Kellyn suositus panokseksi on
2,8 % pelikassasta, siis 28 €. Voiton odotusarvo talla
panostuksella on 0,6 - 1,7-28 € —28 € = 0,56 €. A

INimi juontaa juurensa AT&T:n Bell-laboratoriossa tyoskennelleests John Larry Kelly Juniorista (1923-1965), joka esitteli kaa-
vaan johtavan periaatteen vuonna 1956 tutkittuaan digitaalisessa tiedonsiirrossa esiintyviad héairiéitd. Suomalaisldhtéinen Nokia osti
muutama vuosi sitten Alcatel-Lucent -yhtion ja sai kaupan myota Bell-laboratorion omistukseensa.
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Kellyn kaavassa nimittdjd A—1 on voiton suhde panok-
seen eli tuotto pelaajan voittaessa vedon (engl. rate of
return tai odds). Osoittaja pA — 1 on voiton odotusar-
von suhde panokseen eli odotettu tuotto (engl. expected
rate of return tai edge). Englanninkieliset pelurit lausu-
vat kaavan ohjeena muodossa bet edge over odds. Sen
mukaan koko pelikassaa ei kannata riskeerata. Jos pe-
laaja menee poikki, pelaajalla ei endd ole varoja lyo-
dé vetoa tulevien otteluiden tuloksista. Kellyn kaavan
mukaisella panostuksella riskid pyritdan pienentdméaan
niin, ettd pelaaja vaurastuisi mahdollisimman tehok-
kaasti pitkalld aikavalilld, kun samaa pelid ajatellaan
toistettavan loputtomiin.

Taloudellisen  voitontavoittelun yhteydessd riskin
pienentdminen tyypillisesti merkitsee my6s tuotto-
odotusten kohtuullistamista. Kellyn kaava toimii tie-
tyssd mielessd tatd sdantod vastaan. Kaavan hyodylli-
syytta on hyva verrata toiseen poikkeukseen sdannos-
td: esimerkiksi osakemarkkinoilla riskid pienennetdin
salkkua hajauttamalla ilman, ettd odotettu tuotto ale-
nisi. Jotkut yhteen tai muutamaan yhtioon syvéllisesti
perehtyneet osakepoimijat tosin saattavat esittda vas-
talauseen 7dla hajauta tuottoasi pois” -saatesanojen
kera. My6s vedonlyonnissé vedot voidaan hajauttaa eri
kohteisiin. Kelly ja hajauttaminen yhdessé ovat kokei-
lemisen arvoinen yhdistelma.

Keskimaariainen kasvu

Kun pelid pelataan N kierrosta, yksittdisen pelikier-
roksen panos ja tuotto vaihtelevat. Talloin myds peli-
kassan koko vaihtelee. Jos pelikassan koko euroissa on
alunperin By ja eri kierrosten jialkeen B, Bo, ..., By,
rahavarojen kasvua (tai pienenemisti) kuvaa kasvuker-
roin Xy = By /By_1. Pelikassan koko N kierroksen jal-
keen voidaan esittdéd tulona

By = XnNBy-1=XnyXNn_1By_2=...
= XnXn_1...X,Bo.

Luku X = (XyXy_1...X)YN, lukujen Xi,..., X,
ns. geometrinen keskiarvo, kuvaa pelikassan keski-
maardistd kasvua N ensimmaiselld pelikierroksella,
silla vakiokasvulla X saadaan sama lopputulos kuin
vaihtelevalla kasvulla X, k=1,..., N:

XnyXn_1...X4By=XX...X B,.
NXAN-1 150 0
N kpl

Kertoimen X arvo riippuu siitd, kuinka monta pelikier-
rosta otetaan mukaan tarkasteluun. Luku X on téiten
pelikierrosten lukumédran N funktio, X = X (V). Jos
télla funktiolla on raja-arvo, kun N kasvaa rajatta, ky-
seinen raja-arvo tulkitaan pelikassan keskiméaéraiseksi
kierroskohtaiseksi kasvukertoimeksi hyvin pitkalla ai-
kavélilla. Raja-arvo
lim X(N)

N —oc0

on tdten mittari pelaamisen taloudelliselle tehokkuu-
delle. My6hemmin ndhdéén, milla tavalla kertoimet Xj
riippuvat todellisessa pelissé panossuhteesta 6, joka on
pelin parametri. Tall6in my6s edelld mainittu raja-arvo
riippuu parametrista 6. Pelaaminen on tehokkainta sil-
loin, kun tdma parametri sdddetddn Kellyn kaavan mu-
kaiseksi. Edellytyksend mallin toimivuudelle on, ettd
pelaaja on arvioinut eri tulosvaihtoehtojen toteutumis-
todennakoisyydet oikein, mitd se sitten tarkoittanee-
kin. On melko mahdotonta sanoa, mitkéa ovat ”oikeat”
todennakoisyydet esimerkiksi jadkiekkomaaottelussa.

Vahva suurten lukujen laki

Todellisessa pelitilanteessa kasvukertoimia Xi,..., X,
ei tunneta ennalta, vaan ne méaraytyvat vedonlyon-
nin kohteen dynamiikasta. Vedonly6nnin kohdetta, esi-
merkiksi Suomi-Ruotsi-ottelua, pidetddn satunnaisil-
mioné, ja ilmiostd johdettavat suureet, esimerkiksi ot-
telun lopputulos, ovat satunnaismuuttujia. Myos kas-
vukertoimet X7, ..., X, ovat satunnaismuuttujia. Jos
satunnaismuuttujan késite ei ole lukijalle tuttu, han
voi ajatella sen satunnaislukuna, joka voi saada tiet-
tyja arvoja tietyilld todennékoisyyksilla. Namé arvot
ja niihin liittyvat todenndkoisyydet muodostavat sa-
tunnaismuuttujan jekauman. Jos satunnaismuuttujan
Y mahdolliset arvot ovat 1, ..., y, todennéikéisyyksin
D1, - - -, Pn, Satunnaismuuttujan Y jakauman odotusar-
vo E[Y] lasketaan kaavasta

n
EY]=piy1+ ...+ Patn = Y _Dithi -
=1

Odotusarvo on jakauman painopiste, kun todennékoi-
syyksien p; suuruiset painot ajatellaan sijoitetuiksi lu-
kusuoralle vastaavien lukujen y; kohdalle. Itse lukusuo-
ra ajatellaan tédssd painottomaksi.

Kellyn kaava voidaan johtaa nojautumalla ns. vah-
vaan suurten lukujen lakiin. Se kuuluu seuraavasti:

Olkoot Y7, Y3, ... keskendén riippumattomia satunnais-
muuttujia, joilla on samat arvot ja sama jakauma kuin
satunnaismuuttujalla Y. T&lléin

i(yl + Yo+ ... +Yy) =2 E[Y].

N N—o00
Raja-arvonuolen péélle kirjoitetut kirjaimet a.s. ovat
lyhenne englannin kielen sanoista almost surely eli suo-
meksi melkein varmasti. Merkintéd tarkoittaa, etta sa-
tunnaismuuttujien Yy keskiarvo (Y7 + ...+ Yy)/N la-
hestyy raja-arvonaan satunnaismuuttujan Y odotusar-
voa E[Y] todennakoéisyydelld yksi, kun N kasvaa rajat-
ta. Sellaisen tapauksen todenndkoisyys, jossa kyseistd
raja-arvoa ei ole olemassa, tai se on jokin muu kuin
E[Y], on nolla, siis niin pieni, ettei téllaista poikkeus-
tapausta normaalisti tarvitse ottaa huomioon; tapah-
tuman harvinaisuus on samaa luokkaa kuin se, etta
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paattyméattomésséd kolikonheitossa ei milloinkaan saa-
da klaavaa — mahdollista, mutta "darettoméan” epéto-
dennékoista.

Satunnaismuuttujien keskindinen riippumattomuus
tarkoittaa kiytdnnodssid samaa kuin riippumattomuus
normaalissa puhekielessa: esimerkiksi jos Y7 on lottoar-
vonnan tulos talla viikolla ja Y5 lottoarvonnan tulos
ensi viikolla, niin Y; ja Y5 eivat mitenkaén voi riippua
toisistaan, ne ovat riippumattomat satunnaismuuttu-
jat. Huomautettakoon, ettd niilld on kesken&didn myos
sama arvojoukko ja sama jakauma. Jos yleisemmin
Y1,Ys5, ..., YN ovat keskenddn riippumattomia satun-
naismuuttujia, joilla on samat arvot ja sama jakauma
kuin satunnaismuuttujalla Y, jonoa Y7,Y5,..., YN sa-
notaan otokseksi satunnaismuuttujasta Y. Tamé ehto
on oletuksena vahvassa suurten lukujen laissa.

Kellyn kaavan johto

Seuraavassa johdetaan Kellyn kaava hieman yleiste-
tyssa tilanteessa, jossa pelin tulosvaihtoehdot ovat
Aq, ..., A,. Niistad tasan yksi toteutuu, mutta pelaaja
voi asettaa panoksensa usealle vaihtoehdolle samanai-
kaisesti. Tulosvaihtoehtojen indekseind kéytetadn kir-
jaimia ¢ ja j, kirjain k£ on pelikierroksen indeksi. Samaa
pelid ajatellaan toistettavan N kertaa niin, etté eri tois-
tokertojen tulokset eivét riipu toisistaan millaén taval-
la. Tuloksia Ay, ..., A, vastaavat vedonlyontikertoimet
ovat A1,..., A, ja pelaajan arvioimat todennékoisyy-
det eri tuloksille ovat pq,...,p,. Talloin

120, ...,pn 20, p1+...4+py=1.
Vedonvilittajan arvioimat todennédkoisyydet sisaltyvat
kertoimiin ;. Viisas valittdja sadtdaa kertoimen epéayh-
talon ¢; A; < 1 mukaiseksi, missé véalittdjan todennakoi-
syysarviota tulosvaihtoehdolle A; on merkitty ¢;. Tal-
16in vélittdja odottaa saavansa 1 — g;\; euroa jokaista
pelaajan tulokselle A; panostamaa euroa kohti.

Pelaajan kokonaispanos vaihtelee pelimenestyksen mu-
kana kierrokselta toiselle, mutta panos jakautuu kai-
killa kierroksilla samalla tavalla eri tulosvaihtoeh-
tojen kesken. Jakautumista kuvataan suhdeluvuilla

B1,- -, Bn, joille

51>0, ..., >0, Bi+...+08,=1.

Jos pelaajan euromaarainen kokonaispanos kierrokselle
k on Wj_1, tulosvaihtoehdon A; euroméérainen osuus
panoksesta on [3;Wj_1. Panos kannattaa asettaa vain
sellaisille tulosvaihtoehdoille, joista on odotettavissa
tuottoa, ts. joille p;A; > 1. Tamén ehdon toteuttavaa

vedonlyontikerrointa sanotaan ylikertoimeksi?. Jér-
kevd vedonlyOjd asettaa néin ollen sellaiset panokset,
ettd 5; > 0 vain kun p;\; > 1.

Pelaaja siis pelaa samaa pelid N kierrosta. Pelaajan
pelikassa on alussa By ja kierroksen k jélkeen Bj. Pe-
laaja panostaa kuhunkin peliin osuuden 0 pelikassasta:
pelaajan panos peliin & (so. kierrokselle k) on

Wi—1 =0By_1 .

Jos kierroksella k toteutuu tulos A;, pelin k jélkeen pe-
laajan pelikassa on

By = Bi—1 — Wi_1 + \iBiWi1
= By—1—0By_1 + X\iBi0Br_1
= (1+N\iBi =1)0)Br—1 = ;Bp_1 .

Kerroin

késitetddn satunnaismuuttujan X arvoksi. Pelikassan
kehitystd voidaan kuvata prosessina

BN = XNXN,1 .. .)(2)(1307

missd Xi, ..., Xy on otos satunnaismuuttujasta X, ts.
satunnaismuuttujilla X5, & = 1,..., N, on yhteisena
arvojoukkona {z1,...,z,}, ja muuttujat ovat keske-
ndan riippumattomia ja samoin jakautuneita kuin X.
Tilanne on samanlainen kuin kappaleessa Keskimddrdi-
nen kasvu.

Kelly-vedonlyonnissé maksimoidaan keskiméaaraista
kasvukerrointa (X ... X1)"V ja vielipd asymptootti-
sesti eli tilanteessa N — oo, siis kun pelikierrosten lu-
kumaééra kasvaa rajatta. Satunnaismuuttujien teorias-
sa summat ja monikerrat ovat helpommin ldhestyttéa-
vié kuin tulot ja potenssit. Témaén takia keskiméaéréisen
kasvukertoimen sijaan tarkastellaan sen logaritmia. Lo-
garitmihan on funktio, joka muuttaa tulot summiksi ja
potenssit vakiolla kertomisiksi: log(uv) = logu + logv
jalog (u“) = alog u. Kantaluvuksi valitaan Neperin lu-
ku e, miké johtaa luonnolliseen logaritmiin In = log,.
Keskiméaraisen kasvukertoimen logaritmi on

1
In ((XN...Xl)l/N> = N(lnXl + ... +1I1XN).

Yhtélon oikealla puolella on samoin jakautuneiden riip-
pumattomien satunnaismuuttujien In X aritmeetti-
nen keskiarvo, otos satunnaismuuttujasta In X . Vahvan
suurten lukujen lain nojalla

1

N(lnX1 +...+1InXy) N:—OJ E[ln X1,

ja eksponenttifunktion exp(t) = e! jatkuvuuden joh-

dosta

(Xy... X))V 25, oBnX]

N—o0

2Ehdon p; \; < 1 toteuttava kerroin \; on alikerroin. Yhtdlon p;A\; = 1 tapauksessa on kysymyksessé reaalikerroin. Alikerroin-
ta kdyttidva vedonlydja haluaa péédstd rahoistaan eroon. Reaalikertoimen kéyttd on sikéli reilua vedonvilittdjaa kohtaan, etta talloin
vedonly6ja ei halua kummankaan osapuolen ajan mittaan hividvan eiké voittavan.
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Raja-arvonuolen kummallakin puolella on parametris-
ta @ riippuva lauseke, vaikka #-riippuvuutta ei olekaan
kirjoitettu nakyviin: vasemmalla on pelikassan keski-
maédrainen kasvukerroin N kierroksella, ja oikealla puo-
lella on kasvukertoimen raja-arvo.

Tehtévinsd on maksimoida raja-arvo e X] paramet-
rin # suhteen. Koska eksponenttifunktio on aidosti kas-
vava, lausekkeella eZl2X] on samat maksimikohdat
kuin eksponentilla

(2) FElnX]= Zpi Inz; = Zpi In(1+«;6),
i=1 i=1

missd on merkitty lyhyesti
o =Aifi — 1.

Kaytdnnon kannalta mielenkiintoisissa tilanteissa pé-
tee 0 < 0 < 1. Talléin ;0 > —6 > —1, silla «; > —1.
Téaten luvut 1 + «;0 ovat positiivisia, ja logaritmit
In(1 + a;0) ovat olemassa.

Kun 6 ldhestyy lukua 1 vasemmalta, lauseke 1+ ;0 14-
hestyy lauseketta 1+a; = A\;5;,1 = 1,...,n. Tavallises-
ti vedonlytnnissé ei aseteta panoksia kaikille tulosvaih-
toehdoille, jolloin on olemassa indeksi j, jolle 8; = 0.
Talle indeksille

Jmp;In(1+a;60) = lm p;ln (1+ (365 - 1)0)

= lim p;In(1—6) = —o0,
0—1—

silld todellisille tulosvaihtoehdoille todennékdisyydet
ovat positiivisia. Edellisestd johtuen FE[ln X] — —oo,
kun # — 17. Toisaalta E[ln X] — 0, kun 6 — 0. De-
rivoimalla parametrin 6 suhteen saadaan

d = 1 (kg
L Emx) =Y 2
] 1+ ;0

do

Oikeanpuoleinen lauseke esittdd muuttujan 6 jatkuvaa
funktiota, joka saa positiivisen arvon kohdassa 6 = 0
kuten kohta osoitetaan, joten E[ln X| on muuttujan 6
kasvava funktio eréalld valilla |0, e[, missd ¢ > 0. Néis-
td4 havainnoista paatellddn, ettd odotusarvo E[ln X]|
saavuttaa suurimman arvonsa jollakin avoimeen valiin
10, 1] kuuluvalla muuttujan € arvolla, ja tuo suurin arvo
on positiivinen.

Odotusarvon derivaatan lausekkeen positiivisuus arvol-
la & = 0 johtuu siitéd, ettd panos kannattaa asettaa
vain ylikertoimen omaaville tulosvaihtoehdoille, joille
siis p; A; > 1. Jarkeva vedonly6jé asettaa nain ollen sel-
laiset panokset, ettd 5; > 0 vain kun p;\; > 1. Muut-

tujan 6 arvolla nolla saadaan silloin

yZ187%

£ 1+ a,0 = ;Pzﬂi = ;Pi()\zﬂi -1)

= sz')\zﬂi - Zpi
i=1 i=1
= Z piXiBi — 1

Bi>0

>> Bi—1=1-1=0.

Bi>0

v Vilitilinpa&tos

Kun kokonaispanoksen suhde pelikassaan on jokaisel-
la pelikierroksella 6, ja pelikassan kasvukerroin yhdella
kierroksella on satunnaismuuttuja X, pelikassan keski-
mésriiselld kasvukertoimella on lauseke e X Kas-
vu ja taten keskimédrdinen kasvukin ovat parametrin 6
funktioita. Arvolla 8 = 0 peliin ei panosteta, joten kas-
sa sailyy muuttumattomana. Télloin kasvukertoimilla
on arvo 1. Jarkevilld ehdoilla keskiméarédinen kasvuker-
roin nollautuu, kun # = 1 eli panoksena kaytetdaan koko
pelikassaa. Maksimaalinen keskiméarainen kasvu saa-
vutetaan erdélld avoimeen véliin 0, 1[ kuuluvalla pa-
rametrin 6 arvolla. Maksimikohdassa keskiméérédinen
kasvukerroin on suurempi kuin 1. A

Vield pitdd 10ytdd maksimaalisen kasvun antava arvo
parametrille . Odotusarvon E[ln X| suurin arvo saavu-
tetaan sellaisella parametrin € arvolla, jolla odotusar-
von derivaatta havidd. Pitda siis ratkaista 6 yhtalostéa

pic; _
—~ 1 4 ;0
i=1

Laventamalla murtolausekkeet samannimisiksi saadaan
astetta n — 1 oleva polynomiyhtdlé. Se on yleensd
ratkaistava numeerisesti, silld tapauksessa n > 6 ei
ole kaytettavissa yleistd ratkaisukaavaa, ja tapauksis-
sa n = 4 ja n = 5 ratkaisukaavan kayttd on turhan
hankalaa.

Jos pelaaja lyo vetoa tasan yhden lopputuloksen puo-
lesta, tilanne helpottuu oleellisesti. Asettakoon pelaaja
koko panoksen tulosvaihtoehdon A; puolesta. Talloin
B = 1lija B =0, kun ¢ # j. Siis a; = A\; — 1 ja
a; = —1, kun i # j. Koska p; + ...+ p, = 1, pétee

Zpi =1-p;.
i
Kaavaan (2) sijoittamalla saadaan
ElnX]=(1-p;)In(1 —6)+p,;In(1 + (A\; —1)0).
Derivaatta muuttujan 6 suhteen on

pi(A—1)
T+ (N —1)6

d 7}7]'—1
— E[lnX] = 10

0 +
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Yhtalolla vedonlyontisimulaattorin, jonka avulla Kellyn jakajan
4 ElnX]=0 vaikutusta pelikassan kokoon ja koon vaihteluun voi-

do daan tutkia.

on yksikésitteinen ratkaisu

Pelikassan kehitystd simuloitiin Python-ohjelmalla
9 — piA —1 ) kayttden muutamaa erisuurta Kellyn jakajan arvoa.
Aj—1 Kullakin simulointikierroksella vedonlyontia jatkettiin

Tamé on oleellisesti sama kaava kuin (1), siis Kellyn
kaava.

Lopuksi

Kellyn kaavaa (1) kéytettiessd kannattaa kiinnittaa
huomiota kahteen seikkaan:

1. Todennakoéisyys p on vedonly6jan itsensa (tai luo-
tettavalta kaverilta saatu) arvio. On inhimillista, et-
té voiton todenndkoisyytta yliarvioidaan ja sen seu-
rauksena kéytetdédn lilan suurta panosta.

2. Kellyn kaavan mukaisen panoksen kayttdminen ei
sulje pois sitd mahdollisuutta, ettd pelaaja heti aluk-
si ajautuu pitkddn tappioputkeen ja nédin menettda
huomattavan osan pelikassastaan.

Mainituista syistd johtuen vetoa lyodédn yleensé pie-
nemmalld panoksella kuin mitd Kellyn kaava suositte-
lee. On tapana soveltaa Kellyn kaavaa hieman muun-
nettuna muodossa

_1lp-l
T d =1~

Vakiota d kutsutaan Kellyn jakajaksi. Kukin pelaa-
ja sdatad jakajan d omaan riskinottohaluunsa sopi-
vaksi. Tyypillinen pelurien kdyttdma arvo on d = 2.
Ohjelmoinnista kiinnostunut lukija kirjoittaa vaivatta

kunnes pelikassa oli joko puolittunut tai kaksinkertais-
tunut sen mukaan, kumpi sattui tapahtumaan ensin.
Simulointikierroksia oli kaikkiaan 1000000 kappalet-
ta. Nain saatiin melko luotettava likiarvo puolittumis-
todenndkdisyydelle, so. sen tapahtuman todennékdoisyy-
delle, ettd pelikassa puolittuu ensin ja mahdollisesti
kaksinkertaistuu vasta sen jilkeen. Vedonlyontikertoi-
men arvona oli A = 2, ja voiton todennékoisyydeksi
asetettiin p = 0,6. Seuraavaan taulukkoon on koottu
simulaation tulokset. Puolittumisaika tarkoittaa peli-
kassan puolittumiseen johtaneiden pelikierrosten luku-
méadrdd. Vastaavasti tuplaantumisaika tarkoittaa peli-
kassan kaksinkertaistumiseen johtaneiden pelikierros-
ten lukumaéraa.

o~ <
o S8 S¥
s FF & &
Y. A NS
§ 5 @ 58
NS F§ P &
S L S SPS
S A ¥.L X @
& &F ¥ ¥F
g T8 g &
d=1 0,31 14 15
d=2 0,094 40 40
d=14 0,0061 80 81
d=26 0,00037 117 116
d=28 0,000024 139 150

Taulukosta havaitaan, ettd pelikassan hiipumisen ris-
kid voidaan pienentéd isontamalla Kellyn jakajaa, mut-
ta silloin pitédé joko lyodd enemmaén vetoja tai tyytya
pienempaan tuottoon.
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IMO vs. I0I — ongelmanratkojan kahdet olympialaiset

Antti Laaksonen
Helsingin yliopisto
ahslaaks@cs.helsinki.fi

Matematiikan olympialaiset IMO (International Mat-
hematical Olympiad) on varmasti tuttu monelle Sol-
mun lukijalle, mutta sen sisarkilpailu tietotekniikan
olympialaiset 101 (International Olympiad in Informa-
tics) on jadnyt vihemmélle huomiolle.

IMO ja IOI ovat yllattavinkin 1dhelld toisiaan, ja mo-
lemmissa kilpailuissa keskeinen teema on matemaatti-
nen ongelmanratkaisu. Erona on, ettd IMO:ssa kirjoite-
taan todistuksia kynélld ja paperilla, kun taas IOI:ssé
ohjelmoidaan algoritmeja. Néaihin olympialaisiin val-
mistautuminen on keino kehittaé laaja-alaisesti ongel-
manratkaisun taitoja.

Millaisia olympialaiset ovat?

IMO:ssa ja IOI:ssd perusidea on sama: jokainen maa
ldhettdd olympialaisiin joukkueen, jossa on lukiolaisia
(tai nuorempia) osallistujia. IMO:ssa joukkueessa on
kuusi osallistujaa, kun taas IOI:ssd on nelja osallistu-
jaa. Olympialaiset jérjestetdan joka vuosi eri maassa.
Esimerkiksi vuonna 2020 IMO jarjestetddn Venajalla ja
IOI jarjestetddn Singaporessa.

Olympialaiset kestévit noin viikon, jonka kuluessa on
kaksi kilpailupdivdéd. Vaikka mailla on joukkueet, ky-
seessd, on yksilokilpailu ja jokainen osallistuja ratkoo
tehtavia itsendisesti. Kilpailupéivien lisdksi olympialai-
sissa on paljon muutakin ohjelmaa, ja eri maista tule-
villa osallistujilla on tilaisuus tutustua toisiinsa.

Nimien perusteella IMO:n aiheena on matematiikka,
kun taas IOL:n aiheena on tietotekniikka. Tama ei ker-
ro kuitenkaan vield paljon siitd, mitd kilpailuissa to-
della tehddan. IMO:n vakiintuneet aiheet ovat algebra,
geometria, kombinatoriikka ja lukuteoria. IOI puoles-
taan keskittyy algoritmiikkaan, ja tehtévissa korostuu
tietojenkésittelytieteen matemaattinen puoli.

Kilpailujen taustaa

IMO:n historia ulottuu vuoteen 1959, jolloin jarjes-
tettiin ensimmaéiset olympialaiset Romaniassa. Suomi
osallistui ensimmaéisen kerran vuonna 1965 ja on osallis-
tunut sdannollisesti vuodesta 1973 alkaen. IMO on kas-
vanut vuosien kuluessa suureksi, ja vuonna 2019 mu-
kana oli 621 osallistujaa 112 maasta.

IMO:n mallin mukaan alkoi syntyd muita tiedeolympia-
laisia, kuten fysiikan olympialaiset IPhO vuonna 1967
ja kemian olympialaiset IChO vuonna 1968. Tietotek-
niikka on nuorempi tulokas joukossa: ensimmaéinen 101
jarjestettiin vuonna 1989 Bulgariassa, ja Suomi on osal-
listunut kilpailuun vuodesta 1992 alkaen. Vuonna 2019
IOI:ssé oli mukana 327 osallistujaa 87 maasta.

Suomessa kilpailutoimintaa koordinoi MAOL ja péaa-
asiallinen rahoittaja on Opetushallitus. Olympialais-
ten lisdksi toimintaan kuuluu paljon muutakin, kuten
MAOLin neljin tieteen kisat, valmennusleirit ja pie-
nemmat kansainvéliset kilpailut. Valmentajat ovat tyy-
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pillisesti yliopistojen tyontekijoité ja opiskelijoita, usein
entisié kilpailijoita. Tie olympialaisiin on pitké, ja me-
nestyminen vaatii méaaratietoista harjoittelua.

Tehtavat ja arvostelu

IMO:ssa ja IOI:ssd on molemmissa kaksi kilpailupai-
vad ja kolme tehtévad ratkottavana kumpanakin péivé-
néd. IMO:ssa aikaa péivan tehtdviin on 4,5 tuntia, kun
taas IOI:ssé aikaa on 5 tuntia. Olympialaisten tehtavét
valitaan paikan péalld kokouksessa, jossa on paikalla
joukkueiden ohjaajia ja muita asiantuntijoita.

Oleellinen ero kilpailuissa on tapa, jolla tehtévia ratko-
taan. IMO:ssa tehtdvin ratkaisu on todistus, joka kir-
joitetaan kynalld ja paperilla. IOI:ssd puolestaan tehté-
van ratkaisu on algoritmi, joka toteutetaan ohjelmoin-
tikielelld. IMO:ssa laskimet ja muut sdhkoiset apuneu-
vot ovat kiellettyjé, kun taas IOI:ssé jokaisella kilpaili-
jalla on tietokone, jota saa kédyttaa vapaasti laskentaan.

Tehtévien ratkaisutapa vaikuttaa tehtéavien asetteluun.
IMO:ssa tehtdvana on tyypillisesti todistaa, ettd jokin
pétee tai ei pade, tai etsid ratkaisu, jonka pystyy ilmai-
semaan lyhyesti kynélld ja paperilla. IOI:ssd taas kes-
keinen asia on algoritmien tehokkuus: ohjelmalle anne-
taan kasiteltdaviksi suuri aineisto, ja sen taytyy selviy-
tyé siitd nopeasti.

IMO:ssa arvostelu on useita péivid kestdvd prosessi,
jossa eri maiden ohjaajat neuvottelevat pisteistd tuo-
mariston kanssa. IOI:ssd puolestaan arvostelu on auto-
maattinen ja perustuu ohjelmien testaamiseen. Molem-
missa tavoissa on etunsa: IO0I:ssd arvostelu on kaikille
tasapuolinen eika siind ole tulkinnanvaraisuutta, mut-
ta IMO:ssa pystyy antamaan paremmin pisteitd kes-
keneréisista oikeansuuntaisista ratkaisuista.

Osallistuminen

Kumpiin olympialaisiin ongelmanratkaisusta kiinnos-
tuneen kannattaisi tdhdatd? Vastaus on yksinkertai-
nen: molempiin. IMO ja 101 tukevat ja tdydentavat
toisiaan, ja moni menestyvé kilpailija myos osallistuu
molempiin olympialaisiin. Yksi dariesimerkki téstd on
japanilainen kilpailija Yuta Takaya, joka voitti vuonna
2017 sekd IMO:n ettd I0OLn.

IMO ja IOI antavat yhdessd hyvin ongelmanratkojan
peruskoulutuksen. IMO-tehtévét opettavat todistamis-
ta ja tarkeitd matematiikan tuloksia ja tekniikoita. IOI-
tehtavit puolestaan opettavat ohjelmointia ja syvélli-
sempéd algoritmista ajattelua. Todistuksen kirjoitta-
minen ja algoritmin toteuttaminen antavat usein kaksi
hieman erilaista ndkokulmaa ongelmaan, mistd niaem-
me seuraavaksi yhden esimerkin.

Tehtava: Merkkijonot

Melko usein IMO:ssa ja IOI:ssé esiintyy tehtévia, jotka
voisi siirtaé ldhes sellaisenaan kilpailusta toiseen. Tuore
esimerkki téllaisesta tehtavistda on IMO 2019:n tehtéva
5, jossa tarkastellaan seuraavaa prosessia:

Annettuna on merkkijono, jossa on n merkkié ja jokai-
nen merkki on H tai T. Joka vuorolla muutetaan vas-
takkaiseksi kohdassa k& > 0 oleva merkki, missd k on
merkkien H maara. Nain jatketaan, kunnes jokainen
merkki on 7. Esimerkiksi jos annettu merkkijono on
THT, muutoksista muodostuu ketju THT — HHT —
HTT — TTT, eli askelten maéra on 3.

IMO:ssa tehtdvissd on kaksi kohtaas:

e Todista, ettd prosessi paédttyy milla tahansa merkki-
jonolla.

o Maiarita askelten méaran odotusarvo, kun merkkijo-
nossa on n merkkis ja kaikki 2" merkkijonoa esiinty-
véit yhtd todennakoisesti.

Enté miten tehtdvd muuttuisi, jos se olisikin IOI:ssd?
Todennékoisesti néin:

e Tee tehokas algoritmi, joka laskee, montako askelta
prosessissa on annetulla merkkijonolla.

Ratkaisemme seuraavaksi tehtdvan tamén IOI-

asettelun niakokulmasta.

Kohti ratkaisua

Ennen tehokkaan algoritmin laatimista meidén taytyy
saada késitys siitd, mistd prosessissa oikeastaan on ky-
symys. Yksi keino tdhédn on laatia ensin jokin hidas
mutta toimiva raa’an voiman algoritmi. Voimme saada
tietoa prosessista tdméan algoritmin avulla.

Seuraavassa on C++-koodi, joka simuloi prosessia as-
kel askeleelta. Koodi olettaa, ettd merkkijonon merkit
ovat s[1],s[2],. .., s[n], ja laskee muuttujaan c askelten
yhteisméaédran prosessissa.

int k = 0;
for (int i = 1; 1 <= n; i++) {
if (s[i] == ’H’) k++;
}
long c = 0;
while (k > 0) {
if (s[k] == ’H?) {
s[k] = ’T’; k-—;
} else {
s[k]l = "H’; k++;
}
cH+;
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Koodi etsii ensin muuttujaan k£ ensimméisen muutet-
tavan merkin kohdan. Tadmén jélkeen koodi muuttaa
merkkejé ja péaivittdd kohtaa k, kunnes lopuksi k£ on
0. Huomaa, ettd kohta k siirtyy aina viereiseen merk-
kiin vasemmalle tai oikealle, koska merkkien H ma&aéra
vihenee tai kasvaa yhdella.

Koodin tehokkuudesta on vaikea sanoa vield mitédén,
koska emme tiedd, miten kauan silmukan ehto £ > 0 on
voimassa. Voimme kuitenkin koodin avulla tutkia as-
kelten maaria pienissd tapauksissa: esimerkiksi merk-
kijonolla HHTTTHHT vastaus on 16. Kokeilemalla
koodia useilla merkkijonoilla voimme saada késitys-
td askelten médran suuruusluokasta. Melko pian alkaa
nédyttaa silté, ettd vastaus on aina huomattavasti pie-
nempi kuin kaikkien merkkijonojen maéra 2.

Saamme paljon lisda tietoa ongelmasta muuttamal-
la koodia hieman niin, ettd se tulostaa jokaisen
vaiheen simulaatiossa. Nyt esimerkiksi merkkijonosta
HHTTTHHT syntyy seuraava tulostus:

HHTTTHHT
HHTHTHHT
HHTHHHHT
HHTHHTHT
HHTHTTHT
HHTTTTHT
HHHTTTHT
HHHHTTHT
HHHHHTHT
HHHHHHHT
HHHHHHTT
HHHHHTTT
HHHHTTTT
HHHTTTTT
HHTTTTTT
HTTTTTTT
TTTTTTTT

Tutkimalla tarkasti téllaisia tulostuksia eri merkkijo-
noille ongelman salat alkavat aueta. Nayttéda silté, etta
muuttuja k seilaa koodia suorittaessa merkkijonon puo-
lelta toiselle ja joka kerta se kulkee aiempaa pidemmaén
matkan. Tadmé on se hetki ongelmanratkaisussa, jolloin
on aihetta juhlaan: olemme tehneet tédrkedn havainnon,
joka saattaa hyvinkin johtaa ratkaisuun.

Tehokas algoritmi

Jotta saamme aikaan toimivan tehokkaan algoritmin,
meidén tdytyy kuitenkin ymmértaéd vield tarkemmin,
mistd prosessissa on kysymys. Miksi ja milloin muut-
tujan k suunta muuttuu ja miksi on varmaa, ettd pro-
sessin péaatteeksi jokainen merkki on T'7

Téassé auttaa tarkastella erikseen kahta tapausta: Kun
k liikkuu vasemmalta oikealle, merkkeja T korvataan

merkilld H, kunnes vastaan tulee merkki H ja suun-
ta vaihtuu. Kun taas k liikkuu oikealta vasemmalle,
merkkejd H korvataan merkilla 7', kunnes vastaan tu-
lee merkki T" ja suunta vaihtuu. Kun haluamme 16ytéaa
kohdat, joissa suunta vaihtuu, meidan tulee siis vuoro-
tellen paikantaa seuraava merkki H oikealta ja seuraa-
va merkki T vasemmalta.

Jotta prosessi voi paédttyéd onnistuneesti, sen taytyy lah-
ted liikkeelle ”sopivasta” kohdasta, jossa merkkien T
maérd vasemmalla on yhté suuri kuin merkkien H méé-
rd oikealla. Osoittautuu, ettd tdmé kohta on sama kuin
merkkien H yhteismééara eli muuttujan k arvo alussa.
Syyné on, ettd kun k ensimmaéisen merkin joukossa on
x kertaa merkki 7', niin myos n — k viimeisen merkin
joukossa on = kertaa merkki H.

Nyt kaikki tarvittavat ideat alkavat olla kasassa ja
voimme ryhtyd koodaamaan tehokasta algoritmia. Ver-
rattuna ensimmaiseen algoritmiin meidan taytyy kay-
tdnnossd onnistua tehostamaan osuuksia, joissa muut-
tuja k kulkee pitkdn matkan samaan suuntaan. TA&ma
onnistuu ottamalla kidyttoon kolme uutta muuttujaa: a
ja b ovat nykyisen alueen vasen ja oikea reuna ja z ker-
too liikkumissuunnan (0 = oikea, 1 = vasen). Monien
vaiheiden ja virheiden korjaamisen jilkeen tuloksena on
seuraava toimiva koodi:

int k = 0;

for (int i = 1; i <= n; i++) {
if (s[i] == ’H’) k++;

}

long c = 0;

int a = k, b = k;

int z = s[k] == ’H’;

while (true) {
if (z == 0) {

a--;
while (s[b] == ’T’) b++;
} else {
b++;
while (a >= 1 && s[a] == ’H’) a--;

}
c += b-a-1;
if (z == 1 && a == 0) break;

z = 1-z;

Algoritmi méarittdd k:n alkuarvon kuten ennenkin ja
asettaa sen perusteella muut muuttujat. Tamén jélkeen
alkaa padsilmukka, jossa joka kierroksella alue laajenee
joko oikealle tai vasemmalle ja liikuttu matka b —a — 1
lisitadn askelten méédradn. Silmukka padttyy, kun va-
semmalle liikkumisen jélkeen a = 0.

Paitsi etta algoritmi laskee tehokkaasti askelten mééa-
ran, se kertoo meille myos jotain muuta arvokasta. Kos-
ka algoritmi pysdhtyy milla tahansa syotteelld ja il-
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moittaa askelten méérdn, saimme sivutuotteena rat-
kaistua IMO-tehtédvin ensimméisen kohdan: algoritmin
olemassaolo todistaa, ettd askelten méara on aina &&-
rellinen.

Odotusarvon laskeminen

Entd IMO-tehtavan toinen kohta, jossa tulee méarit-
tad askelten méaaran odotusarvo? Kun meilld on koodi,
joka laskee mille tahansa merkkijonolle askelten méaé-
rén, voimme alkajaisiksi laskea sen avulla odotusarvo-
ja pienille n:n arvoille laittamalla koodin kdymaéén l&pi
kaikki 2™ merkkijonoa. Saamme seuraavia tuloksia:

pituus n odotusarvo
1 1/2

3/2
3

5
15/2
21/2
14
18

03O Ui Wi

Nyt meilld on hyvia dataa, jonka avulla voimme arvuu-
tella kaavaa odotusarvolle. Ehdokas kaavaksi 16ytyykin
yllattavan helposti. Laskemalla taulukon lukujen ero-
tuksia (ks. Solmu 1/2019) paljastuu, ettd odotusarvon
kaava nayttda olevan polynomi

n2+n
4

Nyt olemme saaneet jo luultavasti selville vastauksen,
mutta meillé ei ole vield mitdén tietoa, miksi vastaus on
tuollainen. Tai ehké on sittenkin: kaava nédyttad hyvin
samalta kuin summakaava

n2+n

14244 n=
+2+---+n 5

jakaja vain on 4 eiké 2. Voisimme koettaa pyrkié kohti
todistusta, jossa olisi jotenkin lukujen summa.

Téssé vaiheessa on taas hyva pysdhtyd miettiméén, mi-
ten muuttuja k oikeastaan liikkuu algoritmissamme.
Saamme laskettua odotusarvon kaavalla

f(n)
on

missd f(n) on summa kaikkien liikeratojen askelten
maédristid. Esimerkiksi kun n = 2, liikeradat ovat:

o HH: 2 askelta vasemmalle

e HT': 1 askel vasemmalle

e T H: 1 askel oikealle, 2 askelta vasemmalle
o T'T: O askelta

Niinpd f(2) =2+ 1+ 3+ 0 = 6, ja tapauksen n = 2
odotusarvo on 6/22 = 3/2.

Aiemmin huomasimme, ettd muuttujan k liikerata
muodostuu osuuksista, jotka kulkevat vuorotellen eri
suuntiin ja jokainen osuus on edellistd pidempi. Mutta
voimme ajatella asiaa myo6s kddnteisesti: jos on mika ta-
hansa liikerata, voimme saada muuttujan k kulkemaan
sen, kunhan luomme sopivan merkkijonon, ja tietylla
n:n arvolla kyseinen merkkijono on yksikéasitteinen.

Taman avulla pystymme johtamaan kaavan
fn)=2f(n—1)+2"""n,

jossa on ideana, ettd m merkin merkkijonolla voidaan
ensinndkin muodostaa kaikki samat liikeradat kuin
n — 1 merkin merkkijonolla, mista tulee f(n — 1) as-
kelta. Lisiksi voidaan muodostaa liikeratoja, jossa vii-
meisen osuuden pituus on n ja sitd ennen on lyhempia
osuuksia. Néistd liikeradoista tulee f(n — 1) + 2" n
askelta, koska n — 1 merkin liikeratoja on 2”1 erilais-
ta ja jokaisesta tulee n askelta lisdd viimeisen osuuden
my6td. Laskemalla vield vahén lisda selvida, etté

f(n) n*+n
on 47

miké olikin odotettavaa.

Aiheeseen liittyvaa

e Peter Taylor: Comparisons of the IMO and IOL.
Olympiads in Informatics 2012.

e IMO 2019 Problems. Saatavilla osoitteessa https:
//www.imo-official.org/.

e Antti Laaksonen: Kuinka l6ytdéa kaava lukujonolle?
Solmu 1/2019.
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Sairaustestauksesta: lukujen paradoksaalisista osuuksista

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
Abo Akademi

Aina toisinaan kuulee ehdotuksia, ettd koko kansa olisi
testattava jonkin tarttuvan taudin varalta. Yleensa néi-
ta ehdotuksia kuulee silloin, kun joku on tahallaan le-
vittdnyt HI-virusta, ja yleensd ehdotuksiin liittyy myos
ajatus tehda kuvakatalogi kaikista sairautta kantavis-
ta. Ei puututa nyt téssé ehdotuksen eettisiin ongelmiin,
eikd myoskdan taloudellisiin vaikutuksiin tai vaivaan
mik4 siitd seuraisi (noin viiden miljoonan suomalaisen
testaaminen ei olisi ihan halpaa tai nopeaa touhua).
Analysoidaan nyt miltd testitulokset nayttaisivét.

Suomalaisia oli 5509856 maaliskuun 11. péivdné vuon-
na 2017 [3]. HIV-positiivisia oli tuolloin 3771 THL:n
tilastojen [1] mukaan, eli tdméa luku viittaa siis nii-
hin, jotka olivat saaneet positiivisen testituloksen. Var-
maankin osa néistd ihmisistéd oli jo kuollut, mutta toi-
saalta, jos koko kansa testattaisiin, pointti olisi tieten-
kin 10ytda piilevat tapaukset. Ajatellaan siis, ettd tuo
3771 ei sisdlla kaikkia tapauksia, vaan ettd todellinen
madra olisi vaikka 5000, mika on siis vain karkea ar-
vaus. T&lléin siis Suomessa olisi

5509856 — 5000 = 5504856
HIV-negatiivista ihmisté.

ELISA-testissa noin 99,3-99,7 % HIV-positiivisista saa
positiivisen testituloksen. Lopuilla testitulos on nega-
tiivinen testattavan HIV-positiivisuudesta huolimatta.
Lasketaan sen mukaan, ettd vdaria negatiivisia tulok-
sia tulisi mahdollisimman vahén, eli testi olisi mahdol-
lisimman luotettava. Talloin 0,3 % HIV-positiivisista

saisi negatiivisen testituloksen, eli
0,3 % - 5000 = 0,003 - 5000 = 15

ihmista. Loput 5000 — 15 = 4985 saavat siis positiivisen
testituloksen.

Siirrytddn nyt toiseen ihmisryhméén, eli terveisiin ih-
misiin (tai no, yleisestd terveydentilasta téssé tuskin
voi mitddn sanoa, eli kyse on HIV-negatiivisista ih-
misistd). N&itd on siis 5504856. Testin tarkkuus ter-
veilld on perdti noin 99,97 %, eli terveistd 99,97 %
saa terveen paperit, ja vain 0,03 % sairaan. Laske-
taan nyt mitd tdméa kaytdnnosséd tarkoittaa. Ensinné-
kin 0,03 %- 5504856 = 0,0003 - 5504856 ~ 1651 ihmisté,
ja nyt olemmekin asian ytimessa! Loput, eli

5504856 — 1651 = 5503205

saavat terveen paperit. Tehdddnpé nyt taulukko saa-
duista tuloksista:

terveet HIV-positiiviset
testitulos negatiivinen | 5503205 | 15
testitulos positiivinen | 1651 4985

Taulukon pystyrivit kuvaavat testien luotettavuutta:
Kuinka todennédkoisesti sairas saa tuloksen, joka todel-
la osoittaa ihmisen olevan sairas, ja kuinka todennikoi-
sesti terve saa tuloksen, joka osoittaa ihmisen olevan
terve.

Téaysin toinen kysymys on se, ettd mika johtopaatok-
sen tulee olla, jos testitulos on positiivinen, ja toisaalta,
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miké on mielekés johtopédatos, jos testitulos on negatii-
vinen. Ensimméinen rivi vastaa negatiivisen testitulok-
sen saaneita. Heistd 5503205 on terveitd ja 15 sairaita.
Tulos on siis melkoisen luotettava.

Taulukon toinen rivi onkin ehk& hieman mielenkiintoi-
sempi: Toisella rivilld on positiivisen testituloksen saa-
neiden jakauma terveisiin ja HIV-positiivisiin. Yhteen-
sd positiivisen testituloksen on saanut

1651 + 4985 = 6636.

Heisté terveita on

1651
—— ~ 0,25 =25 %.
6636 %

T&ma on ihan valtavasti. Tassé herdd kaksi kysymysta:

e Miten ihmeessa tdmé on mahdollista? Testinhén pi-
téisi olla hyvé. Suurella todennékéisyydella testi an-
taa ihan oikean tuloksen riippumatta siitéd, onko ih-
minen sairas vai terve.

e Onko oletettavaa, ettd joka neljds HIV-positiiviseksi
oletettu onkin terve?

Jalkimmainen kysymys on itse asiassa helpompi, joten
aloitetaan siitd. Ei, noin joka neljas HIV-positiivinen ei
ole terve. Positiiviset testitulokset varmistetaan. Eras
menetelmd on nimeltddn Western blot. Elisan ja Wes-
tern blot -testin jélkeen noin kolme ihmistd 250000 ih-
misestd saa positiivisen tuloksen, vaikka onkin terve.
Suomessa tamaé tarkoittaisi sitéd, ettd noin 60 ihmis-
té saisi virheellisesti HIV-diagnoosin. Tdmé on paljon.
Tamakin olisi vield yli prosentti HI-virusta sairasta-
vien maarastd, jos koko viestd testattaisiin. Jos taas
oletetaan, ettd testeihin ei mene kovin paljon tervei-
td ihmisié, ei valheellisten positiivisten lukumaéra ole
kovinkaan korkea.

Sitten se ensimmaéinen kysymys. Miten tdma kaikki on
oikein mahdollista? Selitys on se, etta terveiden joukko
on niin valtavasti suurempi kuin sairaiden, etta vaik-
ka ldhes jokainen terve saisi terveen testituloksen, silti
niitéd, jotka saisivat sairausdiagnoosin, olisi huomattava
méadréd verrattuna oikeasti sairaiden kokonaismadraén.
Testi antaa seké terveille etta sairaille kylla luotettavan
tuloksen, mutta toisen ryhmén suuri koko verrattuna

toiseen ryhméén muuttaa ryhmien vélisid suhteellisia
kokoja. Asia on ehké helpoin ndhd4 niin, ettd sairai-
den osuus koko viestostd on noin promille, eli prosentin
kymmenesosa, sairaan diagnoosin saaneiden terveiden
osuus taas kolme prosentin sadasosaa, eli noin kolmas-
osa promillea.

Testit paranevat ja muuttuvat luotettavammiksi. Se ei
kuitenkaan poista sitd ongelmaa, ettd jokaisessa tes-
tissd on heikkoutensa. Joko toinen sairaus voi haméta
testid, tai laborantti voi tehdéa virheen, tai tauti voi ol-
la vaiheessa, jossa se ei néy, tai jotain muuta voi menna
vikaan. Luotettavaa testié ei ole. Virhetodennakoisyyt-
td voi vahentda, mutta tiysin sitd ei voi poistaa.

Tehtavit

1. Tee vastaava analyysi vuoden 1986 datalla. Vuonna
1986 kaikkien koskaan todettujen tapausten méara
ylitti 100 Suomessa, ja meni jopa selkeédsti yli. Luku
on varmasti ollut pahasti alakanttiin, joten voit aja-
tella vaikkapa, ettéd todellinen luku olisi ollut esimer-
kiksi 500. Onko terveiden vai sairaiden osuus suu-
rempi positiivisen testituloksen saaneiden joukossa
ensimméisen testikierroksen jélkeen?

2. Kuinka paljon sairastuneita pitéisi olla, jotta jo en-
simmaisen testikierroksen jéilkeen terveiden osuus
positiivisen testituloksen saaneiden joukossa olisi
vain yksi prosentti?

Viitteet

[1] HIV Suomessa — HIS i Finland, THL, tilasto
5.3.2017 raportoidut tapaukset. https://www.thl.
fi/ttr/gen/rpt/hivsuo.pdf

[2] How Often Do False Positive and Fal-
se Negative HIV ~ Tests Occur? https:
//www.verywell.com/prevalence-of-false-
positive-hiv-test-49134

[3] Véestorekisterikeskus
haettu 11.3.2017.

https://vrk.fi/etusivuy,
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Muirheadin epayhtalo

Esa V. Vesalainen
Matematik och statistik, Abo Akademi

Kerromme téssa artikkelissa Muirheadin epayhtélos-
td. Se on tehokas tyokalu tietynlaisten symmetris-
ten epdyhtéldiden todistamiseen. Keskitymme vain esi-
merkkeihin ja ongelmiin, joissa Muirheadin epayhtalo
on yksindén riittdvéi. Esitdmme myos tdyden todistuk-
sen sille. Jotkin vastaan tulevat kohdat ovat huomatta-
van mutkikkaita, ja halutessaan lukijan kannattaakin
hypéata hankalien kohtien yli.

Hieman merkintoja esimerkein

Jatkossa n tulee yleensd olemaan positiivinen kokonais-
luku, joka kertoo muuttujien lukuméérian todistettavis-
sa epayhtéaloissa. Naméa n muuttujaa tulevat usein ole-
maan xi, X2, ..., Tn, joiden oletetaan olevan epanega-
tiivisia reaalilukuja. Vaihtelun vuoksi saatamme kéyt-
tdd muuttujia a ja b, kun n = 2, tai x, y ja z, kun
n = 3, ja niin edelleen.

Tulemme tarkastelemaan lausekkeita, joissa esiintyy
ndiden muuttujien potenssien tuloja. Merkitsemme
eksponenttien jonoja ja niiden elementtejd pienilla
kreikkalaisilla kirjaimilla
Oé:<041,042,...,04n> ja ﬂ:<617523"'7ﬂn>7

ja niin pois péin. Kaikissa tilanteissamme n&ma luvut
Qat, ..., Qn, B1, ..., B, tulevat olemaan epanegatiivi-
sia reaalilukuja, joille pitee a; > as > ... = a, ja

B1=P2=...2 B

Koska olemme kiinnostuneita symmetrisistd lausek-
keista, otamme kayttoon epayhtalokirjallisuudessa ylei-
sen symbolin ) Erityisesti,

sym”*

al a2, pOn
E " Ty Tn

sym

tarkoittaa summaa kaikista termeisté, jotka saadaan,
kun annetaan muuttujien zi, xo, ..., z, vaihtaa tai
olla vaihtamatta paikkoja keskenddn kaikin mahdolli-
sin tavoin. Koska néitéd eri tapoja on tunnetusti aina
n!=1-2-3-...-(n— 1) -n kappaletta, on siis summas-
sa aina 2! = 2 termié kahden muuttujan tapauksessa,
3! = 6 termid kolmen muuttujan tapauksessa, 4! = 24
termid neljain muuttujan tapauksessa, ja niin edelleen.

Esimerkiksi, kun n = 2 ja muuttujat ovat z; ja xo, ovat
eksponenttijonoja (2, 1) ja (1, 0) vastaavat symmetriset
summat

2 2 2 .
E TiTo =TT+ 2521 Ja E r1 =21+ Xo.

Sym Sym

Samoin, jos reaalimuuttujinamme ovat vaikkapa a ja b,
niin on

Za2b2a2b+ab2 ja Za:a—i—b.

sym sym

Kun n = 3 ja reaalimuuttujamme ovat x1, x2 ja x3, on
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eksponenttijonoa (3,2,1) vastaava summa

3,2 3,.2 3.2 3.2
E T{Tyx3 = X7 X53T3 + T 322 + X527 T3

sym
3.2 3.2 3.2
+x523201 + 2327 X2+ 23252,
ja eksponenttijonoa (4,0, 0) vastaava
4 _ 4,00
E x] = E x| Ty Ty

sym sym

4.0 .0 4.0 .0 4.0 .0
T ToXg + X{ L3 Ty + TyTq X3

4 4 4
+x2xgx?+x3x?xg+x3xgx?

=221 4+ 225 + 223,

Jos reaalimuuttujamme olisivat vaikkapa a, b ja ¢, niin
olisi

ZGQb:a2b+a2c+62a+b20+02a+02b,

sym

ja jos reaalimuuttujamme sattuisivat olemaan z, y ja
z, olisi

Zm4 =2 (x4 + oyt + z4) ja nyz = 6zyz.

sym sym

Samassa hengessé pétee yleisesti

E T1To Ty =nlaT1To Ty,
sym

silld kaikki n! eri tapaa jarjestelld muuttujia =i, o,
., T, keskendén johtavat aina samaan termiin, joka
on muuttujien tulo. Samoin,

in’z(n—l)!(w?—i—x%—i—...—i—mi),

sym

silld esiintyyhén esimerkiksi termi #f summassa niin

monta kertaa kuin miten monella tavalla muuttujia xo,
x3, ..., Tp voi jarjestelld keskendén, eli (n — 1)! kertaa.

Hieman mutkikkaampi esimerkki olisi eksponenttijo-
noa (1,1,...,1,0,0,...,0), missd 1 esiintyy k kertaa
ja 0 siten n — k kertaa jollakin k& € {1,2,...,n — 1},
vastaava symmetrinen summa

E XT1To Tk

=k!'(n—k)!

>

1<i1<ia<...<ip<n

Ly Ly * Ty

missé viimeisessd summassa otetaan summa niiden ko-
konaislukujen jonojen (i,is,...,4) yli, joille patevéit
epayhtalot 1 < i3 < @2 < ... < i, < n. Toisin sa-
noen, viimeisessd summassa otetaan kaikki & eri muut-
tujan tulot muuttujista z1, o, ..., x,, ja lasketaan
ne yhteen. Termeja summassa on binomikertoimen (Z)
osoittama maara.

Mita tavoittelemmekaan tassa?

Olemme kiinnostuneita siitd, mitd epdnegatiivisten re-
aalilukujen eksponenttijonoilta o = (aq,...,q,) ja
B = {B1,...,Bn), missd n on positiivinen kokonaislu-
ku, pitdakaan vaatia, etta olisi

«q a2 (6% 61 BQ
E :El zz ...:L‘n"> E 1:1 x2 ..

sym sym

. pPn
xTL

kaikilla epanegatiivisilla reaaliluvuilla x1, z2, ..., x,7

Olettakaamme, ettd eksponenttijonot « ja S ovat tél-
laisia, ja tarkastellaan, mité téstd seuraa. Koska eks-
ponenttien ag, ..., «a, permutointi ei vaikuta miten-
kdadn vasemman puolen arvoon, voimme huoletta olet-
taa, ettd luvut ovat vdhenevéissa jarjestyksessd. Sama
pétee eksponentteihin (1, ..., [,, eli voimme olettaa,
etta

ja BizpBz=...2 0

QpZ Qg 2.2 0,

Olkoon x jokin positiivinen reaaliluku, ja katsotaan,
mité oletettu epayhtéld sanoo, kun

1 =g =...=Tp =2.

Vasemmalla puolella summan jokainen termi on suu-
ruudeltaan ¥+ ja oikealla puolella jokainen ter-
mi on 21+ 8 Siispi oletettu epéyhtilo on tissi eri-
koistapauksessa

n! portoet . +an > n!x,31+/32+---+5n_
Kun £ — oo, on luonnollisesti oltava

oy tax+ ..o tay =B+ Pt B,

jotta tdmé epayhtdld patisi. Samoin, kun x — 0+, on
oltava

oy tay+ .. ta, <P+ Lot + B
Yhdessé néistd seuraa, ettd on oltava

CM1+042+...+C¥n:ﬂ1+ﬂ2+...+ﬂn.

Hyva, olkoon seuraavaksi & € {1,2,...,n—1}, ja
tarkastelkaamme hieman monimutkaisempaa erikoista-
pausta, jossa

ja
Thyl =Thyo = ... =Tp =1,
jolloin epédyhtdlon molemmilla puolilla jokainen termi

on muuttujan x potenssi. Vasemmalla puolella kor-
kein esiintyvi potenssi on z®1 T ja oikealla puolella
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xPrtFPe Titen paddymme siihen, etté jotta epiyh-
talo voisi pated, kun x — oo, on oltava

art+as+...+ap = P14+ P+ ...+ B

Kaiken kaikkiaan olemme nyt paityneet sellaisiin vaa-
timuksiin, etté

ay+as+ ... Fa, =01+ B2+ ...+ Bn,
ja

O‘l}ﬂla
a1+ ag = B1 + Pe,
oy + g +ag = B1+ B + fBs,

ar+ag+ ... tap 1 2B+ B+ 4+ Buot.

Néiden kaikkien vaatimusten vallitessa merkitsemme
a = [, ja sanomme, ettd jono « majorisoi jonoa
B. Jos lisiksi o # B, eli ay # B¢ ainakin yhdella
¢ e {1,2,...,n}, niin merkitsemme « > . On hyvin
tarkedd pitdd mielessd, ettd ylla luetellut ehdot majo-
risoinnille a = [ ovat mielekk&itd ndin kirjoitettuina
vain silloin, kun kummassakin jonoista « ja 8 luvut
ovat vihenevissa jarjestyksessa.

Esimerkki 1. Patecko kaikille positiivisille reaalilu-
vuille a, b ja ¢ epdyhtdlé

Ql/2p1/2 4 pl/2 (/2 4 (1/2 1/2

> aB/5 LB (1/5 L qL/5 315 (1/5 | g1/5 1/5 (359

Enta pdteeké  epdyhtilé jos >=-merkin wvathtaa <-
merkiksi?

Ratkaisu. Vasen puoli on

%ZQI/Q bl/? ja oikea %z:a?’/5 bl/5 /o,

sym sym

Kumpikaan ehdotettu epayhtalo ei péade, silla

11 31 1\ . 11 311
<2’ 2’0> # <5’ 5 5> J <2’ 2’0> A <5’ 5 5>’
edellinen siksi, ettd 1/2 # 3/5 ja jalkimméinen siksi,

etta

3 1 4 1

575 5 2’
muistaen, ettd molemmissa eksponenttien jonoissa lu-
vut ovat vdhenevissd jarjestyksessd. Luonnollisesti
voimme osoittaa epayhtéalét mahdottomiksi konkreet-
tisestikin. Nimittéin, jos epayhtald patisi >-merkilla,
niin valittaessa ¢ = = ja b = ¢ = 1 mielivaltaisella
positiivisella reaaliluvulla x, olisi oltava

1

222 41 2963/5—1—21;1/5,

mutta selvisti oikea puoli kasvaisi nopeammin, kun
xr — 00, eli tdim& on mahdotonta. Esimerkiksi, kun
x = 1024, on

2212 411 =65 %72=2a%° 4225,

Samoin, jos epéyhtélo patisi <-merkillé, olisi valittaes-
saa=0b=uxjac=1 oltava

IE+2$1/2 g 214/5 +x2/5’

mistéd jélleen seuraa ristiriita, kun @ — oo. Esimer-
kiksi, kun x = 1024, on

z+22'? = 1088 £ 528 = 2%/ 4 22/, O

Muirheadin epayhtalo

Y14 tarkastelimme valttamattomia ehtoja sille, etta

o1 oo o 1,.82 B
E Ty Ty "'xn">§ Ty Tgo - Tp"

sym sym

kaikilla epadnegatiivisilla reaaliluvuilla xy, zo, ..., Ty,
ja totesimme, ettd on padettdva a = [ sen jilkeen kun
jonojen « ja B luvut on uudelleenjérjestetty vahene-
vadn jarjestykseen. Muirheadin epéyhtédlon sisélto on
nyt siind, ettd paitsi, ettd o = 8 on vilttamaton ko-
koelma ehtoja alkuperédisen epéayhtélon paikkansapité-
vyydelle, se on myos riittavia kokoelma ehtoja!

Lause 2 (Muirheadin epéayhtild). Olkoon n positiivi-
nen kokonaisluku, ja olkoot v ja B epdnegatiivisten re-
aalilukujen jonoja, joissa on kummassakin n lukua vd-
henevissd jarjestyksessd, ja joille o %= (. Tdlldin

a1 Qo an E 1 ,.02 Bn
E Tt Ty ..._fL‘nW> Ty Ty ...xn'"

sym sym

kaikille epinegatiivisille reaaliluvuille x1, xo, ..., Tp.

Lisdaksi positiivisilla reaaliluvuilla x1, xo, ..., x, epd-
yhtdlossd vallitsee yhtisuurvus vain ja ainoastaan sil-
loin, kun a = tai 1 = x9 = ... = Tp.

Taman todistus on varsin monimutkainen ja sen-
pé vuoksi ensin tutustummekin joukkoon esimerkkeja
epayhtalon kiytostd palaten todistukseen vasta myo-
hemmin artikkelissa.

Esimerkkeja ~ Muirheadin epayhtalon
kaytosta

Esimerkki 3. Olkoot a, b ja ¢ positiivisia reaalilukuja.
Osoita, etta

a* + b+t >abc(a+b+c).
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Ratkaisu. Ensinnakin pétee (4,0,0) = (2,1,1), silld

4>0>0, 2>1>1,
sekd
44040=4=2+1+1, 4> 2,
ja
4+0=423=2+1.

Taten Muirheadin epayhtalon nojalla
Z at > Z a? be,
sym sym
eli
2 (a4 + bt —|—c4) > 2 (a2b0+ab20—|—abcz) ,
mistd pienelld sievennykselld seuraa toivottu

a + 0+t > abc(a+b+c). O

Esimerkki 4. Olkoon n positiivinen kokonaisluku, ja
olkoot ay, asg, ..., a, epdnegatiivisia reaalilukuja. Osoi-
ta, etta

at+ay+...+ay=>najaz---ay.

Josn € Z; jajos 1, xa, ..., T, ovat epinegatiivisia
reaalilukuja, niin sijoittamalla esimerkin epayht&loon

1/n 1/n 1/n
a =z, a=zy, ..., an:x/

saamme valittomaésti tutun epayhtalon

1+ 22+ ...
n

+ x5

> Yr1To- T

Esimerkin 4 epédyhtélo on téten itse asiassa aritmeettis-
geometrinen epayhtdlod, joka siis seuraa mukavasti
Muirheadin epayhtalosta.

Esimerkin 4 epdyhtdlon todistus. Todetaan ensin, ettd
(n,0,...,0) = (1,1,...,1), missd siis kummallakin
puolella esiintyy n lukua. Luonnollisesti

n=2020=>...20 ja 12121>...21,

ja
n+04+0+...+0=n=14+1+14+...4+1,
seké liséksi
n =1,
n+0=n>2=1+4+1,
n+04+0=n=23=14+1+1,
>n=14+1+14+...4+1.

n+04+0+...40=n
—_———

(n—1)x0 nx1

Nyt Muirheadin epayhtélon nojalla

E al = E aya -Gy

sym sym
eli

(n=D!(a?+af+...4a;) =2nlaras - ay,

mistéd viite seuraakin jakamalla puolittain kertomalla
(n—1)L O

Esimerkki 5. Olkoon n positiivinen kokonaisluku, ja
olkoot ay, aq, ..., a, posititvisia reaalilukuja. Jokaisel-
leve{l,2,...,n} mddritellain

P = >

2)
v/ 1<i1<ie<...<ip, <n

V/ail a’ig [ ai,/7

missd siis otetaan summa kaikkien kokonaislukujono-
jen (i1, da, ..., 1,) yli, joille 1 < i1 <ig < ...< i, < n.
Osoita, ettd
Pr>2P,>2P>...2 P,
Ratkaisu. Asian ydin on siiné, etté
(1,0,0,...,0) > < ,0 >

)

Y
Wl N
Wl N
W

0.0....0)

—

n—1n-1’

<M._.,;>.

Ei ole vaikea vakuuttua siitd, ettd jokaisessa néistad n
reaaliluvun jonoista esiintyy vain epénegatiivisia reaa-
lilukuja vahenevéssa jarjestyksessé, ja siita, ettd jokai-
sessa jonossa lukujen summa on tdsmélleen 1. Tarkis-
taaksemme osasummiin liittyvit majorisoinnin vaati-
mat ehdot, olkoon v € {1,2,...,n — 1} ja tarkastellaan

eksponenttijonoja
11 1
(o, 9,...,any={( —,—,...,—0,0,...,0
v v UV e —
T (n-v)x0
VX;
ja
<ﬂ1752a"'7ﬂn>

ﬁﬂwnﬂ>.
1 —o—

(n—v—1)x0

_ 1 1 1
T \v+1'v+1 v+

(v+1)x V~1H

Olkoon nyt k € {1,2,...,

taa, etta
k
>

i=1

n — 1}. Meidén pitéisi osoit-

k
> B
=1
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Kun k < v, tdmé pétee, koska silloin

k

ko k ,
Zai:;>V+1:;ﬂi~

i=1

Kun k£ > v+ 1, tdma pétee sen vuoksi, etté silloin

k n n k
Yoai=) a=1=> Bi=> B
i=1 =1 i=1 =1

Siten voimme kéayttdd Muirheadin epayhtéloa, ja ndem-
me, etta

2: 1/v 1/v 1/v
al a2 o-oa/l,

S
> il
S
eli
Vet Y

1<i1<i2<...<1, <N
>wv+D)(n—v-1)!

>

1<j1<g2<...<Ju+1<n

wr\/l Ajy Qjg * " Agyyqs

mistd viite seuraa jakamalla puolittain kertomalla
nl. O

Esimerkki 6. Olkoot a, b ja c positiivisia reaalilukuja,
joille abc = 1. Osoita, ettd

a+b b+c cHa

l+c 14a 14677
Ratkaisu. Aloittakaamme kertomalla puolittain tulol-
la (14 a)(14b)(1+ c), jolloin todistettava epayhtald
muuttuu muotoon

(a+b)(1+a)(1+bd)+(b+c)(1+b)(1+¢)
+(c+a)(14+c¢)(1+a)
23(1+a)(1+b)(1+¢).

Kertomalla kaiken auki ja tekemélld ilmeiset sieven-
nykset tdma muuttuu muotoon

2 (a2 + b2+ 02)
+ (a2b+a20+ab2 +b2c+(162+b62)
>34 (a+b+c)+ (ab+ bc + ca) + 3abe.
Kertomalla jokaisessa termissé sopivalla tulon abc = 1
potenssilla niin, ettd kaikkien termien asteiksi tulee

3, voimme Kkirjoittaa tdmén vield suoraviivaisemmas-
sa muodossa

Za7/3 pl/3 c1/3+2a26
sym sym
1 5/3,2/3 2/3 , 1 4/3,4/3 1/3
> §Za b*/° ¢ —|—§Syzn:1a b*? ¢

sym

+ abe.

sym

Nyt, jos asiaintila sattuu olemaan sellainen, ettd

52 2 441
2,1,0) = {=,2,2), ja (2,1,00> (=, =, =
<’ ) >>_<373’3>7 Ja <’ ) >>_<3’373>)

seka
711
L SR
(333) L.

niin saamme Muirheadin epéyhtélostéd arviot

1 1
2 1 5/312/3 2/3 , L 4/314/3 1/3
E a“b> 5 E a’’?b’? ¢ +2 g a*’? b7 ¢

sym sym sym

ja

Zaws REPERS Zabc,

sym sym

joiden summa olisi toivottu epayhtalé. Mutta asiaintila
on toivotunlainen, silld onhan

seké

5 2 2 4 4 1
24140=c4 42 =44
+Hl+0=c+s+i=c+z+3

S U I
3 3 3 v
seka vield
5 7 5 2
22—, 241=3>2-=-+4+ -,
3 + 3 3+3
ja
2>4 2—}-1—3>8—4+4
/3’ - /3_3 37
ja viela
7 7 1 8
Z>1, 4 -=->2=1+1. O
3 a3ty =3 +

Esimerkki 7. Olkoot a, b ja ¢ positiivisia reaalilukuja,
joille abc = 1. Osoita, ettd

a® b3 c3

+ + Z

14+b)(14+¢) (Q4+c)(14+a) (Q+4+a)(l+Dd) ~ 4

w

Ratkaisu. Kertomalla epédyhtdlé puolittain ilmeiselld
tulolla 4 (1 +a) (14 0) (1 + ¢) se saa muodon

4a®(14+a) +4b3(1+b)+4c (14 ¢)
>3(1+a)(1+b)(1+c),

miké kertomalla kaiken auki muuttuu muotoon

4(a4+b4+64)+4(a3+b3+cg)
2343(a+b+c)+3(ab+ be+ ca) + 3abe,
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missé kertomalla termejé sopivilla tulon abc = 1 po-
tensseilla niin, ettd kaikki termit ovat samaa astetta 4,
voimme kirjoittaa tdmén muodossa

4 (a4 + bt + 04)
14 (a10/3 BL/3 (13 1 q1/3 10/3 (1/3 | (1/3 p1/3 C10/3)
>3 (a2bc—|—ab2(z—|—ab02) + 6at/3 /3 A3
13 (a5/3 BB/3 (23 4 qB/342/3 (/3 4 (2/315/3 05/3) ,
tai vield yksinkertaisemmin muodossa

22@4 n QZam/a pL/3 (1/3

sym sym

3 2 4/3,4/3 4/3 | 3 5/315/3 2/3
>§Za bc—l—Za b*° ¢ —&-52@ bo/e el

sym sym sym

Tama puolestaan seuraa Muirheadin epéyhtélosté, jos
vain sattuu olemaan

011\ /552\ /144
373’3 333 3’3’3

4 4 4
4 2,1,1 ==,z
40,0 - 21,1 - (353 ).

ja

koska silloin voimme arvioida
9 Z q10/3 p1/3 (1/3
sym
3 1
> 2 Zas/s B5/3 (2/3 4 5 Za4/3 pa/3 c4/3,
sym sym
ja
3 1
2;;1@4 > 5 Syzmaz be + §§a4/3b4/3 A3,

Mutta ylld mainitut pétevét, silld onhan

o 1.1 5. 5_ 2
37373 37373
4 4 4
—=2-25, 42020, 2>12>1,
3 3 3 0>0, ja
ja
o, 1,1 5.5 2 4 4.4
3 3 3 3 3 3 3 3 3
=4404+40=2+1+1=4,
ja viela
0 5 4
37373
ja
10+1_11>10_5+5_10>8_4+4
3 '3 373 3 3 373 3 3
samoin kuin " A
422:7277
373
seka
9 8 4 4
4 =4>3=241==>-=-+ —. O
+0 3 + 323-3%3

Esimerkki 8. Olkoot a, b ja ¢ positiivisia reaalilukuja,
joille abc = 1. Todista, ettd

1 1 1
= —.
a3(b+c)+b3(c+a)+c3(a+b) 2

w

Ratkaisu. Kertomalla puolittain tulolla
2003 (a+b) (b+c)(c+a)

saamme todistettavalle epayhtélolle ekvivalentin muo-
don

2003 (b+c¢) (c+a) +2b°c® (c+a) (a+b)
+2c%a® (a+b) (b+c)
>3a** A (a+b)(b+c)(c+a).

Kertomalla tulot auki ja ryhmittelemélla termit uudel-
leen todistettava epédyhtilo saa muodon

2 (a4 bttt et a4)
+2 (a3b362—|—a3b263 +a2b363)
+2 (a4b3c+a3b4c+a4bc3
+aPbct +ab* B +ab? 04)
>3a30% 3 (a2b—|—a20+a62 +b%c+ac? +b02)
+6a'b* .
Ottaen huomioon, ettd abc = 1, voimme oikealla puo-
lella jakaa huoletta tulolla a*/3 b%/3 ¢*/3 niin, ettd mo-
lemmat puolet ovat homogeenisia ja astetta 8, ja kir-

joittaa todistettavan epayhtdlon symmetristen sum-
mien avulla muodossa

Za4b4+2a3b3c2+22a4b30

sym sym sym
> 3Za11/3 b8/3 05/3 4 Za8/3 b8/3 68/3.
sym sym

Tama seuraa suoraan Muirheadin epayhtéalosta, jos pé-

tee
11 8 5 11 8 5
4.4,0 —, =, = 4,.3,1 —, =, =
a0 - (3.5.5) - (F.5.3),
seka,
8 8 8
2 - =, = ).
<3737 >>.<35373>

Mutta ndmé pitdvat kuin pitavatkin paikkansa, silla
onhan tietenkin
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seké,
1 8 5
44440=—+-+5;=4+3+1
+ 4+ 3+3+3 + 3+
8 8 8
=34+34+2=-+-4+-=38
+ 3+ 3+3+3 ,
seké viel4
12 11 24 19 11 8
4=">—" 44+44=8=">"=""4 _
3 + 3 3 3 3
ja
12 11 21 19 11 8
4="3> = 443=T=">"=" ’
+ 3 3 3 3
sekéa viela,
9 _ 8 18 16 8 8
=~ 258 viela _18,16_8,8
3 52 3 javielda 343 3 3 3+3 O

Muirheadin epayhtalon rajoituksista

Muirheadin epayhtdld ratkaisee mukavasti ongelman
yhdenlaisesta termistd x' .-z~ symmetrisoimalla
saatujen summien mahdollisista epayhtéaloista. Kuiten-
kin verrattaessa symmetrisia lausekkeita, joissa esiin-
tyy useammanlaisia termejd, ei Muirheadin epéyhtélo
endd tavoita kaikkia epayhtéloita. Esimerkiksi Schurin
epayhtalo eksponentille 3 sanoo, ettd epanegatiivisille
reaaliluvuille a, b ja ¢ pitee

a® + 03 + & + 3abe
>ad?b+ad’c+ab®+b2c+ac® +bcP.

Koska téssa esiintyville eksponenttijonoille patee
(3,0,0) = (2,1,0) = (1,1,1),

péatee Muirheadin epéayhtélon nojalla epayhtalot

A+ 43>
1
5(a2b+a20+ab2+b2c+a02+bcz),

ja
L.y 2 2, 72 2 2
3abc§§(a b+a“c+ab®+b°c+ac erc),

missd jalkimmaéisessd epayhtédlossd epayhtdlomerkin
jarjestys on eri kuin Schurin epédyhtélossé, ja siis Schu-
rin epayhtélo ei ole véliton Muirheadin epayhtélon seu-
raus. Itse asiassa Schurinkin epéyhtdloé ehdottomasti
kannattaa pitdd késien ulottuvilla Muirheadin epéyh-
taloa kayttaessadn.

Muirheadin epayhtalon todistus

On tullut aika todistaa Muirheadin epayhtals. Todis-
tuksen ajatuksena on muokata siind esiintyvéia ekspo-
nenttijonoa o muokkaamalla kahta eksponenttia ker-
rallaan niin, ettd vastaavan symmetrisen summan arvo
ei voi kasvaa, ja niin ettd eksponentit yksi tai kaksi ker-
rallaan muuttuvat eksponenteiksi 5. Todistamme ensin
Lemman 9, joka toteuttaa tdman kahden eksponentin
muokkauksen. Témé lemma on selvasti mutkikkain osa
todistusta. Kun se on todistettu, Muirheadin epayht&lo
seuraa suoraan kayttaméalla lemmaa toistuvasti, kunnes
jono a on muuttunut jonoksi 3.

Ennen lemmaa ja sen todistusta esittelemme vield yh-
den merkinnén: Kun n on positiivinen kokonaisluku ja
a = {ag,...,an) ja B = (B1,...,0,) ovat kaksi jo-
noa, jotka kummatkin koostuvat n reaaliluvusta, niin
merkitsemme niiden erisuurten vastaavien lukujen lu-
kuméaaraa r(«, 8). Tarkemmin, r(«, 8) on niiden indek-
sien £ € {1,2,...,n} lukuméiir, joille oy # So.

Lemma 9. Olkoon n positiivinen kokonaisluku ja ol-
koot a = {a1,...,ap) ja B = {B1,...,0n) epinegatii-
visten reaalilukujen jonoja, joissa kummassakin on n
lukua vdhenevdssd jarjestyksessd, ja joille a = B ja
a #£ B. Tdlloin on olemassa n epinegatitvisen reaali-
luvun vihenevd jono v = (vV1,...,vn) niin, ettd pitee

v = B, etti r(B,y) <r(B,a), ja ettd

[e5] (6]
E 'Tl x2

sym

(o1 Y1 Y2 L Y
x,ﬁ}i T Ty T

sym

kaikille epinegatiivisille reaaliluvuille x1, ..., xy. Li-
saksi posititvisille reaaliluvuille x1, . .., x, tdssd vallit-
see yhtdsuuruus jos ja vain jos x1 = ... = Ty,.

Tassd o # [ tarkoitti siis sité, ettd oy # By ainakin yh-
delle ¢ € {1,2,...,n}. Ehto r(8,v) < r(8,a) tarkoit-
taa sitd, ettd eksponenttien jonoilla 5 ja v on enem-
mén yhteisia eksponentteja samoissa kohdissa jonoja
kuin eksponenttien jonoilla g ja «.

Lemman 9 todistus. Jonon ~ konstruktio on selvisti
mutkikkain asia, mitd teemme téssi artikkelissa. Poh-
jimmiltaan kyse on kuitenkin luonnollisesta asiasta: va-
litsemalla huolellisesti ja sopivasti kaksi eri lukua jo-
nosta a voimme liu’uttaa niitd samaa tahtia toisiaan
kohti, kunnes ainakin toinen niistd on yhta suuri kuin
vastaava luku jonossa 8. Tamaé liu’utettu jono on sitten
v, ja loppuosa todistuksesta kuluu sen tarkistamiseen,
ettd silld todella on kaikki toivotut ominaisuudet. Sel-
vésti jonossa <y tulee olemaan yksi tai kaksi yhteistd
eksponenttia jonon § kanssa enemmén kuin jonolla «
oli.

No niin, aloittakaamme. Koska « = 3, on

ar+as+...tap=01+B2+...4 Bn,
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jolloin my6s
(al_ﬁl)+(a2_ﬁ2)+"'+(an_ﬂn):0

Tarkastellaan ndiden erotusten jonoa

oy — B, as—Po, ..., ap—Pn

Koska a # (3, ainakin yksi néistd erotuksista on nol-
lasta poikkeava. Koska kaikkien erotusten summa on
nolla, on jonossa esiinnyttéva seké positiivisia ettéd ne-
gatiivisia erotuksia.

Lisdksi vasemmanpuoleisin nollasta poikkeava erotus
jonossa on positiivinen: Nimittéin, jos v € {1,2,...,n}
on se indeksi, jolle o, — 3, on vasemmanpuoleisin nol-
lasta poikkeava erotus jonossa, niin

Qy—1 = Bv—lv

041251, 042=ﬁ27 B

ja toisaalta, koska oli a = 3, on
artast...tay = fi+ Pt + B,

mistd valittomésti seuraakin, ettd «, > fS,. Koska
Qy # By, on siis a,, — B, > 0.

Olkoon seuraavaksi ¢ € {1,2,...,n} se indeksi, jolle
erotus oy — B¢ on vasemmanpuoleisin negatiivinen luku

jonossa. Toisin sanoen, olkoon ¢ € {1,2,...,n} se luku,
jolle
a1z b, az =P, ..., a1 2 feer, e <P

Koska vasemmanpuoleisin nollasta poikkeava erotus oli
positiivinen, on oltava v < ¢, ja erityisesti £ > 2.

Voimme nyt valita indeksin k € {1,2,...,£ — 1} niin,
etté erotus oy — [ on oikeanpuoleisin positiivinen ero-
tus osajonossa

ap—1— Be-1.

al_ﬂlu aQ_ﬁQu L)

Nyt meilld on siis indeksit k,¢ € {1,2,...,n}, joille
1<k<l<n,ja

apy2 = Brya, ...,
o1 = PBe—1, g < Be.

ar > B, g1 = Brt1,

Nyt ajatuksemme on kutistaa lukua aj ja suurentaa
lukua ay, pitden summa oy + oy vakiona, kunnes ay
on muuttunut luvuksi S, tai ap luvuksi 8y. Molemmat
voivat toteutua samanaikaisesti.

Tehdaksemme taméan tasméllisesti asetamme

oty . T_Oék—ae

T2 ) -T2
jolloin siis

ap =p+T, ja Qp=p—T.

Liu’utuksen mééra tulee olemaan 7 — o, missé

o =max {|Br —pl,|Be — pl} .

Koska
ag > B = Be > ay,

on 7 > 0, ja koska ay > 0, on 7 < p. Varmasti o > 0,
silld sen méadritelméssa esiintyvét itseisarvot ovat tie-
tenkin aina epdnegatiivisia. On

T=a—p<Br—p<Pr—p<ap—p=T1,
joten myos
o = max {[B — pl, |8 — pl} <.
Koska

—o<Pr—p<Pr—p<o,

ja koska ainakin toisen erotuksista 8, — p ja Bx — p on
oltava 4o tai —o, on itse asiassa oltava

—0=0—p tai fy—p=o.

Joka tapauksessa siis ainakin toinen yhtédsuuruuksista
Be=p—0 ja Br=p+o

pétee. Liséksi aina

p—0 << P <pto.

Maéérittelemme nyt toivotun jonon v = (y1,...,7n)
asettamalla
71 =@, Y2 = Qg Vk—1 = Ok—1,
Y =p+o0,
Ve+1 = Ckt1,  Ve4+2 = Qg+2, -+ Ye—1 = Qp—1,
Ye=p—o,
Ye+1 = Qo1s Vo2 = Qg2 Tn = Qn.

Pétee vy = By tai v, = Bk, jolloin
r(B,7) =r(B,a) — 1,
jos vain yksi niisté pétee, ja
r(8,7) =r(B,a) - 2,
jos molemmat pétevat. Joka tapauksessa siis varmasti

r(B,7) <r(B,a).

Koska 0 < 7 < p, on 7, = 0, ja on varsin selvdd, ettd
nyt

’)/120, ’7220, ey 'Yn>0
Osoitamme seuraavaksi, ettd v %= . Ensinnékin,

Y ZV2 2 2 Vh—1,
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koska

QapZag 2. 20 .

Liséksi, vx—1 = &, silld

Vol = Qg1 Zap=p+T>p+0 =",

jos siis sattuu olemaan k > 2. Jos ¢ = k + 1, niin luon-

nollisesti

Ve =p+02p—0="Y=Vet1

Jos taas £ > k + 1, niin

Ve =p+0 2 Br 2 Brt1 = A1 = Vrt1s

ja

Vo4l 2 Vht2 = - 2 Vo—1,
silla

Qpy1 2 Qpyo 2 ... 2 Qp1,
ja viela

Vo1 =ap_1 =12 Be =z p—0 ="

Lopuksi, jos £ < n, niin
Ve=p—0>p—T=0p = Qpy1 = Vi+1,
ja
Vet1 Z Vo2 Z -+ Z Vs

silla

Quy1 2 Qo 2 ... 2 Qg

Siispé kaiken kaikkiaan

MZY2 2. 2 Vo

Liséksi, muistaen, etta
VetV =ptot+tp—o=20=p+T+p—T =0+,

naemme, etta

1+ttt
=t -n) e (e )
+ye+ (ver1 + o+ )
=(1+...+ap_1) Fap+(appr+...+ay_1)
+ar+ (a1 + .. +ay)
:Oél+C¥2+...+O&n:ﬂ1+62+...+ﬂn.
Todistamme seuraavaksi, etté
Mmtrt+..o =B+ B+.. + 5
jokaisella v € {1,2,...,n}. Jos v < k, niin
M14+...+w=a1+...+a, =20 +...+ 6.

Jos v = k, niin

+y =+ 1)
>Pr1+.. . FP—)+B=P1+...

’yl—|—
+Bu.

Josv e {k+1,k+2,...,¢
oli

— 1}, niin, muistaen, etta

Vhtl = Okl = Bry1, -y Vool =0y_1 = By_1,

on
Y=t ) F e )
2B+ B+ Brgr+ -+ By)
=01 +...+ 8.

Lopuksi, jos v > £, niin muistaen, etta vy +v¢ = arp+ay,

on
[0 T I S
=M+ F 1)+ v+ (et + o Ye-1)
+v+ (Ve + - F )
=(a1+...+ap-1)+ap+ (gr1 +... + 1)
+ar+ (1 + ...+ @)
=a1+...+a, =2 P1+...+ 0.

Ja kas néin olemme todistaneet, ettd v = 5.

Todistettavanamme on endé lemman epayhtélé ja sen
yhtésuuruusehto. Todistetaan epédyhtélo ensin. Se seu-
raa tarkastelemalla erotusta

— a1 .02 (e Y1 72
(5’—25 x{" '--xn”—ZE x{t g’

sym sym

Y
xnn ,

missé siis xy, To, ..., T, ovat mielivaltaisia epéne-
gatiivisia reaalilukuja. Haluaisimme siis osoittaa, ettéa
& > 0. Tamin voi tehdd muokkaamalla erotus muo-
toon, jossa epanegatiivisuus on ilmeistd. Nimittdin, ot-
tamalla yhteisid tekijoitd ilmeiselld tavalla, & on

o ag Q41 Qp—1 Qe+l 0
—E :931 xk PR Tpiy Ty g Tot1 Tn
sym
aq k=1 Okt Qe—1 o Ol o,
+§ Ty Tyl Ty Ty Tyl Ty Ty Ty,
Sym
_ ar % —1 Ve Yk Ye Qe+l
E Ty L1 Tp Tpay - LR Tyyq Tn"
sym
(e3] Ve .Xk+1 Ve . e+1 Qp
—E Ty 3719 1 Tht1 - xe 1 Loy1 " Tn
sym
_2: ay | ook o an
= 1’1 ...xk ...xe ...xn
sym
ag Ve e Ye .k
(gt at faptayt — ot a) —alf a)h),
missé sirkumfleksi ~ tekijoiden x3* ja xl, piiéilléi tar-
koittaa, ettd ne unohdetaan tulosta z{ o, Nyt
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voimme jatkaa jakamalla summattavien termien vii-
meisen tekijan yksinkertaisemmiksi tekijoiksi:

—

_E: ar, ak ag an
éa_ '1:1 ...xk ...a’;z ...xn”

sym
(xZ+T Tty §+T xﬁa ay T =y §+U)
:fofl...xgk...x?z...xgn
sym
sy Ty (2 = a ) (2 = a )

Téassd summassa jokaisen termin jokainen tekijé, mah-
dollisesti kahta viimeista tekijad xzig — xzi" lukuun
ottamatta, on epéanegatiivinen. Jos zy > xy, niin kak-
si viimeistédkin tekijdd ovat epédnegatiivisia, ja vastaa-
va termi siis myos epanegatiivinen. Jos taas xp < xy,
niin kaksi viimeistd tekijad ovat molemmat negatiivi-
sia, ja niiden tulo siis positiivinen. Joka tapauksessa
sumimassa Zsym jokainen termi on epanegatiivinen, ja
siis & > 0, kuten pitikin.

Lopuksi, meidén riittda endé todistaa yhtdsuuruusehto.
Olkoot sité varten x1, ..., x, positiivisia reaalilukuja,
joille

§~T1 z5*

sym

an Y1 .72
T, = E T Xy

sym

’Y,
x)m.

Talloin ylla méaéritelty lauseke & on nolla, ja jo tehty-
jen laskujen perusteella itse asiassa pétee

O: E m?l...x;:k...x?‘e...xz"
p—T P—T T+o T—0 T—0
cay Ty (e =2 (a7 —ay0)

Lisdksi tieddmme jo, ettd jokainen termi téssid sum-
massa on epédnegatiivinen. Koska termien summa on
nolla, on siis jokaisen termin oltava nolla. Koska kaik-
ki muuttujat xq, ..., x, olivat positiivisia, tarkoittaa
tdma sité, ettd jokaisessa termissé tulo

T+0o T+0' - —

(2777 —277) (a7 —2777)

on nolla, jolloin siis on oltava
27— =0 tai xp T—a;, 7=0.

Molemmista ehdoista seuraa x; = z,. Koska summas-
sa kdydaan lapi kaikki lukujen x4, ..., x, uudelleen-
jarjestelyt, tarkoittaa tama sité, ettd x, = z, kaikille
indeksipareille k, A € {1,2,...,n}, joille kK # A, ja tie-
tenkin silloin 1y = z9 = ... = z,. Lopuksi, koska on
helppo tarkistaa, ettd ndiden yhtdsuuruuksien vallites-
sa epayhtalossd varmasti pédtee yhtdsuuruus, olemme
valmiit ja lemma on viimein todistettu. O

Muirheadin epdyhtdlon todistus. Jos patee a = [3, niin
epayhtdlon molemmat puolet ovat yhtd suuret, ja asia
on selvd. Olettakaamme siis, ettd a # (. Lemma 9
antaa silloin n epdnegatiivisen reaaliluvun vihenevan

jonon v = (y1,1,71,2:---571,n), Jolle v1 = B, ja

r(B,71) < r(B,a), ja vield

§ :,’B?l E x’\/ll ’\/12“'5(}711’"
sym sym
kaikille epédnegatiivisille reaaliluvuille z1, ..., x,, ja

misséd yhtdsuuruus péatee positiivisilla reaaliluvuilla x1,
, T, tdsmaélleen silloin, kun 1 = ... = x,.

Nyt, jos 71 = [, olemme valmiit. Oletetaan siis, ettd
v1 # (B. Talloin 10ytyy samassa hengessd n epéanega-

tiivisen reaaliluvun véhenevé jono v2 = (v2.1,...,%2.n)
niin, etta 2 = Bv T(Bar)@) < r(ﬁf}ﬁ)? Ja
Zx711 V1,2 x71n>zx’721 ’722_._‘%:42,”
sym sym
kaikille epédnegatiivisille reaaliluvuille z1, ..., x,, ja

missd yhtdsuuruus jélleen vallitsee positiivisilla reaa-
liluvuilla 21, ..., x, vain ja ainoastaan silloin, kun
1 =...=Xnp.

Jélleen, jos 72 = 3, olemme valmiit. Jos taas o # 3,
niin jatkamme samassa hengessd kayttden lemmaa 9
uudelleen ja uudelleen. Koska jokaisessa askeleessa saa-
daan uusi eksponenttijono, jolla on enemmén yhteisia
eksponentteja samoissa kohdissa jonon 8 kanssa kuin
aiemmilla, ei prosessi voi jatkua ikuisesti, ja lopulta
saamme lemmasta 9 ulos itse eksponenttijonon 5. Néin
saamme jonon n epanegatiivisen reaaliluvun vihenevia
jonoja

1= <71,1,71,2,~--,71,n>7
Y2 = (V2,172,255 V2om) 5

TN-1 = <’YN—1,1,’YN—1,2, ce ,7N—1,n> s
YN = (YN 1, YN25 - YN 5

misséd N on positiivinen kokonaisluku, niin, etta
ary =72 = .= IN-1 = N = B,
ja

E xllll xg’z .. an

Sym

§ :x’)’11 ’)’12”.

sym

§ m,’)’21 ’)’22_._

sym

§ x’)’N 1,1 ’)’N 1,2,

sym

E m’YNl ’YNQ_._

sym

= mel x’SQJ:fL

sym

Y1,
e

WV

Y2,n
:L‘TL

WV \\/

YN -1,
x) n

WV

YN, n
Ty "

Liséksi, jos luvut z1, xs, . .., x, ovat kaikki positiivisia,
niin lemma 9 takaa, ettd jokaisessa néistd epayhtaldis-
ta vallitsee yhtdsuuruus vain ja ainoastaan silloin, kun
T1 =Ty = ...=Tp. O
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Haasteita lukijalle

Ongelma 1. Olkoot a, b ja ¢ epinegatiivisia reaalilu-
kuja. Osoita, ettd

(a+b)(b+c)(c+a) > 8abe.

Ongelma 2. Olkoot a, b ja ¢ epinegatiivisia reaalilu-
kuja. Osoita, ettd

(a2+b2+02)2 > 3abc(a+b+c).

Ongelma 3. Olkoot a, b ja ¢ positiivisia reaalilukuja,
joille abc = 1. Todista, ettd
A+ +AS>a?+6+ A

Ongelma 4. Olkoon n posititvinen kokonaisluku, jolle
n = 2, ja olkoot ay, as, ..., a, epinegatiivisia reaali-
lukuja. Osoita, ettd

2
nn 1<i<j<n

Ongelma 5. Olkoot a, b ja ¢ positiivisia reaalilukuja.
Todista Nesbittin epdyhtdalé

w

a n b n c S
b+c¢c c+a a+b” 2

Ongelma 6. Olkoot a, b ja ¢ positiivisia reaalilukuja.
Todista, ettd

a b b ¢ c a a+b+c
o) (cH) () 21 == ).
<b+a> (C+b> (a+c) ( * vabe )
Ongelma 7. Olkoot a, b ja ¢ positiivisia reaalilukuja.

Todista, ettd

1 + 1 + 1 1
a3 +b34+abe b3+ 3+ abe

< .
3+ a3+ abc ~ abe

Lahteista ja kirjallisuudesta

Y1la annettu Muirheadin epédyhtdlon todistus seuraa
oleellisesti ottaen klassikkoteoksen [7] esitystd. Mainit-
takoon, ettd [7] tarkastelee mielenkiintoisella tavalla
aritmeettis-geometrista epéayhtédlod Muirheadin epéyh-
talon todistuksen valossa.

Esimerkki 1 on oleellisesti ottaen kirjan [7] esimerkki 78
ja esimerkki 5 sen lause 79. Esimerkit 3 ja 8 ovat teh-
tavat 12.8 ja 12.11 kirjassa [2]. Esimerkki 6 on teoksen
[1] esimerkki 6.14, ja esimerkki 7 sen harjoitustehtévé
6d.6.

Ongelmat 1, 2 ja 4 ovat tehtavit 12.2(a), 12.3 ja 12.2(c)
kirjassa [10]. Ongelmat 2 ja 5 ovat esimerkit 6.12 ja 6.13

teoksessa [1], ja ongelma 6 on saman teoksen tehtédvi
6d.4. Lopuksi, ongelma 7 on harjoitustehtava 12.9 kir-
jassa [2].

Luonnollisesti Muirheadin epdyhté&lon kanssa voi kayt-
tdd muitakin klassisia epayhtaloitd, kuten vaikkapa
aritmeettis-geometrista epdyhtdlod tai Schurin epayh-
taloa. Klassisia epayhtéloita on késitelty monien mui-
den teosten ohella kirjoissa [1, 2, 7, 8, 10], Solmun si-
vuilla artikkeleissa [3, 4, 5, 6], ja Internetissé vaikkapa
matematiikan olympiavalmennuksen materiaalisivuilla

[9, 11].
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Lisays rinkulan pisteisiin
Hannu Korhonen

Anne-Maria Ernvall-Hytonen kirjoitti rinkulan pis-
teistd Solmussa 3/2017.! Aiheena oli niiden koko-
naislukupisteiden lukumééara, joiden etdisyys d ori-
gosta on r < d < r 4+ 1, missi r € N. Teh-
tdvd on ldheistd sukua Gaussin ympyrdprobleemal-
le (ks. esimerkiksi http://mathworld.wolfram.com/
GausssCircleProblem.html) ja ratkaistavissa tdmén
tunnetun ratkaisun avulla. Kaiken saa puristetuksi yh-
deksi Geogebra-tiedostoksi https://www.geogebra.
org/m/huhyjm2e, kuva 1.

Rinkulan pisteiden méaéaria voidaan laskea esimerkik-
si verkossa sivulla https://oeis.org/A000328 olevis-
ta Gaussin ympyrédprobleeman ratkaisujen arvoista.
Ernvall-Hytonen on taulukoinut artikkeliinsa rinkulan
pinta-alan ja pisteiden maardn r:n arvoilla 0-10. Siitd
nikyy, ettd rinkulan pinta-ala antaa kohtuullisen ar-
vion rinkulaan siséltyvien kokonaislukupisteiden maa-
rille, vaikka hén ei sitd suoraan sanokaan. Ensimmais-
ten 45 rinkulan kohdalla pinta-alaan perustuvan koko-
naislukupisteiden mééaran likiarvon suhteellinen virhe
vaihtelee OEIS:n listan perusteella laskien valilla 0-13
prosenttia, keskiméérin noin kuusi prosenttia.

Geogebra laskee ensimméiset sata lukumaarda suhteel-
lisen vaivattomasti. Perdkkéisten arvojen méaara vaih-
telee huomattavasti, silld esimerkiksi r:n arvoilla 98,
99 ja 100 Geogebra antaa lukuméarat 608, 660 ja 600.
Pinta-alan antama lukuméaran arvio poikkeaa néisté
2, —5 ja —4 prosenttia.

Intuitiivisesti ajatellen tuntuu luonnolliselta, ettd ko-
konaislukupisteité olisi keskiméérin yksi yksikkonelion
kokoista rinkulan osaa kohti, silld taso voidaan téyt-
tad yksikkoneliGilld, joiden keskipisteend on kokonais-
lukupiste. Geogebralla voidaan tutkia tétd suurillakin
r:n arvoilla. Jaetaan esimerkiksi r:n arvolla 1000 syn-
tyva rinkula origosta l&dhtevilld puolisuorilla likimé&é-
rin yksikkonelion kokoisiin osiin, siis téssd tapaukses-
sa 6283 puolisuoralla. y-akselin ldheisyydessé kutakin
osaa kohti on selvisti yksi kokonaislukupiste. Rinku-
lan osat ovat aluksi niin l&helld koordinaatistoruudukon
vksikkonelioitd, ettéd ero ei ndy kuvassa. Ympyraviivan
kaartuminen alkaa nakya vasta, kun x-koordinaatti 18-
hestyy kymmenté, puolisuorien osien eroaminen koor-
dinaatistoruudukon pystyviivoista ei vield sittenkaén,
https://www.geogebra.org/m/pzbrbhdb, kuva 2.

Néin sddnnollistd kokonaislukupisteiden sijoittuminen
ei suinkaan ole muualla. Esimerkiksi suoran y = z 14-
heisyydessé voi olla nelidita, jossa ei ole yhtddn koko-
naislukupistetta, esimerkkind vihred ruutu seuraavas-
sa kuvassa, https://wuw.geogebra.org/m/vgdrk9am,
kuva 3. Téllainen tarkastelu ei tuota tietenk&an mitédan
uutta varsinaiseen ongelmaan eikd Ernvall-Hytosen
tekstiinkdédn nadhden, mutta ehké auttaa ndkeméan nii-
td mahdollisuuksia, joita ilmaisohjelmatkin voivat an-
taa vanhastaan vain laskemiseen perustuneiden ratkai-
sujen havainnollistamiseen.

Yksinomaan jo sen hahmottaminen, milté tilanne néyt-
tdd ympyran r = 1000 ja suoran y = x leikkauspisteen

lhttps://matematiikkalehtisolmu.fi/2017/3/pistelaskenta.pdf
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lahiympéristossé, saattaa olla vaivan arvoista. Ja sen
tietdminen, ettd kuvan piirtdminen on suhteellisen vai-
vatonta dynaamisilla matematiikkaohjelmilla, on olen-

Kokonaislukupisteitd, joille

r < etdisyys origosta < r+ 1

@

Pisteité rinkulassa

r=4

32

Idea artikkelista

Rinkulan pistemé&éra
Anne-Maria Ernvall-Hyténen
Solmu 3/2017

Hannu Korhonen 2019
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999

4 I > 4 5 ¢ 7 9 10 11
Kuva 2.

oo N\

iy \

709 \

708 \

707 7 4

i ?pﬁ 707 TIIJB T%\ 7| 0
Kuva 3.
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nainen osa niitd kokemuksia, joihin nykyaikainen kési-
tys matematiikasta ja sen oppimisen mahdollisuuksista
perustuu.
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