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IMO vs. I0I — ongelmanratkojan kahdet olympialaiset

Antti Laaksonen
Helsingin yliopisto
ahslaaks@cs.helsinki.fi

Matematiikan olympialaiset IMO (International Mat-
hematical Olympiad) on varmasti tuttu monelle Sol-
mun lukijalle, mutta sen sisarkilpailu tietotekniikan
olympialaiset 101 (International Olympiad in Informa-
tics) on jadnyt vihemmélle huomiolle.

IMO ja IOI ovat yllattavinkin 1dhelld toisiaan, ja mo-
lemmissa kilpailuissa keskeinen teema on matemaatti-
nen ongelmanratkaisu. Erona on, ettd IMO:ssa kirjoite-
taan todistuksia kynélld ja paperilla, kun taas IOI:ssé
ohjelmoidaan algoritmeja. Néaihin olympialaisiin val-
mistautuminen on keino kehittaé laaja-alaisesti ongel-
manratkaisun taitoja.

Millaisia olympialaiset ovat?

IMO:ssa ja IOI:ssd perusidea on sama: jokainen maa
ldhettdd olympialaisiin joukkueen, jossa on lukiolaisia
(tai nuorempia) osallistujia. IMO:ssa joukkueessa on
kuusi osallistujaa, kun taas IOI:ssd on nelja osallistu-
jaa. Olympialaiset jérjestetdan joka vuosi eri maassa.
Esimerkiksi vuonna 2020 IMO jarjestetddn Venajalla ja
IOI jarjestetddn Singaporessa.

Olympialaiset kestévit noin viikon, jonka kuluessa on
kaksi kilpailupdivdéd. Vaikka mailla on joukkueet, ky-
seessd, on yksilokilpailu ja jokainen osallistuja ratkoo
tehtavia itsendisesti. Kilpailupéivien lisdksi olympialai-
sissa on paljon muutakin ohjelmaa, ja eri maista tule-
villa osallistujilla on tilaisuus tutustua toisiinsa.

Nimien perusteella IMO:n aiheena on matematiikka,
kun taas IOL:n aiheena on tietotekniikka. Tama ei ker-
ro kuitenkaan vield paljon siitd, mitd kilpailuissa to-
della tehddan. IMO:n vakiintuneet aiheet ovat algebra,
geometria, kombinatoriikka ja lukuteoria. IOI puoles-
taan keskittyy algoritmiikkaan, ja tehtévissa korostuu
tietojenkésittelytieteen matemaattinen puoli.

Kilpailujen taustaa

IMO:n historia ulottuu vuoteen 1959, jolloin jarjes-
tettiin ensimmaéiset olympialaiset Romaniassa. Suomi
osallistui ensimmaéisen kerran vuonna 1965 ja on osallis-
tunut sdannollisesti vuodesta 1973 alkaen. IMO on kas-
vanut vuosien kuluessa suureksi, ja vuonna 2019 mu-
kana oli 621 osallistujaa 112 maasta.

IMO:n mallin mukaan alkoi syntyd muita tiedeolympia-
laisia, kuten fysiikan olympialaiset IPhO vuonna 1967
ja kemian olympialaiset IChO vuonna 1968. Tietotek-
niikka on nuorempi tulokas joukossa: ensimmaéinen 101
jarjestettiin vuonna 1989 Bulgariassa, ja Suomi on osal-
listunut kilpailuun vuodesta 1992 alkaen. Vuonna 2019
IOI:ssé oli mukana 327 osallistujaa 87 maasta.

Suomessa kilpailutoimintaa koordinoi MAOL ja péaa-
asiallinen rahoittaja on Opetushallitus. Olympialais-
ten lisdksi toimintaan kuuluu paljon muutakin, kuten
MAOLin neljin tieteen kisat, valmennusleirit ja pie-
nemmat kansainvéliset kilpailut. Valmentajat ovat tyy-
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pillisesti yliopistojen tyontekijoité ja opiskelijoita, usein
entisié kilpailijoita. Tie olympialaisiin on pitké, ja me-
nestyminen vaatii méaaratietoista harjoittelua.

Tehtavat ja arvostelu

IMO:ssa ja IOI:ssd on molemmissa kaksi kilpailupai-
vad ja kolme tehtévad ratkottavana kumpanakin péivé-
néd. IMO:ssa aikaa péivan tehtdviin on 4,5 tuntia, kun
taas IOI:ssé aikaa on 5 tuntia. Olympialaisten tehtavét
valitaan paikan péalld kokouksessa, jossa on paikalla
joukkueiden ohjaajia ja muita asiantuntijoita.

Oleellinen ero kilpailuissa on tapa, jolla tehtévia ratko-
taan. IMO:ssa tehtdvin ratkaisu on todistus, joka kir-
joitetaan kynalld ja paperilla. IOI:ssd puolestaan tehté-
van ratkaisu on algoritmi, joka toteutetaan ohjelmoin-
tikielelld. IMO:ssa laskimet ja muut sdhkoiset apuneu-
vot ovat kiellettyjé, kun taas IOI:ssé jokaisella kilpaili-
jalla on tietokone, jota saa kédyttaa vapaasti laskentaan.

Tehtévien ratkaisutapa vaikuttaa tehtéavien asetteluun.
IMO:ssa tehtdvana on tyypillisesti todistaa, ettd jokin
pétee tai ei pade, tai etsid ratkaisu, jonka pystyy ilmai-
semaan lyhyesti kynélld ja paperilla. IOI:ssd taas kes-
keinen asia on algoritmien tehokkuus: ohjelmalle anne-
taan kasiteltdaviksi suuri aineisto, ja sen taytyy selviy-
tyé siitd nopeasti.

IMO:ssa arvostelu on useita péivid kestdvd prosessi,
jossa eri maiden ohjaajat neuvottelevat pisteistd tuo-
mariston kanssa. IOI:ssd puolestaan arvostelu on auto-
maattinen ja perustuu ohjelmien testaamiseen. Molem-
missa tavoissa on etunsa: IO0I:ssd arvostelu on kaikille
tasapuolinen eika siind ole tulkinnanvaraisuutta, mut-
ta IMO:ssa pystyy antamaan paremmin pisteitd kes-
keneréisista oikeansuuntaisista ratkaisuista.

Osallistuminen

Kumpiin olympialaisiin ongelmanratkaisusta kiinnos-
tuneen kannattaisi tdhdatd? Vastaus on yksinkertai-
nen: molempiin. IMO ja 101 tukevat ja tdydentavat
toisiaan, ja moni menestyvé kilpailija myos osallistuu
molempiin olympialaisiin. Yksi dariesimerkki téstd on
japanilainen kilpailija Yuta Takaya, joka voitti vuonna
2017 sekd IMO:n ettd I0OLn.

IMO ja IOI antavat yhdessd hyvin ongelmanratkojan
peruskoulutuksen. IMO-tehtévét opettavat todistamis-
ta ja tarkeitd matematiikan tuloksia ja tekniikoita. IOI-
tehtavit puolestaan opettavat ohjelmointia ja syvélli-
sempéd algoritmista ajattelua. Todistuksen kirjoitta-
minen ja algoritmin toteuttaminen antavat usein kaksi
hieman erilaista ndkokulmaa ongelmaan, mistd niaem-
me seuraavaksi yhden esimerkin.

Tehtava: Merkkijonot

Melko usein IMO:ssa ja IOI:ssé esiintyy tehtévia, jotka
voisi siirtaé ldhes sellaisenaan kilpailusta toiseen. Tuore
esimerkki téllaisesta tehtavistda on IMO 2019:n tehtéva
5, jossa tarkastellaan seuraavaa prosessia:

Annettuna on merkkijono, jossa on n merkkié ja jokai-
nen merkki on H tai T. Joka vuorolla muutetaan vas-
takkaiseksi kohdassa k& > 0 oleva merkki, missd k on
merkkien H maara. Nain jatketaan, kunnes jokainen
merkki on 7. Esimerkiksi jos annettu merkkijono on
THT, muutoksista muodostuu ketju THT — HHT —
HTT — TTT, eli askelten maéra on 3.

IMO:ssa tehtdvissd on kaksi kohtaas:

e Todista, ettd prosessi paédttyy milla tahansa merkki-
jonolla.

o Maiarita askelten méaran odotusarvo, kun merkkijo-
nossa on n merkkis ja kaikki 2" merkkijonoa esiinty-
véit yhtd todennakoisesti.

Enté miten tehtdvd muuttuisi, jos se olisikin IOI:ssd?
Todennékoisesti néin:

e Tee tehokas algoritmi, joka laskee, montako askelta
prosessissa on annetulla merkkijonolla.

Ratkaisemme seuraavaksi tehtdvan tamén IOI-

asettelun niakokulmasta.

Kohti ratkaisua

Ennen tehokkaan algoritmin laatimista meidén taytyy
saada késitys siitd, mistd prosessissa oikeastaan on ky-
symys. Yksi keino tdhédn on laatia ensin jokin hidas
mutta toimiva raa’an voiman algoritmi. Voimme saada
tietoa prosessista tdméan algoritmin avulla.

Seuraavassa on C++-koodi, joka simuloi prosessia as-
kel askeleelta. Koodi olettaa, ettd merkkijonon merkit
ovat s[1],s[2],. .., s[n], ja laskee muuttujaan c askelten
yhteisméaédran prosessissa.

int k = 0;
for (int i = 1; 1 <= n; i++) {
if (s[i] == ’H’) k++;
}
long c = 0;
while (k > 0) {
if (s[k] == ’H?) {
s[k] = ’T’; k-—;
} else {
s[k]l = "H’; k++;
}
cH+;
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Koodi etsii ensin muuttujaan k£ ensimméisen muutet-
tavan merkin kohdan. Tadmén jélkeen koodi muuttaa
merkkejé ja péaivittdd kohtaa k, kunnes lopuksi k£ on
0. Huomaa, ettd kohta k siirtyy aina viereiseen merk-
kiin vasemmalle tai oikealle, koska merkkien H ma&aéra
vihenee tai kasvaa yhdella.

Koodin tehokkuudesta on vaikea sanoa vield mitédén,
koska emme tiedd, miten kauan silmukan ehto £ > 0 on
voimassa. Voimme kuitenkin koodin avulla tutkia as-
kelten maaria pienissd tapauksissa: esimerkiksi merk-
kijonolla HHTTTHHT vastaus on 16. Kokeilemalla
koodia useilla merkkijonoilla voimme saada késitys-
td askelten médran suuruusluokasta. Melko pian alkaa
nédyttaa silté, ettd vastaus on aina huomattavasti pie-
nempi kuin kaikkien merkkijonojen maéra 2.

Saamme paljon lisda tietoa ongelmasta muuttamal-
la koodia hieman niin, ettd se tulostaa jokaisen
vaiheen simulaatiossa. Nyt esimerkiksi merkkijonosta
HHTTTHHT syntyy seuraava tulostus:

HHTTTHHT
HHTHTHHT
HHTHHHHT
HHTHHTHT
HHTHTTHT
HHTTTTHT
HHHTTTHT
HHHHTTHT
HHHHHTHT
HHHHHHHT
HHHHHHTT
HHHHHTTT
HHHHTTTT
HHHTTTTT
HHTTTTTT
HTTTTTTT
TTTTTTTT

Tutkimalla tarkasti téllaisia tulostuksia eri merkkijo-
noille ongelman salat alkavat aueta. Nayttéda silté, etta
muuttuja k seilaa koodia suorittaessa merkkijonon puo-
lelta toiselle ja joka kerta se kulkee aiempaa pidemmaén
matkan. Tadmé on se hetki ongelmanratkaisussa, jolloin
on aihetta juhlaan: olemme tehneet tédrkedn havainnon,
joka saattaa hyvinkin johtaa ratkaisuun.

Tehokas algoritmi

Jotta saamme aikaan toimivan tehokkaan algoritmin,
meidén tdytyy kuitenkin ymmértaéd vield tarkemmin,
mistd prosessissa on kysymys. Miksi ja milloin muut-
tujan k suunta muuttuu ja miksi on varmaa, ettd pro-
sessin péaatteeksi jokainen merkki on T'7

Téassé auttaa tarkastella erikseen kahta tapausta: Kun
k liikkuu vasemmalta oikealle, merkkeja T korvataan

merkilld H, kunnes vastaan tulee merkki H ja suun-
ta vaihtuu. Kun taas k liikkuu oikealta vasemmalle,
merkkejd H korvataan merkilla 7', kunnes vastaan tu-
lee merkki T" ja suunta vaihtuu. Kun haluamme 16ytéaa
kohdat, joissa suunta vaihtuu, meidan tulee siis vuoro-
tellen paikantaa seuraava merkki H oikealta ja seuraa-
va merkki T vasemmalta.

Jotta prosessi voi paédttyéd onnistuneesti, sen taytyy lah-
ted liikkeelle ”sopivasta” kohdasta, jossa merkkien T
maérd vasemmalla on yhté suuri kuin merkkien H méé-
rd oikealla. Osoittautuu, ettd tdmé kohta on sama kuin
merkkien H yhteismééara eli muuttujan k arvo alussa.
Syyné on, ettd kun k ensimmaéisen merkin joukossa on
x kertaa merkki 7', niin myos n — k viimeisen merkin
joukossa on = kertaa merkki H.

Nyt kaikki tarvittavat ideat alkavat olla kasassa ja
voimme ryhtyd koodaamaan tehokasta algoritmia. Ver-
rattuna ensimmaiseen algoritmiin meidan taytyy kay-
tdnnossd onnistua tehostamaan osuuksia, joissa muut-
tuja k kulkee pitkdn matkan samaan suuntaan. TA&ma
onnistuu ottamalla kidyttoon kolme uutta muuttujaa: a
ja b ovat nykyisen alueen vasen ja oikea reuna ja z ker-
too liikkumissuunnan (0 = oikea, 1 = vasen). Monien
vaiheiden ja virheiden korjaamisen jilkeen tuloksena on
seuraava toimiva koodi:

int k = 0;

for (int i = 1; i <= n; i++) {
if (s[i] == ’H’) k++;

}

long c = 0;

int a = k, b = k;

int z = s[k] == ’H’;

while (true) {
if (z == 0) {

a--;
while (s[b] == ’T’) b++;
} else {
b++;
while (a >= 1 && s[a] == ’H’) a--;

}
c += b-a-1;
if (z == 1 && a == 0) break;

z = 1-z;

Algoritmi méarittdd k:n alkuarvon kuten ennenkin ja
asettaa sen perusteella muut muuttujat. Tamén jélkeen
alkaa padsilmukka, jossa joka kierroksella alue laajenee
joko oikealle tai vasemmalle ja liikuttu matka b —a — 1
lisitadn askelten méédradn. Silmukka padttyy, kun va-
semmalle liikkumisen jélkeen a = 0.

Paitsi etta algoritmi laskee tehokkaasti askelten mééa-
ran, se kertoo meille myos jotain muuta arvokasta. Kos-
ka algoritmi pysdhtyy milla tahansa syotteelld ja il-
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moittaa askelten méérdn, saimme sivutuotteena rat-
kaistua IMO-tehtédvin ensimméisen kohdan: algoritmin
olemassaolo todistaa, ettd askelten méara on aina &&-
rellinen.

Odotusarvon laskeminen

Entd IMO-tehtavan toinen kohta, jossa tulee méarit-
tad askelten méaaran odotusarvo? Kun meilld on koodi,
joka laskee mille tahansa merkkijonolle askelten méaé-
rén, voimme alkajaisiksi laskea sen avulla odotusarvo-
ja pienille n:n arvoille laittamalla koodin kdymaéén l&pi
kaikki 2™ merkkijonoa. Saamme seuraavia tuloksia:

pituus n odotusarvo
1 1/2

3/2
3

5
15/2
21/2
14
18

03O Ui Wi

Nyt meilld on hyvia dataa, jonka avulla voimme arvuu-
tella kaavaa odotusarvolle. Ehdokas kaavaksi 16ytyykin
yllattavan helposti. Laskemalla taulukon lukujen ero-
tuksia (ks. Solmu 1/2019) paljastuu, ettd odotusarvon
kaava nayttda olevan polynomi

n2+n
4

Nyt olemme saaneet jo luultavasti selville vastauksen,
mutta meillé ei ole vield mitdén tietoa, miksi vastaus on
tuollainen. Tai ehké on sittenkin: kaava nédyttad hyvin
samalta kuin summakaava

n2+n

14244 n=
+2+---+n 5

jakaja vain on 4 eiké 2. Voisimme koettaa pyrkié kohti
todistusta, jossa olisi jotenkin lukujen summa.

Téssé vaiheessa on taas hyva pysdhtyd miettiméén, mi-
ten muuttuja k oikeastaan liikkuu algoritmissamme.
Saamme laskettua odotusarvon kaavalla

f(n)
on

missd f(n) on summa kaikkien liikeratojen askelten
maédristid. Esimerkiksi kun n = 2, liikeradat ovat:

o HH: 2 askelta vasemmalle

e HT': 1 askel vasemmalle

e T H: 1 askel oikealle, 2 askelta vasemmalle
o T'T: O askelta

Niinpd f(2) =2+ 1+ 3+ 0 = 6, ja tapauksen n = 2
odotusarvo on 6/22 = 3/2.

Aiemmin huomasimme, ettd muuttujan k liikerata
muodostuu osuuksista, jotka kulkevat vuorotellen eri
suuntiin ja jokainen osuus on edellistd pidempi. Mutta
voimme ajatella asiaa myo6s kddnteisesti: jos on mika ta-
hansa liikerata, voimme saada muuttujan k kulkemaan
sen, kunhan luomme sopivan merkkijonon, ja tietylla
n:n arvolla kyseinen merkkijono on yksikéasitteinen.

Taman avulla pystymme johtamaan kaavan
fn)=2f(n—1)+2"""n,

jossa on ideana, ettd m merkin merkkijonolla voidaan
ensinndkin muodostaa kaikki samat liikeradat kuin
n — 1 merkin merkkijonolla, mista tulee f(n — 1) as-
kelta. Lisiksi voidaan muodostaa liikeratoja, jossa vii-
meisen osuuden pituus on n ja sitd ennen on lyhempia
osuuksia. Néistd liikeradoista tulee f(n — 1) + 2" n
askelta, koska n — 1 merkin liikeratoja on 2”1 erilais-
ta ja jokaisesta tulee n askelta lisdd viimeisen osuuden
my6td. Laskemalla vield vahén lisda selvida, etté

f(n) n*+n
on 47

miké olikin odotettavaa.
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