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Sattumalta katsoin lukion matematiikkakilpailun teh-
täviä.1 Seuraava tehtävä tämän vuoden loppukilpailus-
sa innoitti kirjoittamaan tämän jutun.

Ratkaise, mille luvuille x on voimassa
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kun 0 < x ≤ 1.

Tämähän on varsin perinteinen tehtävä, jota varmas-
ti edelleen käytetään vaikkapa yliopistojen ja ammat-
tikorkeakoulujen peruskursseilla harjoitustehtävissä ja
tenteissä. Mutta onko tämä tehtävä oikeastaan enää
mielekäs? Matematiikkakilpailuissa ei kaiketi saa käyt-
tää mitään apuvälineitä, vaan kaikki pitää tehdä kynäl-
lä ja paperilla. Mielestäni hyvän tehtävän pitäisi kui-
tenkin perustua johonkin muuhun kuin siihen, että ”oi-
keita” apuvälineitä ei saa käyttää.

Tarkastellaan vaikkapa seuraavaa tehtävää:

Olkoon

a = 3234573495392050492852059820435984058349,
b = 9832952743997252795239857324985243985727.

Laske ab mahdollisimman tarkasti.

Tämähän on varsin haastava tehtävä kynällä ja pape-
rilla, mutta tuskin kovin mielekäs. Sen sijaan logaritmi-
taulukon tai laskutikun avulla saisi varsin helposti jär-
kevän tuloksen. Jos käyttää logaritmeissa neljää mer-
kitsevää numeroa, niin suhteellinen virhe on promillen
luokkaa.

Jos sitten avaan ohjelman wxMaxima,2 jota saa käyttää
ylioppilaskokeessa,3 vastaus tietysti tulee heti.

Mutta wxMaxima tekee myös tuon kilpailutehtävän vä-
hän hassuksi, jopa kahdella tavalla. Määritellään ensin
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Suoraan piirtämällä f :n kuvaaja nähdään, että f kas-
vaa monotonisesti ja ratkaisu on siis muotoa [b, 1], mis-
sä f(b) = 0. Numeerisesti saadaan b = 0,5999999,
minkä jälkeen suoraan sijoittamalla nähdään, että
f(3/5) = 0. Tämän jälkeen on helppo tarkistaa vie-
lä, että f ′ > 0 tarkasteltavalla välillä, joten vastaus on
todella [3/5, 1].

Mielestäni tämä ratkaisumenetelmä on sellainen, että
se helposti tulee lukiolaisen mieleen. Minulle puoles-
taan tuli mieleen, että tässä vain kynällä ja paperilla
pitää laskea sellaista, mikä wxMaximalla ja itse asiassa
kai nykyisillä peruslaskimillakin on aivan rutiinijuttu.

1https://matematiikkakilpailut.fi/MAOL/
2https://wxmaxima-developers.github.io/wxmaxima/
3https://www.ylioppilastutkinto.fi/ylioppilastutkinto/digitaalinen-ylioppilastutkinto/koejarjestelman-ohjelmat
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Tässä mielessä tehtävä muistuttaa tuota toista tehtä-
vää, jossa piti laskea kahden luvun tulo ilman logarit-
mitaulukoita tai muita järkeviä apuvälineitä.

Toinen ratkaisumalli ei varmaankaan ole lukiolaisille
tuttu, ellei opettaja ole sattumalta maininnut tällaisis-
ta wxMaximan ominaisuuksista. Tämä mielestäni hyvin
osoittaa, että ylioppilaskirjoituksissa saattaa jatkossa
tulla hyvinkin erityyppisiä ratkaisuja kuin mitä tehtä-
vän laatija on ajatellut. On myös kiinnostavaa verrata
tätä tehtävän mallivastaukseen.

Olkoon y =
√

1− x, z =
√

1 + x ja tarkastellaan seu-
raavaa polynomisysteemiä:

f0 = 11z − 16y − x(z + 8y) = 0,
f1 = y2 + z2 − 2 = 0,
f2 = x+ y2 − 1 = 0.

Jos siis löydetään jokin ratkaisu (x0, y0, z0) tälle sys-
teemille, niin x0 on potentiaalinen ratkaisukandidaatti
nollakohdalle b. Koska ei olla varsinaisesti kiinnostuttu
muuttujista y ja z, niin eliminoidaan ne. wxMaximassa
on komento eliminate, jonka avulla voidaan polynomi-
systeemeistä eliminoida muuttujia. Kun y ja z elimi-
noidaan, saadaan

g4 =
(
65x3 + 171x2 + 99x− 135)4 = 0.

Kun tämän jakaa tekijöihin, saadaan

g = (5x− 3)(13x2 + 42x+ 45),

mikä antaa vastauksen.

Kun on päästy näin pitkälle, niin voisi epäillä, että tuo
polynomi g on keskeinen ratkaisun kannalta, ja todel-
lakin mallivastauksessa päädytään tähän polynomiin.
Tilanteen voisi kuvailla siten, että on tunnettu algo-
ritmi, jolla g voidaan laskea. Tätä algoritmia ei kui-
tenkaan kerrota oppilaalle, vaan hänen pitää laskea g
jotain ”muuta kautta”. Tässähän tietysti riittää ”korot-
taa sopivasti neliöön”:

f = 0 ⇔
(8x+ 16)

√
1− x = (11− x)

√
1 + x ⇔

(8x+ 16)2(1− x) = (11− x)2(1 + x) ⇔
g = 0.

Mallivastauksessa sitten myös jaetaan polynomi g te-
kijöihin käsin, mikä sekin tuntuu hassulta.

Muuttujien eliminointi esiintyy osatehtävänä hyvin
monissa tehtävissä. Tuo eliminointikomento saattaa siis
helpottaa yllättävällä tavalla monenlaisia lukiossakin
esiintyviä tehtäviä. Annetaan nyt tässä vain pieni esi-
merkki tämänkaltaisesta tilanteesta.

Kardioidi voidaan esittää napakoordinaateissa yhtälöl-
lä r = 1− cos(θ). Mikä on tämän käyrän yhtälö (x, y)-
koordinaateissa?

Ensin saadaan vastaava parametrisoitu käyrä{
x = (1− cos(θ)) cos(θ),
y = (1− cos(θ)) sin(θ).

Merkitään sitten c = cos(θ) ja s = sin(θ), jolloin saa-
daan yhtälöt 

x = (1− c)c,
y = (1− c)s,
c2 + s2 = 1.

Eliminoimalla muuttujat c ja s saadaan vastaukseksi

(x2 + y2)2 + 2x(x2 + y2)− y2 = 0.

wxMaxima eliminoi muuttujia resultanttien avulla. Tä-
mä itse asiassa ei ole paras tapa, vaan yleisesti ot-
taen olisi parempi laskea eliminointi-ideaali Gröbner-
kantojen avulla. Tämän avulla nähdään, että wxMaxi-
man kilpailutehtävän vastauksessa oleva eksponentti on
turha, eikä anna lisäinformaatiota ratkaisun luontees-
ta.

Luonnollisesti lukiokursseissa ei puhuta polynomi-ide-
aaleista eikä resultanteista. Kuitenkin modernit lasken-
tamenetelmät, jotka ovat tarjolla lukiolaisille, antavat
vahvoja työkaluja sellaisille, jotka osaavat niitä käyt-
tää. Polynomi-ideaaleihin ja Gröbner-kantoihin tutus-
tumisen voi aloittaa erinomaisesta kirjasta [1].
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