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Sattumalta katsoin lukion matematiikkakilpailun teh-
tavida.! Seuraava tehtévi tdméin vuoden loppukilpailus-
sa innoitti kirjoittamaan tdmén jutun.

Ratkaise, mille luvuille x on voimassa

x(8\/1—z+\/1+:c) <11V1+2z—-16V1 —=x,
kun 0 <z <1.

Tamahén on varsin perinteinen tehtéva, jota varmas-
ti edelleen kaytetadn vaikkapa yliopistojen ja ammat-
tikorkeakoulujen peruskursseilla harjoitustehtévissa ja
tenteissd. Mutta onko tdméa tehtdvd oikeastaan endd
mielekéds? Matematiikkakilpailuissa ei kaiketi saa kéyt-
tad mitddn apuvélineité, vaan kaikki pitdé tehda kynél-
14 ja paperilla. Mielestdni hyvan tehtavin pitaisi kui-
tenkin perustua johonkin muuhun kuin siihen, etté ”oi-
keita” apuvilineité ei saa kayttaa.

Tarkastellaan vaikkapa seuraavaa tehtévaa.:

Olkoon

a = 3234573495392050492852059820435984058349,
b = 9832952743997252795239857324985243985727.

Laske ab mahdollisimman tarkasti.

Lhttps://matematiikkakilpailut.fi/MAOL/
2https:/ /wxmaxima-developers.github.io/wxmaxima/

Tamahan on varsin haastava tehtéva kynélla ja pape-
rilla, mutta tuskin kovin mielekés. Sen sijaan logaritmi-
taulukon tai laskutikun avulla saisi varsin helposti jér-
kevian tuloksen. Jos kédyttdd logaritmeissa neljad mer-
kitsevdd numeroa, niin suhteellinen virhe on promillen
luokkaa.

Jos sitten avaan ohjelman wxMaxima,? jota saa kayttis
ylioppilaskokeessa,? vastaus tietysti tulee heti.

Mutta wxMaxima tekee my6s tuon kilpailutehtévan véi-
hén hassuksi, jopa kahdella tavalla. Méaritellddn ensin

f@)=11V1+2-16V1—z—z(8V1 -2+ V1+2z).

Suoraan piirtdmélla f:n kuvaaja ndhddan, ettd f kas-
vaa monotonisesti ja ratkaisu on siis muotoa [b, 1], mis-
sd f(b) = 0. Numeerisesti saadaan b = 0,5999999,
minké jélkeen suoraan sijoittamalla ndhd&an, etta
f(3/5) = 0. Tamén jilkeen on helppo tarkistaa vie-
la, etta f’ > 0 tarkasteltavalla valilla, joten vastaus on
todella [3/5,1].

Mielestéani tdméa ratkaisumenetelmé on sellainen, etta
se helposti tulee lukiolaisen mieleen. Minulle puoles-
taan tuli mieleen, ettd tédssd vain kynélld ja paperilla
pitda laskea sellaista, mikd wxMaximalla ja itse asiassa
kai nykyisilld peruslaskimillakin on aivan rutiinijuttu.

Shttps:/ /www.ylioppilastutkinto.fi/ylioppilastutkinto/digitaalinen-ylioppilastutkinto/koejarjestelman-ohjelmat
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Téassd mielessd tehtdvd muistuttaa tuota toista tehté-
vad, jossa piti laskea kahden luvun tulo ilman logarit-
mitaulukoita tai muita jarkevid apuvélineita.

Toinen ratkaisumalli ei varmaankaan ole lukiolaisille
tuttu, ellei opettaja ole sattumalta maininnut téllaisis-
ta wxMaximan ominaisuuksista. Tama mielestini hyvin
osoittaa, ettd ylioppilaskirjoituksissa saattaa jatkossa
tulla hyvinkin erityyppisia ratkaisuja kuin mita tehté-
van laatija on ajatellut. On myo6s kiinnostavaa verrata
tétd tehtdvin mallivastaukseen.

Olkoon y = /1 —z, z = /1 + x ja tarkastellaan seu-

raavaa polynomisysteemia:

fo=11z — 16y — z(z + 8y) = 0,
f1:y2+22_2:07
fo=x+y*—1=0.

Jos siis 1oydetddn jokin ratkaisu (zg,yo,20) télle sys-
teemille, niin xy on potentiaalinen ratkaisukandidaatti
nollakohdalle b. Koska ei olla varsinaisesti kiinnostuttu
muuttujista y ja z, niin eliminoidaan ne. wxMaximassa
on komento eliminate, jonka avulla voidaan polynomi-
systeemeistd eliminoida muuttujia. Kun y ja z elimi-
noidaan, saadaan

g* = (652° + 1712* + 99z — 135)* = 0.
Kun tdmaéan jakaa tekijoihin, saadaan
g = (5z — 3)(132% 4 422 + 45),
mikd antaa vastauksen.

Kun on pédsty néin pitkélle, niin voisi epdillé, etta tuo
polynomi g on keskeinen ratkaisun kannalta, ja todel-
lakin mallivastauksessa pdadytddn tdhdn polynomiin.
Tilanteen voisi kuvailla siten, ettd on tunnettu algo-
ritmi, jolla g voidaan laskea. Tatd algoritmia ei kui-
tenkaan kerrota oppilaalle, vaan hénen pitdéd laskea g
jotain "muuta kautta”. Tassdhén tietysti riittdd ”korot-
taa sopivasti nelioén”:

f=0 <

Bz +16)V1I—2z=(11-2)V1+z <
8z +16)*(1—2z)=(11-2)*(1+2) <
g=0.

Mallivastauksessa sitten myos jaetaan polynomi g te-

Muuttujien eliminointi esiintyy osatehtédvind hyvin
monissa tehtdvissa. Tuo eliminointikomento saattaa siis
helpottaa yllattavilla tavalla monenlaisia lukiossakin
esiintyvid tehtdvid. Annetaan nyt tassé vain pieni esi-
merkki tdméankaltaisesta tilanteesta.

Kardioidi voidaan esittiad napakoordinaateissa yhtalol-
lir=1—cos(f). Miki on timan kayrin yhtals (z,y)-

koordinaateissa?

Ensin saadaan vastaava parametrisoitu kéyra

x = (1 — cos()) cos(h),
y = (1 — cos(0)) sin(9).

Merkitaan sitten ¢ = cos(f) ja s = sin(f), jolloin saa-
daan yht&lot

x=(1-c)e,
y:(l—C)S,
A+s2=1

Eliminoimalla muuttujat ¢ ja s saadaan vastaukseksi

(2 +y*)? +22(2® + ) —9? = 0.

wxMaxima eliminoi muuttujia resultanttien avulla. Té&-
mé, itse asiassa ei ole paras tapa, vaan yleisesti ot-
taen olisi parempi laskea eliminointi-ideaali Grobner-
kantojen avulla. Tdmén avulla ndhdaén, ettd wxMaxi-
man kilpailutehtdvéin vastauksessa oleva eksponentti on
turha, eikéd anna lisdinformaatiota ratkaisun luontees-
ta.

Luonnollisesti lukiokursseissa ei puhuta polynomi-ide-
aaleista eikd resultanteista. Kuitenkin modernit lasken-
tamenetelmét, jotka ovat tarjolla lukiolaisille, antavat
vahvoja tyotkaluja sellaisille, jotka osaavat niitd kéyt-
tdd. Polynomi-ideaaleihin ja Grobner-kantoihin tutus-
tumisen voi aloittaa erinomaisesta kirjasta [1].
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