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Pitkan matematiikan kirjoittamisesta

Paikirjoitus

Viime aikoina on jélleen keskusteltu ahkerasti yliopis-
tojen sisddnotosta. Tyypillisesti kyseenalaistetaan se,
onko mielekésta, ettd oikeastaan riippumatta siitd, mi-
hin pyrkii, pitkd matematiikka antaa valtavasti pistei-
té.

Matematiikka opettaa loogista ajattelua ja pitkajan-
teisyyttd. Niistd on hyotyéd kaikessa. Pitkajanteisyytta
toki oppii myo6s esimerkiksi vierasta kieltd systemaat-
tisesti opiskelemalla. Monessa paikassa tarvitaan ma-
tematiikkaa jossain muodossa, esimerkiksi kielentutki-
muksen tilastollisissa menetelmissa.

Pitkésséd matematiikassa on 13 valtakunnallista kurs-
sia, eli melkoisesti pitda opiskella, jos haluaa hyvét pis-
teet ylioppilaskirjoituksista. On vain reilua, ettd tésta
palkitaan. Pitkdssd matematiikassa on valtakunnallisia
kursseja enemmaén kuin missddn muussa aineessa. Pit-
kit aineet paitsi vaativat tyota, myos mahdollisesti kar-
sivat paljon muita mahdollisuuksia pois. Téssé on hy-
vid ja huonoja puolia, mutta en rehellisesti nde, miten
esimerkiksi pitkda matematiikkaa, pitkda kielté, pitkéa
fysiikkaa tai didinkieltd voitaisiin mitenkéén jarkevés-
ti opettaa nykyistd vihemmalld kurssimaérélla, joten
opetuksen taso ja oppimisen laatu asettavat omat ra-
jansa. Olisin itse aikoinaan halunnut lukea kaikki kou-
luni tarjoamat psykologian kurssit. Olisin my6s halun-
nut aloittaa espanjan lyhyené kielené lukiossa. Pitkdn
saksan, pitkédn englannin, pitkdn matematiikan ja pit-
kén fysiikan kanssa oli pakko hieman karsia suunnitel-
mia: espanja jai taysin, psykologiaa luin yhden kurssin.

Osmo Soininvaara kirjoitti blogissaan [1] pitkdn mate-
matiikan ja tulojen yhteydestd. Hén viittaa Otto Lep-
pésen grafiikkaan, jonka mukaan mitd paremmalla ar-
vosanalla on pitkdn matematiikan kirjoittanut, sita pa-
remmat ovat keskiméérin tulot kymmenen vuotta myo-
hemmin. Sama pétee lyhyen matematiikan sisilla. Té-
maé ei ole yllattavaa. Yllattavad on se, ettd pitkdn ma-
tematiikan approbatur ennustaa parempia tuloja kuin
lyhyen matematiikan laudatur ja lyhyen matematiikan
eximia menee tasoihin pitkdn matematiikan improba-
turin kanssa. Huonoin tuloennuste on niilla, jotka eivat
ole matematiikkaa lainkaan (edes hylatysti) kirjoitta-
neet.

Kuten Soininvaara toteaa, osa kuvaajasta selittyy var-
masti aloittaisilla palkkaeroilla, eli kérjistden siis sil-
14, etta insin6orin palkka on humanistia kovempi. Paa-
tos lukea ja kirjoittaa lyhyt matematiikka on varmasti
yvhteydessd pyrkimykseen péédstd humanistiselle alalle.
Matematiikka ei kovin paljon kiinnosta tai yksinkertai-
sesti 13 kurssia on litkaa. Selittd&dko tdmé kuitenkaan
tdysin pelkdn matematiikan kirjoittamisen merkitysta?
Osittain varmasti. Téstd olisi mielenkiintoista ndhd&
tutkimus.

Jos on paattanyt kirjoittaa pitkdn matematiikan, opis-
kelee varmasti ahkerammin kuin jos sen aikoisi jét-
tda kirjoittamatta. Pitkdn matematiikan kirjoittami-
nen vaatii kaikkien pitkdn matematiikan kymmenen
pakollisen kurssin lukemista. Pitkdjénteisyys kehittyy.
Oppia tarttuu. Mutta mitd mielenlaatua ja paattavii-
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syyttd vaatii se, ettd menee kirjoittamaan sen pitkédn
matematiikan vaikka tietéisi, ettd se ei valttaméatta tai
ehka edes todennékoisesti mene lapi? Se aiheuttaa tyo-
td. Epdonnistumisriski on suuri. Epdonnistuminen on
pelottavaa. Luultavasti hanskojen tiskiin heittdminen
olisi todella houkuttelevaa, mutta ei, kokelas paattaa
kirjoittaa pitkdn matematiikan ja kirjoittaa sen. Kun-
nioitettava paatos. Téstd asenteesta on hyotyd myo-
hemminkin. Tamén ajatusketjun jélkeen en ainakaan
itse yllaty siita, etta jo pelkké kirjoitettu matematiikka
ennustaa parempia tuloja kuin kirjoittamatta jatetty.

Hyvaa kesdd! Onnea kaikille ylioppilaskirjoituksiin
osallistuneille!

Anne-Maria Ernvall-Hytonen

Viitteet

[1] https://wuw.soininvaara.fi/2019/06/12/
huonokin-arvosana-pitkassa-matikassa-
tuottaa-hyvat-tulot/
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Laatikkoperiaatteen ihmeita

Neea Palojarvi
Abo Akademi

Sanotaan, etté rakkaalla lapsella on monta nimeé. T&-
mé ndyttdd patevin myos laatikkoperiaatteeseen, joka
tunnetaan myos esimerkiksi kyyhkyslakka- ja lokero-
periaatteena sekd Dirichlet’'n periaatteena. Mika laa-
tikkoperiaate sitten oikein on?

Lause 1 (Laatikkoperiaate). Jos on n kappaletta laa-
tikoita ja niihin asetetaan m + 1 esinettd, niin ainakin
yhteen laatikkoon tulee yli yksi esine.

Todistus. Koska itse todistettava véaite vaikuttaa mel-
ko itsestdan selviltd, mutta voi olla haastavaa suoraan
sanoa, miksi viite pétee, on helpointa ldahestya todis-
tusta vastaoletuksen avulla. Oletetaan, ettd kuhunkin
laatikkoon tulee korkeintaan yksi esine. Koska laatikoi-
ta on n kappaletta, niin niihin tulee yhteensé korkein-
taan n-1 = n esinettd. Mutta laatikoihin haluttiin lait-
taa n+ 1 esinettd. Siispé, jos laatikoihin laitetaan n+1
esinettd, niin ainakin yhteen laatikkoon tulee yli yksi
esine. O

Laatikkoperiaatteen todistuksesta itse asiassa huoma-
taan, etta jos laatikoita on n ja esineita yli n kappalet-
ta, niin ainakin yhteen laatikkoon tulee yli yksi esine.
Néin ollen n+ 1 esinettd on pienin méara esineité, jolla
tama vaite patee.

Lisdksi laatikkoperiaate kertoo, ettéd jossain laatikossa
on yli yksi esine, mutta se ei kerro, missd laatikossa
nain on. Voi myos olla, ettd useammassa laatikossa on
vli yksi esine. Esimerkiksi, jos laatikoita on kolme ja
esineitd neljé, niin laatikoissa olevien esineiden méaérét
voivat olla esimerkiksi 2,1 ja 1 tai 1,2 ja 1 tai 2,2 ja 0.

Laatikkoperiaatteesta voidaan muotoilla yleisempikin
versio, jossa saadaan suurempi alaraja laatikossa ole-

ville esineille kuin yksi. Tutustutaan siihen seuraavak-
si:

Lause 2. Jos on n kappaletta laatikoita ja niihin ase-
tetaan nk 4 1 esinettd, niin ainakin yhteen laatikkoon
tulee yli k esinetta.

Todistus. Todistetaan tdma viite samalla tavalla kuin
edellinen lause. Oletetaan, ettd kuhunkin laatikkoon
tulee korkeintaan k esinetté. Koska laatikoita on n kap-
paletta, niin niihin tulee yhteensd enintdén nk esinet-
td. Mutta nk < nk + 1 eli tdmé ei ole mahdollista. Siis
vahintdan yhteen laatikkoon tulee yli k esinetta. O

Kuvassa on kaksi laatikkoa ja 5 = 2 -2 + 1 esinettd.
Mitd laatikkoperiaatteen yleisempi versio sanoo tdstd
tilanteesta ?

Aivan samalla tavalla kuin laatikkoperiaatteen tavalli-
sen version kohdalla tésséakin tapauksessa voidaan teh-
da havaintoja vaitteen toteuttavista esineiden mééris-
td. Huomataan, ettd viite péatee aina, kun esineitd on
yli nk kappaletta ja nk 4+ 1 esinettd on pienin tdméan
ehdon toteuttava esineiden maéaré.

Mité hyotyé laatikkoperiaatteesta sitten on? Tarkastel-
laan tatd muutamilla arkielaméan liittyvilla esimerkeil-
14. Teksti on saanut inspiraationsa kirjoituksesta [1].
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Levitteita leiville

Ruokalassa on tarjolla viitta eri levitettd — sanokaam-
me vaikkapa margariinia ja voita sekd hummus-, ruo-
hosipuli- ja pippurilevitteitd. Rajoitteena on, ettd yk-
si ihminen saa ottaa korkeintaan nelja leipda. Koska
5 > 4, niin laatikkoperiaatteen nojalla jos haluaa ottaa
kaikkia levitteité, niin ainakin yhdelle leivélle tulee yli
yhté levitetta.

Luokan oppilaiden maarista

Koulun ensimmaéiselle luokka-asteelle on tulossa 64 op-
pilasta. Heille on varattu kolmen luokan verran tilaa ja
opettajia. Koska 64 = 3 - 21 4 1, niin laatikkoperiaat-
teen nojalla ainakin yhteen luokkaan tulee vdhintdan
22 oppilasta.

Sukkien 16ytdminen

Oletetaan, ettd laatikossa on kymmenen paria sukkia
ja kymmenen sukkaa, joilla ei ole paria. Sukat ovat hu-
jan hajan ja halutaan 16ytaa niiden joukosta sukkapari.
Tehdédén tdma nostamalla sukkia umpiméahkadn laati-
kosta. Kysymys kuuluu, kuinka monta sukkaa joudu-
taan korkeintaan nostamaan, jotta saadaan varmasti
sukkapari.

Yhteensi erilaisia sukkatyyppeja on 10 4+ 10 = 20, kun
otetaan huomioon sukat, joilla on pari, ja sukat, joilla
ei ole paria. Laatikkoperiaatteen nojalla siis, jos noste-
taan 21 sukkaa, niin saadaan ainakin yksi sukkapari.
Toisaalta on mahdollista nostaa 20 paritonta sukkaa
nostamalla yksi sukka kutakin sukkatyyppid. Vastaus
on siis 21.

Tamén tekstin lukijoiden ystiavat

Oletetaan, ettd tdmén tekstin lukee n henkil6d, missa
n > 2 on kokonaisluku. (Taméi on jirkevé oletus, sil-
14 tekstin kirjoittaja sekd vahintdédnkin lehden pééatoi-
mittaja lukevat tekstin.) Tarkastellaan, kuinka monta
ystavad kullakin lukijalla on tdméan tekstin lukijoiden
joukossa. Oletetaan, ettd ystdvyys on molemminpuolis-
ta — toisin sanoen, jos A on henkilon B ystéava, niin B
on myos henkilon A ystiava. Kukaan lukija ei myoskaan
voi olla itsensd ystdva. Osoitetaan, ettd tdmén tekstin
lukijoiden joukossa vahintdan kahdella on sama méaéra
ystavia.

Oletusten mukaan kullakin lukijalla voi olla 0,1,...,
n—2 tai n—1 ystévaa lukijoiden joukossa, silld kukaan
ei voi olla itsensa ystdvi. Oletetaan ensin, ettd jollain
henkil6llé ei ole yhtadn ystévad tekstin lukijoiden jou-
kossa. Talloin kaikilla lukijoilla voi olla 0,1,...,n — 2

ystavad lukijoiden joukossa, silld kukaan ei voi olla it-
sensd tai sen henkilon, jolla ei ole ystévia lukioiden jou-
kossa, ystavé. Naita eri mahdollisuuksia on n — 1 kap-
paletta, kun taas lukijoita on n kappaletta. Siis laatik-
koperiaatteen nojalla vdhintdan kahdella lukijalla on
sama maara ystavia.

Tarkastellaan vield samalla tavalla tapaus, jossa kaikil-
la on vahintdédn yksi ystéva lukijoiden joukossa. Talloin
mahdolliset ystavien maarat ovat 1,2,...,n — 1. Naita
on n — 1 kappaletta ja lukijoita n kappaletta. Jélleen
kerran laatikkoperiaatteen nojalla vdhintdan kahdella
lukijalla on sama méaéra ystéavia tekstin lukijoiden jou-
kossa.

Erityisesti on huomattava, ettei tadssa esimerkissi tar-
vita lukijoista mitddn muuta tietoa kuin, ettéd heitd on
vahintddn kaksi ja lukijoita on &irellinen méaéra. Jén-
nittavia, eiko totta?

Ravintolan menu-kokonaisuudet

Laatikkoperiaatetta voidaan luonnollisesti soveltaa
useampaan kertaan saman ongelman tarkasteluun. Tu-
tustutaan seuraavaksi tilanteeseen, jossa niin on tehty.

Erasssid ravintolassa halutaan koostaa useita viiden
ruokalajin menuita. Kuhunkin ruokalajiin on nelja eri
vaihtoehtoa ja halutaan, ettd mitkéd tahansa kaksi eri
menua eroavat ainakin kolmen ruokalajin kohdalta.
Osoitetaan, etté erilaisia menuita voidaan koostaa kor-
keintaan 64 kappaletta.

Tehdédén vastaoletus, ettéd erilaisia menuita on ainakin
65 kappaletta. Koska 65 = 4 - 16 + 1, niin laatikkoperi-
aatteen nojalla ainakin 17 eri menulla on sama ensim-
maéinen ruoka. Edelleen, koska on 17 = 4 -4 + 1, niin
laatikkoperiaatteen mukaan ainakin viidella edellisista
menuista on myos sama toinen ruoka. Téstd taas seu-
raa, ettd ainakin kahdella edellisistd menuista on myos
sama kolmas ruoka. Mutta ndmé menut eroavat kor-
keintaan kahden ruokalajin kohdalta, miké on vastoin
haluttuja ehtoja. Siispd halutut ehdot toteuttavia me-
nuita on enintddn 64 kappaletta.

On huomattava, ettd edellisessé esimerkissé osoitetaan
nimenomaan erilaisia menuita olevan enintddin 64 kap-
paletta. Se ei tarkoita, ettd ndméa 64 menua saataisiin
muodostettua. Tama kysymys jatetdan aktiivisen luki-
jan pohdittavaksi.

Viitteet

[1] Talwalkar, P.: 16 fun applications of the pigeonhole
principle, Nov 2008.
https://mindyourdecisions.com/blog/
2008/11/25/16-fun-applications-of-the-
pigeonhole-principle/
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Kolmannen ja neljannen asteen yhtaloista

Esa V. Vesalainen
Matematik och statistik, Abo Akademi

Taméan pienen artikkelin tarkoituksena on satuilla hie-
man algebrallisista yhtaloista. Erityisesti tarkoituksena
olisi antaa jonkinlainen kuva siitd, miten kolmannen ja
neljannen asteen yhtaloitd voi ratkaista. Vaikka kaikki
tdmaé olisi luonnollisempaa, jos kdyttdisimme komplek-
silukuja, yritimme kuitenkin yksinkertaisuuden nimis-
sé valtelld niité.

Toisen asteen yhtilo

Aloittakaamme ratkaisemalla toisen asteen yhtélo.
Yleisen toisen asteen yhtalon

aX?+bX +¢=0,

missi a, b ja ¢ ovat reaalilukuja ja a # 0, voimme luon-
nollisesti yksinkertaistaa jakamalla sen puolittain lu-
vulla a, miké johtaa toisen asteen yhtal6on

X2+ AX +B=0,

missé b
c

A=— ja B=-.

a a
Voimme yksinkertaistaa yhtdload lisdd ottamalla kéyt-
t66n uuden muuttujan x = X + A/2, jolloin tietenkin

X =2 — A/2, ja yhtdlé muuttuu muotoon

2
(m—?) +A<m—2>+B:0,

mistéd kertomalla kaiken auki saamme

2 A2
2> — Az + —+ Az — —+B=0,
4 2
ja sieventamalla
2 +p=0,
missa )
A
=B-—.
P 4

Tamén yhtilon osaammekin ratkaista ja sen ratkaisut

ovat
T = E+/—Dp.

Luonnollisesti, jos p > 0, niin reaalisia ratkaisuita ei
ole. Itse asiassa ratkaisuita on kuitenkin kaksi kappa-
letta téssa tapauksessa, mutta ne ovat kompleksilukuja,
ja pyrimme valttamaan kompleksiluvut tassé kirjoituk-
sessa.

Jos p < 0, niin saamme kaksi erisuurta reaalista rat-
kaisua, ja tapauksessa p = 0 saamme tdsmélleen yhden
reaalisen ratkaisun x = 0. Nyt voimme my0s ratkaista

A A A [aAz
X=-Fto=-F+/p=—7+\/ B

Sijoittamalla vield alkuperéiset kertoimet tdhan saam-
me pienelld sievennykselld kaikkien tunteman ystéval-
lisen ratkaisukaavan

_ —bEVV? —dac

X
2a

sisallysluetteloon
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Esimerkki

Tarkastelkaamme esimerkiksi yhtaloa
5X% —65=0

ylld kuvatulla tavalla. Jakamalla ensin kertoimella 5
jaljelle jaa yhtalo

X2 -12X +35=0.

Tekemalld seuraavaksi muuttujanvaihto X =z + 6 yh-
t416 muuttuu muotoon

(z46)> =12 (2 + 6) + 35 = 0,
mikd on auki kirjoitettuna
22+ 122+ 36— 122 —72+35=0,
ja edelleen sieventamaélla
z? =1

Tamén ratkaisut ovat tietenkin x = +1. Alkuperéisen
yhtalon ratkaisut ovat siten X = 6+ 1 eli X =5 ja
X="T

Pieni toisen asteen yhtalon sovellus

Tarkastelkaamme seuraavaa ongelmaa: Meilld on kaksi
tuntematonta reaalilukua a ja b, joista tiedimme sum-
man S = a + b ja tulon T" = ab. Voimmeko selvittdad
luvuista S ja T luvut a ja b?

Luonnollisestikaan emme voi selvittda lukujen a ja b
jirjestystd, jos ne ovat erisuuret, silld onhan a+b = b+a
ja ab = ba. Mutta osoittautuu, ettd muutoin luvut a ja
b voi kuin voikin selvittaa.

Asian ydin on seuraava: yhtalon
(x—a)(x—=0b)=0

ratkaisut ovat tdsmélleen a ja b. Nimittéin, toisaalta
voimme suoraan laskea, etté

(a—a)(a—b)=0-(a—b) =0,

ja
b—a)(b—b)=(b—a)-0=0.
Toisaalta, jos & on jokin yhtalon ratkaisu, niin silloin
z—a=0 tai x—b=0,

silla tulo on nolla vain ja ainoastaan silloin, kun ainakin
yksi tulontekijia on nolla. Mutta nyt tietenkin

Tr=a tai z =b.

Voimme kirjoittaa yhtédlén muodossa
2 —(a+b)z+ab=0,

ja tdmén yhtalon kertoimet tieddmme, silld yhtalohan
on
22— Sz +T=0,

missd S ja T ovat jo tiedossamme. Taméan yhtdlon
osaamme ratkaista ja sen ratkaisut ovat

2
Sy )

T.
2 4

Esimerkki

Kahdesta tuntemattomasta reaaliluvusta a ja b tiede-
tadn, ettd

a+b=12 ja ab=35.

Selvittdkddmme ndma luvut a ja b.

Yhtélon
(x—a)(z—0b)=0

ratkaisut ovat tdsmélleen a ja b. Toisaalta, tdma yhtalo
on
2?2 —(a+b)z+ab=0,

eli
22 — 122 + 35 = 0.

Tamén yhtalon ratkaisut ovat

12 £ /144 — 140
2

=6+1,

eli 5 ja 7. Siten on oltava
a=5 ja b=T,

tai
a=7 ja b=5.

Kolmannen asteen yhtédlon yksinkertais-
taminen

Siirtykddmme sitten tarkastelemaan kolmannen asteen
yhtaloa
aX?+bX%2+cX+d=0,

missé a, b, ¢ ja d ovat reaalilukuja ja a # 0. Luonnol-
lisesti voimme aina jakaa yhtédlon puolittain luvulla a,
jolloin se yksinkertaistuu muotoon

X3+ AX?2 +BX +C =0,

missé tietenkin

A=l poc¢
a a

d
ja C=-.
a

sisallysluetteloon
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Mutta osoittautuu, ettd voimme yksinkertaistaa yhté-
164 vield hieman enemméinkin ja hévittda siitd yksin-
kertaisella muuttujanvaihdolla toisen asteen termin ko-
konaan. Nimittédin, ottamalla kdytt6on uusi tuntema-
ton

A

jolloin X =2 — —,

A
:X —_
v Ty 3

yhtdlé muuttuu muotoon
%+ px+q =0,
missé suoraviivaisen laskemisen jélkeen saamme uusille
kertoimille lausekkeet
A? 243 AB

_B-2 g ¢=2_22 ¢
p g B I9T gt

Esimerkki

Esimerkiksi, jos tarkastelemme yhtéloa
3X3 4+ 27X% + 60X + 36 =0,

niin jakamalla puolittain kertoimella 3 se yksinkertais-
tuu muotoon

X3 4+9X24+20X +12=0.

Nyt muuttujanvaihdolla z = X + 3 yhtalé muuttuu
muotoon

(z—3)°+9(z—3)"+20(z—3)+12=0,

mistd kertomalla kaiken auki ja sieventamalld jéljelle
jaa yhtalo
2 —Tr+6=0,

jossa toisen asteen termié ei endéd ole. Jos nyt keinol-
la tai toisella ratkaisemme tdmén yhtélon ja 16yddmme
sen ratkaisut x = 1, x = 2 ja x = —3, niin alkuperiisen
yhtélon ratkaisut ovat vastaavasti

X=1-3=-2, X=2-3=-1
ja

X=-3-3=-6.

Kolmannen asteen yhtalon ratkaisemi-
nen

Riittaa siis tarkastella yhtaloa
2?4+ pr+q=0,

missd p ja g ovat annettuja reaalilukuja. Yksinkertai-
suuden vuoksi rajoitumme vain tilanteeseen, jossa

3

D = > 0.

2
q
1 +

N"B
-3

Téssé tilanteessa yhtalolld on tésmélleen yksi reaalinen
ratkaisu. Todettakoon, ettéd tilanteessa, jossa D < 0,
yhtéalolla on tdsmélleen kolme erisuurta reaalista rat-
kaisua, mutta alla johdetuissa laskuissa joudutaan sil-
loin ottamaan kuutiojuuria kompleksiluvuista. Muu-
toin kaikki kuitenkin toimii samalla tavalla. Tapauk-
sessa D = 0 alla johdettu kaava antaa my6s ratkaisun,
mutta emme murehdi sitd tapausta kuitenkaan téssa.

Aloitamme yhtéalon ratkaisemisen valitsemalla tunte-
mattomat luvut « ja v niin, etta

r=u+v ja uvz—g.

Tieddmme aiemmista pohdinnoistamme, ettd on ole-
massa enintdén yksi tdllainen pari lukuja v ja v, lukuun
ottamatta lukujen jarjestystd, tietenkin. Ja itse asiassa
tallaiset kaksi lukua on aina olemassa kompleksilukui-
na, ja tarkastelemassamme tilanteessa D > 0 kyseiset
luvut ovat reaalisia.

Nailla uusilla muuttujilla v ja v voimme kirjoittaa yh-
tdlon muodossa

(u+v)’ +p(u+v)+q=0,
misté kertomalla auki saamme
u® + 03 + 3uv (u+v) + p(u+v) +q=0,

mistéd edelleen sieventdmélla, muistaen, ettd valitsim-
me luvut u ja v niin, ettd uo = —p/3, yhtdlé muuttuu
muotoon

Liséksi tieddmme, etté

3,3_ D
u’v® = YA

Nyt kuutiot u® ja v3 ovat kaksi tuntematonta lukua,
joiden summa ja tulo tiedetdén, eli voimme selvittaa
ne aiemmin kuvailemallamme tavalla. Tarkemmin, yh-

talon
(y—u®) (y —v*) =0,

missé y on tuntematon, ratkaisut ovat tdsmaélleen luvut
u? ja v3, ja toisaalta, tdmé yhtélé on

2 — (u3 Jrv:s)iju:s,Ua —0,
eli

3

2 p
——=0.
Yy +qy o7

Tamén osaammekin ratkaista mukavasti. Sen ratkai-
sut, eli luvut u? ja v® jommassa kummassa jirjestyk-
sessa, ovat

3
+ 5

i)

—=- =+

pe
4

N[
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Téssé neliGjuuren alla on siis oletustemme mukaan po-
sitiivinen luku, eli u3 ja v® ovat kaksi reaalilukua. Kos-
ka voimme valita lukujen u ja v jarjestyksen haluamal-
lamme tavalla, voimme valita merkit niin, etté

O S LG ol

“_\/2Jr T

sl q @  p?

”_\/2 Vi tar
(

Toisin sanoen, olemme loytaneet (ainoan) reaalisen rat-
kaisun

sl q @ pP s q @ p
m_\/2+\/4+27+\/2 Vi tar

Esimerkki

ja

Tarkastelkaamme esimerkkind yhtaloa
2® — 11z +20 = 0.

Tassa tapauksessa otamme kayttoon uudet tuntemat-
tomat muuttujat v ja v niin, etta

. 11
utv=x ja uvz;.

Nyt yhtdlomme muuttuu muotoon
u? 403 = —20.

Liséksi tieddmme, etté

3 3
udvd = 1 = £
3 27

Siten luvut u3 ja v® ovat tésmilleen yhtilon
(y—u?) (y=v) =0,

eli yhtalon
3

11
24204+ — =0
y© + 20y + 57

ratkaisut. Tdmén yhtédlon ratkaisut ovat tdsmélleen

202 113

—10 + —
4 27

ja niin saamme alkuperdisen yhtdlomme ainoan reaali-
sen ratkaisun

5 202 113 3 202 113
x\/m+ 427+¢1O PR

Vaikkakaan se ei ole mitenkédén selvaé tasté lausekkees-
ta, on itse asiassa x = —4...

Neljannen asteen yhtalosta

Emme ratkaise yleistd neljinnen asteen yhtaloa téssa
huolellisesti, mutta ehké lienee paikallaan hahmotel-
la, miten se onnistuu. On kiintoisaa, ettd se onnistuu
samanlaisin ideoin kuin kolmannen asteen yhtélonkin
ratkaisu. Ja sopivan kolmannen asteen yhtélon ratkai-
seminen on vieldpé erds vélivaihe yleisen neljénnen as-
teen yhtéalon ratkaisemisessa.

Nimittain, samoin kuin aiemmin, yleinen neljinnen as-
teen yhtélo

aX*+bX2 +eX? +dX +e=0,

missi a, b, ¢, d ja e ovat reaalilukuja ja a # 0, voidaan
tietenkin yksinkertaistaa jakamalla puolittain kertoi-
mella a muotoon

X*+ AX® + BX?24+CX + D=0,
ja edelleen muuttujanvaihdolla z = X + A/4 muotoon
4+ pa? +qr+r=0.

Nyt, jos  on ratkaisu, voimme valita uudet muuttujat
u, v ja w niin, etta

.132

ut+v+w=2x ja uv—i—vw—l—wu:?—i—g,
sekd
uvw:—g
g

Naiden kolmen lausekkeen arvot kiinnittavat luvut u,
v ja w jarjestysta vaille yksikésitteiselld tavalla, silld ne
ovat yhtéalon

(t —u)(t—v) (t —w) =0,

missé t toimittaa tuntemattoman virkaa, ratkaisut. Téa-
mén yhtalon voi kirjoittaa muodossa

3 — (u4v+w)t* + (w + vw + wu) t — uvw = 0,

missd kertoimet ovat annettuja. Lisdksi ehdoista seu-

raa, etta
p

u? +o? =2,
2
Alkuperéinen neljannen asteen yhtalomme sievenee lu-
kujen u, v ja w tulon ja nelididen summan arvojen avul-
la muotoon

2

IS

u2,U2 —|—v2w2 + w2u2 _

(=}
A~ =3

1

Nyt neljannen asteen yhtéalon ratkaisemisen ideana on,

etta
u2+02+w2:—£,
2
ja
24
u?v? 4+ v*w? + w? = P 16 T,
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seké,
2

674 .
Siten Iuvut u?, v? ja w? ovat kolmannen asteen yhtélén

(y =) (y —v*) (y —w?) =0,

u2v2w2 =

eli yhtalon

ratkaisut ja tdméan yhtdlon ratkaiseminen onnistuu. Lo-
puksi, luvuista w2, v? ja w? voi ottaa nelidjuuret niin,
ettd luvut u, v ja w ovat tiedossa, ja kunhan vain ne-
liGjuurissa etumerkit valitaan niin, ettd wvw = —q/8,
saamme nelijuurien summista = u+v-+w neljinnen
asteen yhtélon ratkaisut.

Esimerkki

Tarkastelkaamme esimerkkind sitd, miltd ylld kuva-
tut neljinnen asteen yhtalon ratkaisun ideat nayttavit
konkreettisen yhtélon

xt — 6222 — 2402 — 239 =0

tapauksessa. Téssd tapauksessa valitsemme tuntemat-
tomat luvut u, v ja w niin, etta

ut+tv+w==x

a
: 2 —62 22 31
uv—l—vw—l—wu:?—i—T:?—?
seka,
UVW = 7$ = 30.

Nyt voimme laskea, etta

w0+ = (ut v+ w)? = 2w+ vw + wu)

ja, muistaen, ettd % — 6222 = 240x + 239, ettd
u?v? + v2w? + w?u?

= (uv + vw + wu)® — 2uvw (u + v+ w)

22 31\’

x* — 6222 + 312

Y 60x
2
_ 240x + 2439 +31° 602 — 300.

2

Koska vield u?v?w? = 302 = 900, on kolmannen asteen

yhtélo
(y—u?) (y—2°) (y—w®) =0

siis
y® — 31y + 300y — 900 = 0.

Sen ratkaisut y, ja siis my6s luvut u2, v? ja w?, ovat

loppujen lopuksi 6, 10 ja 15. Luvuiksi u, v ja w voi-
daan siis valita +v/6, +v/10 ja /15, missi merkit on
valittava niin, ettd uvw = 30.

Niin paddymme yhtélon ratkaisuihin

xzx/é—i—\/ﬁ—&-\/ﬁ,
z =6 — V10 — V15,
x:—\/é—km—\/ﬁ

seké

z=—V6—-v10+ V15.

Kirjallisuudesta

Y14 esitetyt kolmannen ja neljannen asteen yhtaloi-
den tarkastelut perustuvat erityisesti klassikkoteokseen
[6], josta voi opiskella paljon laajemminkin klassista al-
gebraa. Kolmannen asteen yhtél6itéd on tarkasteltu Sol-
mun sivuilla aiemminkin artikkeleissa [5, 1], joista var-
sinkin edellinen sisdltdd paljon yksityiskohtaisemman
tarkastelun.

Téassd kirjoituksessa vélttelimme kompleksilukuja,
mutta ne ovat hirmuisen térkeitd. Niihin voi tutustua
esimerkiksi artikkelista [3]. Erés erityisen kaunis seikka
kompleksilukuihin ja algebrallisiin yhtal6ihin liittyen
on algebran peruslause, jota voi ihmetella vaikkapa ar-
tikkelista [2].

Sivuutimme historialliset seikat kokonaan. Matematii-
kan historiaan algebralliset seikat mukaan lukien voi
tutustua suomeksi teoksesta [4].
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Heittaydytaanpa filosofisiksi

Tuomas Korppi

Johdanto

Filosofit ovat kehitelleet teorioitaan kaikesta mahdolli-
sesta. Jotkut filosofit ovat kehitelleet teorioitaan myos
matematiikasta. Tyypillisia kysymyksié, joista filoso-
fit ovat matematiikassa kiinnostuneet, ovat esimerkiksi
seuraavat:

o Mitd matemaattiset oliot (luvut, vektorit, lukujou-
kot kuten R ym.) tarkalleen ottaen ovat?

o Missa mielesséd todet matemaattiset vaitteet ovat to-
sia?

o Missa maéarin ihmiset voivat luotettavasti hahmot-
taa adrettOmyyttéd, esim. ddrettomia lukujoukkoja?

Filosofit harvoin ovat yksimielisid mistdén, ja tdméa pé-
tee my6s matematiikkaa koskeviin filosofisiin kysymyk-
siin. Téssé kirjoitelmassa esittelenkin muutamia mate-
matiikanfilosofisia koulukuntia, ja heidédn vastauksiaan
ylld mainittuihin kysymyksiin.

Platonismi

Platon oli antiikin Kreikassa eldnyt filosofi. Platonin
filosofialle ominaista oli se, ettd hén uskoi todellisim-
massa mielesséd olemassa oleviksi sellaiset asiat kuten
hyvyys, kauneus ja totuus. N&itd kolmea han kaytti
esimerkkeind tosiolevasta, mutta samaan kategoriaan
voidaan lukea kaikki ominaisuudet tai yleiskasitteiden

kuvaamat abstraktit asiat kuten punaisuus ja pyoreys.
Ne yksittaiset asiat, joita havaitsemme aistein arkielé-
maéssdmme, olivat Platonille vain tosiolevan epétéydel-
listd heijastumaa.

Mietitaan lukua kaksi. Se voidaan kirjoittaa arabialai-
sin numeroin 2, roomalaisin numeroin II, sanallisesti
kaksi tai englanniksi two. Kuitenkin n&illd ilmauksil-
la 2, II, kaksi ja two on jotain yhteistd. Tekisi mieli
ajatella, ettd nadmé ilmaukset kaikki nimeédvit saman
olion, abstraktin luvun kaksi. Lukua on vaikea ajatel-
la merkkiné paperilla, koska talloin nayttéisi silté, etta
jonkun neljastd mainitusta ilmauksesta pitéisi olla ”oi-
kea” kakkonen. Ennemmin kuitenkin ndyttas silta, et-
td nuo nelji ilmausta ovat yhtd oikeita nimié jollekin,
joka on enemman kuin mikéan néistd ilmauksista.

Ajatellaan sitten sellaista matemaattista oliota kuin
taydellisen pyoredd ympyraa. Matemaatikot operoivat
silld tdysin rutiininomaisesti, mutta fysikaalisesta maa-
ilmasta ei sellaista 16ydy. Yrittipd valmistaa kuinka
pyoredn kiekon tahansa, sithen j&4 aina pienié epétasai-
suuksia. Taydellisen pyored ympyrd onkin idealisoitu,
teoreettinen olio.

Matemaattiset oliot kuten luvut, vektorit, lukujoukot
ja taydellisen pyoredt ympyrat voidaan siis ajatella sa-
malla tavoin abstrakteina, idealisoituina olioina kuin
hyvyys, kauneus, totuus ja punaisuus. Nykyédan pla-
tonismiksi kutsutaankin matematiikanfilosofian suun-
tausta, jonka mukaan on olemassa “oikeasti olemassa
oleva” matemaattisten olioiden todellisuus, johon ab-
straktit matemaattiset oliot kuuluvat.
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Platonistien mukaan matemaattisten olioiden todelli-
suus on ikuinen ja ihmisestéd riippumaton. Matemaat-
tisten vaitteiden totuus on platonistille ongelmaton:
Esimerkiksi véite ”Alkulukuja on &dreton méard” on
tosi, koska matemaattisten olioiden todellisuudessa on
ddreton méadra olioita, jotka ovat alkulukuja.

Suhtautuminen &arettémyyteen on samoin ongelma-
tonta: Vaikka ihmisen hahmotuskyky samoin kuin ar-
kimaailma on &érellinen, ei ole mitdéan periaatteellista
estettd, miksei ihmisestd ja arkitodellisuudesta irralli-
sessa matemaattisten olioiden todellisuudessa voisi olla
aarettomia olioita, esimerkiksi reaalilukujen joukko R.

Lukijasta ylld mainittu filosofia voi tuntua kummalli-
selta, ja minustakin on kummallista, ettd filosofit ovat
tosiaan véitelleet siitd, ovatko sellaiset asiat kuten pu-
naisuus ja pyoreys oikeasti olemassa. Mitd annettavaa
platonismilla on siis matemaatikolle?

Vastaus kuuluu: Tyoskennellessddn suurin osa am-
mattimatemaatikoista ajattelee matemaattisia olioita
ikadn kuin ne olisivat juuri sellaisia kuin platonistit
vaittavat! Tama on yksinkertaisesti tehokkain tapa 16y-
té4 pétevid todistuksia. Olen kuullut my6s huhuja ma-
temaatikoista, jotka ajattelevat kaavoja, eiviat abstrak-
teja matemaattisia olioita, mutten kykene itse hahmot-
tamaan, kuinka ndmé myyttiset kaavamatemaatikot
pystyvét tyoskenteleméén.

Sunnuntaikristittyjen lisdksi olenkin kuullut puhut-
tavan sunnuntaiformalisteista. Sunnuntaiformalisti on
matemaatikko, joka arkisin kaytdnnossd tyoskentelee
platonistisista ldhtokohdista kasin, mutta sunnuntai-
sin, tehdessddn matematiikanfilosofiaa, omaksuu jon-
kun muun matematiikanfilosofian koulukunnan kan-
nan, esimerkiksi formalismin.

Formalismi

Mité maallikolle tulee mieleen, kun joku sanoo sanan
matematiikka? No kaavat. Formalismi onkin matema-
tiikanfilosofinen kanta, jonka mukaan platonistin ab-
strakteja matemaattisia olioita ei ole olemassa, vaan
matematiikassa on kyse kaavoista ja niiden manipuloi-
misesta.

Mité kaavojen manipulointi sitten tarkoittaa? Lukijal-
le lienee tuttua, etti esimerkiksi kaavan (x + 1)? saa
purkaa muotoon 2+ 2z + 1. Matematiikassa on paljon
tallaista kaavamanipulaatiota, mutta voidaanko koko
matematiikka esittda téllaisena?

Formalisti tyypillisesti ajattelee matematiikan lahtevan
liikkeelle aksioomista, jotka voidaan ilmaista kaavoina.

Matematiikan tekeminen on formalistin mielesté sité,
ettd aksioomista padtelldén uusia kaavoja, teoreemo-
ja, paattelysdantojen mukaan. Padttelysadntojen pitaé
olla sellaisia, ettd ne ovat esitettivissa yksinkertaisena
merkkijonomanipulaationa.®

On ollut jo yli sata vuotta tiedossa, etté alkeislogiikan?
paattelysdannot voidaan esittda yksinkertaisena merk-
kijonomanipulaationa. Esimerkiksi viitteestd "A ja B”
voidaan paatelld viite A”, ja samoin viite "B”. Muut
alkeislogiikan péaattelysdannot ovat samanhenkisié, jot-
kut ehké hiukan monimutkaisempia.

Ehké tarkein aksioomien ominaisuus on se, ettéd aksioo-
mien taytyy olla ristiriidattomat, eli sellaiset, ettd niis-
td ei voida paédtelld ristiriitaa. Formalisti tyypillisesti
pitddkin matemaattisesti tasa-arvoisina kaikkia risti-
riidattomia aksioomasysteemeja. Muita tdrkeimmék-
si jonkun tietyn aksiomatisoinnin voi tehda joku ei-
matemaattinen syy, esimerkiksi se, ettéd fyysikko tar-
visee tyOssdan tietynlaista matematiikkaa.

Matemaatikon on teoreettisesti mahdollista olla for-
malisti, koska suurin osa kiytdnndssd tehdystd mate-
matiikasta palautuu joukko-oppiin. Melkein mita ta-
hansa matematiikkaa voidaan tehd& joukko-opin ZFC-
aksioomista késin, kéyttden alkeislogiikan péaattely-
sdantoja paattelysddntoind. Ongelma vain on siind, et-
td osataan todistaa, ettd ZFC-aksioomien ristiriidat-
tomuutta ei voida todistaa, joten formalistille jaa ai-
na pieni epdilyksen siemen koskien niiden ristiriidatto-
muutta.

Airettomyys on formalistille ongelmatonta. Hin voi
kirjoittaa aksiooman, joka esimerkiksi sanoo, etta dare-
ton joukko on olemassa, ja tillaista aksioomaa voi kéyt-
tda kuten muitakin aksioomia. Formalistin aksioomat
ja uusien kaavojen johdot ovat darellisid operaatioita
adrellisilla merkkijonoilla, joten talld tavoin formalis-
ti onnistuu kiertdmaéadn ddrettomyytta koskevat ongel-
mat.

Formalismin ongelma on matemaattisten viitteiden to-
tuus. Tutkitaan esimerkiksi véitettd ”Alkulukuja on 44-
reton méadrd.” Formalistin mielestd tdma viite ei ole
sananmukaisesti tosi, koska sellaisia olioita kuin alku-
lukuja ei ole olemassakaan. Formalisti joutuukin uu-
delleentulkitsemaan véitteen véitteeksi ”Aksioomista-
ni voi johtaa vaitteen Alkulukuja on dareton mdadrd.”,
ja vasta tdmé viite on sananmukaisesti tosi. Puhues-
saan muiden matemaatikkojen kanssa matematiikasta
formalisti joutuukin koko ajan salaa ajattelemaan, et-
td héan tarkoittaa hiukan jotain muuta kuin mitd hén
sanoo aaneen.

Toinen formalismin ongelma on se, ettd tehdessidédn ma-
tematiikkaa monet matemaatikot tosiaan ajattelevat

LOlennaista on, ettd aksioomat, teoreemat ja paittelyt voidaan haluttaessa ilmaista kaavoina ja kaavamanipulaatioina. On yh-
dentekevid, ilmaistaanko ne kdytannossa luonnollisella kielella vai kaavoilla, kunhan ne voitaisiin haluttaessa ilmaista kaavoina.

2 Alkeislogiikalla tarkoitan téssé ensimmaéisen kertaluvun predikaattikalkyylia.
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abstrakteja matemaattisia olioita, eivit kaavoja, ja for-
malistinen matematiikanfilosofia ei oikein selité, kuin-
ka tdmé& on mahdollista. Helsingin yliopiston matema-
tiikan laitoksen entinen johtaja Jouko Véaanédnen on-
kin sanonut, ettd matemaatikolle formalismi on lahin-
né tapa paasta eroon filosofeista. Kun filosofi tulee ky-
seleméddn matemaatikolta kiusallisia kysymyksid mate-
matiikanfilosofiasta, matemaatikko voi vastata: ”Mina
vain raapustelen niité kaavoja liitutaululle. Jatd minut
rauhaan.”

Fiktionalismi

Fiktionalismia on montaa lajia, ja alla késittelen Mark
Balaguerin fiktionalismia.

Platonismin ongelma on se, ettd platonistit oletta-
vat epamadréiisia “oikeasti olemassa olevia” abstrakteja
matemaattisia olioita. Formalismissa taas oli muita on-
gelmia. Kuinka platonismin hyvét puolet voitaisiin séi-
lyttad, kuitenkin niin, ettei epdmaéaraisia olemassaolo-
viitteitd tarvittaisi? Erds ratkaisuehdotus on fiktiona-
lismi. Fiktionalismin mukaan matematiikassa on kyse
abstrakteista matemaattisista olioista ja niiden ominai-
suuksista, mutta ndmé matemaattiset oliot ovat fiktii-
visié.

Ensimmaéinen mieleen tuleva kysymys on tietysti se,
ettd mitd opetettavaa fiktiivisten olioiden pyorittelyl-
14 olisi meille, jos matematiikassa on siitd kyse. Kui-
tenkin muista yhteyksista tiedimme, etté fiktio on jos-
kus hyvinkin opettavaista. Esimerkiksi Orwellin romaa-
ni 1984 on aivan loistava varoitus totalitarismin vaa-
roista. Samoin fyysikkojen kilon painoista pisteméista
kappaletta ei ole oikeasti olemassa, mutta sitd voidaan
hyvinkin kayttda havainnollistavana esimerkkiné fysii-
kassa. Néin ollen en itse ole yhtddn sitd mieltd, etta
matemaattisten olioiden pitdminen fiktiivisind vahen-
tdisi matematiikan arvoa.

Asrettomyys on tietysti fiktionalistille ongelmatonta.
Mikéén ei esté fiktionalistia kuvittelemasta ddrettomia
joukkoja. Samoin kdytdnnon matemaatikon tyoskente-
ly abstraktien matemaattisten olioiden parissa on filo-
sofisesti ongelmatonta: Matemaatikko kuvittelee mate-
maattiset oliot!

Toisin kuin formalisti, fiktionalisti ei joudu uudelleen-
tulkitsemaan matematiikan lauseita, vaan hénelle ”Al-
kulukuja on ddreton méara” tosiaan tarkoittaa sité, et-
td alkulukuja on d&retén méaédra. Onko véite sitten fik-
tionalistille tosi vai epéatosi onkin hiukan kinkkisempi
juttu. Ainakin se on yhté tosi kuin ne kaikkien tunte-
mat tosiasiat, ettd Joulupukilla on valkoinen parta, ja
ettd Frodo Reppuli on kotoisin Konnusta.

Mark Balaguerin mukaan tietyt platonismin alalajit ja
hénen versionsa fiktionalismista tulevat hyvin ldhelle

toisiaan. Ero on vain matemaattisten olioiden ”todel-
lisessa” olemassaolossa, mitd Balaguer pitdd hyvin vé-
héamerkityksisena kysymyksena.

On myo6s huomattava, etté platonisti, formalisti ja Ba-
laguerlainen fiktionalisti kdytdnnosséa hyviksyvat péte-
viksi tdsmalleen samat matematiikan tulokset, ja né-
mé tulokset ovat my0Gs ne, jotka ei-filosofisesti suun-
tautuneet matemaatikot hyvéksyvét. Seuraavaksi esit-
telen kaksi matematiikanfilosofian koulukuntaa, jotka
eiviat hyviksy péteviksi kaikkia matemaatikkojen hy-
vaksymid matematiikan tuloksia.

Finitismi

Ryhdy mielessési laskemaan yksi, kaksi, kolme, neljd,
... Kuinka pitkélle paésit? Ehka sataan? Et ainakaan
pédssyt loppuun asti; et luetellut kaikkia luonnollisia
lukuja. Mielesi on rajoittunut dérelliseen. Lahde nyt
juoksemaan. Kuinka pitkélle paasit? Juoksit ehka ki-
lometrin tai kaksi. Et kuitenkaan pédssyt ddrettoméin
pitkélle. My6s arkimaailmamme on rajoittunut dérelli-
seen.

Mielemme tai se maailma, missé elamme, ei tavoita &&-
retontd. Kuinka téllaisessa tilanteessa voisimme tun-
tea darettomyyden ja operoida silld patevasti? Finitis-
tisen matematiikanfilosofian koulukunnan mukaan et
voikaan. Finitistien mielestd ainoastaan déarellistd ké-
sittelevd matematiikka on pétevas.

Finitismi on kuitenkin hankala matematiikanfiloso-
fia matemaatikolle, koska &édrettomyyteen tormaa l&-
hes kaikkialla modernissa matematiikassa. Lukujoukot
ovat ddrettomid, ddrettomia lukujonoja tarvitaan ldhes
kaikkialla, ja jopa yksikkovalilla [0,1] on Adrettoméan
monta pistetta. Derivaatta méaaritellddn erotusosaméa-
rén raja-arvona, ja raja-arvo puolestaan darettomén 14~
hestymisen avulla.

Finitistit siis pelaavat ”varman péalle”. He hyvaksyvét
vain sellaisen matematiikan, joka on ihan satavarmasti
pétevid, mutta samalla he pelaavat lilan varman paélle:
He menettavit modernin matematiikan adarettomyyk-
sia koskevat tulokset. Finitismi ei siis selité sité, kuinka
on mahdollista, ettd matemaatikot kuitenkin pystyvét
kéytannossé tdysin ongelmattomasti késittelemaédn aé-
rettomyyksié.

Intuitionismi

Mitd matemaatikot tekevét tyokseen? He ajattelevat
matemaattisia olioita ja mielessdén todistavat niille tu-
loksia. Intuitionistisen koulukunnan filosofit lahtevét
liikkeelle téstéd. Intuitionismin mukaan matematiikassa
on kyse matemaatikkojen ajatuksista, niin sanotuista
mentaalisista konstruktioista.
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Ajattele mielessisi joukot A = {a,b,c} ja D = {d,e}.
Ajattele seuraavaksi funktiota f: A — D; f(a) =
f(b) = d, f(c) = e. Hyvi. Suoritit juuri mentaalisen
konstruktion. Konstruoit funktion f. Katso sitten, on-
ko funktion f kuvajoukko sama kuin D. Hyvi. Kon-
struoit juuri todistuksen sille, ettd f on surjektio.

Tallaista on intuitionistin mielestd matematiikka. In-
tuitionistit eiviat kuitenkaan vaadi, ettd matemaatikoi-
den on oltava muistihirvi6itd, vaan he sallivat kynén ja
paperin kdyton muistin tukena, joten paperilla laske-
minen on intuitionistillekin mahdollista.

Intuitionistit suhtautuvat vakavasti ajatukseen, etté
mieli kykenee hahmottamaan vain &aérellisid asioita.
Kuitenkin intuitionistit sallivat jonkun verran daretto-
mid matemaattisia olioita, mutta eivét niin paljoa kuin
platonistit/formalistit/fiktionalistit. Intuitionistille 44~
rettomét matemaattiset oliot ovat nimittdin sellaisia,
joiden konstruktiota voi halutessaan jatkaa niin pit-
kélle kuin haluaa.

Tutkitaan esimerkiksi lukujonoa (x;);en, x; = 1/2¢. In-
tuitionistille tdma lukujono on téysin kelvollinen, koska
luetteloa 1,1/2,1/4,1/8,1/16,1/32,1/64,... voi jat-
kaa niin pitkédlle kuin haluaa. Se, ettd luetteloa jat-
kaessa paperi loppuu jossain vaiheessa universumista,
ei ole intuitionistille periaatteellinen este; konstruktioi-
ta tekevélla matemaatikolla intuitionistit yleensé tar-
koittavat jonkunlaista idealisoitua matemaatikkoa, jo-
ka kykenee hahmottamaan pelkastdan aérellista, mutta
kuitenkin kuinka suurta darellistd tahansa.

Siind missd platonisti puhuu olemassa olevista mate-
maattisista olioista, intuitionisti puhuu konstruoiduis-
ta matemaattisista olioista. Tamaé tarkoittaa sité, etté
intuitionisti saa operoida vain sellaisilla matemaattisil-
la olioilla, jotka hén on konstruoinut mentaalisesti, tai
valjemmin, joista on osoitettu, ettéd ne olisi periaattees-
sa mahdollista konstruoida mentaalisesti.

Siind missd platonisti puhuu tosista matemaattisista
vaitteistd, intuitionisti puhuu todistetuista matemaat-
tisista véaitteista. Intuitionisti saa olettaa todeksi vain
sellaiset matemaattiset véitteet, jotka on todistettu.

Viimeksi mainitut kaksi seikkaa saavat intuitionistin ja
platonistin mieltamééan alkeislogiikan eri tavoin. Tutki-
taan esimerkiksi viitettd ”A tai ei-A”. Platonistin mie-
lestd tamé on tosi véite. A on nimittain tosi tai epatosi.
Jos A on epétosi, ei-A on tosi. Joka tapauksessa siis toi-
nen lauseista A ja ei-A on tosi, joten vaite "A tai ei-A”
on vaistamatta tosi.

Jotta ”A tai ei-A” olisi intuitionistin mielesta todistet-
tu, pitdisi joko A:n tai ei-A:n olla todistettu. Jalkim-
méisen todistaminen tarkoittaisi ristiriidan johtamista
A:sta. On kuitenkin tdysin mahdollista, ettd kumpaa-
kaan naisté todistuksista ei ole tehty, ja on myos tay-
sin mahdollista, ettd kumpaakaan néaistd todistuksista

ei ole edes periaatteessa mahdollista tehdd, joten in-
tuitionistin mielestd A tai ei-A” ei ole samalla tavalla
vaistamatta tosi lause kuin platonistin mielesta.

Néaméa kaksi piirrettd, dédrettomien matemaattisten
olioiden hyvéksyminen vain siind tapauksessa, ettd ne
on mahdollista konstruoida, ja platonistia heikompi al-
keislogiikka aiheuttavat sen, ettd intuitionistit eivét hy-
vaksy suurta osaa nykymatematiikan tuloksista. Intui-
tionismin suurin ongelma onkin se, ettd intuitionistises-
ti oikeaoppinen matematiikka on mopo: Siiné voidaan
todistaa vihemmén kuin platonistin matematiikassa,
ja todistukset ovat vield usein tyolaampié.

Loppusanat

Filosofiassa harvoin on lopullisia vastauksia. Kaikilla
yll4 mainituilla koulukunnilla on vahvuutensa ja heik-
koutensa, ja jokaista ovat kannattaneet ihan jarkevat-
kin ihmiset. Fiktionalismia lukuun ottamatta kaikki yl-
14 mainitut koulukunnat ovat jo vanhoja ja vakiintu-
neita, ja uusiakin tulokkaita koulukunniksi on, vaikkei
niita olekaan téssa kayty lapi.

Itse olen nykydén taipuvainen kannattamaan fiktiona-
lismia. Syy tdhén on se, ettd fiktionalismi ja platonismi
ovat ne kaksi koulukuntaa, jotka parhaiten vastaavat
sitd, mitd matemaatikot oikeasti tekevét, ja fiktiona-
lismilla on platonismia vihemmén ontologista (eli ole-
massaoloa koskevaa) painolastia.

Intuitionismi on idealtaan kiehtova, matematiikka ja
matemaatikon mieli ovat perustavalla tavalla kytkok-
sissd toisiinsa. Kuitenkin kaikkein mielenkiintoisinta
matematiikkaa on mielestdni juuri se monimutkaisil-
la darettomyyksilld pelaava matematiikka, jota intui-
tionismi ei hyvéksy. Ja intuitionistien vastaviitteistd
huolimatta sellaistakin matematiikkaa onnistutaan te-
kemaéén ilman, ettd ongelmia kaytdnnossa esiintyy.

Kirjallisuutta

o Benacerraf, Paul ja Putnam, Hilary (ed.), Philo-
sophy of Mathematics. Tama on kattava kokoelma
1900-luvun térkeimpiéa artikkeleita matematiikanfi-
losofiasta.

e Balaguer, Mark, Platonism and Anti-Platonism in
Mathematics. Tamé on suosikkikirjani matematii-
kanfilosofiasta, ja tdmén kirjoitelman luvussa Fik-
tionalismi esittdméni Balaguerin fiktionalismi perus-
tuu tdhén kirjaan.

e Heyting, Arend, Intuitionism: An introduction. Kir-
jassa kehitetddn perusmatematiikkaa intuitionisti-
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Interpolaatio, kiyran sovitus ja lukujonot

Heikki Apiola

Aalto-yliopisto, matematiikan ja systeemianalyysin laitos, lehtori emeritus

heikki.apiola@aalto.fi

Kirjoituksen ldhtokohtana on Solmun numerossa
1/2019 julkaistu Antti Laaksosen artikkeli "Kuinka 16y-
taad kaava lukujonolle™.

Laaksonen esittelee joitakin kokonaislukujonoja ja ky-
syy, miten voidaan 16ytad funktio, jonka arvoja jonon
luvut ovat. Toki kysymys ei yleisessd muodossa ole mie-
lekés, onhan selvdd, ettd ratkaisuja on dédretén méa-
rd. Etsittdvien funktioiden joukkoa tulee siis rajoittaa.
Luonnollisin funktioluokka on varmasti polynomit, joi-
hin kirjoittaja keskittyy.

Kysymys johtaa néin polynomi-interpolaatioon. Tuossa
kirjoituksessa késitelladn asiaa laskemalla data-arvojen
erotuksia. Itse asiassa téata tekniikkaa kaytetddn New-
tonin interpolaatiomenetelmdssd, johon tdmén kirjoi-
tuksen interpolaatiotekniikoiden esittely tietylld taval-
la huipentuu.

Noin 15 vuotta sitten kirjoitin Solmuun interpoloinnis-
ta varsin seikkaperéisesti (viite [s04]). Kertaan tiiviisti
tuossa kirjoituksessa varsin yksityiskohtaisesti esitet-
tyja teemoja, ja tdydennén esitystd menetelmilld, joita
tuolloin en ottanut mukaan. Esitykseni ei toki edellyta
aiemman kirjoitukseni lukemista/muistamista. (Voihan
olla, ettet ollut edes syntynyt sen ilmestymisen aikaan.)

Tarkastelen lopuksi néiden tekniikoiden sovelluksena
Aniti Laaksosen kirjoituksen hengessé erdiden muiden-
kin lukujonojen, erityisesti sarjojen osasummien saat-
tamista ns. ”suljettuun muotoon” interpolaatiotekniik-
koja kayttden. Téassd yhteydessd otan kayttoon sym-

bolilaskennan ohjelmistoja. Esitdn lopuksi esimerkin
tietokoneavusteisesta induktiotodistuksesta tie-
tyn osasummalausekkeen yleispatevyyden osoittami-
seksi, ja ehdotan joitain tahén liittyvid harjoitusteh-
tavia lukijalle.

Varoitus: Teksti saattaa joillakin kohdin edeta hiukan
vauhdikkaasti ja sisdltéé kenties lukijalle uusia késittei-
téd ja merkintdtapoja: matriisi, summa- ja tulosymbolit:

n

n
g Tp =1 +To2+ ...+ Ty, Hmk:xl-xg---xn.
k=1 k=1

Voit huoletta jatkaa lukemista, vaikka jokin yksityis-
kohta ei heti avautuisikaan.

Ohjelmointia: Kirjoituksen henki on sellainen, etté
esitetyt kaavat ja algoritmit pyritdan saattamaan kor-
kean tason ohjelmointikielid kdyttden mahdollisimman
lapindkyvasti koneella suoritettavaan muotoon. Suurin
osa ohjelmakoodeista on MATLAB-kieltd, ldhes kaikki
esimerkit voi toteuttaa OCTAVE:lla, joka on vapaasti
saatava MATLAB-"klooni”. Lisaksi kdytdn symbolilas-
kentaohjelmia, vapaasti kdytettavad MAXIMA:a, MAT-
LAB:n symbolic toolboxia ja MAPLE:a. Kaksi viimeksi
mainittua siséltyy yleensé oppilaitosten kampuslisens-
seihin.

Yllytdn vuorovaikutteiseen lukutapaan. Vaikka et
koodin yksityiskohtia heti ymmaérra, voit sijoittaa koo-
deja ohjelman komentoikkunaan tai editoriin ja kokeilla
ja tehda omia muunnelmia.
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Ohjelmisto-ohjeita ja viitteita

Kirjoituksessa esiintyy edelld mainittuihin ohjelmistoi-
hin/kieliin liittyvid kéyttoesimerkkejd. Suurin osa on
MATLAB-kieltd, jota OCTAVE uskollisesti noudattaa.

1. - https://www.gnu.org/software/octave/
- https://octave-online.net/ Ei tarvitse asentaa, re-
kistertidy, niin voit kayttdd “skriptejd”, eli Oc-
tave-komentoja sisdltévia tekstitiedostoja, ns. m-
tiedostoja.
- LiNnux (Ubuntu)-kdyttéajille asennus on vaivatto-
minta: Komentoikkunaan kirjoitetaan:
sudo apt-get install octave.

2. https://math.aalto.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt
Kaipaa péivittelyd, mutta padssee alkuun.

3. http://maxima.sourceforge.net/

4. http://www.wolfram.com/ Wolfram Alpha, MAT-
HEMATICA:n tekijdn, Steven Wolframin kehittynyt
symbolilaskin.

Neljan kohdan pikaohje

OcTAvVE:n kiyttoliittyméa: Kaksi péddikkunaa: komen-
toikkuna ja editorsi.

1. Voit kirjoittaa suoraan komentoikkunaan tyyliin:
>> komento tai voit kirjoittaa editori-ikkunaan ja
suorittaa komennot sielté.

2. MATLAB-nimi viittaa termiin "Matrix Laboratory”,
siksi erityisesti kertolasku, jakolasku ja potenssiin
korotus tarkoittavat matriisilaskutoimituksia. Niin-
péa vaakavektorin v ja samanpituisen pystyvektorin
p tulo v*p tarkoittaa vektorien ”sisdtuloa” eli vastin-
alkioiden tulojen summaa: vip; + vap2 + ... + VpPn-

3. Alkioittaiset, pisteittaiset laskutoimitukset: Usein

tarvitaan esim. vektorien w ja v vastinal-
kioittaista tuloa wu.*v, joka siis on vektori
[uv1, ugva, ..., u,vy]. Vastaavasti pisteittdinen ja-

kolasku ja potenssi saadaan liittamé&lla piste (.) ope-
raatiomerkin eteen. Siis .* .~ ./

4. Vektorin rakentaminen:
vaakavektori: >> v=[1 2 3] tai v=1:3
pystyvektori: >> p=[1;2;3] tai p=v’

Niillé ja esimerkkikoodien kommenteilla paédsee toivot-
tavasti eteenpdin. Huomaa: Tassa tekstissa oleva heit-
tomerkki (?) ei "copypastessa” tulkkaudu oikein, se pi-
tdd kirjoittaa itse, mikd muutenkin on suositeltavaa.

Jos et ole aiemmin ohjelmia kdyttéanyt, kohtaat toden-
nakoisesti alkuunpédsyongelmia. Suositeltava foorumi
kysymyksille on Facebook-ryhma "Matematiikka-
lehti Solmu”.

Liikkeellelahto

Aloitetaan keviisella kysymykselld: Mikd on seuraava
luku jonossa 1995, 2011, 20197

Luonnollinen 1dhtékohta on etsid polynomia, joka kul-
kee annettujen datapisteiden kautta, ts. interpolaa-
tiopolynomia datapisteille (0,1995), (1,2011), (2, 2019).
Luonnollinen ratkaisu on kirjoittaa yhtaléryhmé poly-
nomin p(z) = ag + a1z + axx? tuntemattomien ker-
toimien ag, a1, az maarddmiseksi, kun vaaditaan ehdot:
p(0) = 1995, p(1) = 2011, p(2) = 2019. T4ssapé sopiva
pieni harjoitus lukijalle, kun vield ag saadaan ilmaisek-
si.

Esitén toisen laskutekniikan, jossa lasketaan erotuksil-
la. Tekniikka on helppo oppia mekaanisesti, palataan
perusteluun Newtonin interpolaatiomenetelmdn yhtey-
dessa.

0 wo
1oy B=l=16
2 Yo y;:?lh =8 821106 — 4

Tama merkitsee, ettd interpolaatiopolynomi on
p(x) = 1995 + 16 x — 4z (z — 1) = 1995 + 20z — 422

Kyseessa on alaspéin aukeava paraabeli, ja kaiken lisdk-
si p(3) = 2019, ja tuosta arvot vain pienenevit. Koska
y-arvojen on oltava aidosti kasvava jono vuosilukuja, ei
mallinnus interpolaatiopolynomilla toimi télle datalle.
Lasketaanpa nyt harjoittelun vuoksi OcTAVE:lla ero-
tuksia:

>> yd=[1995 2011 2019];
>> d1=diff(yd) % yd-vektorin erotukset
dl =
16 8
>> d2=diff(d1) % Toiset erotukset
d2 = -8

d2 edustaa diskreettia 2. derivaattaa, sen negatiivisuus
merkitsee siis ylospéin kuperuutta.

Datan soveltumattomuus johtuu siis siité, etté 2. diffe-
renssi < 0, eli 1. differenssit pienenevét. Téssé erotuk-
set sattuvat jopa puolittumaan aikavéleilld. Jos néin
jatkuu, niin seuraava tapaus olisi jo 2023. Jadkiekkové-
ked tdma ehkd tyydyttdisi enemman kuin interpolaa-
tiomahdollisuus.

Voit ottaa ensituntumaa OCTAVE:en asentamalla ja
kirjoittamalla suoraan komentoikkunaan. Tai kirjautu-
malla sivulle OCTAVE online, kuten ylla neuvotaan. Y1-
14 kaytetty komento diff on erittdin hyodyllinen tyo-
kalu, jolla voi my0s laskea numeerisia derivaattoja.
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Shakkiongelma

Antti Laaksonen kasittelee kysymysta: "Miten monella
tavalla voidaan nxn—shakkilaudalla sijoittaa kaksi rat-
sua niin, etteivat ne uhkaa toisiaan?” Tapaukset n =1
ja n = 2 antavat selvasti mahdollisuuksia 0 ja 6. Kir-
joittaja perustelee tapauksen n = 3 luettelemalla syste-
maattisesti kaikki mahdollisuudet, josta ndhddan tulos:
28. Loppuosan jonosta hin antaa viitaten tietokonelas-
kelmiin. Mahdollisuus tdmén datan esittdmiseen luku-
maaraansa selvasti alempiasteisena polynomina antaa
hypoteesin jonon jatkumisesta tétd polynomifunktiota
noudattaen.

Laaksosen kirjoituksessa lasketaan datavektorin perak-
kéisid erotuksia. Katsotaanpa, miten toimittaisiin OcC-
TAVE:lla, jossa MATLAB:n mallin mukaan funktiot ope-
roivat yleensé kokonaisiin vektoreihin. Téssd tarjoutuu
itsestddn selvisti edelld esitelty funktio diff:

s=[0; 6; 28; 96; 252; 550; 1056; 1848];
dO=s;

d1=diff(d0);% y-datan 1. erotukset
d2=diff(d1);% 2. erotukset
d3=diff(d2);% 3. erotukset

d4=diff(d3) % 4. erotukset (nédytetddn)
d5=diff(d4) % 5. erotukset (tietysti)

Rakennettaessa erotusten taulukkoa tarvitaan téytto-
alkioita, koska diff lyhentda vektoria 1:114. Téllaiseksi
tarjoutuu symboli NaN, "Not a Number”. OCTAVE:ssa
laskutoimitus 0/0 ei aiheuta ohjelman keskeytymista
virheeseen, vaan tuottaa tuloksen NaN, jota voidaan
mukavasti hyddyntad. Alla ndkyy taulukon rakentami-
nen latomalla sarakkeet toistensa viereen.

taulukko=[d0, [NaN;d1], [NaN;NaN;d2],...
[NaN;NaN;NaN;d3], [NaN;NaN;NaN;NaN;d4],...
[NaN;NaN;NaN;NaN;NaN;d5]]

d4 = ¥ Tilan siistimiseksi rivivektorina
12 12 12 12
ds = % ... samoin
0 0 0
taulukko =
0 NaN NaN NaN NaN NaN
6 6 NaN NaN NaN NaN
28 22 16 NaN NaN NaN
96 68 46 30 NaN NaN
252 156 88 42 12 NaN
550 298 142 54 12 0
1056 506 208 66 12 0
1848 792 286 78 12 0

Siis 4. erotukset ovat vakioita, joten 5. erotukset = 0.
Kuten Laaksonen toteaa, tdstd voidaan paitella, etté
koko annettu data voidaan esittdd astetta 4 olevalla
polynomilla.

Kirjoituksen lopulla palataan tdhan differenssitauluk-
koon.

Yleinen interpolaatiotehtava

Olkoon annettu taulukko

ZTo X1 To In
Yo | Y1 | Y2 | --- | YUn

TAULUKKO 1

Voidaan ajatella, ettd kyse on annetun funktion tau-
lukoiduista arvoista pisteissia xg,x1,...,x,. Toisaalta
taulukko voi edustaa johonkin havaintoaineistoon tai
kokeeseen liittyvid mittaustuloksia, kuten lampotilaa
mitattuna vaikkapa tunnin vélein, ym.

7

Jos tiedetddn, ettd luvut edustavat jonkin si-
lean”! funktion arvoja hyvilld tarkkuudella lasket-
tuna/mitattuna, voi olla jirkevid asettaa tehtéviksi
madarittad johonkin sopivaan funktioluokkaan kuuluva
funktio, jonka kuvaaja kulkee tarkalleen kaikkien an-
nettujen pisteiden kautta. Télloin puhutaan interpo-
laatiosta.

Toisaalta, jos mittaukset ovat epétarkkoja, tai kaik-
kien pisteiden kautta kulkemisen vaatimus on muuten
tilanteeseen sopimaton, voidaan etsid aineistoon liitty-
vad paasuuntaa, “trendid” sopivan optimaalisuuskritee-
rin suhteen. Néisté eniten kdytetty on ns. pienimmaéan
neliosumman (PNS) approksimaatio. Talléin puhu-
taan interpolaatiota yleisemmin kédyran sovittamisesta
aineistoon.

Lasketaan esimerkki Matlabin/Octaven valmiil-
la tyokaluilla

MATLAB:n ja OCTAVE:n kayttoympéariston péaédosat
ovat komentoikkuna ja editori. Komentoja voidaan
syottdd suoraan komentoikkunaan tai ne voidaan kir-
joittaa editorilla komento- eli skriptitiedostoon, vaikka-
pa komennot.m ja suorittaa kirjoittamalla komentoik-
kunaan: >> komennot

Seuraava istunto on tehty OcTavE:lla. Kehotetta (>>)
seuraavat rivit ovat ohjelman komentoja ja muut ko-
mennon antamia tulosteita. Tuloste estetddn puolipis-
teelld (;) komennon peréssé.

>> xd=1:6
xd =

1 2 3 4 5 6
>> yd=[16 18 21 17 15 12]
yd =

16 18 21 17 15 12
>> N=length(xd); % vektorin pituus
>> c=polyfit(xd,yd,N-1)

% xdata: [1,2,3,4,5,6]

% ydata

1Sileydelld tarkoitamme ao. sovelluksen kannalta riittdvin monen derivaatan olemassaoloa.
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% Interpolaatiopolynomin kertoimet
c =
-0.24167 4.33333 -28.95833
87.66667 -115.80000 69.00000
x=.75:.05:6.25; ¥ Pisteet,joissa polynomin
% arvot lasketaan.
p=polyval(c,x); 7% Polynomin arvot
% x-pisteissa (HUOM (;))
>> plot(xd,yd,’o’,x,p); grid on
>> legend(’Data’,’Interpolaatiopolynomi’)
>> title(’Interpolointiesimerkki’)

>>

>>

- Interpolointiesimerkki
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@\ () Data
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Polynomi esitetdan MATLAB:ssa kertoimien vektorina
alkaen korkeimman asteen kertoimesta. Siten polyno-
mimme on (desimaaleja karsien):

p(z) = —0.242°44.332* —28.952°+-87.6622 —115.82+69.

Huomaa, ettd komennossa >> c=polyfit(xd,yd,N-1)
on N-1 yhtd pienempi kuin datapisteiden lukumaéara,
jolloin kyse on interpolaatiosta. (Kahden pisteen kaut-
ta suora, kolmen pisteen kautta paraabeli jne.)

Nédemme, ettd tehtdvd on kuvan tarkkuudella oikein
ratkaistu, koska polynomimme kulkee kaikkien data-
pisteiden kautta.

Tarkkaavainen lukija saattaa ihmetelld, miksei
polyfit-koodiin ole upotettu interpolaatiotehtévin
datan maaradméa parametrid N-1 sisédiselld komennol-
la N = length(xdata); No, koska polyfit on kir-
joitettu niin yleispéatevéiksi, ettd silli voidaan laskea
my0Os interpolaatiopolynomia alempiasteisia pienim-
man neliosumman (PNS) polynomisovituksia kutsu-
malla funktiota (N-1):t4 pienemmilla arvoilla.

Interpolaatiopolynomin muodostaminen

Edella laskettiin polynomin kertoimet ja arvot “mus-
talla laatikolla” polyfit. Késittelen nyt erilaisia tapo-
ja naiden laskentaan.

Lineaarinen yhtdloryhma

Puetaan yleiseen muotoon alkuesimerkin yhtéloryh-
méan muodostus. Lahdetaén liikkeelle taulukon 1 ylei-
sesté datasta, jossa oletetaan vain, ettd xj-pisteet ovat
erillisia. Etsitddn polynomia:

p(x) =ap+arz+ ...+ ax”.

Otetaan téssd yleisemmin kirjallisuudessa esiintyvéa
muoto kertoimien jarjestyksen suhteen. Vaatimus:

p(zo) = yo,p(1) = Y1, -, P(Tn) = Yn.

Toisin sanoen:
a0+a1x0+a2x3+...+anx6‘ =1
ao—&—alxl—i—agx%—l—...—l—anx’f =y
a0+a1xn+a2xi+...+anxz = Yn

Ratkaistavana on siten n + 1 yhtalod ja n + 1 tun-

tematonta (kertoimet ag,aq,. .., a,) kisittava lineaari-
nen yhtéloryhmaé.

Matriisimuodossa:
2 n
1 zo zf -+ af ag 20
1 = x% IR A4 ai Y1
2 n
1 =z, =z Ty an Yn

Jos matriisilaskenta ei ole tuttua, niin ylempi muoto
nayttdd, mitd matriisi kertaa pystyvektori tarkoittaa.
Samoin kuin polynomin kerroinvektori maéraé polyno-
min, maarddvit matriisi ja oikean puolen y-vektori yh-
télosysteemin.

Ratkaistaan nyt edell késitelty esimerkki. Tehtéva pa-
lautuu siis lineaarisen yhtaloryhmén ratkaisuun, johon
OCTAVE:ssa on suora komento: a=V\y, missé V:114 mer-
kitdan ylla olevaa matriisia. Tét4 muotoa olevaa matrii-
sia kutsutaan Vandermonden matriisiksi, jonka maaraa
x-datavektori: = [xg,x1,...,Z,]. Yhtadloryhmén rat-
kaisukomennossa a=V\y voidaan ajatella, etta takakeno
(\) tarkoittaa jakoviivaa, nimittdjassd on matriisi V, ja
siten vektori y "jaetaan matriisilla” V. Kootaan komen-
not skriptitiedostoon vanderinterp.m kayttden OCTA-
VE:n editoria:

xd=(1:6)’; ¥ xdata pystyvektorina
yd=[16;18;21;17;15;12];

% ydata pystyvektorina
N=length(xd); % datapisteiden lukumddra
ykkoset=ones(N,1); % Sama kuin [1 1 1 1 1 1]°
V=[ykkoset xd xd."2 xd."3 xd."4 xd."5];
a=V\yd; % Yht&dl6éryhmén ratkaisu
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Muista: xd. k tarkoittaa vektorin xd jokaisen kom-
ponentin korottamista potenssiin k, eli "pisteittéaistd”
potenssia.

Suositeltavaa on sijoittaa komennot tiedostoon
vanderinterp.m ja ajaa run-painikkeella tai kirjoit-
tamalla komentoikkunaan vanderinterp . Tall6in voit
esim. editoida rivien loppujen puolipisteité pois, jolloin

néet valituloksia, joita emme néyta.

>> vanderinterp
a =
69.00000
-115.80000
87.66667
-28.95833
4.33333
-0.24167

Saadaan samat kuin edelld, mutta kdidnnetyssd jar-
jestyksessé, koska késiteltiin polynomia kasvavien po-
tenssien jarjestyksessd. Kun haluamme laskea poly-
nomin arvoja, kddnnetédén se komennolla flipud (ud
viittaa suuntaan "updown”, vaakavektorin tapaukses-
sa fliplr, "leftright”). Nyt voidaan laskea arvoja vaik-
kapa edellisen esimerkin vektorilla ja piirtdéd nailla ko-
mennoilla:

>> x=0.75:.05:6.25;
>> c=flipud(a);
>> p=polyval(c,x);plot(x,p);grid on

Huomaa, ettd monet komennot, kuten téssé
polyval, plot toimivat yhtd hyvin vaaka- kuin pys-
tyvektoreilla. Matriisialgebrassa néin ei yleensa ole.

Kysymys: Onko yhtdloryhmaélla aina yksikésitteinen
ratkaisu? Jotkut lukijat saattavat tietdd, ettd on, jos
matriisin V' determinantti # 0. Voidaan osoittaa, et-
td Vandermonden matriisin determinantti on xdata-
vektorin erotusten tulo, ja siis # 0, kun xdatapisteet
ovat erilliset. Mutta verrattomasti helpommalla péés-
tdén puhtaasti polynomien perusominaisuuden avulla:

Jos kaksi korkeintaan astetta n olevaa polynomia yh-
tyy (n+1):ssd pisteessd, ne yhtyvit kaikkialla, eli ovat
identtiset.

Tama perustuu siihen yksinkertaiseen havaintoon, ettéa
jos polynomilla p on nollakohta zg, niin p(x) on jaolli-
nen (z — xzp):lla. Kts. [s04] Lause 1 ja Seuraus 1.

Pyydetain avuksi herroja Lagrange ja Newton

Edelld esitetty Vandermonden matriisiin perustuva me-
netelmé on samalla hyvé lahtokohta pienimmén nelio-
summan approksimaatiolle. Huonoa siind on etenkin
interpolaation kannalta matriisin ”héiricalttius”, kun
sen koko kasvaa. Numeerisen lineaarialgebran kannalta

determinantin merkitys on vahéinen, tédrkedd on ”mel-
kein singulaarisuus”, josta determinantin “melkein nol-
la” ei kerro. Hairidalttiutta arvioidaan erilaisella kei-
nolla, jota ei tdssd voida pitemmaélle kehitelld. MAT-
LAB/OCTAVE:ssa on funktiot cond ja rcond tdhén tar-
koitukseen.

Molempien menetelmien ydin on polynomien nokkelas-
sa esitysmuodossa. Samalla, kun herrat konstruoivat
ratkaisun, he saavat ratkaisun yleisen olemassaoloto-
distuksen tarvitsematta mitdan muuta kuin edelld mai-
nittua polynomien perusominaisuutta. Siis olemassa-
olotodistus ja ratkaisun laskennan kannalta tehokas ja
vahemman virhealtis konstruktio samassa paketissa.

1. Lagrangen menetelmi

Kirjoitin tdmén auki jutussa [s04] hyvin konkreettisesti
ja seikkaperaisesti. Menndan nyt suoraan yleiseen ta-
paukseen korostamalla menetelmén keksimisen ideaa.

Léhdetdan hakemaan erdfssd mielessd ortogonaalista
polynomijoukkoa (“kantaa”) Lo(z), L1(z),..., Ly(x).
Asetetaan kaksi vaatimusta:

1. Polynomit Lj(z) ovat astetta n.

2. Ne toteuttavat ”ortogonaalisuusehdon”:
Li(zj) =0;; =1 kuni=j, ja=0, kun ¢ # j.

Jos téllaiset polynomit l6ydetdan, voidaan ratkaisupo-
lynomi p kirjoittaa suoraan:

p(z) =yoLo(z) + y1L1(w) + ... + ynLn(),
kuten kohta osoitetaan.

Miten ndmé kantapolynomit 16ydetdan? Tarvitaan as-
tetta n oleva polynomi L (x), joka saa arvon 0 kaikissa
pisteissé x;,j # k. No mutta eihén ole muuta mahdol-
lisuutta kuin valita:

Li(z) = c(z—x0) ... (x—2k-1) ... (x—T)11) - .. (x—2p).
Téssd on yksi vapaasti valittava kerroin ¢, joka méara-
tddn normeerausehdosta: Ly (x) = 1. Siis, jos merki-

taan

lk(z) = (x—x0) ... (x—2p—1) ... (T —Tpy1) ... (x—2y),

niin
1 N () T —x;
c= jasiis: Ly(x) = = .
lk(!Ek) lk(xk) le_é[k Tk — Ty
Sanallisesti: Osoittajassa on termit (z — z;),j # k, ja

nimittéjassd (xp — x;),J # k. (Nimittdjéstd puuttuu
termi, joka tekisi sen nollaksi.)
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Interpolaatioehto toteutuu:

p(zr) = yoLo(wr) +. .. + yxLi(xr) +
—_—— —_——

=0 =Yk

Fyrr1Lier(@r) + oo+ YL (k) = vk
—_— ~——

=0 =0

(Jos k =0, saadaan yo + 0+ ...+ 0.)

Huom: Lagrangen polynomit riippuvat pelkastédan
x-datasta.

Kirjoitetaan Matlab-koodiksi (Octave:lla)

Ideoidaan ensin pienelld "manuaalisella” esimerkilla:

% Tiedosto Lag2.m

%% Lagrangen 2. asteen polynomit

% Muodostetaan ’’manuaalisesti’’ xd-dataan

% liittyvat Lagrangen (2. asteen) polynomit

% Huom! Vektorin indeksit alkavat 1:stéi..

xd=[-1 0 1];

x=linspace(-1,1,100);% Laskentapisteet 100 kpl

LO=(x-xd(2)) .*x(x-xd(3))./((xd(1)-xd(2)) *. ..
(xd(1)-xd(3)));

L1=(x-xd (1)) .*(x-xd(3)) ./ ((xd(2)-xd (1)) *. ..
(xd(2)-xd(3)));

L2=(x-xd (1)) .*(x-xd(2)) ./ ((xd(3)-xd (1)) *. ..
(xd(3)-xd(2)));

plot(x,L0,x,L1,x,L2); grid on

legend(’L_0’,°L_1’,°L_2’)

title(’xd-pisteisiin liittyv&t L-polynomit’)

Huomaa, ettd (x-xd(2)) .*(x-xd(3)) on 100:n pituis-
ten vektorien vastinalkioittainen tulo, samoin muut
vastaavat. Nimittédjédssa kerrotaan skalaareja, joten pis-
te (.) el ole tarpeen, mutta ei haittaisikaan.

Editoi komennot vaikka tiedostoksi Lag2.m ja kirjoi-
ta komentoikkunaan Lag2 saadaksesi alla olevan, La-
grangen polynomien ominaisuuksia havainnollistavan
kuvan.

xd-pisteisiin -1,0,1 liittyvat Lagrangen polynomit

\ - . L
\ P N 0
N pd . L
o8tk N\ S \ 1
\ / N L,
0.6 NS
'\\
\
0.4 N
/ \\
/ R
0.2 / ~
/ AN
\\
of A
-
-0.2 -
-1 0.5 0 0.5 1

Taltd pohjalta on helppo rakentaa funktio, joka suorit-
taa Lagrangen interpolaation:

function y=LagrangelInterp(xd,yd,x)
N=length(xd) ;
y=zeros(size(x));’% Summavektorin alustus: O
for i=1:N

y=y+yd(i)*L(i,xd,x); % skal. kertaa vektori
end
% L_k-funktio alifunktiona:
function y = L(k,xdata,x)
% xdata-vektoriin liittyva Lagrangen
% kantafunktio L_k laskettuna vektorilla x.
n=length(xdata) ;
y=ones (size(x)) ;% Tulovektorin alustus: 1
for j=[1:k-1 k+1:n]

y=y.*((x-xdata(j))./(xdata(k)-xdata(j)));

end

Huoml1: Kuten MATLAB-ohjelmoinnissa hyviin tapoi-
hin kuuluu, laskentapisteitd ”pitdéd sallia” ainakin ko-
konaisen vektorin verran. Taéméa hoidetaan ”pisteittai-
silld” laskutoimituksilla (.*) ja (./).

Huom?2: Kutsu L(1,...) johtaa indeksivektoriin:
for j=[1:0 2:n], joka on [2,...,n], kuten pitdi, kos-
ka 1:0 on tyhja vektori, katsotaan:

>> 1:0

ans = 1x0 empty double row vector

Leikitdanpi vihin Lagrangelnterp-tydkalulla

Jotta voisit kdyttaa kirjoittamaamme funktiota, taytyy
koodi kirjoittaa tekstitiedostoon LagrangeInterp.m,

joka sijaitsee tyOhakemistossa tai polun (path)
varrella. Funktiota kutsutaan aivan samoin kuin
mitd tahansa OCTAVE:n sisddnrakennettua funk-
tiota, siis komentoikkunassa kirjoitetaan esim.

>> y=LagrangeInterp(xd,yd,x), kun muuttujille xd,
yd, x on annettu halutut arvot.

Kun halutaan muutella parametreja ja tehdé erilaisia
testiajoja, on suositeltavaa kirjoittaa tarvittavat para-
metrien muodostamiskomennot ja funktiokutsut skrip-
titiedostoon, vaikka ajo.m ja komentaa: >> ajo . Nail-
14 komennoilla suoritettaisiin nyt edelld vanderinterp-
tyylilla késitelty esimerkki.

xd=1:6

yd=[16 18 21 17 15 12]
x=.75:.05:6.25;
p=LagrangeInterp(xd,yd,x) ;
plot(xd,yd,’o’,x,p, ’MarkerSize’,10)
grid on

Huomattavaa on, ettd LagrangeInterp-funktiomme
toimii my6s symbolisella argumentilla z, jos kiytossa
on MATLAB, jossa on ”symbolic toolbox”. Palataan ta-
hén loppupuolella.
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2. Newtonin menetelméi

Ajatellaanpa, ettd olemme onnistuneet tavalla tai
toisella muodostamaan interpolaatiopolynomin sano-
kaamme datalle

i) I X2
Yo | Y1 | Y2

Halutkaamme lisitd datapiste (z3,ys) ja laajentaa po-
lynomimme télle uudelle datapisteistolle. Edella esitel-
lyilld menetelmilla ei auttaisi muu kuin laskea koko
homma alusta uudelleen. Olkoon tuo edelld saatu po-
lynomi po(z). (Ankaraa mietintéa...)

HEUREKA! Lisdtddn polynomiimme sellainen polyno-
mi g(z), joka saa arvon 0 kaikissa vanhoissa pisteissi
T, 1,2 ja on asteeltaan yhtd korkeampi. No mutta
(ainoa) sellainenhan on:

q(x) = c(x — xo)(x — 1) (x — x2).

Té&mén polynomin lisd&minen ei tuhoa interpolaatioeh-
toja vanhoissa pisteissé, ja siind on yksi méarattava va-
kio ¢, jonka avulla sdddetddn uusi ehto voimaan. Siispa
Y3 = p3(x3) = p2(w3) + q(3), joten

Y3 —P2($3)

©7 (s — 20) (w3 — 1) (w3 — w2)

Jélleen péivianselvd oivallus, kunhan sen vain keksii!
(Joillekin mm. Ar-, Ga-, La-, Ne- alkuisille néita sattuu
useammin kuin toisille!).

Newtonin muoto interpolaatiopolynomille voidaan ke-
hittéa aloittamalla astetta 0 olevasta polynomista pg =

Yo, sitten p1(x) = yo+e1(z—x0), p2(z) = p1(x)+ca(x—
2o)(x — x1) jne. Vakioiden ¢, madrdamiseksi saadaan
yhtalot:

Yo = Co
y1 = co + c1(x1 — xo)

Y2 = ¢o + c1(x2 — 20) + ca(x2 — 20) (22 — 1)

Taaskaan ei tarvita yhtaloryhmén yleistd ratkaisua,
vaan voidaan edetd ylhdaltd alas ratkaisemalla kulla-
kin rivilld yksi ensimmaéisen asteen yhtalo.

Néiin paddytadn yleiseen muotoon (NP):

pn(x) =co+c1(x —x0) + c2(x —x0)(® — 1) + ...

+ep(x —xo) (@ — ) - (. — p).

Tama on Newtonin interpolaatiopolynomi ja sen
konstruktiotapa on samalla aiemmista riippumaton
todistus tehtdvan yksikasitteiselle ratkaisulle. Kaikki
ratkaisutavat tuottavat siis saman polynomifunktion,

mutta erilaisen, toisiinsa sievennettévissé olevan esitys-
muodon.

Newtonin polynomi (NP) voidaan kirjoittaa lyhyesti
tulo- ja summasymbolien avulla:

n i—1
pn(x) = Zci H(x — ;).
0

i=0 j=

Pikkutehtavi: Olkoot pisteet zg = 1,21 = 2,29 = 5,
Yo = 6, y1 = 4, yo = 7. Yhtaloryhmésté perdkkaisilla
sijoituksilla ratkaisemalla saadaan: ¢g = 6, ¢c; = —2,
Ccy = %, joten

p@) =62z — 1)+ %(x (- 2).

Vahén kookkaamman polynomin auki kertominen
on vihelidistd puuhaa. Kannattaa kayttda ymparilla
tarjoutuvia symbolilaskentamahdollisuuksia, vaikkapa
Maxima-ohjelman expand-komentoa. MATLAB:n sym-
bolic toolbox tarjoaa suoraan I TEX-kaavan:

>> latex(expand(p))
\frac{3\,x"2}{4}-\frac{17\,x}t{4}+\frac{19}{2}
Eli BTEX-kiidntijin jaljilta: 225 — 172 4 19,
Kertoimet voidaan siis esimerkin tavoin laskea tuos-
ta ”alakolmioyhtédléryhmasta”. Niille voidaan johtaa
rekursiokaava ns. ”jaettujen erotusten” avulla, jol-
loin saadaan helposti muistettava menetelma késinlas-
kuun ja suorastaan riemastuttavan helposti kirjoitet-
tava MATLAB-ohjelma. Lisdkehittelyn jalkeen saadaan
“tuotantokéyttoon” tehokas Newille’n algoritmi, mutta
sithen ei nyt menna.

Jaetut erotukset

Merkitaan y, = f(zk), k= 1,...,n, missd f tarkoittaa
(2, yx )-datapisteiden madradméad diskreettia funktio-
ta. Merkitddn f[zx] = f(zk), ja tarkoittakoon yleises-
ti flzo, 1, ...,k dataan ((zo, f(x0)), - .-, (zk, f(xk)))
liittyvan interpolaatiopolynomin korkeimman asteen
termin kerrointa, toisin sanoen edella kirjoitetun New-
tonin esitysmuodon kerrointa ci. Naitd kutsutaan ni-
melld jaetut erotukset seuraavan lauseen perusteella.

Lause. Jaetut erotukset toteuttavat rekursiokaavan:

_ flw, @, k] = flre, T, - Te—]
7Ik}* .
Ty — To

flzo, - -

Todistus. Jitan todistuksen viitteen [GC] s.188 Theo-
rem 8.3.1 varaan sekéd ajan ettd tilan puutteen vuok-
si. Todistus on yllattavan helppo ja elegantti ylla ole-
van maaritelmén ansiosta ja Newtonin aste kerrallaan
nousevasta esityksesté johtuen. [

Neljan datapisteen jaettujen erotusten taulukko:
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f[ffo]

flzi] flwo, 21]

flza]  flz1 2] flzo, 21, 22]

flzs]  flze,xs]  flzr,ze, 23] flzo, 21, 22, 23]

Taulukon lavistaja

(f[zol, flwo, x1], fwo, 21, 2], [0, 21, T2, 23])
antaa siis Newtonin esitysmuodon kertoimet.

Pikkutehtava uudestaan:

T Y
1
2 4 F=L=-2
7T—4 _ 142 _ 3
5 7T gm=1 555 =1

Saatiin siis samat kertoimet: 6, —2, %. Matematiikassa
on magiaa/

Ja nyt kaikki osaavat rakentaa Newtonin polynomin
vaikka unissaan! Johan sitd alussakin harjoiteltiin.

Palataan shakkilautatehtavaan

Koska x-data on tasavilinen, jopa niin, ettd askel = 1,
ovat jakajana olevat erotukset = 1,23, ..., siis alussa
esitettyyn erotuskaavioon tarvitsee vain lisétéa koodissa
nékyvat kertoimet 1/2,1/3,1/4,1/5.

xdata=0:7; % Tasavdlinen askel=1
ydata=[0, 6, 28, 96, 252 550 1056 1848]’;
ydiffi=[NaN;diff (ydata)];
ydiff2=[NaN;1/2xdiff (ydiff1)];
ydiff3=[NaN;1/3*diff (ydiff2)];
ydiffd=[NaN;1/4*diff (ydiff3)];
ydiff5=[NaN;1/5*diff (ydiff4)];
erotustaulukko=[ydata ydiffl ydiff2...
ydiff3 ydiff4 ydiff5]

Tama skripti tuottaa tulostuksen:

erotustaulukko =
1.0e+03 =*

0 NaN NaN NaN NaN
0.0060 0.0060 NaN NaN NaN
0.0280 0.0220 0.0080 NaN NaN
0.0960 0.0680 0.0230 0.0050 NaN
0.2520 0.1560 0.0440 0.0070 0.0005
0.5500 0.2980 0.0710 0.0090 0.0005
1.0560 0.5060 0.1040 0.0110 0.0005
1.8480 0.7920 0.1430 0.0130 0.0005

Jatetdan tilan puutteen takia viimeinen sarake naytté-
maéttéd, vakiosarakkeesta seuraava koostuu numeerisilta
osiltaan tietysti kolmesta 0:sta.

Kuten Newtonin ja Lagrangem muodoista ndkyy, ja
Vandermonde-ratkaisustakin (Gaussin eliminaatio) sel-
vidd, kokonaislukudata johtaa aina rationaalikertoi-
miin. Komento diag poimii matriisin paélavistdjan.

% Rationaaliaritmetiikka
c=diag(erotustaulukko) ;

c=c(l:end-1)’ % Jatetd&n viimeinen O pois
syms X % Symbolinen x, vain Matlab:ssa
p=c(D)+c(2) *x+c () *xx(x-1)+. ..

c(4)*x* (x-1) *(x-2) +c (5) *x* (x—-1) * (x-2) * (x-3)
p=expand (p)
a=sym2poly (pe)

format rat

% Symbolinen muoto ...
% kerroinvektoriksi
arvotxdatalla=polyval(a,xdata)’, Tarkistus:

% Lasketaan polynomi datapisteissé.

Viemalld ndmé suoraan komentoikkunaan tai editoriin,
josta skripti ajetaan, saadaan:

c =
0 6 8 5 1/2
p =
x"4/2 + 2%x73 - (3*x72)/2 + bxx
a =
1/2 2 -3/2 5 0
arvotxdatalla =
0 6 28 96 252 ...
550 1056 1848

Kappas vaan, oikein meni!

Jos/kun operoit OcTAVE:lla, voit suoraan "leikkauslii-
mata” OCTAVE:sta MAXIMA:an (sijoitusmerkki (:), pa-
kollinen loppumerkki (;)):

(%11) p:6*x+ 8*xxx(x-1)+ Bxx*k(x-1)*(x-2)...
+ (xx(x - D*(x - 2)*(x - 3))/2;
(%12) expand(p);

(%ho2)

Toki voit sijoittaa lausekkeen my6s Wofram Alphaan,
joka tekee sievennyksié, grafiikkaa ym. ihan pyytamaét-
takin.

Miten jono jatkuu?

Saatiin siis polynomimalli p(z) = %4 + 223 — % + 5z,
joka selittdd 3 yliméaridistd data-arvoa: [550 1056
1848] x-arvoilla: [6 6 7]. Lasketaan lisdarvoja:

>> lisapisteita=8:12;
>> lisarvoja=polyval(a,lisapisteita);
>> [lisapisteita;lisarvojal
ans =

8 9 10 11 12
3016 4662 6900 9856 13668
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Pitadko tamé yksinkertainen laskukaava yleisesti paik-
kansa? J&idn odottamaan vastausta syvemmin kombi-
natoriikan menetelmiin perehtyneeltd matemaatikolta.
Erityisen kiusallista on, ettd annettu data loppuu juu-
ri oikean shakkilaudan kynnyksellé, joten jadmme télle
kynnykselle toivorikkaina luku 3016 taskussamme.

Symbolista summausta

Kaikkihan muistamme tarinan koulupojasta nimeltédan
Gauss ja laskutehtivista: s, = > o _; k, (n = 100).
Gaussin oivallus oli vektoriyhteenlasku, joka voitaisiin
ilmaista OcTAvE:lla: >> (1:10)+(10:-1:1), jos ote-
n(n+1)

taan n = 10. Idea johtaa heti kaavaan: s, = —5—

My6s geometrisen jonon summakaava saadaan kéte-

vasti ilman taulukkokirjaa tai symboliohjelmaa:

Sp=14+q+¢@+...+q"
qsn =q+ ¢ +...+¢" !

Vihentamallad ja ratkaisemalla saadaan: s, =

Harvoille muille jonoille on néin yksinkertaisia summa-
kaavoja nain helposti johdettavissa, jos ollenkaan. Kyse
on siis lausekkeesta summalle

Sp=a1 +az+ ...+ ay,

kun kerroinjono (aj) on annettu. Tamé voidaan miel-
tdd diskreettind versiona annetun funktion integraa-
lifunktion maardamistehtévista. Symbolilaskentaohjel-
mat ovat varsin kehittyneita télla alueella. Toki yleises-
ti toimivaa algoritmia ei ole, kun ei ”suljetun muodon”?
ratkaisuakaan aina ole.

Edellisten lausekkeiden tapaan voisimme yrittad 16ytaa
polynomi- tai rationaalifunktiokaavan. Strategia voisi
olla sellainen, ettd ensin kokeillaan, 16ytyisiko suhteel-
lisen matalaa astetta oleva interpolaatiopolynomi, jon-
ka asteluku ei kasva, kun jonon lukuja (dataa) lisa-
tddn. Ndin saadaan hypoteesi, joka todistetaan induk-
tiolla oikeaksi, jos pystytadn. Jos polynomin asteluku
on suurempi kuin esim. 3, joudutaan induktioaskelees-
sa varsin pitkiin sievennyksiin. Téssd kohden parhaat
symboliohjelmat ovat luotettavampia kuin ihminen, ja
tallaisella tietokoneavustuksella laadittu todistus on il-
man muuta hyviksyttavéd (eiko vain). Siis ihminen tie-
tdd, mihin sievennykselld pyritddn, ohjelma tekee, mi-
té kédsketddn nopeasti ja luotettavasti verrattuna hitaa-
seen ja epéaluotettavaan ihmiseen.

Esimerkki: s, = Y ,_, kP, missd p on kokonaisluku.

Tarkastellaan tapausta p = 5.

ind=(1:10)’; % Pystyvektori transponoimalla(’)
jono=(ind."5);

S=cumsum(jono); % Kumulatiiviset summat
indeksit_jono_ja_osasummat=[ind jono S]

indeksit_jono_ja_osasummat =

1 1 1
2 32 33
3 243 276
4 1024 1300
5 3125 4425
6 7776 12201
7 16807 29008
8 32768 61776
9 59049 120825
10 100000 220825

Osasummien jaetut erotukset:

format rat ¥ Pelkki& rationaalisia laskuja
ydiff1=[NaN;diff(S)]; % Sama kuin alkup. jono
ydiff2=[NaN;1/2*xdiff (ydiff1)];
ydiff3=[NaN;1/3*diff (ydif£2)];
ydiffd=[NaN;1/4*diff (ydiff3)];
ydiff5=[NaN;1/5*diff (ydiff4)];
ydiff6é=[NaN;1/6*diff (ydiff5)];
erotustaulukko=[S ydiffl ydiff2 ydiff3 ydiff4...
ydiff5 ydiff6];
c=(diag(erotustaulukko))’y, Newtonin polynomin
% kertoimet

Tulostus:
C =
1 32 211/2 95
125/4 4 1/6

Siirrytddn symbolinkasittelyyn. Teen sen nyt MAT-
LAB:n symbolic toolboxilla, mutta tein vastaavat ope-
raatiot myos MAXIMA:1la ja MAPLE:4 ihan leikkaus-
liimauksella ko. ohjelmiin.

>> syms n % Julistetaan n symboliseksi.
>> p=c(1)+c(2)*(n-1)+c(3)*(n-1)*(n-2)+. ..+
e % Piilotetaan osa
c(7)*(n-1)*(n-2) * (n-3) * (n-4) * (n-5) *(n-6) ;
>> p_n=simplify(p)
pn =
(n"2%(n + 1)72%(2*%n"2 + 2*n - 1))/12
>> p_nplusl=subs(p,n,n+1)
% Sijoitetaan p_n:n lausekkeessa
% n:n paikalle n+1
p_nplusl =
((n+1)72%(n+2) "2%(2%n + 2x(n + 1)72 + 1))/12
% Induktioaskel:
>> erotus=p_nplusl-p_n
erotus =
((n+1)72%(n+2) "2% (240 + 2% (n+1)72 + 1))/12-..
(n"2x(n + 1)72%(2*n"2 + 2%n - 1))/12

2 Alkeisfunktioiden avulla n:n lausekkeena lausuttavissa oleva muoto.
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>> simplify(erotus)

ans =
(n + 1)°5 % Mutta niinh&n sen piti olla!
>> display(’MOT’)

MOT

Kaava on todettu jo useallakin n:n arvolla, ja nyt saa-
tiin osoitetuksi yleinen askel, joten lauseke

Sp =pn = (n*(n+1)%(2n* +2n — 1))/12

on voimassa kaikilla n.

Huomautuksia

1. VahemmaAlld kaavan kirjoittamisella oltaisiin péés-
ty valmiiksi ohjelmoimallamme LagrangeInterp-
funktiolla.  Ta&ma&  sisaltyy  esimerkkiskriptiin
SymsumEsim.m, mutta soveltuu myo6s harjoitusteh-
tavéksi, mikali MATLAB ja symbolic toolbox ovat
kéytossa.

2. Kaikkein helpointa luulisi olevan MATLAB-funktion
polyfit kéytto interpolointiin. Mutta se laskee liu-
kuluvuilla, ja viimeisissd desimaaleissa esiintyvét
pyOristysvirheet estdvit muuntamisen oikeiksi ra-
tionaaliluvuiksi. Oma LagrangeInterp-funktio toi-
mii my6s symboliselle argumentille, samoin New-
tonskriptit, joiden pohjalta annoin tehtavéan kehittaa
vastaavasti NewtonInterp-funktion. Molemmathan
suorittavat pelkkid rationaalilaskuja. Symboliohjel-
mat, kuten MAPLE (ja varmaankin my6s MAXIMA)
sisaltdvat valmiit funktiot, jotka oletusarvoisesti las-
kevat rationaaleilla.

3. Symboliohjelmissa on hyvit vélineet symbolisten
summien laskentaan, niinpé tdssidkin saadaan MAT-
LAB-toolboxilla:

>> syms k n;symsum(k~5,[1,n])
ans =
(n~2%(n + 1)72%(2%n"2 + 2%n - 1))/12

Tehtavia

1. Olkoot xd=[0:20:100] ja

yd=[76.0 105.7 131.7 179.3 226.5 281.4]
xd-arvot edustavat vuosilukuja vuoden 1900 jélkeen
ja yd:t USA:n viestolaskentadataa miljoonan asuk-
kaan yksikoissa.

(a) Muodosta (késin) Lagrangen menetelmin mu-
kainen muoto 2. asteen polynomille, joka interpoloi
vuosilukuihin 1900, 1920, 1940 liittyvaé vaestodataa.
(b) Muodosta Newtonin menetelmdlld asteita 0,1 ja
2 olevat interpolaatiopolynomit samoille 3:lle ensim-
maiselle datapisteelle, ja ndyté, ettd saat saman 2.

asteen polynomin kuin (a)-kohdassa.

(c) Piirrd datapisteet. Sovita dataan interpolaatio-
polynomi vaikkapa LagrangeInterp-funktion avul-
la. Piirrd polynomi samaan kuvaan. Mikad on “en-
nuste” vuosille 2020, 20307 Sovita my6s polyfit:lla
alemman asteisia PNS-polynomeja realistisemman
kasvuennusteen saamiseksi.

2. Kirjoita funktio NewtonInterp, jonka kutsu on sama
kuin funkiolla Lagrangelnterp. Kehitad funktiokoodi
shakkilautatehtdvan alussa esiintyvan skriptin poh-
jalta.

3. Maaritd tapauksen p = 5 késittelyn tyylilld lause-
ke summalle s, = ZZ=1 kP joillakin muilla p:n ar-
voilla. Kokeile ehk4 ensin jotain arvoa p < 5, ja jos
haluat lisda haastetta, niin kasvata p:ta. Voit tehda
interpolaatio-osan joko LagrangeInterp- tai edelli-
sen tehtdvin NewtonInterp- funktiolla. Induktioto-
distus esim. Maximalla, tai mihin nyt paaset késiksi.

4. Vastaava tehtévé jonolle:

ap, = (k—-1Dk(k+1),k=1,2,3,...
Vastaus:

>>3=symsum ( (k-1)*k*(k+1) ,k, [1 n])
>>expand (S)
n"4/4 + n"3/2 - n"2/4 - n/2
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Téahan kirjoitukseen liittyvit m-tiedostot, myéhemmin
my6s tehtavien ratkaisut.
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Pateva paattely, varikkaat sammakot ja ylioppilastehtava

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
Abo Akademi

Kevddn 2019 lyhyen matematiikan ylioppilaskokeessa
oli tehtavé, jossa Harri arvioi palkkaansa ja piti arvioi-
da, onko Harrin péaattelysséd jarked. Tehtdvananto oli
seuraavanlainen:

Harri saa palkkaa 4200 euroa kuukaudessa ja hdnen
tyotuntimddransd on 155 tuntia kuukaudessa. Hin ar-
vioi tuntipalkkaansa seuraavalla tavalla: Jos tydtunti-
madrani olisi 160 tuntia ja palkkani 4000 euroa, niin
tuntipalkkani olisi 4000/160 = 25. Tassd ei ole otet-
tu huomioon 200 euroa palkasta, joten virhe on run-
sas euro tuntia kohti; palkka on siis runsaat 26 euroa.
Todellinen tyotuntimddrd on 155, et 160, ja siitd tulee
varmaankin pient virhe, joten todellinen tuntipalkka on
ehkapd 27 euroa.

11.1. Kuinka monta prosenttia enemmdn tai vdhem-
man Harri arviot saavansa palkkaa tunnilta kuin hdn
oikeasti saa? (4 p.)

11.2. Selitd Harrin pddttelyn vaiheita ja arvios, perus-
tuuko pddttely pateviin arviothin. (8 p.)

Tama tehtdvé on ilmeisesti myos herdttanyt kysymyk-
sid, kuten kysymyksen siitd miksei Harri vain kéytéa las-
kinta, jolla saisi suoraviivaisemmin oikean tuloksen. Se
kysymys, johon téssd haluan pureutua on: mité tarkoit-
taa, etta padttely on pateva tai ettéd paattely perustuu
pateviin arvioihin?

Tehtévan asetelma oli siind suhteessa pikkuisen kiero,
ettd Harri itse asiassa arvioi palkkaansa todella hyvin.
Todellisen tuntipalkan ja arvioidun tuntipalkan ero oli

alle kymmenen senttid. Ratkaisua ei voi siis rakentaa
esimerkiksi sen varaan, ettéd etsisi virheen, joka aiheut-
taa heittoa arviossa. Paittelyn patevyytta on arvioita-
va jollain muulla keinolla.

Tuloksen oikeellisuus

Kuten ylla todettiin, oli tulos varsin lahelld oikeaa, jo-
ten argumenttia ei voi rakentaa sen varaan, etté toteai-
si arvion olevan mennyt metsédédn, tai sen varaan, etté
etsisi ilmeisen argumentaatio-ongelman, joka aiheuttaa
arviointivirheen. Inhottavaa kylla, padttelyn patevyyt-
téa ei voi perustella tuloksen oikeellisuudella. Tulos voi
olla oikea, vaikka pééttely olisi kuinka hullu tahansa.
Toisaalta taas, periaatteessa péattely itsessddn voi olla
ihan fiksu, mutta kaatua pikkuruiseen laskuvirheeseen,
jolloin péaattelyn ei voi sanoa olevan téysin pateva, mut-
ta logiikan paattelyn takana kylldkin. Valotetaan tilan-
netta ensin yhdelld hieman omituisella esimerkillé, sen
jélkeen yhdelld hieman syvéllisemmalld esimerkilld ja
késitellaan lopulta perusteellinen ratkaisu.

Harri ja varikkaat sammakot

Oletetaan, ettéa tilannekuvaus olisi ollut seuraavanlai-
nen:

Harrin kuukausipalkka on 4200 euroa ja hdn on tiis-
sa 155 tuntia kuussa. Harri arvioi palkkaansa ndin:
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"Jos olisin tdissd 160 tuntia ja palkkani olisi 4000 eu-
roa, olisi tuntipalkkani 4000/160 = 25 euroa. Tamd on
varmaan hyvd arvio.” Nyt punainen sammakko kurnut-
taa: "Mutta Harri, arviosi on pielessd, oikeampi arvio
on euron enemmdan, eli 26 euroa.” Tdhdn vastaa sini-
nen sammakko: "Punainen sammakko on ihan oikeas-
sa, 26 euroa on otkeampi arvio, mutta sekin on pielessd,
27 euroa olisi vield parempi arvio.” Tdhdn toteaa vih-
red sammakko: “Sammakkokollegani ovat ithan oikeas-
sa. Alkuperdinen arviost oli varsin onneton. Sen sijaan
27 euroa on oikein hyvd arvio.” Lopulta Harri kiittdd
sammakoita sanoen: ”Voi kiitos, nyt minulla on hyvd
arvio palkalleni.”

Olisiko Harrin pééttely nyt ollut patevd? Voiko vé-
rikkdiden sammakoiden kommentteihin palkkojen suu-
ruuksista luottaa, jos lopullinen arvio on oikea? En us-
ko, ettd kukaan vakavissaan pitda ylla olevaa paattelya
kovin jarjellisend, jos edes padttelynd. Sen sijaan sam-
makot ovat voineet tehdé fiksunkin péédttelyn, mutta
koska ne eivéit kerro perusteluja tai pdattelyn askelia,
on niiden péattelyn patevyyttd mahdoton arvioida.

Harri ja horjuvat arviot

Harrin kuukausipalkka on 4200 euroa ja hdn on téissd
155 tuntia kuussa. Harri arvioi palkkaansa ndin: ”Jos
olisin toissa 160 tuntia ja palkkani olisi 4000 euroa, oli-
st tuntipalkkani 4000/160 = 25 euroa. Arvioin palkkani
alakanttiin, joten siitd tulee pieni virhe, ehkdpd kolme
euroa, eli todellinen palkka on varmaan 28 euroa. Ei
mutta, unohdinkin than virheen tyotuntien mdadrdssa!
Arvioin niitd 160 tuntiin, kun todellinen on 155 tun-
tia, eli todellinen palkka on varmaan myds hieman pie-
nempi. Sanotaan 27 euroa.”

Lopputulos on jélleen melko tarkka, mutta onko pa&t-
tely pétevd? Padttelyn huolellisesti lukemalla nékee
virheen: jos tydtunteja on arvioitu ylospédin, on saa-
tu palkka-arvio liian pieni, ei lilan suuri, kuten Harrin
paattelyn lopussa vaitetadn. Muutos 28 eurosta 27 eu-
roon on siis vidrddn suuntaan. Tamé kuitenkin tuot-
taa melkein oikean tuloksen, koska aiemmin on tehty
virheellinen arvio. Ajatus siité, ettéd tuntipalkkaa pitaa
nostaa, koska kuukausipalkkakin on korkeampi, on oi-
kea, mutta se ei tuo kolmen euron muutosta 25 eurosta
28 euroon.

Harri ja pateva paattely

Aloitetaanpa alkuperéisen tehtdvinannon analysointi.

Harri tietad, ettd hanen kuukausipalkkansa on 4200 eu-
roa ja sen hén saa 155 tyotunnilla. Ensin hin pyo6ris-
td4 luvun 4200 luvuksi 4000 ja luvun 155 luvuksi 160.
Osoittaja pienenee, nimittaji kasvaa, joten tulos piene-
nee vaistaméattd. Naiden arvioiden tarkoitus on muut-
taa luvut laheisiksi luvuiksi, joilla on helpompi laskea.

Periaatteessa tamén kohdan arvioilla ei ole niin val-
tavasti merkitystd, kunhan seuraavat vaiheet tehdéén
huolella.

Jos palkka on 4000 euroa ja tyotunteja 160, on tunti-
palkka todellakin
4000

— =25
160

euroa, kuten tehtdvinannossa annettiin. Korjataan sit-
ten palkka-arvio vastaamaan todellisuutta. Heittoa on
4200 — 4000 = 200 euroa, kuten Harri totesikin: "Téssa
ei ole otettu huomioon 200 euroa palkasta, joten virhe
on runsas euro tuntia kohti; palkka on siis runsaat 26
euroa.” Tamé virhe puolestaan on

4200

4000 200
160

= — = 1,25,
160 160
eli runsas euro kuten Harri totesikin, eli palkka-arvio
korjaantuu niin runsaaseen 26 euroon, tarkasti ottaen
26,25 euroon. Tdmén arvion jarkevyys on helppo néah-
dé: luvut 200 ja 160 ovat hyvin ldhelld toisiaan, joten
niiden osaméaran on oltava ldhella ykkosta.

Viimeinen vaihe Harrin paéttelyd on: "Todellinen tyo-
tuntiméard on 155, ei 160, ja siitd tulee varmaankin
pieni virhe, joten todellinen tuntipalkka on ehkapé 27
euroa.”

Ensinnakin Harri on ihan oikeassa siiné, ettd tuntipal-
kan pitdd nousta, jos kuukausipalkka on vakiona ja
tyotuntien maaraé tiputetaan. Tarkempi analyysi vaa-
tii vdhdn enemmaén t6ité, varsinkin padssidlaskuna. Ele-
gantti argumentti on huomata, etta

160 21
155 26

tai toisin kirjoitettuna

160
— - 26 = 27.
155 0 ’

Hieman ty6ladmpi vaihtoehto on huomata, etti

4200
155

4200
T 4900 -
160 00

160 —155 420 105
160-155  16-31 124’

miké todellakin on l1&helld yhté. Arvio on siis mielekas.
Harrilla kavi sikali hyvéd tuuri, ettd ensimméinen vir-
he oli hiukan péélle euron ja toinen hiukan alle, jolloin
yvhteensé ne olivat melko tarkasti kaksi euroa.

Yksinkertaisuudessaan Harrin argumentin voi kirjoit-
taa muotoon:

4000 4200 4000 4200 4200
160 160 160 155 160 )’

mistd on laskettu alkuperdinen murtoluku, ja molem-
mat murtolausekkeet vastaavat noin euron korotusta.
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EGMO 2019

Idaliina Kuusisto, Veera Nurmela, Nerissa Shakespeare, Hilma Tillquist

Vuoden 2019 Euroopan tyttojen matematiikkaolym-
pialaiset, EGMO, jarjestettiin Kiovassa, Ukrainassa.
Tédméanvuotinen EGMO oli kahdeksas jarjestetty. Kil-
pailuihin osallistui 50 joukkuetta, joista 36 Euroopasta.
Kerromme ensiksi matkasta ja sitten tehtavistd, joista
muutamasta ratkaisuideoiden kanssa.

Kilpailuihin osallistuminen

Veera: Osallistuin EGMO:on toista kertaa, joten tiesin
mita kilpailuilta tapahtumana odottaa. Kilpailut jan-
nittivat kohtuullisesti, kuten aina. Kuitenkin olin in-
nostunut tulevista kilpailuista ja kaikesta muusta, mi-
td EGMO tulisi sisdltaméaédn. Odotin kilpailujen lisdksi
my6s muihin osallistujiin tutustumista.

Idaliina: Olin ensikertalainen, joten kokemus oli aivan
uudenlainen. Olen yleensd melko rauhallinen, mutta
ennen ensimméistéd kilpailupaivad kylld jannitti.

Hilma: Osallistuin ensimmaistad kertaa EGMO:on. Ko-
vin paljoa minua ei ennen kilpailua jannittdnyt, mut-
ta kun istuimme p&ytien daressd odottamassa kilpailun
alkua, niin siind kohtaa jannitti hyvin paljon. Varsinkin
ajankdyttd mietitytti, ettd miten se oikein sujuu.

Nerissa: Osallistuin toista kertaa EGMO:on, ja kan-
sainvéliset kilpailut olivat minulle jo ennestdén tuttuja.
Tuttuudesta huolimatta kilpailu jénnitti, koska halusin
parantaa suoritustani.

Ukraina ja Kiova kokemuksena

Kiovassa ollessamme vierailimme suosituimmissa néh-
tavyyksissd. Kavimme retkilla esimerkiksi Kiovan kes-
kustassa ja Ukrainan historiaa kuvaavassa ulkoilma-
museossa. Kaikilla retkilla ja muissakin tilanteissa mei-
td ohjasi oma paikallinen oppaamme.

Kiova oli kaupunkina odotukset ylittdva ja varsin-
kin kirkot olivat upeita. Pdédsimme perehtyméédn lisak-
si ukrainalaiseen kulttuuriin muun muassa ulkoilma-
museon ja perinnetanssien parissa.

Egmo tapahtumana

Kilpailu oli jérjestetty hyvin. Vapaa-ajalla ja ekskur-
sioilla térkedd oli muihin kilpailijoihin tutustuminen.
Keskustelut muiden maiden kilpailijoiden kanssa olivat
kiinnostavia ja avartavia. Kilpailun alku- ja loppusere-
moniat olivat hyvin onnistuneita. Juontaja piti tempoa
ja ilmapiirid hyvin yll&, ja pddsimme kuuntelemaan pe-
rinteistd musiikkia. Kilpailujen ilmapiiri oli hyvin posi-
tiivinen. Joukkueemme hyva yhteishenki paransi mat-
kaa paljon. Tapahtumana ja kokemuksena Egmo oli
hieno ja mieleen ja&va.

Pohdintaa tehtavista

Veera: Tehtédvien vaikeustaso oli sellainen, mité odotin.
Tehtévat olivat todella mielenkiintoista pohdittavaa, ja
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molempina péivind neljdn ja puolen tunnin kilpailuai-
kataulu kului lilankin nopeasti.

Idaliina: Pelkésin tehtédvien vaativan enemmaén tietoa,
kuin minulla oli. Ne olivat kuitenkin aivan ratkaista-
vissa ja nautin niiden pohtimisesta.

Hilma: Ajattelin tehtdvien olevan haastavampia ja vai-
keammin ymmaérrettdavid. Niitd oli kuitenkin mukava
tehdéa. Nelja ja puoli tuntia kului yllattavan nopeasti.

Nerissa: Tehtdvien pohtiminen oli mukavaa ja kilpai-
luaika kului lilankin nopeasti — olisin mieluisesti pohti-
nut niitd pidempédn. Tehtdvien vaikeustaso ei poiken-
nut odotuksistani. Keskityin kumpanakin kilpailupéi-
vand ratkaisemaan ensimmaisid kahta tehtavaa.

Tehtavia kilpailuista

Tehtava 1. Maarita kaikki reaalilukukolmikot (a, b, ¢),
jotka toteuttavat ehdot ab +bc+ca =1 ja a?b+c =
b%c+a = c?a + b.

Ratkaisu: Lahdin itse lahestyméén tehtavaa ensiksi eri-
laisia sijoituksia, kuten a = 0 ja a = b = ¢, kokeilemal-
la. Negatiivisten ratkaisujen huomioiminen on tehté-
vad ratkoessa muistettava, ne voivat huolimattomuut-
ta unohtua.

Jos a = 0, on bc = 1. Tallsin myoskin b = c?a +
b = a’b + ¢ = c. Titen saadaan ratkaisut (0,1,1)
ja (0,—1,—1). Symmetrian perusteella myé6s (1,0, 1),
(-1,0,-1), (1,1,0) ja (=1, —1,0) ovat ratkaisuja.

Olkoot a, b ja c erisuuria kuin nolla. Ehdosta ab+ bc+
ca = 1 seuraa a?b+abc+a’c = a, abc+bc? +c%a = cja
ab? + b?c + abc = b. Sijoitetaan niméi ehtoon a?b+ ¢ =
b2c+a = ca + b:

a®b 4+ (abc + bc® + c*a) = bc + (a®b + abe + a’c)

= c?a + (ab® + b*c + abe),
a’b+bc? + Pa = b2c+ a’b + a’c
= c%a + ab® + b3c.

Tarkastellaan tété: a?b + be? + c2a = b%c + a?b + da’c,
mistd saadaan bc? + c?a = b2c + a%c. Jaetaan c:llé:

be + ac = b% + a?.

Aritmeettis-geometrisen epéyhtdlon mukaan vab <
b
at . Tasta saadaan 2ab < a2 + b2. Koska be + ac =

b? + a?, on 2ab < be + ac. Toisaalta bc + ac = 1 — ab.
Téten 2ab < 1 — ab, eli 3ab < 1. Siispd ab < 1/3.

Vastaavasti saadaan myos be < 1/3 ja ac < 1/3. Koska
ab+bc+ac =1, on ab =bc = ca = 1/3. Koska ab = be,
on a = ¢. Samoin be = ac, joten a = b. Siispd a = b = c.
Koska ab = aa = 1/3, niin a = b = ¢ = +1/+/3. Koska

ab = bc = ac, on lukujen a, b, ¢ kaikkien oltava joko
positiivisia tai negatiivisia. Muuten jokin luvuista ab,
be, ac olisi erimerkkinen kuin toiset.

Néain ollaan saatu  kaikki  reaalilukukolmikot
(1/\/371/\/5»1/\/5)7 (_1/\/37_1/\/37_1/\/5)7
(0,-1,-1), (-1,0,-1), (-1,-1,0), (0,1,1), (1,0,1)
ja (1,1,0).

Tehtévi 4. Olkoon ABC kolmio, jonka sisddnpiirretyn
ympyrén keskipiste on I. Suoraa Al pisteessé I sivuava
pisteen B kautta kulkeva ympyré leikkaa sivun AB jal-
leen pisteesséd P. Suoraa Al pisteessé I sivuava pisteen
C kautta kulkeva ympyra leikkaa sivun AC' jélleen pis-
teessd (). Osoita, ettd suora P(Q sivuaa kolmion ABC
sisaanpiirrettyd ympyraa.

Ratkaisu: Jos PQ sivuaa kolmion ABC' sisdympyréa,
on ympyrd myo6s nelikulmion PQC B sisdéympyra. T4l
16in nelikulmion kulmanpuolittajat leikkaavat pistees-
sd I. Haluamme siis osoittaa, ettd suora PI puolittaa
kulman ZQPB ja suora QI puolittaa kulman ZCQP.

Tehtavéssa esiintyy paljon ympyroita, joten aloitetaan
ratkaiseminen ympyréiden ominaisuuksista. Pisteiden
B ja C kautta kulkevat ympyrit sivuavat toisiaan pis-
teessd I, ja suora Al on tangentti kummallekin ympy-
rille. Taten pisteen potenssin mukaan:

AP - AB = AI®,
AQ - AC = AT?
= AP - AB = AI* = AQ - AC.

Muokkaamalla yhtaloitd saamme sivujen pituuksien
suhteita:

AP AT
‘Al ~ AB’
AQ AT
Al AC
AP AQ
AC ~ AB’
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Sivujen pituuksien suhteista saamme kolme paria yh-
denmuotoisia kolmioita:

AAPQ ~ ANACB (sks),
ANAPI ~ NAIB (sks),
ANAQI ~ NAIC (sks).

Yhdenmuotoisten kolmioiden vastinkulmat ovat yhta
suuret:

/APQ = /ACB,
/AQP = /ABC,

LAIP = /ABI = %41430,
LAIQ = ZACI = %4403.

Tutkitaan lopuksi kulmia Z/BPI ja ZQPI. Aloitetaan
kulmasta ZQPI:

/QPI = ZAPI — ZAPQ

= (180° — ZBAI — L/AIP) — ZAPQ

= (180° — /BAI — /ABI) — ZACB

= (180° — %43/10 - %4,430) — ZACB

= (%4&40 + %4430 + /ACB) - Z/ACB

%ZBAC + %ZABC’ = /BAI + Z/ABI.

Tutkitaan viela kulmaa /BPI:

/BPI =180° — LAPI
=/BAI + ZAIP = /BAI + ZABI.

Lopputulokseksi tulee ZQPI = ZABI + Z/BAI =
/BPI. Taten suora PI puolittaa kulman ZBPQ. Sym-
metrian nojalla suora QI puolittaa vastaavasti kulman
/PQC. Siispé kolmion ABC' sisiympyrd on myos ne-
likulmion PQC'B sisdympyré, jolloin suora PQ sivuaa
siséiympyrédd. Viite on siis todistettu.

Tehtdava 5. Olkoon n kokonaisluku, ja olkoot ai, as,

., Gn positiivisia kokonaislukuja. Osoita, ettd on ole-
massa positiiviset kokonaisluvut by, b, ..., b,, jotka
toteuttavat seuraavat kolme ehtoa:

(A) a; <bj, kuni=1,2,...,n;

(B) lukujen by, by, ..., b, jakojadnnokset luvulla n
jaettaessa ovat pareittain erisuuria (siis kaikki eri-
suuria keskenéén);

(C) by +bo+...+by,

1 .
§n<n +{a1+a2+ +a J)
2 n

(Merkintd |z| tarkoittaa reaaliluvun = kokonaisosaa,
eli suurinta kokonaislukua, joka ei ole suurempi kuin

Tehtédvddn on monia ratkaisutapoja. Seuraavaksi on
esitetty ehképa yksinkertaisin tapa. Itse hyddynsin joi-
takin samoja asioita, mutta en 16ytanyt kaikkia, joten
ratkaisuyrityksestédni tuli huomattavasti monimutkai-
sempi.

Ratkaisu: Méaritelladn b; rekursiivisesti pienimmaéksi
mahdolliseksi kokonaisluvuksi siten, ettd b; > a; ja b;
ei ole kongruentti millekdan by, by, ..., b;—1 modulo
n. Talloin b; — a; < i — 1, silld i:std perdkkéisesté ko-
konaisluvusta a;, a;+1, ..., @;+;—1, korkeintaan ¢ — 1
on kongruentteja yhdelle by, ..., b;_1 modulo n. Koska
kaikki b;:t ovat erisuuria modulo n, meilld on

ibizizfl
i=1 i=1

joten n jakaa luvun Y7 | b; —
on

n(n —1),

in(n—1). Lisiksi meilli

i=1 =1 =1

joten
n

Zb —lnn—l

i=1

<2

Koska vasen puoli on jaollinen luvulla n, meilld on

{(£rete) i)

joka voidaan kirjoittaa muodossa

ay + ag +

...+an
n )

—1
by+byt...+b, <n <” —+ {

miké tayttdad viimeisen vaatimuksen.
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