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Pateva paattely, varikkaat sammakot ja ylioppilastehtava

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
Abo Akademi

Kevddn 2019 lyhyen matematiikan ylioppilaskokeessa
oli tehtavé, jossa Harri arvioi palkkaansa ja piti arvioi-
da, onko Harrin péaattelysséd jarked. Tehtdvananto oli
seuraavanlainen:

Harri saa palkkaa 4200 euroa kuukaudessa ja hdnen
tyotuntimddransd on 155 tuntia kuukaudessa. Hin ar-
vioi tuntipalkkaansa seuraavalla tavalla: Jos tydtunti-
madrani olisi 160 tuntia ja palkkani 4000 euroa, niin
tuntipalkkani olisi 4000/160 = 25. Tassd ei ole otet-
tu huomioon 200 euroa palkasta, joten virhe on run-
sas euro tuntia kohti; palkka on siis runsaat 26 euroa.
Todellinen tyotuntimddrd on 155, et 160, ja siitd tulee
varmaankin pient virhe, joten todellinen tuntipalkka on
ehkapd 27 euroa.

11.1. Kuinka monta prosenttia enemmdn tai vdhem-
man Harri arviot saavansa palkkaa tunnilta kuin hdn
oikeasti saa? (4 p.)

11.2. Selitd Harrin pddttelyn vaiheita ja arvios, perus-
tuuko pddttely pateviin arviothin. (8 p.)

Tama tehtdvé on ilmeisesti myos herdttanyt kysymyk-
sid, kuten kysymyksen siitd miksei Harri vain kéytéa las-
kinta, jolla saisi suoraviivaisemmin oikean tuloksen. Se
kysymys, johon téssd haluan pureutua on: mité tarkoit-
taa, etta padttely on pateva tai ettéd paattely perustuu
pateviin arvioihin?

Tehtévan asetelma oli siind suhteessa pikkuisen kiero,
ettd Harri itse asiassa arvioi palkkaansa todella hyvin.
Todellisen tuntipalkan ja arvioidun tuntipalkan ero oli

alle kymmenen senttid. Ratkaisua ei voi siis rakentaa
esimerkiksi sen varaan, ettéd etsisi virheen, joka aiheut-
taa heittoa arviossa. Paittelyn patevyytta on arvioita-
va jollain muulla keinolla.

Tuloksen oikeellisuus

Kuten ylla todettiin, oli tulos varsin lahelld oikeaa, jo-
ten argumenttia ei voi rakentaa sen varaan, etté toteai-
si arvion olevan mennyt metsédédn, tai sen varaan, etté
etsisi ilmeisen argumentaatio-ongelman, joka aiheuttaa
arviointivirheen. Inhottavaa kylla, padttelyn patevyyt-
téa ei voi perustella tuloksen oikeellisuudella. Tulos voi
olla oikea, vaikka pééttely olisi kuinka hullu tahansa.
Toisaalta taas, periaatteessa péattely itsessddn voi olla
ihan fiksu, mutta kaatua pikkuruiseen laskuvirheeseen,
jolloin péaattelyn ei voi sanoa olevan téysin pateva, mut-
ta logiikan paattelyn takana kylldkin. Valotetaan tilan-
netta ensin yhdelld hieman omituisella esimerkillé, sen
jélkeen yhdelld hieman syvéllisemmalld esimerkilld ja
késitellaan lopulta perusteellinen ratkaisu.

Harri ja varikkaat sammakot

Oletetaan, ettéa tilannekuvaus olisi ollut seuraavanlai-
nen:

Harrin kuukausipalkka on 4200 euroa ja hdn on tiis-
sa 155 tuntia kuussa. Harri arvioi palkkaansa ndin:
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"Jos olisin tdissd 160 tuntia ja palkkani olisi 4000 eu-
roa, olisi tuntipalkkani 4000/160 = 25 euroa. Tamd on
varmaan hyvd arvio.” Nyt punainen sammakko kurnut-
taa: "Mutta Harri, arviosi on pielessd, oikeampi arvio
on euron enemmdan, eli 26 euroa.” Tdhdn vastaa sini-
nen sammakko: "Punainen sammakko on ihan oikeas-
sa, 26 euroa on otkeampi arvio, mutta sekin on pielessd,
27 euroa olisi vield parempi arvio.” Tdhdn toteaa vih-
red sammakko: “Sammakkokollegani ovat ithan oikeas-
sa. Alkuperdinen arviost oli varsin onneton. Sen sijaan
27 euroa on oikein hyvd arvio.” Lopulta Harri kiittdd
sammakoita sanoen: ”Voi kiitos, nyt minulla on hyvd
arvio palkalleni.”

Olisiko Harrin pééttely nyt ollut patevd? Voiko vé-
rikkdiden sammakoiden kommentteihin palkkojen suu-
ruuksista luottaa, jos lopullinen arvio on oikea? En us-
ko, ettd kukaan vakavissaan pitda ylla olevaa paattelya
kovin jarjellisend, jos edes padttelynd. Sen sijaan sam-
makot ovat voineet tehdé fiksunkin péédttelyn, mutta
koska ne eivéit kerro perusteluja tai pdattelyn askelia,
on niiden péattelyn patevyyttd mahdoton arvioida.

Harri ja horjuvat arviot

Harrin kuukausipalkka on 4200 euroa ja hdn on téissd
155 tuntia kuussa. Harri arvioi palkkaansa ndin: ”Jos
olisin toissa 160 tuntia ja palkkani olisi 4000 euroa, oli-
st tuntipalkkani 4000/160 = 25 euroa. Arvioin palkkani
alakanttiin, joten siitd tulee pieni virhe, ehkdpd kolme
euroa, eli todellinen palkka on varmaan 28 euroa. Ei
mutta, unohdinkin than virheen tyotuntien mdadrdssa!
Arvioin niitd 160 tuntiin, kun todellinen on 155 tun-
tia, eli todellinen palkka on varmaan myds hieman pie-
nempi. Sanotaan 27 euroa.”

Lopputulos on jélleen melko tarkka, mutta onko pa&t-
tely pétevd? Padttelyn huolellisesti lukemalla nékee
virheen: jos tydtunteja on arvioitu ylospédin, on saa-
tu palkka-arvio liian pieni, ei lilan suuri, kuten Harrin
paattelyn lopussa vaitetadn. Muutos 28 eurosta 27 eu-
roon on siis vidrddn suuntaan. Tamé kuitenkin tuot-
taa melkein oikean tuloksen, koska aiemmin on tehty
virheellinen arvio. Ajatus siité, ettéd tuntipalkkaa pitaa
nostaa, koska kuukausipalkkakin on korkeampi, on oi-
kea, mutta se ei tuo kolmen euron muutosta 25 eurosta
28 euroon.

Harri ja pateva paattely

Aloitetaanpa alkuperéisen tehtdvinannon analysointi.

Harri tietad, ettd hanen kuukausipalkkansa on 4200 eu-
roa ja sen hén saa 155 tyotunnilla. Ensin hin pyo6ris-
td4 luvun 4200 luvuksi 4000 ja luvun 155 luvuksi 160.
Osoittaja pienenee, nimittaji kasvaa, joten tulos piene-
nee vaistaméattd. Naiden arvioiden tarkoitus on muut-
taa luvut laheisiksi luvuiksi, joilla on helpompi laskea.

Periaatteessa tamén kohdan arvioilla ei ole niin val-
tavasti merkitystd, kunhan seuraavat vaiheet tehdéén
huolella.

Jos palkka on 4000 euroa ja tyotunteja 160, on tunti-
palkka todellakin
4000

— =25
160

euroa, kuten tehtdvinannossa annettiin. Korjataan sit-
ten palkka-arvio vastaamaan todellisuutta. Heittoa on
4200 — 4000 = 200 euroa, kuten Harri totesikin: "Téssa
ei ole otettu huomioon 200 euroa palkasta, joten virhe
on runsas euro tuntia kohti; palkka on siis runsaat 26
euroa.” Tamé virhe puolestaan on

4200

4000 200
160

= — = 1,25,
160 160
eli runsas euro kuten Harri totesikin, eli palkka-arvio
korjaantuu niin runsaaseen 26 euroon, tarkasti ottaen
26,25 euroon. Tdmén arvion jarkevyys on helppo néah-
dé: luvut 200 ja 160 ovat hyvin ldhelld toisiaan, joten
niiden osaméaran on oltava ldhella ykkosta.

Viimeinen vaihe Harrin paéttelyd on: "Todellinen tyo-
tuntiméard on 155, ei 160, ja siitd tulee varmaankin
pieni virhe, joten todellinen tuntipalkka on ehkapé 27
euroa.”

Ensinnakin Harri on ihan oikeassa siiné, ettd tuntipal-
kan pitdd nousta, jos kuukausipalkka on vakiona ja
tyotuntien maaraé tiputetaan. Tarkempi analyysi vaa-
tii vdhdn enemmaén t6ité, varsinkin padssidlaskuna. Ele-
gantti argumentti on huomata, etta

160 21
155 26

tai toisin kirjoitettuna

160
— - 26 = 27.
155 0 ’

Hieman ty6ladmpi vaihtoehto on huomata, etti

4200
155

4200
T 4900 -
160 00

160 —155 420 105
160-155  16-31 124’

miké todellakin on l1&helld yhté. Arvio on siis mielekas.
Harrilla kavi sikali hyvéd tuuri, ettd ensimméinen vir-
he oli hiukan péélle euron ja toinen hiukan alle, jolloin
yvhteensé ne olivat melko tarkasti kaksi euroa.

Yksinkertaisuudessaan Harrin argumentin voi kirjoit-
taa muotoon:

4000 4200 4000 4200 4200
160 160 160 155 160 )’

mistd on laskettu alkuperdinen murtoluku, ja molem-
mat murtolausekkeet vastaavat noin euron korotusta.
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