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Sanotaan, etté rakkaalla lapsella on monta nimeé. T&-
mé ndyttdd patevin myos laatikkoperiaatteeseen, joka
tunnetaan myos esimerkiksi kyyhkyslakka- ja lokero-
periaatteena sekd Dirichlet’'n periaatteena. Mika laa-
tikkoperiaate sitten oikein on?

Lause 1 (Laatikkoperiaate). Jos on n kappaletta laa-
tikoita ja niihin asetetaan m + 1 esinettd, niin ainakin
yhteen laatikkoon tulee yli yksi esine.

Todistus. Koska itse todistettava véaite vaikuttaa mel-
ko itsestdan selviltd, mutta voi olla haastavaa suoraan
sanoa, miksi viite pétee, on helpointa ldahestya todis-
tusta vastaoletuksen avulla. Oletetaan, ettd kuhunkin
laatikkoon tulee korkeintaan yksi esine. Koska laatikoi-
ta on n kappaletta, niin niihin tulee yhteensé korkein-
taan n-1 = n esinettd. Mutta laatikoihin haluttiin lait-
taa n+ 1 esinettd. Siispé, jos laatikoihin laitetaan n+1
esinettd, niin ainakin yhteen laatikkoon tulee yli yksi
esine. O

Laatikkoperiaatteen todistuksesta itse asiassa huoma-
taan, etta jos laatikoita on n ja esineita yli n kappalet-
ta, niin ainakin yhteen laatikkoon tulee yli yksi esine.
Néin ollen n+ 1 esinettd on pienin méara esineité, jolla
tama vaite patee.

Lisdksi laatikkoperiaate kertoo, ettéd jossain laatikossa
on yli yksi esine, mutta se ei kerro, missd laatikossa
nain on. Voi myos olla, ettd useammassa laatikossa on
vli yksi esine. Esimerkiksi, jos laatikoita on kolme ja
esineitd neljé, niin laatikoissa olevien esineiden méaérét
voivat olla esimerkiksi 2,1 ja 1 tai 1,2 ja 1 tai 2,2 ja 0.

Laatikkoperiaatteesta voidaan muotoilla yleisempikin
versio, jossa saadaan suurempi alaraja laatikossa ole-

ville esineille kuin yksi. Tutustutaan siihen seuraavak-
si:

Lause 2. Jos on n kappaletta laatikoita ja niihin ase-
tetaan nk 4 1 esinettd, niin ainakin yhteen laatikkoon
tulee yli k esinetta.

Todistus. Todistetaan tdma viite samalla tavalla kuin
edellinen lause. Oletetaan, ettd kuhunkin laatikkoon
tulee korkeintaan k esinetté. Koska laatikoita on n kap-
paletta, niin niihin tulee yhteensd enintdén nk esinet-
td. Mutta nk < nk + 1 eli tdmé ei ole mahdollista. Siis
vahintdan yhteen laatikkoon tulee yli k esinetta. O

Kuvassa on kaksi laatikkoa ja 5 = 2 -2 + 1 esinettd.
Mitd laatikkoperiaatteen yleisempi versio sanoo tdstd
tilanteesta ?

Aivan samalla tavalla kuin laatikkoperiaatteen tavalli-
sen version kohdalla tésséakin tapauksessa voidaan teh-
da havaintoja vaitteen toteuttavista esineiden mééris-
td. Huomataan, ettd viite péatee aina, kun esineitd on
yli nk kappaletta ja nk 4+ 1 esinettd on pienin tdméan
ehdon toteuttava esineiden maéaré.

Mité hyotyé laatikkoperiaatteesta sitten on? Tarkastel-
laan tatd muutamilla arkielaméan liittyvilla esimerkeil-
14. Teksti on saanut inspiraationsa kirjoituksesta [1].
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Levitteita leiville

Ruokalassa on tarjolla viitta eri levitettd — sanokaam-
me vaikkapa margariinia ja voita sekd hummus-, ruo-
hosipuli- ja pippurilevitteitd. Rajoitteena on, ettd yk-
si ihminen saa ottaa korkeintaan nelja leipda. Koska
5 > 4, niin laatikkoperiaatteen nojalla jos haluaa ottaa
kaikkia levitteité, niin ainakin yhdelle leivélle tulee yli
yhté levitetta.

Luokan oppilaiden maarista

Koulun ensimmaéiselle luokka-asteelle on tulossa 64 op-
pilasta. Heille on varattu kolmen luokan verran tilaa ja
opettajia. Koska 64 = 3 - 21 4 1, niin laatikkoperiaat-
teen nojalla ainakin yhteen luokkaan tulee vdhintdan
22 oppilasta.

Sukkien 16ytdminen

Oletetaan, ettd laatikossa on kymmenen paria sukkia
ja kymmenen sukkaa, joilla ei ole paria. Sukat ovat hu-
jan hajan ja halutaan 16ytaa niiden joukosta sukkapari.
Tehdédén tdma nostamalla sukkia umpiméahkadn laati-
kosta. Kysymys kuuluu, kuinka monta sukkaa joudu-
taan korkeintaan nostamaan, jotta saadaan varmasti
sukkapari.

Yhteensi erilaisia sukkatyyppeja on 10 4+ 10 = 20, kun
otetaan huomioon sukat, joilla on pari, ja sukat, joilla
ei ole paria. Laatikkoperiaatteen nojalla siis, jos noste-
taan 21 sukkaa, niin saadaan ainakin yksi sukkapari.
Toisaalta on mahdollista nostaa 20 paritonta sukkaa
nostamalla yksi sukka kutakin sukkatyyppid. Vastaus
on siis 21.

Tamén tekstin lukijoiden ystiavat

Oletetaan, ettd tdmén tekstin lukee n henkil6d, missa
n > 2 on kokonaisluku. (Taméi on jirkevé oletus, sil-
14 tekstin kirjoittaja sekd vahintdédnkin lehden pééatoi-
mittaja lukevat tekstin.) Tarkastellaan, kuinka monta
ystavad kullakin lukijalla on tdméan tekstin lukijoiden
joukossa. Oletetaan, ettd ystdvyys on molemminpuolis-
ta — toisin sanoen, jos A on henkilon B ystéava, niin B
on myos henkilon A ystiava. Kukaan lukija ei myoskaan
voi olla itsensd ystdva. Osoitetaan, ettd tdmén tekstin
lukijoiden joukossa vahintdan kahdella on sama méaéra
ystavia.

Oletusten mukaan kullakin lukijalla voi olla 0,1,...,
n—2 tai n—1 ystévaa lukijoiden joukossa, silld kukaan
ei voi olla itsensa ystdvi. Oletetaan ensin, ettd jollain
henkil6llé ei ole yhtadn ystévad tekstin lukijoiden jou-
kossa. Talloin kaikilla lukijoilla voi olla 0,1,...,n — 2

ystavad lukijoiden joukossa, silld kukaan ei voi olla it-
sensd tai sen henkilon, jolla ei ole ystévia lukioiden jou-
kossa, ystavé. Naita eri mahdollisuuksia on n — 1 kap-
paletta, kun taas lukijoita on n kappaletta. Siis laatik-
koperiaatteen nojalla vdhintdan kahdella lukijalla on
sama maara ystavia.

Tarkastellaan vield samalla tavalla tapaus, jossa kaikil-
la on vahintdédn yksi ystéva lukijoiden joukossa. Talloin
mahdolliset ystavien maarat ovat 1,2,...,n — 1. Naita
on n — 1 kappaletta ja lukijoita n kappaletta. Jélleen
kerran laatikkoperiaatteen nojalla vdhintdan kahdella
lukijalla on sama méaéra ystéavia tekstin lukijoiden jou-
kossa.

Erityisesti on huomattava, ettei tadssa esimerkissi tar-
vita lukijoista mitddn muuta tietoa kuin, ettéd heitd on
vahintddn kaksi ja lukijoita on &irellinen méaéra. Jén-
nittavia, eiko totta?

Ravintolan menu-kokonaisuudet

Laatikkoperiaatetta voidaan luonnollisesti soveltaa
useampaan kertaan saman ongelman tarkasteluun. Tu-
tustutaan seuraavaksi tilanteeseen, jossa niin on tehty.

Erasssid ravintolassa halutaan koostaa useita viiden
ruokalajin menuita. Kuhunkin ruokalajiin on nelja eri
vaihtoehtoa ja halutaan, ettd mitkéd tahansa kaksi eri
menua eroavat ainakin kolmen ruokalajin kohdalta.
Osoitetaan, etté erilaisia menuita voidaan koostaa kor-
keintaan 64 kappaletta.

Tehdédén vastaoletus, ettéd erilaisia menuita on ainakin
65 kappaletta. Koska 65 = 4 - 16 + 1, niin laatikkoperi-
aatteen nojalla ainakin 17 eri menulla on sama ensim-
maéinen ruoka. Edelleen, koska on 17 = 4 -4 + 1, niin
laatikkoperiaatteen mukaan ainakin viidella edellisista
menuista on myos sama toinen ruoka. Téstd taas seu-
raa, ettd ainakin kahdella edellisistd menuista on myos
sama kolmas ruoka. Mutta ndmé menut eroavat kor-
keintaan kahden ruokalajin kohdalta, miké on vastoin
haluttuja ehtoja. Siispd halutut ehdot toteuttavia me-
nuita on enintddn 64 kappaletta.

On huomattava, ettd edellisessé esimerkissé osoitetaan
nimenomaan erilaisia menuita olevan enintddin 64 kap-
paletta. Se ei tarkoita, ettd ndméa 64 menua saataisiin
muodostettua. Tama kysymys jatetdan aktiivisen luki-
jan pohdittavaksi.
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