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EGMO 2019

Idaliina Kuusisto, Veera Nurmela, Nerissa Shakespeare, Hilma Tillquist

Vuoden 2019 Euroopan tyttojen matematiikkaolym-
pialaiset, EGMO, jarjestettiin Kiovassa, Ukrainassa.
Tédméanvuotinen EGMO oli kahdeksas jarjestetty. Kil-
pailuihin osallistui 50 joukkuetta, joista 36 Euroopasta.
Kerromme ensiksi matkasta ja sitten tehtavistd, joista
muutamasta ratkaisuideoiden kanssa.

Kilpailuihin osallistuminen

Veera: Osallistuin EGMO:on toista kertaa, joten tiesin
mita kilpailuilta tapahtumana odottaa. Kilpailut jan-
nittivat kohtuullisesti, kuten aina. Kuitenkin olin in-
nostunut tulevista kilpailuista ja kaikesta muusta, mi-
td EGMO tulisi sisdltaméaédn. Odotin kilpailujen lisdksi
my6s muihin osallistujiin tutustumista.

Idaliina: Olin ensikertalainen, joten kokemus oli aivan
uudenlainen. Olen yleensd melko rauhallinen, mutta
ennen ensimméistéd kilpailupaivad kylld jannitti.

Hilma: Osallistuin ensimmaistad kertaa EGMO:on. Ko-
vin paljoa minua ei ennen kilpailua jannittdnyt, mut-
ta kun istuimme p&ytien daressd odottamassa kilpailun
alkua, niin siind kohtaa jannitti hyvin paljon. Varsinkin
ajankdyttd mietitytti, ettd miten se oikein sujuu.

Nerissa: Osallistuin toista kertaa EGMO:on, ja kan-
sainvéliset kilpailut olivat minulle jo ennestdén tuttuja.
Tuttuudesta huolimatta kilpailu jénnitti, koska halusin
parantaa suoritustani.

Ukraina ja Kiova kokemuksena

Kiovassa ollessamme vierailimme suosituimmissa néh-
tavyyksissd. Kavimme retkilla esimerkiksi Kiovan kes-
kustassa ja Ukrainan historiaa kuvaavassa ulkoilma-
museossa. Kaikilla retkilla ja muissakin tilanteissa mei-
td ohjasi oma paikallinen oppaamme.

Kiova oli kaupunkina odotukset ylittdva ja varsin-
kin kirkot olivat upeita. Pdédsimme perehtyméédn lisak-
si ukrainalaiseen kulttuuriin muun muassa ulkoilma-
museon ja perinnetanssien parissa.

Egmo tapahtumana

Kilpailu oli jérjestetty hyvin. Vapaa-ajalla ja ekskur-
sioilla térkedd oli muihin kilpailijoihin tutustuminen.
Keskustelut muiden maiden kilpailijoiden kanssa olivat
kiinnostavia ja avartavia. Kilpailun alku- ja loppusere-
moniat olivat hyvin onnistuneita. Juontaja piti tempoa
ja ilmapiirid hyvin yll&, ja pddsimme kuuntelemaan pe-
rinteistd musiikkia. Kilpailujen ilmapiiri oli hyvin posi-
tiivinen. Joukkueemme hyva yhteishenki paransi mat-
kaa paljon. Tapahtumana ja kokemuksena Egmo oli
hieno ja mieleen ja&va.

Pohdintaa tehtavista

Veera: Tehtédvien vaikeustaso oli sellainen, mité odotin.
Tehtévat olivat todella mielenkiintoista pohdittavaa, ja
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molempina péivind neljdn ja puolen tunnin kilpailuai-
kataulu kului lilankin nopeasti.

Idaliina: Pelkésin tehtédvien vaativan enemmaén tietoa,
kuin minulla oli. Ne olivat kuitenkin aivan ratkaista-
vissa ja nautin niiden pohtimisesta.

Hilma: Ajattelin tehtdvien olevan haastavampia ja vai-
keammin ymmaérrettdavid. Niitd oli kuitenkin mukava
tehdéa. Nelja ja puoli tuntia kului yllattavan nopeasti.

Nerissa: Tehtdvien pohtiminen oli mukavaa ja kilpai-
luaika kului lilankin nopeasti — olisin mieluisesti pohti-
nut niitd pidempédn. Tehtdvien vaikeustaso ei poiken-
nut odotuksistani. Keskityin kumpanakin kilpailupéi-
vand ratkaisemaan ensimmaisid kahta tehtavaa.

Tehtavia kilpailuista

Tehtava 1. Maarita kaikki reaalilukukolmikot (a, b, ¢),
jotka toteuttavat ehdot ab +bc+ca =1 ja a?b+c =
b%c+a = c?a + b.

Ratkaisu: Lahdin itse lahestyméén tehtavaa ensiksi eri-
laisia sijoituksia, kuten a = 0 ja a = b = ¢, kokeilemal-
la. Negatiivisten ratkaisujen huomioiminen on tehté-
vad ratkoessa muistettava, ne voivat huolimattomuut-
ta unohtua.

Jos a = 0, on bc = 1. Tallsin myoskin b = c?a +
b = a’b + ¢ = c. Titen saadaan ratkaisut (0,1,1)
ja (0,—1,—1). Symmetrian perusteella myé6s (1,0, 1),
(-1,0,-1), (1,1,0) ja (=1, —1,0) ovat ratkaisuja.

Olkoot a, b ja c erisuuria kuin nolla. Ehdosta ab+ bc+
ca = 1 seuraa a?b+abc+a’c = a, abc+bc? +c%a = cja
ab? + b?c + abc = b. Sijoitetaan niméi ehtoon a?b+ ¢ =
b2c+a = ca + b:

a®b 4+ (abc + bc® + c*a) = bc + (a®b + abe + a’c)

= c?a + (ab® + b*c + abe),
a’b+bc? + Pa = b2c+ a’b + a’c
= c%a + ab® + b3c.

Tarkastellaan tété: a?b + be? + c2a = b%c + a?b + da’c,
mistd saadaan bc? + c?a = b2c + a%c. Jaetaan c:llé:

be + ac = b% + a?.

Aritmeettis-geometrisen epéyhtdlon mukaan vab <
b
at . Tasta saadaan 2ab < a2 + b2. Koska be + ac =

b? + a?, on 2ab < be + ac. Toisaalta bc + ac = 1 — ab.
Téten 2ab < 1 — ab, eli 3ab < 1. Siispd ab < 1/3.

Vastaavasti saadaan myos be < 1/3 ja ac < 1/3. Koska
ab+bc+ac =1, on ab =bc = ca = 1/3. Koska ab = be,
on a = ¢. Samoin be = ac, joten a = b. Siispd a = b = c.
Koska ab = aa = 1/3, niin a = b = ¢ = +1/+/3. Koska

ab = bc = ac, on lukujen a, b, ¢ kaikkien oltava joko
positiivisia tai negatiivisia. Muuten jokin luvuista ab,
be, ac olisi erimerkkinen kuin toiset.

Néain ollaan saatu  kaikki  reaalilukukolmikot
(1/\/371/\/5»1/\/5)7 (_1/\/37_1/\/37_1/\/5)7
(0,-1,-1), (-1,0,-1), (-1,-1,0), (0,1,1), (1,0,1)
ja (1,1,0).

Tehtévi 4. Olkoon ABC kolmio, jonka sisddnpiirretyn
ympyrén keskipiste on I. Suoraa Al pisteessé I sivuava
pisteen B kautta kulkeva ympyré leikkaa sivun AB jal-
leen pisteesséd P. Suoraa Al pisteessé I sivuava pisteen
C kautta kulkeva ympyra leikkaa sivun AC' jélleen pis-
teessd (). Osoita, ettd suora P(Q sivuaa kolmion ABC
sisaanpiirrettyd ympyraa.

Ratkaisu: Jos PQ sivuaa kolmion ABC' sisdympyréa,
on ympyrd myo6s nelikulmion PQC B sisdéympyra. T4l
16in nelikulmion kulmanpuolittajat leikkaavat pistees-
sd I. Haluamme siis osoittaa, ettd suora PI puolittaa
kulman ZQPB ja suora QI puolittaa kulman ZCQP.

Tehtavéssa esiintyy paljon ympyroita, joten aloitetaan
ratkaiseminen ympyréiden ominaisuuksista. Pisteiden
B ja C kautta kulkevat ympyrit sivuavat toisiaan pis-
teessd I, ja suora Al on tangentti kummallekin ympy-
rille. Taten pisteen potenssin mukaan:

AP - AB = AI®,
AQ - AC = AT?
= AP - AB = AI* = AQ - AC.

Muokkaamalla yhtaloitd saamme sivujen pituuksien
suhteita:

AP AT
‘Al ~ AB’
AQ AT
Al AC
AP AQ
AC ~ AB’
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Sivujen pituuksien suhteista saamme kolme paria yh-
denmuotoisia kolmioita:

AAPQ ~ ANACB (sks),
ANAPI ~ NAIB (sks),
ANAQI ~ NAIC (sks).

Yhdenmuotoisten kolmioiden vastinkulmat ovat yhta
suuret:

/APQ = /ACB,
/AQP = /ABC,

AAH):AABI:%AABC
4AHQ:4ACI:%4ACB.

Tutkitaan lopuksi kulmia Z/BPI ja ZQPI. Aloitetaan
kulmasta ZQPI:

/QPI = ZAPI — ZAPQ
= (180° — ZBAI — ZAIP) —
= (180° — ZBAI — Z/ABI) —

ZAPQ
/ACB

::O&Pf%ABACf%LABC)fLACB

LACB

(%43Acu+%4ABCh+4ACB)—

%ZBAC + %ZABC’ = /BAI + Z/ABI.

Tutkitaan viela kulmaa /BPI:

/BPI =180° — LAPI
=/BAI + ZAIP = /BAI + ZABI.

Lopputulokseksi tulee ZQPI = ZABI + Z/BAI =
/BPI. Taten suora PI puolittaa kulman ZBPQ. Sym-
metrian nojalla suora QI puolittaa vastaavasti kulman
/PQC. Siispé kolmion ABC' sisiympyrd on myos ne-
likulmion PQC'B sisdympyré, jolloin suora PQ sivuaa
siséiympyrédd. Viite on siis todistettu.

Tehtdava 5. Olkoon n kokonaisluku, ja olkoot ai, as,

., Gn positiivisia kokonaislukuja. Osoita, ettd on ole-
massa positiiviset kokonaisluvut by, b, ..., b,, jotka
toteuttavat seuraavat kolme ehtoa:

(A) a; <bj, kuni=1,2,...,n;

(B) lukujen by, by, ..., b, jakojadnnokset luvulla n
jaettaessa ovat pareittain erisuuria (siis kaikki eri-
suuria keskenéén);

(C) by +bo+...+by,

1 .
§n<n +{a1+a2+ +a J)
2 n

(Merkintd |z| tarkoittaa reaaliluvun = kokonaisosaa,
eli suurinta kokonaislukua, joka ei ole suurempi kuin

Tehtédvddn on monia ratkaisutapoja. Seuraavaksi on
esitetty ehképa yksinkertaisin tapa. Itse hyddynsin joi-
takin samoja asioita, mutta en 16ytanyt kaikkia, joten
ratkaisuyrityksestédni tuli huomattavasti monimutkai-
sempi.

Ratkaisu: Méaritelladn b; rekursiivisesti pienimmaéksi
mahdolliseksi kokonaisluvuksi siten, ettd b; > a; ja b;
ei ole kongruentti millekdan by, by, ..., b;—1 modulo
n. Talloin b; — a; < i — 1, silld i:std perdkkéisesté ko-
konaisluvusta a;, a;+1, ..., @;+;—1, korkeintaan ¢ — 1
on kongruentteja yhdelle by, ..., b;_1 modulo n. Koska
kaikki b;:t ovat erisuuria modulo n, meilld on

ibizizfl
i=1 i=1

joten n jakaa luvun Y7, b; — 2n(n—1). Lisiksi meilli

on
i=1 i=1 i=1

n(n —1),

joten
n

Zb —lnn—l

i=1

<2

Koska vasen puoli on jaollinen luvulla n, meilld on

{(£rete) i)

joka voidaan kirjoittaa muodossa

1 o ta,
b1+b2+...+bn§n<n2 +{a1+a2-; +OJLJ),

miké tayttdad viimeisen vaatimuksen.
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