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Oodi hyville opettajille
Padkirjoitus

Olin késittdméattomén onnekas koulussa. Minulle osui
monta loistavaa matematiikan ja tietotekniikan opetta-
jaa, useita hyvid, eikd yhtddn huonoa. Toinen tulkinta
talle onnekkuudelle on yksinkertaisesti vain suomalais-
ten opettajien kova taso.

Toisinaan kuulen kauhutarinoita omituisista pistevé-
hennyksistéa tai tyhjiksi kumitetuista matematiikan kir-
jan sivuista, koska oppilas on laskenut liian pitkélle.
Viltyin nailtd. Valtyin myos valtavalta maaraltd ru-
tiinitehtavien toistoa. Rutiinitehtavia tarvitaan, mutta
rutiinitehtdvien loputon toisto ei ole keino pitda ylla
innostusta.

Téassé tekstissd en jarkevéasti voi kasitella kaikkia lois-
tavia opettajia, joten sivuutan esimerkiksi olympiaval-
mennuksen merkityksen. Sen uskon tehneeni jo aiem-
min hyvin selviksi. Kotiolonikaan eivit matematiikan
oppimisen kannalta olleet ihan tyypillisimmét mahdol-
liset. Téassa tekstissd keskityn niihin kolmeen opetta-
jaan, joita ilman en valttamatta olisi padatynyt kilpai-
lemaan, joita ilman en vélttdmétta olisi yliopistolla ja
joita ilman en uskaltaisi yrittdd uusia asioita.

Ala-asteen lopussa sain matematiikan opettajakseni
Hannu Isolaurin. Hénen opetustekniikkansa oli yksin-
kertainen: Lyhyita opetustuokioita taululla. Muun ajan
laskimme. Minun ndkoékulmastani opetus oli loistavaa.
Tatd samaa strategiaa olen kdyttdnyt olympiavalmen-
nuksessa ja matematiikkakerhoissa. Kun painopiste oli
omassa tyoskentelyssa, vahvistui laskurutiini ja lisdksi
materiaalia sai edetd varsin omaan tahtiin. Kuulemma
20-30 sivua edelld sitd mité luokassa késiteltiin oli ihan
ok. Hénen térkein merkityksenséd minulle oli kuitenkin
se, ettd aiemmin en oikeastaan ollut tajunnut olevani
mitenkddn kovinkaan hyvd matematiikassa, ihan koh-
tuullinen kylld verrattuna muihin koululaisiin, mutta
that’s it. Kun hédn kuudennella luokalla ilmoitti hom-
maavansa minulle yldastekirjan lisdtehtaviksi, tajusin,
ettd tdméa tyyppi ainakin uskoo minuun. Kuulemma
tarkoitus oli ollut saada minulle 7. luokan kirja, mutta

vahingossa tulikin 9. luokan kirja. En valittanut. Vih-
doinkin sain vastauksia kysymyksiin, joita olin mietti-
nyt.

Yldasteella sain Sakari Ekon ja Kaisa Vahdhyypén.
Heidédn merkityksestddn on mahdoton puhua riittévas-
ti saati liikaa. Yldasteen aikana pédsin osallistumaan
ensin kasiluokkalaisena MAOL:n peruskoulun kilpai-
luun, sitten ysiluokkalaisena lukiokilpailuun. Aina van-
hojen haasteiden loppuessa 16ytyi jotain uutta: joku li-
sidtehtdva tunnilla, lukiomateriaalia, mahdollisuus osal-
listua sanomalehtikilpailuun, mahdollisuus haastatella
kosmologia sanomalehtikilpailutyotd varten, mahdolli-
suus tehda tutkielma Tsiolkovskin laista ja niin edel-
leen. Tuntui, ettd mielikuvitus, viitselidisyys ja kannus-
tus eivit lopu koskaan. Itse asiassa viime kesdné vii-
meksi olen kysynyt neuvoa Kaisa Vahéhyypalté, koska
olin saavuttanut oman jérkeni ja tietdmykseni rajat.
Sain neuvot valittomaésti ja niistd oli valtavasti hyotya.

Naissa kaikissa opettajissa oli paljon yhtéalaisyyksia.
Heitd yhdisti paitsi vahva oman alan osaaminen, oma
toimiva opetustyyli ja innostus, myds viitselidisyys ja
kyky kannustaa. Osa ylim&aréisistd asioista oli luulta-
vasti tyomaariltdan suhteellisen pienid kuten yksittai-
nen yliméaradinen matematiikan tehtavé tai ylaastekir-
jan hommaaminen ala-asteelle. Kannustaminenkin on
helppoa: muistaa kertoa oppilaalle missa asioissa han
on hyva, kuten vaikka ratkaisujen selittdmisessé, vaik-
ka kuinka uskoisi, etté oppilas on asiasta tietoinen itse-
kin. Tatd yritdn opetella itse koko ajan. Osa opettajie-
ni tekemisté asioista taas vaati huomattavaa oman ajan
uhraamista kuten viikoksi sanomalehtikilpailun Euroo-
pan finaaliin joukkueenjohtajana matkustaminen.

En luultavasti tajunnut silloin (jos tajuan vieldka&n)
miten paljon he kaikki tekivit. Kiitos. Kiitos myos kai-

kille muille opettajille.

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
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Kirja-arvio: Pitkd matematiikka, kuudes ja seitsemas

kurssi
Matti Lehtinen

Markus Hahkioniemi, Satu Juhala, Petri Juutinen, Sa-
ri Louhikallio-Fomin, Erkki Luoma-Aho, Terhi Raitti-
la ja Tommi Tikka: Juuri. Derivaatta. 168 s. Otava
2015. Hinta lokakuussa 2018 eri verkkokaupoissa 22,00
-27,75 euroa. Paavo Heiskanen, Pdivi Kaakinen, Jukka
Lehtonen, Mika Leikas ja Jorma Tahvanainen: Teki-
ja. Pitkd matematiikka 6. Derivaatta. 178 s. Sa-
noma Pro 2017. Hinta lokakuussa 2018 eri verkkokau-
poissa 21,00-27,40 euroa.

Markus Héhkioniems, Satu Juhala, Petri Juutinen,
Erkki Luoma-Aho, Terhi Raittila ja Tommi Tik-
ka: Juuri. Trigonometriset funktiot. 144 s. Ota-
va 2017. Hinta lokakuussa 2018 eri verkkokaupoissa
22,00-27,75 euroa. Paavo Heiskanen, Pdivi Kaakinen,
Jukka Lehtonen, Mika Leikas ja Jorma Tahvanainen:
Tekija. Pitkd matematiikka 7. Trigonometriset
funktiot. 167 s. Sanoma Pro 2017. Hinta lokakuussa
2018 eri verkkokaupoissa 21,40-27,40 euroa.

Derivaattakurssi

Matematiikan pitkdn oppimédran kuudes kurssi on
saanut otsikon Derivaatta. Otsikon késitteen lisdksi
kurssiin on siséllytetty rationaalifunktio. Funktion ylei-
nen késite on esitetty oppimééran aloittavassa, pitkan
ja lyhyen oppiméérin yhteisessa kurssissa ja kurssissa
2 on kasitelty polynomifunktioita. On jo aikakin kas-
vattaa funktiotarjotinta. Kurssin tavoitteisiin kuuluvat

sitten "havainnolliset késitykset” funktion raja-arvosta,
jatkuvuudesta ja derivaatasta ja derivaatan kiytto (ni-
menomaan) polynomifunktioiden ominaisuuksien sel-
vittdmiseen. Yleisemmét funktioihin liittyvat kasitteet
kuten funktioiden yhdistdminen ja kdanteisfunktio saa-
vat vield odottaa vuoroaan.

Kilpailevat oppikirjasarjat ovat kuudennen kurssin
kohdalla varsin ldhelld toisiaan. Kumpikin jakaa aineis-
ton viiteen lukuun. Néistd kolmella ensimméiselld on
molemmissa kirjoissa sama nimi ja kahden viimeisen-
kin nimissé on vain se ero, ettd Juuren otsikkojen sanaa
kulku vastaa Tekijin otsikoissa sana derivaatta. Harjoi-
tustehtdvien lukuméardssé Tekijd voittaa: siind on 342
tekstilukuihin liittyvaa tehtdvdd ja lopussa vield 103
kertaustyyppisté tehtévaa. Juuressa on 273 numeroitua
harjoitustehtédvéaa ja lisdksi 37 kertaustehtavaa. Tekijd
jakaa tehtavinsa kahteen kategoriaan, perustehtavia si-
sdltavdan sarjaan I ja perus- seké vaativampia tehtéavia
sisiltdvaan sarjaan II. Juuri jakaa edelleen tehtévéin-
sé kolmeen kategoriaan, joita kutsutaan ydintehtdviksi,
vahvistaviksi tehtdviksi ja syventdviksi tehtdviksi. Juu-
ren vastausosastossa on ensin vihjeita (71:een numeroi-
tuun harjoitustehtavddn) ja sitten vastauksia. Jos teh-
tdvananto alkaa sanalla ”osoita”, Juuren vastausosas-
tossa on tehtdvan numeron kohdalla pelkké viiva. Teki-
jd nayttda antavan jokaiselle tehtéville joko vastauksen
tai muun ratkaisuun johtavan viitteen. Tekijin ratkai-
suosasto onkin kaikkiaan hiukan laajempi kuin Juuren.

sisallysluetteloon
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Tarkastelun kohteena olevista oppimateriaaleista Te-
kiji aloittaa esityksensd palauttamalla mieliin erditd
funktioon liittyviéd késitteitd. Palautetaan mieliin, etta
”Funktio on sdanto, joka liittda jokaiseen méadarittely-
joukon lukuun tdsmélleen yhden luvun, jota kutsutaan
funktion arvoksi.” Kun kdadntda sivua, saa sitten eteen-
sd méadritelmén, jonka mukaan "Funktion méaérittely-
joukko muodostuu niistd luvuista, jotka voidaan sijoit-
taa funktioon muuttujan paikalle” Kehda kuljetaan.
Juuri ohittaa nama tarkastelut.

Rationaalifunktioon Tekijé pédsee kertomalla, etta
murtolauseke on kahden polynomin osamééré ja etta
rationaalifunktio on funktio, jonka lauseke on polyno-
mien ja murtolausekkeiden summa. Onko siis funktio,

jonka lauseke on
1

142
x

rationaalifunktio? Juuri puolestaan ilmoittaa hiukan
valjemmin, ettd rationaalifunktio on funktio, jonka
lauseke voidaan kirjoittaa kahden polynomin osaméé-
rana

P(z)

Qz)
Juuri esittdd téssd kohdin kisitteen maarittelyehdon.
Se on tietysti Q(z) # 0. Ehdon sanotaan osoittavan
funktion méaarittelyjoukon. Toisaalta maarittelyjoukon
kerrotaan muodostuvan "niistd kohdista, joissa funk-
tion arvo voidaan laskea”. Aika tulkinnanvaraista. Maa-
rittelyehto on myo6s Tekijalld. Silti Tekijd esittelee esi-
merkin

-z 1

xTr) =
9(x) - 3
ja kirjoittaa eksplisiittisesti g(0) ja g(3); kun g:n lausek-
keeseen tulee nollanimittéjé, todetaan, etta 0 ja 3 eivit
kuulu ¢g:n méaarittelyjoukkoon. Kehaltd nayttda taas.

Rationaalilausekkeet johtavat havaitsemaan, ettd lu-
kion kursseissa ei ole vield harjaannuttu laskemaan.
Molemmat kirjat antavat lyhyet ohjeet murtolausek-
keiden yhteenlaskulle ja supistamiselle. Rationaalifunk-
tion nollakohdille ja rationaalifunktion mé&arittdméan
epayhtalotehtavan aika ilmeisille ratkaisuille kumpikin
kirja omistaa lyhyen luvun. Kun néissé yhteyksissé on
melkein vaistonvaraista ajatella tarkasteltavan osoitta-
jan ja nimittdjan nollakohtien maarittdmia vileja, niin
Tekijin Lauseen statukseen kohottaman ja korostettu-
na painaman virkkeen hyvé tarkoitus peittda sen sana-
tarkasti luettavan sisédllon huvittavuuden: "Rationaa-
lifunktion arvot voivat vaihtaa merkkidén ainoastaan
funktion nollakohdissa ja kohdissa, joissa funktio ei ole
madritelty.” Lauseen alapuolella onkin sama muodos-
sa, joka ei aiheuta hymyilya: ”"Funktion nollakohdat
ja kohdat, joissa funktio ei ole maaritelty, jakavat lu-
kusuoran osavéleihin. Kullakin osavalilla funktion arvot
sailyvit samanmerkkisind (joko positiivisena tai nega-
tiivisena).” Miksei tdmé ole "lause”?

Opetussuunnitelma antaa tavoitteeksi sen, "ettd opis-
kelija omaksuu havainnollisen késityksen funktion raja-
arvosta, jatkuvuudesta ja derivaatasta”. Kyse on siis
muutamasta matemaattisen analyysin peruskasittees-
ta. Juur: esittda varsin pelkistetyn raja-arvon maéaari-
telmén: "Funktion f raja-arvo kohdassa a on luku b, jos
funktion arvo ldhestyy lukua b, kun = l&hestyy kohtaa
a. Talloin merkitdin :}:gr}l f(x) = b7 Tekijin maaritel-
mé on parempi, siind muistetaan kertoa, ettd "Lahes-
tymisen tulee olla sellaista, ettd funktion f arvot saa-
daan niin ldhelle lukua b kuin suinkin halutaan, kun-
han muuttujan arvot vieddan riittavén ldhelle lukua a.”
— Téahankin voisi pahantahtoinen kommentaattori huo-
mauttaa, ettd maéadritelmé saattaisi taipua antamaan

1
funktiolle sin — jonkin raja-arvon origossa. Mutta eihédn

opetussuunnitelma edellytd kuin “havainnollista kési-
tysta”.

Tekiji on muutenkin hiukan seikkaperdisempi raja-
arvoa esitellessddn. Se esittdd raja-arvon rationaaliset
laskusdannot, jotka Juuri olettaa ilman muuta patevik-
si. Ei Tekijiakdadn laskusédantoja perustele. Kun kéaytossa
ovat vain rationaalifunktiot, laskusdannoistéa seuraa he-
ti, ettd funktion raja-arvo onkin sen arvo ainakin siel-
14, missd funktio on mééritelty. Nimittdjan nollakoh-
dat ovat nekin aika yksinkertaisesti késiteltavissa. Juu-
ri omistaa alaluvun toispuolisille raja-arvoille, Tekijd-
kin ne madrittelee ja muistaa vield muotoilla lauseeksi
(todistamatta tietenkin) sen, etté raja-arvon ;13}1 fx)

Jim 1)

olemassaolosta seuraa lim |f(x)| =
r—ra

Kumpikin kirja antaa funktion jatkuvuuden mééaritel-
méksi kohdassa a ehdon lim f(z) = f(a). Onko tdma
xr—a

opetussuunnitelman edellyttdméad “havainnollisuutta”,
saattaa olla tulkinnanvaraista. Molemmat kirjat kéasit-
televit huolellisesti ilmeisesti erdén takavuosien yliop-
pilastutkintotehtévin esiin tuomaa seikkaa, jonka mu-
kaan funktiota voi kutsua epéjatkuvaksi jossain pistees-
sd vain, jos se on téssa pisteessd madritelty. Néin ollen

1
yleistd puheenpartta, jonka mukaan — olisi epajatku-
X
va origossa, on pidettdvd virheellisend. Juuri esittda
médritelmén "Funktio on jatkuva valilla [a, b], jos se

on jatkuva kyseisen vilin jokaisessa kohdassa.” Itse oli-

sin taipuvainen — ainakin ”havainnollisesti” puhuessani
1

— pitdmédn — epéajatkuvana valilla [—1, 1], kun ei se
x

kerran voi maéritteleméttoméana jatkuvakaan origossa

olla, mutta Juuri vaatii, ettd funktion tulee olla kaikis-

sa vélin pisteissd méaritelty. Samoilla linjoilla on toki

Tekijikin. Suljettua vélid varten se tarvitsee vield ké-
sitteet oikealta ja vasemmalta jatkuva.

Kumpikin kirja nimedad kolmannen pédlukunsa Deri-
vaataksi ja aloittaa tarpeellisella huomautuksella siité,
ettd kysymys on muutoksesta ja sen nopeudesta. Teki-
ja kertoo miltei heti, ettd derivaataksi f’(a) kutsutaan
funktion kuvaajan kohtaan x = a piirretyn tangentin

sisallysluetteloon
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kulmakerrointa. Juuri ldhtee ensin esitteleméédn erilai-
sia muuttuvia suureita, esittdd keskiméédraisen muutos-
nopeuden kuvaajien avulla ja ilmoittaa veren puudu-
tusaineen pitoisuutta ajan funktiona esittdvan kéyréan
(silmaméaaraisesti) piirretyn tangentin kulmakertoimen
olevan pitoisuuden muutosnopeus. Kuvassa tangentti
on laskeva suora, joten muutosnopeus on negatiivinen.
Runsaiden esimerkistéjen jélkeen kirjat pédsevit esit-
tdméan derivaatan méaritelmén erotusosamadrin raja-
arvona, Tekijdn mukaan

f/(CL) — lim f(a+ h) — f(a’)

h—0 h

ja Juuren mukaan

[(@) = f(a)

Tr—a

f'(a) = lim

r—a

(1)

Jostain syystd Tekijé on sijoittanut muodon (1)
"Syventdvaa tietoa” -otsikon alle. Derivaatan raja-
arvomuotoisen maédritelman jalkeen molemmat kirjat
sitten méadarittelevat f:n kuvaajan tangentin suoraksi,
jonka kulmakerroin on f’(a). Molemmat kirjat méaarit-
televit derivaattafunktion (joka historiallisesti on seké
sanan derivaatta ettd merkinndn f’ takana), ja Tekijd
muistaa mainita, ettd derivaattafunktiolla saattaa ol-
la myos derivaattafunktio f” jne. Juuren lukija kohtaa
toisen derivaatan vain my6hemmin vastaan tulevassa
esimerkkitehtévéssa, jossa kysytddn hetked, jolloin 144~
keaineen pitoisuus vihenee nopeimmin.

Jotta polynomifunktioiden derivaattoja voitaisiin muo-
dostaa, on oltava tieto potenssien derivaatan muodos-
tamisesta ja tieto derivointioperaation lineaarisuudes-
ta. Edelliseen tietoon kumpikin oppikirja johdattaa
muutaman derivaatan mééaritelmén perusteella laske-
tun pienen eksponentin tapauksen kautta. Juuri pe-
rustelee menettelyn yleiselle eksponentille kayttamal-
2" 2a + - 4+ za" % + a" ') (perusteluna sulkujen
auki kirjoittaminen”), Tekijd taas viittaa todistukses-
sa harjoitustehtéavéian, jossa derivointikaava pyydetdan
todistettavaksi induktiolla, mutta samalla ilmoitetaan
induktion opetuksen tapahtuvan kurssissa 11. Derivaa-
tan muodostuksen lineaarisuutta Tekijd perusteleekin,
Juurelle se on ilmoitusasia.

Entd funktioiden tulon derivaatta? Tekijd peruste-
lee kaavan manipuloimalla erotusosamaéréia kaikkiaan
kymmenen rivin yhtéloketjussa. Juuri lykkaa koko kaa-
van esittdmisen rationaalifunktion derivaatan késitte-
lyn yhteyteen ja selvidd hiukan vdhemmilld yhtéloil-
4. Juuri kertoo lisdksi, ettd tulofunktion derivaattaa
ei kurssissa tarvita muuta kuin osaméarén derivaatan
kaavan johtamiseen. Molemmat kirjat sitten johtavat-
kin osamaéran

derivointikaavan kertomalla ensin, ettd h voidaan ero-
tusosamadrad tarkastelemalla osoittaa derivoituvaksi

ja ratkaisemalla h’ yhtéalostd f'(z) = h(z)g'(x) +
g(x)h/(x). Yksi uskottelukohta olisi voitu ohittaa, jos
olisi manipuloitu osamééaran erotusosaméaraé hyvin sa-
malla tapaa kuin tulofunktion tapauksessa.

Derivaattaa voidaan kayttaéd funktion kulun ja dariar-
vojen tutkimiseen. Kun derivaatta on paikallisesti ma&-
ritelty suure, syntyy ongelmaa globaalimpien ominai-
suuksien suhteen. Jos esimerkiksi tiedetdén funktio kas-
vavaksi, on aika ilmeisté, ettd sen derivaatta ei voi olla
negatiivinen. Mutta se, etté derivaatan ei-negatiivisuus
implikoi kasvamisen, perustellaan yleensé differentiaa-
lilaskennan véliarvolauseen avulla. Tdmé&n molemmat
kirjat muistavat sanoa, ja Juuressa on véliarvolauseen
ymmaérrettiaviksi tekevd kuvakin. Sen sijaan se keskei-
nen tosiasia, ettd suljetulla vélilld jatkuvalla funktiolla
on suurin ja pienin arvo, joudutaan ottamaan kayttoon
vain kertomalla, ettéd asian todistaminen edellyttaa lu-
kion kurssin ylittdvié tietoja. Ndinhéan asia onkin.

Olen aikaisemmin kritisoinut koulukirjoja, nytkin esil-
14 olevia sarjoja, siité, ettd ne eivit suostu sovittamaan
omalle rivilleen ladottavia kaavoja muuhun tekstiin ja
esimerkiksi jattavit ne valimerkeittd. Seka Tekija etta
Juuri ndyttaviat nyt horjuvan. Samalla sivulla saatta-
vat jotkin kaavat olla oikeilla vilimerkeilld varustettu-
ja, toiset taas eivét. Ja monesti kaavojen viereen on eri
kirjasinlajilla ja siniselld vérilla (Tekija) tai keltaisella
pohjalla (Juuri) painettu tekstié, jonka voisi ajatella
olevan esimerkiksi kaavaa taululle kirjoittavan puhu-
maa selitystd. Askel matematiikassa normaalin kielen-
kayton suuntaan on otettu.

Opetussuunnitelman kurssille asettaman kuuden ta-
voitteen joukossa on myos se, ettd opiskelija osaa kayt-
tdd teknisid apuvdlineitd kurssiin liittyvien tehtdvien
ratkaisemisessa. Hyvé niin, mutta silti pysdyttavd on
Juuren harjoitustehtévi, jonka a- ja b-kohdissa on osoi-
tettava, ettéd tietty lukujono toteuttaa kaksi yksinker-
taista epayhtéalda, ja c-kohdassa sitten pyydetdén sopi-
vaa ohjelmaa kéiyttden ”varmistamaan a- ja b-kohtien
tulokset”. Kone tietdd enemman?

Trigonometrisia funktioita

Pitkdn matematiikan seitseminnen kurssin opetus-
suunnitelma antaa itsessdin jotenkin lapsellisen vaiku-
telman: siind ilmaistaan eksplisiittisené tavoitteena, et-
ta oppilas osaa kaavat sin® z + cos®’z =1 ja

Opetussuunnitelman listaamien seitsemén tavoitteen
ja viiden keskeisen siséllon joukossa on yksi trigonomet-
risia funktioita yleisemmaén tason asia, yhdistetty funk-
tio ja sen derivaatta. Trigonometriset funktiot rikastut-
tavat hiukan analyysia, jota toistaiseksi on harrastettu
vain polynomi- ja rationaalifunktioilla. Matematiikan
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perinteen mukainen késittelyjirjestys olisi kaikkien al-
keisfunktioiden kayttoonotto ennen esimerkiksi diffe-
rentiaalilaskennan mukaantuloa.

Siséllysluetteloa katsoen selvin ero Tekiji- ja Juuri-
sarjojen seitsemannen kurssin esittelyssd on tdmén yh-
distetyn funktion ja sen derivaatan sijoittamisessa. Te-
kija aloittaa siitd. Juuri taas on asettanut yhdistetyn
funktion késittelyn kirjan viimeiseksi luvuksi. Sijoitta-
misella ei ole suurta merkitystd. Kumpikin kirja esittda
yvhdistetyn funktion derivoinnin, ketjusddnnén, johdon
erotusosamédran avulla. Vain Juuri muistaa huomaut-
taa, etta muotoon

(wos)(x+h)—(uos)(zx)
h
_u(s(x+h)) —u(s(z) s(z+h)—s()
s(x 4+ h) — s(x) h

kirjoitetussa erotusosaméarissa saattaa tulla nollalla-
jakamistilanne. Miten asiasta selvittéisiin, jaa kuiten-
kin kertomatta. Kumpikaan kirja ei mainitse tilannet-
ta, jossa sisdkkéin olisi useampia funktioita. Ketjusdan-
noén yleistdminen téllaisiin tapauksiin olisi kuitenkin
aivan triviaalia. Varsinaisen trigonometriaan liittyvan
asian kumpikin kirja aloittaa radiaanin maéarittelysta.
Juuren esittdméstd madritelmasta nayttad seuraavan,
ettd radiaanin yksikk6 on pituuden yksikko! Toisaalta
Juuri esittdd joukon tyyppid 360° = 27 olevia yhta-
16ita ja "lauseen”: ”Jos ympyran sidde ei ole 1, kulman
suuruus radiaaneina saadaan jakamalla kaaren pituus
sateelld.” Tekiji on téassd korrektimmilla linjoilla.

Molemmat kirjat esittavéit yleisen kulman sinin ja ko-
sinin normaalilla tavalla yksikkdympyran kehapisteen
koordinaatteina. Kulman tangentti sen sijaan saa vaih-
televan kasittelyn. Tekijén mukaan kulman tangent-
ti on sen sinin ja kosinin osamaééra, kun kosini ei ole
nolla, mutta Juuren mukaan kulman tangentti on sen
tangenttipisteen y-koordinaatti. Tangenttipiste taas on
se piste, jossa suora, johon muuttuvan kulman kier-
tyvé kylki kuuluu, leikkaa yksikkGympyréan pisteeseen
(1, 0) asetetun tangentin. Mutta Tekijikin tarvitsee
tangenttipistettd esimerkiksi maaritellikseen tangent-
tifunktion ja loytadkseen sen jakson. Lukija ihmettelee,
miksei yhteys

sin(z +m) —sinz _ sinx

tan(z 4+ ) = =tanx

cos(x +m) —cosxr cosx

riitd. Kun sitten tullaan tangenttifunktion derivaat-
taan, niin tangentti on taas sinin ja kosinin osamé&a-
rd. Olisiko niin, ettéd tekijakollektiivin eri jésenet ovat

kirjoittaneet omia jaksojaan, ja yhdenmukaistava koor-
dinointi on jéényt kesken?

Derivaatan esittelyssd Juuri voittaa. Sinin derivaat-
ta perustellaan. Tosin tarvittavat apuneuvot, sinin yh-
teenlaskukaava ja raja-arvo

inh
sinh _

A

on esitetty harjoitustehtévissi, joihin derivaatan joh-
dossa viitataan vain kirjan luvun tarkkuudella. Tekijd
maédrittelee vain tylysti sini- ja kosinifunktion derivaa-
tat esittamatti asioille muuta perustelua kuin ”tutki-
mustehtévin”, jossa pyydetddn piirtiméédn — arvatta-
vasti jotain ohjelmaa kiyttden — sini- ja kosinifunktioi-
den kuvaajat ja madrittdmasdn niistd derivaatan arvo
viidessé pisteessa.

Kaiken kaikkiaan hiukan h&mmentda molempien kir-
jojen tapa ensin méaritelld sinx ja cosx kaikille suun-
nistetuille (tai suunnatuille) kulmille ja siis kaikille re-
aaliluvuille z ja aloittaa sitten uusi luku, jonka sisélto
on ”sini ja kosini funktioina”. Himmennystd ei aina-
kaan vahennd Tekijin toteamus "Kosinifunktion cosz
arvo on kulman x kehépisteen x-koordinaatti.” Miksi
kulman symbolina on z, kun eletdén koordinaatistos-
sa, jonka pisteiden totunnainen esitys on (x, y)? Mik-
sei sint, cost? Helposti paremmaksi kohennettavia il-
mauksia 10ytyy Juurestakin. Méariteltyddn funktion f,
jonka arvo on kulman z tangentti, kirja toteaa, "etta

b
funktion f arvoa ei voi laskea kohdissa z = 5 +n-m”

vaikka edellisessé kurssissa on opittu, ettd funktiolla on
madrittelyjoukko. Voi kuvitella funktion ja méérittely-
joukon pisteen, jossa funktion arvon laskeminen ei on-
nistu, mutta téssdhéin ollaan selvisti maarittelyjoukon
ulkopuolella. Ja jos tan o = a, niin "yhtélén tanz = a
tdydellinen ratkaisu” ei ehka olisi "z = o+ n - 7, missé
n on mikd tahansa kokonaisluku”. Jokainen tillainen
luku lienee yhtélon yksittdinen ratkaisu.

Téallaiset hiuksenhalkomiset jaakoot. Mutta vakava-
na puutteena on pidettéava sitd, ettd kumpikaan kir-
ja ei hiiskahda sanallakaan kolmesta muusta ainakin
englanninkielisisséd luonnontieteellis-teknisissd yhteyk-
sissd melko varmasti vastaan tulevasta trigonometrises-
ta perusfunktiosta kotangentti, sekantti ja kosekantti.
Ja kylla trigonometristen funktioiden yhteydessé voisi
arkusfunktiotkin mainita, vaikka kéanteisfunktion ka-
sitettd pantataankin aina kurssiin 13. Laskimistakin
16ytyy naita varten nédppaimia.

sisallysluetteloon
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Kuinka loytaa kaava lukujonolle?

Antti Laaksonen
Helsingin yliopisto
ahslaaks@cs.helsinki.fi

Olemme saaneet késiimme lukujonon, joka alkaa

[1,-1,3,13,29,...], mutta emme tieda sille kaavaa eli
funktiota f(z), jonka avulla lukujono voidaan esittda
muodossa [f(0), f(1), f(2),...]. Kuinka voisimme 15y-

taa tallaisen kaavan?

Tama kirjoitus esittelee menetelmén, jonka avulla lu-
kujonoa vastaava kaava 10ytyy aina olettaen, ettd se
on polynoms eli muotoa ag + a1z + asx? + - - - + arx®.
Tama oletus péatee melko monen vastaan tulevan luku-
jonon kohdalla. Menetelméé voi kayttda kéasin, tai sen

voi ohjelmoida tietokoneelle.

Menetelman toiminta

Menetelméssé on ideana laskea lukujonon perdakkaisten
jasenten erotuksia, niiden erotuksia jne., kunnes syntyy
lukujono, jonka jokainen jidsen on sama. Esimerkissam-
me meidén riittdd laskea kaksi tasoa erotuksia, ennen
kuin néin tapahtuu:

1
-2
-1 6
4
3 6
10
13 6
16
29

Kun néin kiy, on aihetta juhlaan: lukujono on ilmei-
sesti polynomi ja voimme myo6s jo pédatelld sen asteen
k seké kertoimen ay. Aste k on yhté suuri kuin tasojen
médré, jotka muodostimme erotuksista. Téssé esimer-
kissé aste on 2. Kerroin aj saadaan puolestaan kaavalla
x/k!, missd x on viimeiselld tasolla toistuva luku. Tés-
sé esimerkissd kerroin ay on 6/2! = 3. Tieddmme nyt
siis, ettd polynomin korkeimman asteen termi on 3z2.

Muodostamme sitten uuden lukujonon vahentdmalla
saamamme termin jokaisesta lukujonon jasenestd, eli
jisenestd f(z) tulee f(x)—apx®. Esimerkissimme uusi
lukujono on [1,—4,-9,—14,—19,...]. Tamén jilkeen
laskemme erotukset uudelle lukujonolle:

1
-5
—4
-5
-9
-5
—14
-5
—19
Taméa tarkoittaa, ettd aste k£ on 1 ja kerroin ag on
—5/1 = —5, eli polynomin toinen termi on —5x. Kun
vahenndmme tdmén termin lukujonosta, tuloksena on
[1,1,1,1,1,...]. Téassd lukujonossa jokainen jéasen on

valmiiksi sama, joten enédd ei tarvitse laskea erotuk-
sia, vaan voimme paételld, ettd polynomin vakiotermi
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on 1. Kokonaisuutena haettu polynomi on siis f(z) =
322 — 5z + 1. Nyt kannattaa vield testata, toimiiko po-
lynomi varmasti. Esimerkiksi f(1) = —1 ja f(4) = 29,
joten tilanne nayttad hyvalta.

Toinen esimerkki

Montako tapaa on asettaa n x n -shakkilaudalle kak-
si ratsua niin, etteivit ne uhkaa toisiaan? Esimerkiksi
tapauksessa n = 3 vastaus on 28, koska tavat ovat:

XX X| | X] X X X XX
X X
X
X X X X X
X X X X X
X X
X|X X| | X| X X XX X
X X X
X X X X
X X X X| XX X| | X XX

avul-
alkaa

Laskemalla pienid tapauksia ohjelmoinnin
la  selvidd, ettd  kyseinen  lukujono
[0, 6,28,96,252,550,1056, 1848, .. .].

Voimme nyt kokeilla, 16ytaisimmeko lukujonolle kaavan
polynomina. Erotukset ovat seuraavat:

0
6
6 16
22 30
28 46 12
68 42
96 88 12
156 o4
252 142 12
298 66
550 208 12
506 78
1056 286
792
1848

Lukujono néyttaa olevan polynomi! Tasolla 4 erotukset
ovat samat, joten polynomin aste on 4. Toistuva luku
on 12, joten aq4 = 12/4! = 1/2. Tamén jilkeen voisim-
me selvittdd muut polynomin termit vastaavasti.

Miksi menetelma toimii?

Menetelmén idea on yksinkertainen, mutta miksi se toi-
mii? Miten erotukset liittyvéat asiaan, ja misté ilmestyy
kertoma jakajaksi?

Voimme ymmiértdd menetelméin toiminnan tarkastele-
malla, miten erotusten laskeminen vaikuttaa polyno-
min arvoihin. Oletetaan, ettd polynomin aste on k ja
laskettavana on erotus f(z+1) — f(x). Polynomin kor-
keimman asteen termin osalta erotus on

ap(z + 1)F — apa® = ap (ka1 + A),

missé A kuvaa polynomin (z + 1)* termeji, joiden aste
on alle k — 1. Tamén vuoksi erotuksessa termin z*~!
kertoimena on agk.

Voimme jatkaa vastaavaa pédttelyd ja havaita, ettd
seuraavalla tasolla kertoimena on apk(k — 1), sitd seu-
raavalla apk(k — 1)(k — 2) jne., eli kertoma k! syntyy
taso kerrallaan termin (x + 1) kautta. Viimeiselld ta-
solla kerroin on ayk!, joten saamme alkuperéisen ker-
toimen jakamalla tdmén k!:1la. Lisiksi jokaisella tasolla
erotukset poistavat polynomeista vakiotermit ja vihen-
tdvit muiden termien asteita yhdella, joten viimeisella
tasolla jokaisessa kohdassa on luku agk!.

Enta jos polynomia ei ole?

Menetelméaén liittyy yksi sudenkuoppa: se antaa aina
jonkin polynomin, vaikka lukujonoa ei todellisuudessa
voisi esittdéd polynomina. Esimerkiksi Fibonaccin luku-
jonoa ei voi esittdd polynomina, mutta saamme silti
lukujonolle [0,1,1,2,3,5,...] polynomin

=

x®  132*  61x® 11922 472

24 24 + 24 24 12 °
Tama johtuu siita, ettd n luvun lukujonon voi aina esit-
tdad polynomina, jonka aste on n — 1. Talloin erotusten
laskemisessa viimeiselld tasolla on vain yksi erotus. Me-
netelmén antama tulos onkin luotettava vain silloin,
kun viimeiselld tasolla on wuseita samoja erotuksia ja
polynomin aste on pienempi kuin n — 1.

Toisaalta polynomin muodostamisessa on aina riskin,
ettd polynomi perustuu vain lukujonon alkuosaan ei-
k& meilld ole tietoa, mitd lukuja jonossa on sen jal-
keen. Esimerkiksi teoriassa on mahdollista, ettd lu-
kujonon sata ensimméistd jasentd noudattavat yksin-
kertaista polynomia, mutta niiden jalkeen tulee jotain
muuta. Kaytdnnossa esiintyvissd lukujonoissa tama ris-
ki on kuitenkin ddrimméisen pieni.

Silti jos haluamme olla varmoja, ettd polynomi toimii
aina, viimeinen vaihe on todistaa se oikeaksi. Tama to-
ki vaatii tietoa siitd, mistd lukujono on tullut, kuten
mihin kombinatoriikan ongelmaan se liittyy.

Menetelmin ohjelmointi

Vaikka menetelméd voi kiyttad mainiosti kdsin, tAma
on pidemmén péille melko tyoldstd. Seuraavassa on
menetelméan toteutus Python3-ohjelmana:

sisdllysluetteloon
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from fractions import Fraction

t = [1,-1,3,13,29]
a=20
def etsi(t,c,f):

if min(t) == max(t):

return (t[0]/f,c)
u = [t[i+1]-t[i]
for i in range(len(t)-1)]

return etsi(u,c+1,f*x(c+1))

t = [Fraction(x) for x in t]

while True:
p = etsi(t,0,1)
if p == (0,0):
break
print (str(p[0])+"*x""+str(p[1]1))
t = [t[i]1-p[0]*(a+i)**p[1]
for i in range(len(t))]

Ohjelman alussa listassa t annetaan lukujonon alku-
osa. Muuttuja a puolestaan ilmaisee, mika on lukujo-
non ensimmaisen jasenen kohta. Esimerkissémme oh-
jelma tulostaa néin:

3*xx72
-5xx~1
1*xx~0

Timé vastaa polynomia 322 — 5z + 1.

Funktio etsi muodostaa erotuksia rekursiivisesti. Sen
parametrit ovat lukujono t, polynomin asteluku k seka
vastaava kertoma f. Jos lukujonon pienin luku on yhta
suuri kuin suurin luku, kaikki luvut ovat yhta suuria
ja funktio paédttyy. Muuten funktio muodostaa uuden
lukujonon erotuksista ja kutsuu itsedédn rekursiivisesti.

Péddohjelmassa lukujonon t sisdlté muutetaan ensin
murtoluvuiksi (Fraction), jotta laskut suoritetaan tar-
kasti. Taméan jilkeen tulee silmukka, joka etsii joka
kierroksella seuraavaksi suurimman polynomin termin
ja tulostaa sen. Silmukka paéttyy, kun seké termin ker-
roin ettd aste ovat nolla, jolloin kaikki polynomin ter-
mit on l6ydetty.

Muuttamalla ohjelmaa voimme nyt muodostaa helposti
myo6s kokonaisen kaavan ratsujen sijoitustapojen maa-
rélle, jota laskimme toisessa esimerkissid. Annamme lu-
kujonon ohjelmalle néin:

= [0,6,28,96,252,550,1056,1848]
1

M
I

Téassé tapauksessa a on 1, koska lukujonon ensimméi-
nen jasen vastaa tapausta n = 1. Ohjelma tuottaa seu-
raavan tuloksen:

1/2*%x~4
-9/2%x72
12xx~1
-8%x70

Ratsujen sijoitustapojen mééara n x n -shakkilaudalla
on siis
4 2
n In
— — — 4+ 12n —8.
5 5 + 12n

Tehtavia

1. Todista, ettd askeinen kaava ratsujen sijoitustapojen
maédrélle toimii aina.

2. Summa 1% + 2% + ... 4+ n¥ voidaan esittds aina po-
lynomina, kun k on positiivinen kokonaisluku. Esi-
merkiksi kun k& = 2, patee

2 2n3 +3n2 +n

°+22 4+ 4n 5

Tutki menetelmén avulla, millaisia kaavoja saadaan
suuremmille k:n arvoille.

3. Shakkiin liittyvét kombinatoriset ongelmat voi usein
esittda polynomina. Millainen olisi esimerkiksi kaa-
va, joka kertoo, monellako tavalla kolme ratsua voi-
daan sijoittaa shakkilaudalle niin, etteiviat ne uhkaa
toisiaan?

sisallysluetteloon
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Kahden muuttujan keskiarvoista

Esa V. Vesalainen
Matematik och statistik, Abo Akademi

Olkoot a ja b positiivisia reaalilukuja. Niiden kvadraat-
tinen keskiarvo @, (aritmeettinen) keskiarvo A, geo-
metrinen keskiarvo G ja harmoninen keskiarvo H saa-
daan kaavoista

a2 + b2 a+b
= A:
Q 2 b 2 b

2
G:\/%, ja H:ﬁ
a

+ —
b
Niille tunnetusti patevat hyvin klassiset ja tyylikkéat
epayhtdlot @ > A > G > H. Liséksi tunnetusti pa-
tee, ettd jos jotkin kaksi keskiarvoista @, A, G ja H
ovat yhté suuria, niin silloin itse asiassa on a = b ja

Q=A=G=H.

Kuitenkin ndmé keskiarvot voivat dkkiseltddn tuntua
hieman abstrakteilta tai kummallisilta. Téssé pienes-
sd kirjoituksessa tarkoituksenamme on kertoa muuta-
mista geometrisista tilanteista, joissa néité keskiarvoja
luonnollisilla tavoilla esiintyy, mika toivottavasti saa ne
ja ylla kuvatut epayhtdlot ndyttdmadn ystavillisemmil-
ta.

Ympyra, jonka halkaisijan pituus on a+b

Tarkastellaan ensin ympyrad, jonka halkaisijan AB pi-
tuus on a+ b, ja piirretddn halkaisijalle AB kohtisuora,
joka pilkkoo sen néihin osiin:

Y

Téssa siis pisteet X ja Y sijaitsevat ympyrdan kehélla
niin, ettd XY 1 AB, ja janojen AB ja XY leikkaus-
piste on C. Lisiksi AC =a ja CB =b.

Lause. Ylld kuvatussa tilanteessa pdtee
XC =C0Y = Vab.

Todistus. Kehdkulmalauseen nojalla on luonnollises-
ti oltava LZCAX = /ZBYC(, ja tietenkin on myos
/XCA = ZYCB = 90°, joten kolmiot AACX ja
AY CB ovat yhdenmuotoisia. Siten vastaavien sivupa-
rien suhteet ovat yhtd suuria, ja erityisesti

AC XC

CY OB
Liséksi, koska kuvio on itse asiassa peilisymmetrinen
halkaisijan AB suhteen, on XC = CY, eli

XC?=CY? = AC-CB = ab,
ja siis XC = CY = ab. O

eli AC-CB=XC-CY.

sisallysluetteloon
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Tama4 tarjoaa myo6s ndppardn tavan laskea kahden ja-
nan geometrisen keskiarvon vaikkapa harpilla ja viivai-
mella. Soveltamalla konstruktiota janoihin, joiden pi-
tuudet ovat a ja b = 1, voimme kayttdd samaa kon-
struktiota myos neliojuuren /a laskemiseen.

Kuviosta 16ytyy myos lukujen a ja b aritmeettinen kes-
kiarvo. Nimittdin, piirretddn ympyralle toinen halkai-
sija PQ, jolle PQ 1 AB. Olkoon janojen PQ ja AB
leikkauspiste D. Tietenkin PD = DQ = (a + b)/2.

P X

——

l_—

QY

Nyt on visuaalisesti varsin selvid, ettéd on oltava PD >
X, eli aritmeettinen keskiarvo on aina vahintaédn geo-
metrinen keskiarvo, ja lisaksi yhtdsuuruus vallitsee vain
ja ainoastaan silloin, kun P = X ja D = C, eli kun
AC =CB, eli kun a = b.

Nopeuksien keskiarvoja

Aritmeettinen ja harmoninen keskiarvo esiintyvét luon-
nollisesti tarkasteltaessa nopeuksien keskiarvoja. Seu-
raavaksi ihmettelemme kahta esimerkkié tésté. Seuraa-
va on klassinen kilpailutehtavé.:

Ongelma. Arthurin pitid pddastd Davidin luo autolla.
Mikali Arthur ajaa 60km/h, saapuu hin 5 minuuttia
myohdssa. Mikdli han ajaa 90km/h, saapuu hin 5 mi-
nuuttia etuajassa. Mitd nopeutta hdnen on ajettava ol-
lakseen tasmdlleen oikeaan aikaan perilld?

Ratkaisu. Olkoon ¢ se matka, joka Arthurin on ajetta-
va, olkoon t se aika, jossa Arthurin on oltava perill4, ja
olkoon v kysytty nopeus. On selvitettava v = ¢/t, kun
tiedetddn, etta

. ¢
SOkm/h= e o A=
Kirjoittamalla ndmé& yhtalét muodossa
f4+5min=(-— ja t—5min—/f —
min = L — omin — e
60km/b 90km/h’

ja laskemalla ndmé yhteen, saadaan

2t =14 L, 1
B 60km/h = 90km/h /’

ja edelleen, etta

14 2 2
S S B R R
60km/h = 90km/h 180 180
= ?km/h:?ka/h. O

Toinen esimerkkimme nopeuksien keskiarvoista olisi
1

tallainen:
Ongelma. Aarne ja Bertta pyordilevat Ankkavaaras-
ta Hanhilinnaan. Aarne pyordilee puolet etdisyydes-
td nopeudella vy ja toiset puolet mnopeudella vy # v1.
Bertta taas pyordilee puolet matka-ajastaan nopeu-
della vy ja toiset puolet nopeudella vo. Kumpi heistd
saapuu perille nopeammin?

Ratkaisu. Olkoon matkaetaisyys d, ja olkoon Aarnen
matka-aika t4 ja Bertan ¢g. Aarne kulkee puolet etéi-
syydesta ajassa d/(2v1) ja toiset puolet ajassa d/(2v2).

Siten
d (1 1
ta==-|—+—].
2 (% (%)

Bertta taas kulkee puolessa ajastaan etiisyyden t vy /2
ja toisella puolella etiisyyden tpgvs/2, jolloin

2d
(% -|—’l)2.

t
d:?B(Ul—FUg), eli tg=

Nyt aritmeettis-harmonisen epayhtalon nojalla

1 1
ba—d U 2y
A 5 v T vg B
eli Bertta saapuu perille nopeammin. O

Puolisuunnikas, jonka kannat ovat a ja b

Tarkastellaan puolisuunnikasta ABC D, jonka kanto-
jen pituudet ovat AD = a ja BC =b.

A a D

B
5 C

1Tam4 on poimittu C. J. Bradleyn teoksesta Introduction to Inequalities (Handbooks, Number Two, United Kingdom Mathema-

tics Trust, 2010).
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Osoittautuu, ettd tdastd kuviosta loytyvat kaikki nelja
keskiarvoa @, A, G ja H, vielapd geometrisesti luon-
nollisilla tavoilla!?

Lause. Sijaitkoot piste X sivulla AB ja piste Y sivulla
CD niin, etti AD || XY || BC, ja ettd puolisuunnik-
kaiden AXY D ja XBCY alat ovat yhtd suuret. Tdl-
loin
2 12
xy — /22

Todistus. Olkoon alkuperdisen puolisuunnikkaan kor-
keus h, jolloin sen pinta-ala on tunnetusti

a+b
2

Olkoon puolisuunnikkaan AXY D ala A; ja korkeus hq,
ja olkoon puolisuunnikkaan X BC'Y ala As ja korkeus
ha, jolloin luonnollisesti hi 4+ ho = h:

A= h.

Janan XY mééritelmén nojalla on siis Ay = As = A/2,
eli
a+ XY
2

XY +b 1 a+b
= chy = — - )

2 2 2 h-

1

Tastéd voimme ratkaista korkeudeksi ho

b — (a+b)h
2T 2(XY +b)

Koska h1 = h — hsy, voimme myo0s laskea

a;b.h:(a+XY)h1:(GJFXY)(h*hQ)
B (a+b)h
=(a+ XY) (h_2(XY+b)>
- 2XY +2b— (a+b)
=(a+XY)- 2(XY +b) h

misté sieventamalla edelleen
(a+b) (XY +b)=(a+XY)2- XY +b—a).
Kertomalla kaiken auki saamme

a- XY +ab+b- XY +b2
=2a- XY 4+ab—a’>+2-XY?>+0b- XY —a- XY,

josta supistuu mukavasti termeja pois niin, etta

a? + b2

A +02=2-XY?% el 5

XY = O

Lause. Olkoon X sivun AB keskipiste, ja olkoon Y
sivun C'D keskipiste. Talloin AD || XY || BC ja

xy = b

Todistus. Olkoon puolisuunnikkaan ABC' D korkeus h.
Koska oli AD || BC, on kumpikin pisteistd X ja YV
yhté etddlla suorasta AD kuin suorasta BC. Siispi
AD || XY || BC, ja liséksi puolisuunnikkaiden AXY D
ja XBCY korkeudet ovat yhtd suuria, nimittdin yh-
té suuria kuin h/2. Mutta koska néiden kahden puo-
lisuunnikkaan alojen summan on oltava puolisuunnik-
kaan ABCD ala, voimme todeta, etté

a+ XY @ XY +0b ﬁia—i—b b
2 2 2 2 2 ’
misté saa sieventamalla
XY = “;b. 0

Lause. Sijaitkoot piste X sivulla AB ja piste Y sivul-
la CD niin, etti AD || XY || BC, ja ettd nelikulmiot
AXY D ja XBCY owvat yhdenmuotoiset. Tdlldin

XY = Vab.

B C
b

2Kirjoittaja 16ysi tdman yllattavin seikan E. Beckenbachin ja R. Bellmanin teoksesta An Introduction to Inequalities (New Mat-

hematical Library, 3, Random House, 1961).
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Todistus. Koska AXY D ja X BC'Y ovat yhdenmuotoi-
set, saamme vertailemalla vastaavia sivuja AD ja XY,
ja toisaalta vastaavia sivuja XY ja BC, ettd

AD XY ) 9
ﬁ—%, eli XY AD BC—ab
eli XY = v/ab, kuten pitikin. O

Lause. Sivulta AB voi valita pisteen X, ja sivulta C'D
pisteen Y niin, ettdi AD || XY || BC, ja ettd puoli-
suunnikkaat AXY D ja X BCY ovat yhdenmuotoiset.

Todistus. Olemassaolon todistaminen on helppoa ta-
pauksessa AD = BC, sill4 silloin kyseessé on suunnikas
ja riittda vain valita pisteeksi X sivun AB keskipiste ja
pisteeksi Y sivun C'D keskipiste, jolloin jana XY jakaa
suunnikkaan kahdeksi yhtenevéiksi kapeammaksi suun-
nikkaaksi. Oletetaan siis, ettd AD # BC. Ilman ylei-
syyden menettamistd voimme olettaa, ettd AD < BC.
Koska AD < v/AD - BC < BC, voimme valita pis-
teen X sivulta AB ja pisteen Y sivulta CD niin, etti
AD || XY || BC ja XY = VAD-BC = Vab. Nyt
AXY D on puolisuunnikas, jossa AD || XY, ja XBCY
on puolisuunnikas, jossa XY | BC. Liséksi kulmille
selvasti patee / XAD = /BXY, /YXA = /CBX,
/DY X = /YCB ja LZADY = ZXY (), silld jokaisessa
néistd yhtdsuuruuksista on kyse samankohtaisista kul-
mista, missd jokin suora leikkaa kaksi keskendén sa-
mansuuntaista suoraa. Riittda siis enédd tarkistaa, et-
td vastinsivujen pareilla on oikeat pituuksien suhteet.
Tarkemmin, osoitamme, etta

AX DY AD XY  Ja

XB YC Xxvy BC Vv

Naista kaksi viimeistd yhtdsuuruutta seuraavat suo-
raan janan XY konstruktiosta, silld onhan

ny b XY\/>\/7'

Olkoot puolisuunnikkaan ABCD korkeus h, puoli-
suunnikkaan AXY D korkeus hi, ja puolisuunnikkaan
X BCY korkeus ho, jolloin jalleen hy 4+ ho = h.

B

Aiomme osoittaa, ettd hy/he = y/a/b, silld kun tdmi
on todistettu, on oltava

AX hy simnZCBX _hy _ Ja

XB sin/YXA ho he VW
ja

DY hq

Dy sinAYCBhl\/E
YC  sinZDYX ha  hy Vb

Koska puolisuunnikkaiden AXY D ja XBCY alojen
summa on puolisuunnikkaan ABCD ala, on oltava

b b
%\/%.hl+\/‘72+b.h2:a; (h1 + ha)

misté seuraa pienelld sievennyksellé
hi (b—Vab) = hy (Vab — a),
ja edelleen

h_ Vab-a Va(Vb-va) \[
e b—vab  Vb(Vb—va) Vb

ja olemme valmiit. O

Lause. Olkoon O ldvistajien AC ja BD leikkauspis-
te, ja stjaitkoot piste X sivulla AB ja piste Y sivulla
CD niin, etta AD || XY || BC ja ettd jana XY kulkee
pisteen O kautta. Tdlloin

2
XY = T T
a b
A a D
X Y
0]
B C
b
Todistus. Todistamme, etté
1
X0 = 71 L T
a b

jolloin tietenkin, tarkastellen puolisuunnikasta DC' B A
puolisuunnikkaan ABC'D sijaan, on oltava my06s

b PRI

1 N
ﬁ, Ja s11s

oY =

kuten pitikin.

Koska kolmiot AAXO ja AABC ovat yhdenmuotoiset,
on oltava

XO _AX _AB—XB | BX

BC AB  AB = BA
Koska lisdksi kolmiot ABXO ja ABAD ovat yhden-

muotoisia, on oltava BX/BA = XO/AD, josta sijoit-
tamalla edelliseen laskuun saadaan

XO XO 1 1

— =1-—— i XO|—+— 1

BC AD & O(BC+AD) ’
ja olemme valmiit. O
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Baselin ongelma
Markku Halmetoja

Kirjoitukseni [1] johdannossa totesin, ettd Leonhard
Euler (1707-1783) péadtyi yhtaloon

1 1 1 2
S=ltgmtgmtpt = 1)
tavalla, joka ei vastaa nykyaikaisen matemaattisen ana-
lyysin tarkkuusvaatimuksia. Mainittu kirjoitus koski
peruskoulun matematiikkaa ja tarkoitukseni oli suu-
reen auktoriteettiin vedoten osoittaa, ettd myos epé-
taydellisella paattelylla saattaa olla arvonsa.

Koulumatematiikassakin asiat tulisi selittda eikd antaa
valmiita laskukaavoja ulkoa opeteltaviksi. Esimerkiksi
lukion differentiaali- ja integraalilaskennassa (vanhem-
missa oppikirjoissa) annetut perustelut sisélsivéit usein
tdsméllisten todistusten ideat vaikka niité ei puutteelli-
sen lukukésityksen takia voitu viedd loppuun. Opetus-
suunnitelmia ja oppimateriaaleja valmisteltaessa olisi-
kin muistettava, ettd kussakin ikédluokassa on muka-
na myos matemaattisesti keskiméaréista lahjakkaam-
pia oppilaita, jotka turhautuvat kaavojen ulkolukuun.

Téassé kirjoituksessa kerrotaan, miten Euler johti yhté-
16n (1), ja esitetaan sille toinenkin todistus. Sarjan

1 1 1
S-: 1*‘55 +’§§ +’1§'+...
laskeminen oli hdnen aikanaan jo liki sata vuotta vanha
ongelma. Ensimmaisind sité lienevit miettineet ranska-
lainen René Descartes (1596-1650) ja italialainen Piet-
ro Mengoli (1626-1686) sekd mythemmin saksalainen
Gottfried Leibniz (1646-1716) ja sveitsildinen Jakob

Bernoulli (1655-1705). Sarjan suppeneminen oli kaikil-
le selvaa. Esimerkiksi Bernoulli todisti sen seuraavasti:
Jos k > 1, niin k% > k, 2k > k(k + 1), ja edelleen

1 2 2 2

< - =z
= k(k+1) k&

Tasté seuraa, ettd kaikilla m € Z

S (N R

k=1 k=1

joten osasumma S, < 2. Jono (Sy,) on siis kasvava ja
ylhéalta rajoitettu, mistd seuraa ettd se suppenee.

Mainituista matemaatikoista Jakob Bernoulli kéytti
eniten aikaa sarjan madrittdmiseen siind kuitenkaan
onnistumatta. Lopulta han luovutti ja kirjasi ongelmas-
ta matemaattiselle yhteisolle suunnatun avunpyynnén
erddseen teokseensa. Summan tarkan arvon méaéritta-
minen nimettiin hdnen kotipaikkansa mukaan Baselin
ongelmaksi.

Euler tarttui kysymykseen hieman yli 20-vuotiaana ja
vuonna 1731 hén onnistui johtamaan sarjalle vaihtoeh-
toisen esityksen

=1 1
§= Zﬁ* (n2) +Zk22k1:
k=1

Se ei tuonut ratkaisua ldhemmaéksi, mutta tarjosi mu-
kavamman tavan likiarvon maéaarittamiseen, silld tdma

sisallysluetteloon
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sarja suppenee oleellisesti nopeammin kuin alkuperai-
nen: osasummassa Siggp vain kaksi ensimméistd de-
simaalia on oikein mutta osasummassa >4 niitd on
kuusi.

Varsinaisen ongelman ratkaisemiseen Euler tarvitsi
erditd polynomien perusominaisuuksia. Olkoon

q(z) =1 + 1w+ cox? + ez 4.+ cpa”
polynomi, jolla on n kappaletta nollakohtia; olkoot ne

ai, as, ..., a,. Ne ovat nollasta eroavia, silld ¢(0) = 1.
Nollakohtiensa avulla ¢ voidaan kirjoittaa tulomuo-

toon:
q(z) = (17%)07%)...(17%).

My®és sinifunktio oli tarpeen. Ehké matematiikkaa har-
rastava lukiolainen tuntee sen sarjakehitelmén

3 x5 2
Slnx—x7§+a ﬁ‘i’
z2 ozt S
sa(l-gtg ) =ep),

mutta jos se ei ole tuttu, niin asiaan voi perehtya luke-
malla Pekka Alestalon artikkelin [3]. Sinifunktion nol-
lakohdat ovat 0, &7, £27, £3m, ... , joten funktion

nollakohdat ovat arvoa z = 0 lukuun ottamatta sa-
mat. Lisdksi p muistuttaa edelld ndhtyd g-polynomia
(p(0) = 1), joten Euler tulkitsi sen oo-asteiseksi poly-
nomiksi. Nollakohtiensa avulla se siis voidaan kirjoittaa
tuloksi

T T T T
_ 1—7)<1 7)(1——)(1 —)
( T +7T 21 +27r
2 2
)0 ) )
™ 2272 3272
misté sulut auki kertomalla seuraa
11 1 ) .
p(ac)zl—(;—ﬁ-w-i-w—f—...)x +(>m —...

Vertaamalla p:n lausekkeissa x:n nelion kertoimia saa-
daan

1 1 1 1 1
EETR _(ﬁ—i_ 2272 + 3272 + 4272 +"')’
ja lopuksi

i i
Rttt T g

Eulerin ratkaisu oli sensaatio ja se sinet6i hdnen mai-
neensa 1700-luvun johtavana matemaatikkona. Erityi-
sesti m:n esiintyminen tuloksessa hammastytti, vaikka
muutamia siithen liittyvid paattymattomia summia ja
tuloja oli jo 16ydetty. Jakob Bernoulli ei Eulerin saa-
vutusta ehtinyt ndkemédn. Hinen nuoremman veljen-
sé Johann Bernoullin (1667-1748) kerrotaan todenneen
Eulerin ratkaisun luettuaan: ”Olisipa veljeni elossa”.

Todistusta pidettiin sen syntyhetkelld moitteettomana,
mutta nykyisen késityksen mukaan siind on ongelmana
tuo oo-asteinen polynomi. Polynomin astehan on aina
ddrellinen eiké ole itsestddn selvad, ettd padttymaton
potenssisarja voidaan muuntaa nollakohtiensa avulla
tulomuotoon. Likiarvon laskeminen kuitenkin vahvis-
ti uskoa tuloksen oikeellisuuteen seké se, ettd tuloesi-
tyksesta

sinx:x(l—%)(14—%)(1—%)(14—%)...

x:n arvolla § seurasi jo 1600-luvulla tunnettu Wallisin

kaava -
2 1 1
=105 0 5)

John Wallis (1616-1703) julkaisi sen vuonna 1656.

Mybhemmin Euler esitti analyyttisesti vahvempia rat-
kaisuja Baselin ongelmalle. Kun tulos tiedettiin, oli
helpompaa maéaratietoisesti pyrkié sitd kohti. Nykyédan
tunnetaan lukuisia tapoja johtaa tdméa yhtélo. Esimer-
kiksi teoksessa [4] se tehd&én kolmella eri tavalla. Niis-
ta yksi perustuu péadosin sellaiseen matematiikkaan, jo-
ta on joskus opiskeltu lukion pitkédssd matematiikassa.
Kaymme ldpi tdmén todistuksen, mutta aloitamme pie-
nelld kertauksella, silld se edellyttdd nykyiseen ja mité
ilmeisimmin my6s tulevaan opetussuunnitelmaan kuu-
lumatonta oppiainesta.

Tulemme tarvitsemaan kompleksilukuja. Niita on ajoit-
tain késitelty lukion oppimé&érésséd. Perustiedot 10yty-
vit kdtevimmin Matti Lehtisen artikkelista [5]. Aktii-
vinen lukija voi sen luettuaan todistaa induktiolla de
Moivren kaavan: Kaikillan € Njax € R

(cosx +isinz)™ = cosnx + isinnz. (2)

Abraham de Moivre (1667-1754) julkaisi sen vuon-
na 1722. Kotangenttifunktiota tarvitsemme myos. Sen
madritelmé on seuraava:

1 cos T

cotxr = =
tanx

sinx’
Erdiden maiden kouluissa opetellaan nédiden neljan
funktion lisdksi vield kaksi muutakin trigonometrista
funktiota, mutta emme tarvitse niitd tassd. Tulevassa
todistuksessa riittaéd yhtalo

1 sin? z 4 cos® x

2
—— = — =1+ cot”x. (3)
sin” x sin® z

sisallysluetteloon
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Polynomiyhtéloiden késittely on lukiossa supistunut 14-
hes pelkéstddn toisen asteen yhtalod koskevaksi. Toi-
vottavasti jatkossakin sen juurien ja kertoimien vé-
liset yhtélot pysyvat opetuksessa, silla niistd saa ai-
kaan viihdyttévia tehtéavid. Korkeamman asteen poly-
nomiyht&l6illa on my6s juurien ja kertoimien véliset yh-
talot, mutta ne ovat hieman monimutkaisempia. Tar-
vitsemme niistd vain yhden. Olkoon siis ¢, # 0 ja yh-
talon

el

c(x) = cpa™ + ez +cix+cg=0

juuret a1, ag, ..., Gn—1 ja a,. Niiden avulla ¢ voidaan

kirjoittaa tuloksi

c(z) =cp(z —ar)(x —az)...(x —ay).
Kun sulut kerrotaan auki, saadaan
c(x) = cpx™ —cplag +ag + ... Fay)z" 4L,

mistd kertoimia vertaamalla ndhdaén, etta

Cn-1 = —cCpla1 + a2+ ...+ ay),
ja edelleen
Cr—
ar+ax+...+a, = — n 1.
Cn

Ratkaisemme nyt Baselin ongelman johtamalla sarjan
(1) osasummalle S,, alarajan «, ja yldrajan [, siten,

etta

2

lim a,, = lim G, = —.
m—oo m—o0 6
Koska kaksoisepéayhtélo a., < S, < B, pitee kaikilla
m € Z,, seuraa téstd, ettd myos osasummalla S, on
sama raja-arvo. Aloitetaan méaérittdmalld lausekkeen
(cosz + isinz)™ imaginaariosa. Yhtdlon (2) mukaan
se on sinnz, mutta se saadaan myos kehittdmalla po-
tenssilauseke binomikaavan mukaan. Koska lukija (ai-
nakin artikkelin [5] luettuaan) hallitsee imaginaariyksi-
kon potenssit, voimme kirjoittaa sen ilman vélivaiheita
ja saamme yhtalon

. n . _ n . _
sinnr = (1> sinzcos” 'z — (3) sin®zcos" P +...

Valitaan nyt n parittomaksi, eli n = 2m + 1, missé

m € Zy, ja olkoon

rm

e =1,2,...,m.
2m+1

r=x,=

Koska sin nx = sinrw = 0, tulee yll& oleva yhtilé muo-
toon

n . _ n .
<1> sin z, cos™ ' x, — (3) sin® x,. cos™

Taman yhtdlon voi jakaa luvulla sin” x,., silla se on po-
sitiivinen; x, € ]0, 7[. Ndin saamme yhtalon

(T) cot" tx, — (Z) cot" 3z, +...=0,

_3mr+...:0.

ja edelleen sijoittamalla n = 2m + 1,

2 1 2 1
( m1—|— ) cot®™ z, — ( m3—|— ) cot?™ 2.+ ... =0.

Téaten m-asteisella polynomiyht&alolla

2 1 2 1
e (e

on m kappaletta keskendén erisuuria juuria

aT:cotz( ' ),
2m+1

Korkeimpien potenssien kertoimet tunnetaan, joten

a2 OB 2m2m 1)
emne

r=12...,m.

a1+a2+...

Siis

icotQ ( T ) _ 2m(2m —1)
— 2m+1/ 6 '

Lisddmalla m tdmén yhtdlon molemmille puolille saa-
daan yhtalon (3) avulla

(2m+2).

> () = %

Nyt todistus voi jatkua voimassa olevan opetussuunni-
telman tiedoin. Tieddmme, ettd x, € |0, 5[, joten

(0 <)sinz, <z, < tanx,.
Kaanteisluvut ovat vastakkaisessa suuruusjérjestykses-
sé, eli

1
(0 <)cotz, < — <sin~'z,,

Ty

ja niiden nelidt ovat samassa jérjestyksessa:

1
(0<) cot? x, < e < sin"? . (4)

T

Summaamalla (4) 1:std r:d44n saamme

2m(2m — 1) <Z(2m+1) 2m(2m+2)7
- 6
r=1
mista seuraa
2m(2m — 1) 72
2m+1)2 6

IN

ii<2m 2m +2) w2
T (2m+1)? 6

Etsityt rajat ovat siis

N _2m(2m—1)i2 o A _2m(2m—i—2)l2
" emr 0z 6 Y P T Temr1? 6
Selvasti
2
lim a,, = lim B, = —.
m—r o0 m—00 6
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Euler ei tyytynyt ainoastaan Baselin ongelman ratkai-
semiseen, vaan hin laski my6s summat

)=y 5)

n=1
s arvoilla 4, 6 ja jopa 24. Osoittautui, ettd

m 76

(=g Ja C(6) =

Oudolta néyttéville (-merkinnélle 16ytyy selitys mate-
matiikan historiasta. Sitd kutsutaan Riemannin zeta-
funktioksi Bernhard Riemannin (1826-1866) mukaan.
Se on koko kompleksitasossa pistettd s = 1 lukuun
ottamatta madaritelty kaikkien kertalukujen derivaatat
omaava funktio, joka mééritellddn sarjana (5) ainoas-
taan puolitasossa Re(s) > 1. Muualla sen mééritelma
on monimutkaisempi. Riemann osoitti, ettd funktiol-
la on mielenkiintoinen yhteys alkulukujen jakautumi-
seen kokonaislukujen joukossa. Se liittyy toistaiseksi
todistamattomaan Riemannin hypoteesiin, jonka mu-
kaan (-funktion ns. epétriviaalit nollakohdat sijaitse-
vat suoralla Re(s) = %. Hypoteesin todistamisesta on
erds amerikkalainen sddtié luvannut miljoonan dolla-
rin palkkion. Funktiolla on my6s suhteellisen helposti
I6ytyvid nollakohtia negatiivisella reaaliakselilla.

Fuler siis tutki (-funktion rajoittumaa joukolle
{2,3,4,...}. Funktio ei ole méiritelty pisteessi s = 1,
silld talloin sarja (5) hajaantuu, ks. Pekka Alestalon
artikkeli [6]. Ilmeisesti ((s) pystytddn méaarittamain,
kun s on parillinen kokonaisluku. Sen sijaan paritto-
milla s:n arvoilla funktion arvoista ei tiedeté vieldkaéan
juuri mitaén, vaikka Eulerkin yritti ilmeisen tosissaan
laskea lukua ((3). Vuonna 1978 onnistuttiin todista-
maan, ettd se on irrationaalinen. Luultavasti tarkoil-
la arvoilla ei ole kovin suurta merkitystd. Ehkd ((3)
joskus putkahtaa yllattavésti esiin jonkin tdrkedmméan
tuloksen yhteydessi. Joka tapauksessa ratkaisija tulee
liittymé&an Bernoullista ja Eulerista alkavaan ketjuun
ja saa nimensa matematiikan historiaan.

Kirjoittaja ei lopuksi malta olla muistelematta Finlan-
diatalossa jarjestettyd Koulumatematiikka-85 tapahtu-
maa. Sen padttidneessd paneelissa késiteltiin peruskou-
lun matematiikan opetusta. Tuolloin oltiin poistamas-
sa matematiikan tasokursseja yldkoulusta ja myodhen-
tdmassa perusalgebran oppimista toiselle asteelle. Néi-
td ratkaisuja perustellakseen silloisen Kouluhallituk-
sen matematiikan ylitarkastaja tivasi ldsnédolijoilta, et-
td mihin polynomeja oikeastaan tarvitaan. Tésséd kir-
joituksessa néhty olisi kdynyt vastaukseksi ylitarkas-
tajalle. Toivottavasti kirjoitus myos rohkaisee nykyi-
sid opetussuunnitelmien laatijoita sdilyttdméadn poly-
nomien ominaisuudet lukion matematiikassa sekd pa-
lauttamaan kompleksilukujen perusominaisuudet oppi-
madrdan pysyvasti. On jokseenkin noloa, ettd maas-
sa, jonka matemaattinen maine maailmalla perustuu
péadosin kompleksianalyysin tutkimukseen, ylioppilaik-
si valmistuvat eivéit edes tiedé, mika on kompleksiluku.

Ilman viitettd annetut historialliset tiedot ovat perdisin
teoksesta [2].

Viitteet

[1] https://matematiikkalehtisolmu.fi/2014/3/
tyhjaa_parempia_perusteluja.pdf

[2] William Dunham: Euler The Master of Us All, The
Mathematical Association of America, 1999.

[3] https://matematiikkalehtisolmu.fi/2005/1/
alestalo.pdf

[4] M.Aigner, G.M.Ziegler: Proofs from THE BOOK,
Third Edition, Springer 2004.

[5] https://matematiikkalehtisolmu.fi/2006/1/
lehtinen.pdf

[6] https://matematiikkalehtisolmu.fi/2014/3/
harmsarja.pdf

sisallysluetteloon


https://matematiikkalehtisolmu.fi/2014/3/tyhjaa_parempia_perusteluja.pdf
https://matematiikkalehtisolmu.fi/2014/3/tyhjaa_parempia_perusteluja.pdf
https://matematiikkalehtisolmu.fi/2005/1/alestalo.pdf
https://matematiikkalehtisolmu.fi/2005/1/alestalo.pdf
https://matematiikkalehtisolmu.fi/2006/1/lehtinen.pdf
https://matematiikkalehtisolmu.fi/2006/1/lehtinen.pdf
https://matematiikkalehtisolmu.fi/2014/3/harmsarja.pdf
https://matematiikkalehtisolmu.fi/2014/3/harmsarja.pdf

Solmu 1/2019

sisallysluetteloon 19

29353/ 07 TS 727
2
>3

Luonnollisten lukujen induktio-ominaisuudesta

Tuomas Korppi

Johdanto

Kuten lukija varmaan tietdédkin, luonnollisille luvuil-
le voidaan tehda induktiotodistuksia. Taméa mahdol-
lisuus on ominainen luonnollisille luvuille. Esimerkik-
si rationaali- tai reaaliluvuille ei voida tehdé induktio-
todistuksia'. Luonnollisten lukujen jérjestelméin aksio-
matisoinnissa yleensid mahdollisuus tehdé induktioto-
distuksia otetaankin aksioomaksi.

Induktioaksiooman avulla voidaan todistaa seuraavat
luonnollisten lukujen joukon ominaisuudet

Teoreema 1. Jos A C N, niin joukossa A on pienin
alkio tai A on tyhjda joukko.

Teoreema 2. FEi ole olemassa laskevaa, ddretontd jo-
noa ng > ni > ng > ... luonnollisia lukuja.

Téssé kirjoitelmassa ensin aksiomatisoimme luonnollis-
ten lukujen jarjestelmén ja sen jalkeen pohdimme, voi-
taisiinko aksiomatisoinnissa induktioaksiooma korvata
jommallakummalla yll& mainituista ominaisuuksista.

Lineaarijarjestys

Mietitédan luonnollisten lukujen tai reaalilukujen jarjes-
tysrelaatiota <. Jos z < y ja y < z, niin talléin myos

x < z. Liséksi kaikille luvuille z,y pétee tdsmélleen
vksi seuraavista kolmesta viitteestd: x < y, y < x tai
T =y.

Seuraavaksi mééarittelemme yleisen jérjestyksen kasit-
teen ylld mainittujen kahden huomion pohjalta. Maa-
ritelmémme siis kertoo, millainen mielivaltaisessa jou-
kossa X maéritellyn relaation olisi oltava, etta olisimme
valmiit pitdmaén sité jarjestysrelaationa.

Olkoon X joukko. Sanomme, ettd < on lineaarijirjes-
tys, jos se on 2-paikkainen relaatio joukossa X, joka
tayttda seuraavat ehdot:

e Jos x,y,z € X, joille x < y ja y < z, niin talléin
myos * < 2.

e Jos x,y € X, tdsmaélleen yksi seuraavista kolmesta
ehdosta pétee: z <y, y <z, x =y.

Esimerkiksi reaalilukujen jarjestys, rationaalilukujen
jarjestys, kokonaislukujen jérjestys ja luonnollisten lu-
kujen jarjestys ovat lineaarijarjestyksia.

Lineaarijérjestyksia voidaan kuitenkin maéaritelld ldhes
miten tahansa, kunhan ylld mainitut ehdot toteutu-
vat. Esimerkiksi joukkoon {Ville,42, Punaisuus} voi-
daan méiritelld lineaarijarjestys vaikkapa niin, ettd
Ville < 42, 42 < Punaisuus ja Ville < Punaisuus.

1Rationaaliluvun nimittéji ja osoittaja ovat kokonaislukuja, ja niille voidaan toki tehdd induktiotodistuksia. Néin rationaalilu-
vuillekin voidaan todistaa asioita (luonnollisten lukujen) induktiolla, vaikkei rationaaliluvuille sellaista induktiota voidakaan tehda,
jossa induktioaskeleessa P(g) johdettaisiin siitd, ettd P(q’) pétee, kun ¢’ < gq.
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Mielivaltaista lineaarijirjestystd < voidaan ajatella
suuruusjirjestyksend siind mielessé, ettd jérjestykses-
td < puhuttaessa kéytetdén usein sellaisia ilmauksia
kuten ”pienin alkio”, "suurempi kuin”, ”alkioiden x ja
y valissd” jne., ja ndmaé tarkoitetaan ymméirrettéiviksi
jarjestyksen < suhteen.

Luonnollisten lukujen joukon aksiomati-
sointi

Luonnollisten lukujen joukko voidaan aksiomatisoida
esimerkiksi seuraavasti:

Aksiomatisointi A:

1. < on lineaarijérjestys luonnollisten lukujen joukos-
sa.

2. On olemassa pienin luonnollinen luku 0.

3. Jokaiselle luonnolliselle luvulle n on olemassa vé-
littémaésti seuraava luonnollinen luku s(n). Toisin
sanoen, kaikilla luonnollisilla luvuilla n pétee n <
s(n), eikd lukujen n ja s(n) vilissd ole luonnollisia
lukuja.

4. Jos N C N jolle 0 € N, ja kaikilla n ehto n € N
implikoi s(n) € N, niin talléin N = N.

Viimeistd aksioomaa kutsutaan induktioaksioomaksi.
Se olennaisesti sanoo, ettd luonnollisille luvuille voi-
daan tehdd induktiotodistuksia. Se sanoo, ettd jos N
on joukko, joka sisidltdd kaikki induktiossa tavoitetta-
vat luvut, niin talloin N sisaltad kaikki luonnolliset lu-
vut.

Lukija voi helposti todeta, ettd luonnollisten lukujen
joukko toteuttaa Aksiomatisoinnin A.

Nyt herdd kysymys, voisiko olla muita joukkoja kuin
luonnollisten lukujen joukko, jotka toteuttavat ko. ak-
sioomat. Jos siis X on joukko, ja < relaatio X:ssé, joka
toteuttaa alla olevat aksioomat

Aksiomatisointi B:

1. < on lineaarijarjestys X:ssé.
2. On olemassa pienin X:n alkio 0.

3. Jokaiselle X alkiolle n on olemassa vélittomésti
seuraava X :n alkio s(n). Toisin sanoen, kaikilla X:n
alkioilla n pétee n < 5(n), eikd alkioiden n ja 5(n)
valissa ole X:n alkioita.

4. Jos N C X, jolle 0 € N, ja kaikilla n ehto n € N
implikoi §(n) € N, niin talldin N = X.

niin onko X jollain perustavalla tavalla samanlainen
kuin luonnollisten lukujen joukko? (Jos lukija ei jaksa
kahlata kaikkia aksioomia lapi, niin kerrottakoon, etta

tdmé aksiomatisointi on muutoin sama kuin Aksioma-
tisointi A, mutta luonnollisten lukujen joukon sijaan
puhutaan joukosta X.)

Huomautettakoon, ettd muut tavalliset lukujoukot
kuin N eivit kelpaa X :ksi: Kokonaislukujen joukko to-
teuttaa aksioomat 1 ja 3, muttei aksioomia 2 ja 4. Ei-
negatiivisten reaalilukujen joukko toteuttaa aksioomat
1 ja 2, muttei aksioomia 3 ja 4. Jos reaaliluvulle z yri-
tettéisiin valita seuraaja s(x), tdmaé ei olisi véliton seu-
raaja, koska esimerkiksi luku (x + s(z))/2 olisi z:n ja
s(x):m valissd. Lukujoukko {0,1,...,100} toteuttaa ak-
sioomat 1 ja 2, muttei aksioomaa 3, koska luvulla 100
ei ole seuraajaa téssd joukossa. Tamé joukko toteut-
taa kylldkin hiukan muokatun version induktioaksioo-
masta, kun induktioaksioomaa muokataan niin, etté se
huomioi alkion $(100) puutteen. (Nain ollen joukolle
{0,1,...,100} voidaan tehdd induktiotodistuksia.)

Oletetaan edelleen, ettd X toteuttaa Aksiomatisoinnin
B. Vastaus esittimidamme kysymykseen on: Kylla, X
on perustavalla tavalla samanlainen kuin N, kun pe-
rustavalla tavalla samanlainen mééaritellaan oikein. Se
nimittdin méaritellddn niin, ettd N ja X ovat perus-
tavalla tavalla samanlaisia, koska on olemassa aidosti
kasvava bijektio b: N — X.

Funktio b maaritelldan induktiivisesti seuraavasti:

e b(0) =0.
e Jos b(n) on jo médritelty, niin b(s(n)) méaritellaén
b(s(n)) = 5(b(n)).

Seuraavien kolmen kohdan todistaminen jatetdan har-
joitustehtévaksi:

e b(n) tulee induktiossa mééaritellyksi kaikille n € N.
e b on aidosti kasvava.

e b on bijektio.

Todistaessasi sinun kannattaa pitdd mielessé, ettéa in-
duktiotodistuksia voidaan tehdé sekd N:lle ettd X:lle.
Lisdksi kannattaa pitdd mielessd, ettd aidosti kasva-
van funktion todistaminen injektioksi on helppo nak-
ki. Kannattaa myos muistaa, ettd N on ihan tavallinen
luonnollisten lukujen joukko. Todistaessasi voit kayt-
tda kaikkea mitd tieddt N:sta, eiké sinun tarvitse tyos-
kennelld Aksiomatisoinnista A késin. X :sté et tosin voi
olettaa tietdvisi muuta kuin sen, ettd se toteuttaa Ak-
siomatisoinnin B.

Seuraava voi menné lukijalta yli hilseen, mutta selitdn
kuitenkin, mitd ammattimatemaatikko padttelisi tilan-
teestamme: Aksiomatisoinnit A ja B ovat olennaisesti
sama aksiomatisointi. Vain nimet eroavat. Aksiomati-
soinnissa B kutsutaan X:ksi sitd, mitd Aksiomatisoin-
nissa A kutsutaan luonnollisten lukujen joukoksi. Kos-
ka luonnollisilta luvuilta on aidosti kasvava bijektio b
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mille tahansa joukolle X, joka toteuttaa Aksiomatisoin-
nin B, on olemassa olennaisilta piirteiltdan vain yksi
systeemi, luonnollisten lukujen joukko, joka toteuttaa
Aksiomatisoinnin A/B. Toisin sanoen, erot systeemien
valilla, jotka toteuttavat ndmaé aksioomat ovat epdolen-
naisia. Tadma tarkoittaa sitd, ettid kaikki, mita
luonnollisten lukujen jarjestyksestia voidaan to-
distaa milld tahansa menetelmalli, on seurausta
Aksiomatisoinnin A aksioomista.?

Huomautettakoon, ettd Aksiomatisoinnin A paslle ra-
kentaen voidaan méaéritelld myos luonnollisten lukujen
yhteen- ja kertolasku. Maaritelmét ovat luonteeltaan
induktiivisia, mutta siihen, kuinka se tehdaddn, emme
tassa mene.

Induktioaksiooman seurauksia

Nyt todistetaan johdannossa luvatut luonnollisten lu-
kujen systeemin ominaisuudet:

Teoreema 1. Jos N C N, niin joukossa N on pienin
alkio tai N on tyhjd.

Todistus: Olkoon N C N. Oletetaan, ettéd joukossa N ei
ole pieninté alkiota. Luku 0 ei voi kuulua joukkoon IV,
koska jos se kuuluisi, se olisi N:n pienin alkio. Olete-
taan, ettd luvuista 0,...,n mikdén ei kuulu joukkoon
N. Myoskéidn s(n) ei voi kuulua joukkoon N, koska jos
se kuuluisi, se olisi N:n pienin alkio. Siind tulikin in-
duktion lahtokohta ja induktioaskel. Siis kaikilla n € N
pétee n ¢ N. Siis N on tyhja joukko. OJ

Teoreema 2. Ei ole olemassa laskevaa ddretontd jo-
noa ng > ni > ng > ... luonnollisia lukuja.

Todistus: Jos téllainen jono olisi olemassa, niin {n; |
i € N} olisi epatyhja joukko luonnollisia lukuja, jossa
ei ole pieninta alkiota. Mutta téallaista joukkoa ei edel-
lisen teoreeman nojalla ole olemassa. [J

Vaihtoehtoisia aksiomatisointiyrityksia

Téssé luvussa induktioaksiooma yritetdén korvata jom-
malla kummalla edellisen luvun tuloksista. Talloin saa-
daan toki aksioomat, jotka luonnolliset luvut toteutta-
vat, mutta syntyykoé muita ongelmia?

Oletetaan siis, ettd X = N, ja tutkitaan seuraavia kah-
ta aksiomatisointia.

Aksiomatisointi 1:

1. < on lineaarijarjestys X:ssé.
2. On olemassa pienin X :n alkio 0.

3. Jokaiselle X:n alkiolle n on olemassa valittomaésti
seuraava X :m alkio §(n). Toisin sanoen, kaikilla X:n
alkioilla n pétee n < 5(n), eikd alkioiden n ja s(n)
valissé ole X:n alkioita.

4. Jos N C X, niin N:ssd on pienin alkio tai N on
tyhja joukko.

Aksiomatisointi 2:

1. < on lineaarijarjestys X:ssé.
2. On olemassa pienin X:n alkio 0.

3. Jokaiselle X:n alkiolle n on olemassa valittomaésti
seuraava X :m alkio §(n). Toisin sanoen, kaikilla X:n
alkioilla n pétee n < 5(n), eikd alkioiden n ja s(n)
valissd ole X:n alkioita.

4. Ei ole olemassa laskevaa aédretonta jonoa xog > x1 >
To > ... joukon X alkioita.

(Huomautettakoon, ettd nidmé aksiomatisoinnit ovat
samat kuin Aksiomatisointi B, josta induktioaksiooma
on korvattu uudella aksioomalla.)

Ongelma on siind, ettd kaikki joukot X, jotka toteut-
tavat nama aksiomatisoinnit, eivit ole olennaisesti sa-
manlaisia kuin N.

X voidaan valita seuraavasti: X koostuu kahdesta
luonnollisten lukujen joukon kopiosta®, ensimméises-
téd ja jalkimmaisestd. Kaikki jalkimmaéisen kopion al-
kiot ovat suurempia (X:44n madriteltavin jarjestyksen
mielessd) kuin kaikki ensimmaéisen kopion alkiot. Ko-
pioiden sisélla jérjestys madritellidn kuten luonnollis-
ten lukujen joukon jarjestys.

Lukijalle jatetddn harjoitustehtaviksi todistaa, ettda X
tosiaan toteuttaa sekd Aksiomatisoinnin 1 ettd Aksio-
matisoinnin 2.

X ja N eivat kuitenkaan ole olennaisesti samanlaisia:
N:ssé jokaisella alkiolla n paitsi 0:1la on véliton edelta-
ja e(n), jolle e(n) < n, ja e(n)mn ja n:n vilissd ei ole
alkioita. X:ssé taas jalkimmaisessd kopiossa on pienin
alkio p. p:ll4 ei ole vilitonté edeltédjéa, koska kaikki p:té
pienemmaét alkiot ovat ensimmaéisen kopion alkioita, ei-
k# niiden joukossa ole suurinta. Mydskéin p ei ole 0,
koska 0 on ensimmiisen kopion pienin alkio.

2Pidemmiille ehtineille selitén, ettd tarkoitan lihavoidulla lauseella seuraavaa: Olkoon P(X) miké tahansa jirjestysstruktuurien
ominaisuus (eli ominaisuus, joka voi olla tai olla olematta kullakin jarjestysstruktuurilla X) siten, ettd P(N) pétee, eli luonnollisten
lukujen systeemilld on tdmé ominaisuus. Nyt voidaan todistaa seuraava vaite: Kaikilla systeemeilldc X pdtee, ettd jos X toteuttaa
Aksiomatisoinnin B, niin mydés P(X) pdtee, eli toisin sanoen P(X) on seurausta Aksiomatisoinnista B. Vastaavasti my6s P(N) on

seurausta Aksiomatisoinnista A.

3Kopiot voivat olla esimerkiksi Y/ = {0/,1/,2/,...} ja Y = {0"”,1”,2" ... }. Idea siis on, ettd sekd Y’ ettd Y/ toimivat samoin

kuin luonnollisten lukujen joukko, mutta Y/ NY" = (.
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Jos olisi aidosti kasvava bijektio b: N — X niin b(n) =
p jollain n # 0. Talloin b(e(n)) = ¢ jollain ¢ < p. Nyt
kuitenkin ¢:n ja p:n vélissa on alkioita, jolle mikd&n N:n
alkio ei voi kuvautua. Ristiriita.

X ei myoskaan voi toteuttaa induktioaksioomaa, koska
jos se toteuttaisi sen, se toteuttaisi koko aksiomatisoin-
nin B, ja aidosti kasvava bijektio b olisi olemassa. Néin
ollen induktioaksiooma ei seuraa aksiomatisoinnista 1
tai aksiomatisoinnista 2.

Ohimennen mainittakoon, ettd Aksiomatisoinnin 1 to-
teuttavia systeemeji kutsutaan ordinaaleiksi. Joukko-
oppia ammatikseen tutkivat matemaatikot ovat paljon
tekemisissd ordinaalien kanssa. Ordinaaleille voidaan
tehdé erddnlaisia, luonnollisten lukujen induktiota mo-
nimutkaisempia induktiotodistuksia. Tata tekniikkaa
kutsutaan transfiniittiseksi induktioksi, mutta yksityis-
kohtiin emme téssd mene.

Viela yksi aksiomatisointiyritys

Edellisissd aksiomatisoinneissa jouduttiin ongelmiin,
koska aksioomilla oli malli X, jossa oli alkio, jolla ei
ollut vélitonta edeltdjiaa. Enté jos vélittoman edeltdjan
olemassaolo otettaisiin aksioomaksi induktioaksiooman
sijaan?

Aksiomatisointi 3:

1. < on lineaarijarjestys X:ssé.
2. On olemassa pienin X alkio 0.

3. Jokaiselle X alkiolle n on olemassa vélittomésti
seuraava X :n alkio s(n). Toisin sanoen, kaikilla X:n
alkioilla n pétee n < 5(n), eikd alkioiden n ja 5(n)
vélissa ole X:n alkioita.

4. Jokaisella O:sta eroavalla X:n alkiolla n on viliton
edeltéiji e(n). Toisin sanoen, kaikilla n € X, n # 0,
pitee é(n) < n, eikd é(n):mn ja nm vilissd ole X:n
alkioita.

(Edelleen sama kuin Aksiomatisointi B, josta induktio-
aksiooma on korvattu uudella aksioomalla.)

Luonnollisten lukujen systeemi toteuttaa ndmé aksioo-
mat, OK! Mutta nyt X voidaan valita myos seuraa-
vasti: X koostuu luonnollisten lukujen joukon kopiosta,
jonka perédssd on kokonaislukujen joukon kopio. Kaik-
ki kokonaislukujen joukon kopion alkiot ovat suurem-
pia (X:44n médriteltdvan jarjestyksen mielessd) kuin
kaikki luonnollisten lukujen joukon kopion alkiot. Ko-
pioiden sisilld jarjestys mééritellddn kuten kyseisissa
lukujoukoissa.

Lukijalle jatetdan harjoitustehtavéksi osoittaa, ettd X
tosiaan toteuttaa Aksiomatisoinnin 3.

X on olennaisesti erilainen kuin N, koska X:ssé on osa-
joukko A, jossa ei ole pieninté alkiota. A:ksi voidaan va-
lita yksinkertaisesti se kokonaislukujen joukon kopio.

Myoskéédn ei ole olemassa aidosti kasvavaa bijektiota
b: N — X, koska jos téllainen bijektio olisi olemassa,
joukon A alkukuva olisi N:n epédtyhja osajoukko, jossa
ei ole pieninta alkiota.

Samasta syystd kuin edellisessi luvussa, X ei toteuta
induktioaksioomaa, eikd néin ollen induktioaksiooma
seuraa aksiomatisoinnista 3.

Toimiva ratkaisu

Aksiomatisointi 3 ei takaa, ettd kaikilla osajoukoilla on
pienin alkio, eikd Aksiomatisointi 1 takaa, ettd jokai-
sella nollasta eroavalla alkiolla on edeltaja. Mutta en-
téd, jos ndiden molempien uudet aksioomat otettaisiin
aksioomiksi? Télloin saadaan toimiva ratkaisu.

Aksiomatisointi 4:

1. < on lineaarijarjestys X:ssi.
2. On olemassa pienin X:n alkio 0.

3. Jokaiselle X:n alkiolle n on olemassa vilittomésti
seuraava X :n alkio s(n). Toisin sanoen, kaikilla X:n
alkioilla n pétee n < 5(n), eiké alkioiden n ja s(n)
valissd ole X:n alkioita.

4. Jokaisella O:sta eroavalla X:m alkiolla n on véliton
edeltdja e(n). Toisin sanoen, kaikilla n € X, n # 0,
pétee e(n) < n, eikd é(n)m ja nm vilissd ole X:n
alkioita.

5. Jos N C X, niin joko N on tyhja tai IV:ssd on pienin
alkio.

(Sama kuin Aksiomatisointi B, josta induktioaksiooma
on korvattu kahdella uudella aksioomalla.)

Teoreema 3. Jos X toteuttaa Aksiomatisoinnin 4,
niin talloin X toteuttaa myds indktioaksiooman (Ak-
siomatisoinnin B viimeinen aksiooma.)

Todistus: Oletetaan, ettd X toteuttaa Aksiomatisoin-
nin 4. Olkoon N C X sellainen, ettd 0 € N, jan € N
implikoi 5(n) € N. Tehddin vastaoletus N # X. Siis
X\ N on epityhji, ja siini on pienin alkio n. Nyt n # 0,
joten on olemassa alkio e(n). Mutta koska e(n) < n, pa-
tee e(n) € N. Siis oletuksen nojalla n = s(e(n)) € N.
Ristiriita. O

Nyt siis jokainen Aksiomatisoinnin 4 toteuttava sys-
teemi toteuttaa my6s Aksiomatisoinnin B, ja on olen-
naisesti samanlainen luonnollisten lukujen systeemin
kanssa.

Tutkitaan vield seuraavaa aksiomatisointia:
Aksiomatisointi 5:

1. < on lineaarijarjestys X:ssé.
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2. On olemassa pienin X:n alkio 0.

3. Jokaiselle X:n alkiolle n on olemassa valittoméasti
seuraava X :m alkio §(n). Toisin sanoen, kaikilla X:n
alkioilla n patee n < §(n), eikd alkioiden n ja 5(n)
vélisséd ole X:n alkioita.

4. Jokaisella 0:sta eroavalla X:n alkiolla n on vilitén
edeltiji e(n). Toisin sanoen, kaikilla n € X,n # 0,
pitee e(n) < n, eikd e(n)m ja n:n vilissd ole X:n
alkioita.

5. Ei ole olemassa daretonté laskevaa jonoa xg > x1 >
o > ... joukon X alkioita.

(Sama kuin Aksiomatisointi B, josta induktioaksiooma
on korvattu kahdella uudella aksioomalla.)

Lukijalle jatetddn harjoitustehtavéiksi osoittaa, ettéa
jos X toteuttaa tdmén aksiomatisoinnin, se toteuttaa
my0Os Aksiomatisoinnin B. Helpointa lienee todistaa vé-
livaiheena, ettd X toteuttaa Aksiomatisoinnin 4.

Aksiomatisointi 5 tietysti sopii huonosti luonnollisten
lukujen aksiomatisoinniksi, koska viimeisesséd aksioo-
massa luonnolliset luvut oletetaan jo valmiiksi tun-
netuiksi; indeksien on tosiaan tarkoitus viitata oikei-
siin luonnollisiin lukuihin, ei joukon X alkioihin. Tés-
ta ongelmasta huolimatta on kuitenkin mielenkiintoista
tutkia, ovatko ndmé aksioomat yhtépitédvid Aksiomati-
soinnin B kanssa.

Loppusanat

Kun pistdmme kirjoitelman tulokset yhteen, saamme
tuloksen, ettd Teoreemojen 1 ja 2 viitteet ovat kum-
pikin yhtéapitévia luonnollisten lukujen induktioaksioo-
man kanssa.

Luonnolliset luvut toteuttavat Teoreemojen 1 ja 2 véit-
teet, ja luvussa 3 konstruoitu aidosti kasvava bijektio
takaa, ettd kaikki luonnollisten lukujen jarjestysomi-
naisuudet seuraavat Aksiomatisoinnista A, ja n&in ol-
len my6s Aksiomatisoinnista B, joten Aksiomatisointi
B (tai aidosti kasvavan bijektion b olemassaolo) impli-
koi Aksiomatisointien 4 ja 5 viitteet. Sekd Aksioma-
tisointi 4 ettd Aksiomatisointi 5 puolestaan implikoi-
vat Aksiomatisoinnin B véiitteet edellisen luvun tulos-
ten nojalla.

Y14 oleva voidaan kiteyttdd seuraavasti:

Teoreema 4. Olkoon X systeemi, joka toteuttaa Ak-
stomatisoinnin 3. Talloin seuraavat ovat yhtdpitavid.

e X toteuttaa induktioaksiooman.

o Kaikissa X :n epdtyhjissd osajoukoissa on pienin al-
kio.

e Fi ole olemassa ddretontd laskevaa jonoa xoy > x1 >
To > ... joukon X alkioita.

e On olemassa aidosti kasvava bijektio b: N — X.

Aksioomat harvoin ovat yhtapitavia tyhjiossé, vaan ne
ovat yhtapitavid joidenkin muiden aksioomien vallites-
sa. Tésséd tapauksessa induktioaksiooman ja Teoreemo-
jen 1 ja 2 viitteiden yhtépitdvyyden kannalta ratkai-
sevaksi osoittautui aksiooma, joka sanoo vélittomien
edeltdjien olemassaolon.

Jos kiinnostuit tassa kirjoituksessa esitetyistd paétte-
lytekniikoista, sinun kannattaa lahteé yliopistoon luke-
maan matematiikkaa ja erikoistua logiikkaan. Logiikas-
sa on osa-alue, malliteoria, jossa tutkitaan sitd, millai-
sia aksioomat toteuttavia systemeeja voidaan millekin
aksioomajoukolle muodostaa.
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Kevaan 2018 ylioppilastehtiava muunnelmineen

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
Abo Akademi

Keviadn 2018 erddssad ylioppilastehtévissd pyydettiin
selvittdmadan, missa suhteessa suora jakaa suorakulmai-
sen kolmion pidemman kateetin, mikali se jakaa hypo-
tenuusan kohtisuorasti kahteen keskendan yhta pitkdan
osaan.

Tehtdvin tarkka muotoilu on seuraava:

Tehtava. Suorakulmaisen kolmion toinen terava kul-
ma on 30 astetta. Kolmion hypotenuusan keskipistee-
seen piirretdédn kuvion mukaisesti kohtisuora jana, jon-
ka toinen péaitepiste sijaitsee kolmion kateetilla. Laske
niiden kahden osan pituuksien suhde, joihin kohtisuora
jakaa kateetin.

Tilanne havainnollistuu seuraavalla kuvalla:

Tédmén voi ratkaista hyvin monella erilaisella tavalla.
Lisdksi tatd kysymystd voi yleistdé erilaisiin tilantei-
siin: Mité tapahtuu, jos kulmien kokoa muutetaan? En-
tds, jos hypotenuusaa ei jaetakaan kahteen yhtd suu-
reen osaan?

Aloitetaan kuitenkin alkuperdisestd tehtdvéistd ja sen
erilaisista ratkaisuista.

Ratkaisuja alkuperiiseen tehtavaan

Ensimmaéinen ratkaisu on uskomattoman -elegantti.
Piirretdén kateetin jakopisteen ja kuudenkymmenen
asteen kulman vilille jana. Kas néin:

Kuvan notaatiolla ovat kolmiot ADM ja BDM yh-
tenevid. koska niilld on yhteinen sivu, niiden kannat
ovat yhtd pitkia ja ndiden sivujen vélissé oleva kulma
on suora. Siispd ZDBM = 30°. Koska ZDBC = 60°,
on oltava myés ZMBC = 30°. Kolmion M BC' kul-
mat ovat siis yhtd suuret kuin kolmion BDM kulmat.
Niilla on yhteinen hypotenuusa, joten nekin ovat yhte-
nevid. Kysytty suhde on siis sellaisen suorakulmaisen
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kolmion, jonka kulmat ovat 30° ja 60°, lyhyemmén ka-
teetin suhde hypotenuusaan, eli 1 : 2.

Toinen ratkaisu rakentuu yhdenmuotoisten kolmioiden
varaan.

Oheisen kuvan notaatiolla alkuperéisen kolmion sivut
ovat ¢, d ja 2a. Kolmiot ABC ja ADM ovat yhdenmuo-
toiset, koska ne molemmat ovat suorakulmaisia kol-
mioita, joiden toinen terdva kulma on 30 astetta.

T&dméan ratkaisun voisi tehda useallakin tavalla. Oleel-
lista on jollain keinolla hyodyntda kolmion mallia ja
ison ja pienen kolmion vilistd suhdetta.

Kolmio on ns. muistikolmio. Tiedetdén siis, ettd d =
V3a. Jos titd tietoa ei muista, voi tdméin helposti
selvittda trigonometristen funktioiden kautta tai esi-
merkiksi piirtdméalla kaksi tdllaista kolmiota vierekkéin
niin, ettd saa tasasivuisen kolmion, ja tdmén jdlkeen
kayttdmalla Pythagoraan lausetta.

Yhdenmuotoisten kolmioiden avulla saadaan

_d
24’
1

a

w

johon voidaan sijoittaa a = fd:

d  d d V3
—_— = 1 = —,
x 20 2- ﬁd 2
joten
d 2 2
x

= —— — = 7d7

V3 V3 3
joten toisen osan pituus on %d, eli osien vélinen suhde
onl:?2

Hienoinen variantti tésté ratkaisusta nojautuu trigono-
metrisiin funktioihin. Ensinndkin

cos30° = &
T
ja
d
30° = —.
Cos 5
Lisaksi

cos 30° =

“|%

Kaksi ensimmaistd yhtdlod vastaavat kolmioiden yh-
denmuotoisuuksia. Viimeinen taas muistikolmion anta-
mia mittoja. Naiden yhtéldiden jédlkeen kdy ratkaisun
loppuun saattaminen tdsmalleen samoin kuin edellisen-
kin.

Nyt késiteltyimme alkuperéisen tehtavin ratkaisuver-
sioita voimmekin siirtyé eteenpain erilaisiin varianttei-

hin.

Kateetin jakaminen tasan

Alkuperdisessd tehtdvanannossa jaettiin hypotenuusa
tasan kahteen osaan. Mité tapahtuukaan, jos tdma teh-
daan pitkalle kateetille?

Niin elegantti kuin yhteneviin kolmioihin perustuva
ratkaisu onkin, ei se mene ldpi ainakaan sellaisenaan
téssa tilanteessa. Helpointa lienee argumentoida yhden-
muotoisten kolmioiden avulla. Nyt 2a = @d. Lisédksi

joten sijoittamalla pituuksien a ja d vélinen suhde seké
ratkaisemalla x saadaan

20>  3d* 3
r= — = — = —Q.
d 8d 8
Toinen osa hypotenuusaa on siis gd. Osien suhde téssa

tilanteessa on siis 3 : 5.

Siirrytddn nyt muunlaisiin suorakulmaisiin kolmioihin
ja muihin jakosuhteisiin.

Yleistys tilanteesta

Helpointa on tarkastella yleistystd tarkastelemalla
kolmiota, jonka lyhyemmén kateetin suhde hypote-
nuusaan on 1 : x. Muistikolmion tapauksessa tdma suh-
de on 1 : 2. Oletetaan liséksi, ettd hypotenuusa on jaet-
tu suhteessa y : 1 pienemmastd kulmasta ldhtien. Kol-
mion sivut ovat siis a, za ja Va2 — 1a.
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Selvitetddn ensin millainen jakosuhteen on oltava, jot-
ta kohtisuora jakaa pitkén eikéd lyhyen kateetin. Tar-
kastellaan siis aluksi rajatapaus, eli se, jossa jakoviiva
kohtaa suoran kulman.

Cc

Kuvan notaatiolla

AB
BC "
ja yhdenmuotoisuuden perusteella saadaan
CB AB
DB~ BC’
joten
pB="2.
x

Alkuperédisessd ylioppilaskokeen tehtéavissi, eli tilan-
teessa, jossa x = 2, tdmaé olisi tarkoittanut sita, etta
hypotenuusa olisi jaettu suhteessa 2 — % : %, elid:1
pidempi patkéd pienemmén kulman pddhén sijoittaen.

Piirretddn nyt kuva yleisesta tilanteesta:

c
W

/\\0’

\Vigs o

Kuvan notaatiolla

AD AC  Va?—-la z?-1

AM ~— AB xa x
Siispé,
AM = AD—E_ _ 0Ty
21 (y+1)vVa2 -1
ja

2
MC=AC —AM = /22 —1q— — %Y
(y+ vz -1
2

T a —ya —a

Kysytty suhde on téssé tilanteessa siis

%0 —ya—a

ax’y
T+ Va2 =1

(y+1)vaz -1

joka sievenee muotoon 2%y : (2% —y — 1).

Loppusanat

Minun nédkékulmastani tehtédvan ratkaisujen lukemisen
viehétys oli erilaisten ratkaisumallien ndkeminen ja rat-
kaisutapojen soveltuvuuden pohtiminen yleistettyihin
tilanteisiin. Ensimmainen ratkaisutapa alkuperéiseen
tehtdvddan on ehdoton oma suosikkini, mutta sitd en
saanut yleistettyd. Toinen viehdtys minulle tédssad teh-
tédvissd on se, ettd koska kaikki toimii yhdenmuotois-
ten kolmioiden avulla, suhdeluvut ovat varsin siistejé ja
esimerkiksi luvut 22y ja 22 —y — 1 ovat kokonaislukuja,
jos luvut x ja y ovat kokonaislukuja.

Aktiiviselle lukijalle jatetdan muiden yleistysten teke-
minen. Bonustehtdvina on luonnollisestikin sen tekemi-
nen missd miné epaonnistuin: yrittdd saada ensimmai-
nen ratkaisumalli toimimaan mahdollisimman yleisessa
tilanteessa.
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