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Olemme saaneet késiimme lukujonon, joka alkaa

[1,-1,3,13,29,...], mutta emme tieda sille kaavaa eli
funktiota f(z), jonka avulla lukujono voidaan esittda
muodossa [f(0), f(1), f(2),...]. Kuinka voisimme 15y-

taa tallaisen kaavan?

Tama kirjoitus esittelee menetelmén, jonka avulla lu-
kujonoa vastaava kaava 10ytyy aina olettaen, ettd se
on polynoms eli muotoa ag + a1z + asx? + - - - + arx®.
Tama oletus péatee melko monen vastaan tulevan luku-
jonon kohdalla. Menetelméé voi kayttda kéasin, tai sen

voi ohjelmoida tietokoneelle.

Menetelman toiminta

Menetelméssé on ideana laskea lukujonon perdakkaisten
jasenten erotuksia, niiden erotuksia jne., kunnes syntyy
lukujono, jonka jokainen jidsen on sama. Esimerkissam-
me meidén riittdd laskea kaksi tasoa erotuksia, ennen
kuin néin tapahtuu:

1
-2
-1 6
4
3 6
10
13 6
16
29

Kun néin kiy, on aihetta juhlaan: lukujono on ilmei-
sesti polynomi ja voimme myo6s jo pédatelld sen asteen
k seké kertoimen ay. Aste k on yhté suuri kuin tasojen
médré, jotka muodostimme erotuksista. Téssé esimer-
kissé aste on 2. Kerroin aj saadaan puolestaan kaavalla
x/k!, missd x on viimeiselld tasolla toistuva luku. Tés-
sé esimerkissd kerroin ay on 6/2! = 3. Tieddmme nyt
siis, ettd polynomin korkeimman asteen termi on 3z2.

Muodostamme sitten uuden lukujonon vahentdmalla
saamamme termin jokaisesta lukujonon jasenestd, eli
jisenestd f(z) tulee f(x)—apx®. Esimerkissimme uusi
lukujono on [1,—4,-9,—14,—19,...]. Tamén jilkeen
laskemme erotukset uudelle lukujonolle:

1
-5
—4
-5
-9
-5
—14
-5
—19
Taméa tarkoittaa, ettd aste k£ on 1 ja kerroin ag on
—5/1 = —5, eli polynomin toinen termi on —5x. Kun
vahenndmme tdmén termin lukujonosta, tuloksena on
[1,1,1,1,1,...]. Téassd lukujonossa jokainen jéasen on

valmiiksi sama, joten enédd ei tarvitse laskea erotuk-
sia, vaan voimme paételld, ettd polynomin vakiotermi
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on 1. Kokonaisuutena haettu polynomi on siis f(z) =
322 — 5z + 1. Nyt kannattaa vield testata, toimiiko po-
lynomi varmasti. Esimerkiksi f(1) = —1 ja f(4) = 29,
joten tilanne nayttad hyvalta.

Toinen esimerkki

Montako tapaa on asettaa n x n -shakkilaudalle kak-
si ratsua niin, etteivit ne uhkaa toisiaan? Esimerkiksi
tapauksessa n = 3 vastaus on 28, koska tavat ovat:
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avul-
alkaa

Laskemalla pienid tapauksia ohjelmoinnin
la  selvidd, ettd  kyseinen  lukujono
[0, 6,28,96,252,550,1056, 1848, .. .].

Voimme nyt kokeilla, 16ytaisimmeko lukujonolle kaavan
polynomina. Erotukset ovat seuraavat:

0
6
6 16
22 30
28 46 12
68 42
96 88 12
156 o4
252 142 12
298 66
550 208 12
506 78
1056 286
792
1848

Lukujono néyttaa olevan polynomi! Tasolla 4 erotukset
ovat samat, joten polynomin aste on 4. Toistuva luku
on 12, joten aq4 = 12/4! = 1/2. Tamén jilkeen voisim-
me selvittdd muut polynomin termit vastaavasti.

Miksi menetelma toimii?

Menetelmén idea on yksinkertainen, mutta miksi se toi-
mii? Miten erotukset liittyvéat asiaan, ja misté ilmestyy
kertoma jakajaksi?

Voimme ymmiértdd menetelméin toiminnan tarkastele-
malla, miten erotusten laskeminen vaikuttaa polyno-
min arvoihin. Oletetaan, ettd polynomin aste on k ja
laskettavana on erotus f(z+1) — f(x). Polynomin kor-
keimman asteen termin osalta erotus on

ap(z + 1)F — apa® = ap (ka1 + A),

missé A kuvaa polynomin (z + 1)* termeji, joiden aste
on alle k — 1. Tamén vuoksi erotuksessa termin z*~!
kertoimena on agk.

Voimme jatkaa vastaavaa pédttelyd ja havaita, ettd
seuraavalla tasolla kertoimena on apk(k — 1), sitd seu-
raavalla apk(k — 1)(k — 2) jne., eli kertoma k! syntyy
taso kerrallaan termin (x + 1) kautta. Viimeiselld ta-
solla kerroin on ayk!, joten saamme alkuperéisen ker-
toimen jakamalla tdmén k!:1la. Lisiksi jokaisella tasolla
erotukset poistavat polynomeista vakiotermit ja vihen-
tdvit muiden termien asteita yhdella, joten viimeisella
tasolla jokaisessa kohdassa on luku agk!.

Enta jos polynomia ei ole?

Menetelméaén liittyy yksi sudenkuoppa: se antaa aina
jonkin polynomin, vaikka lukujonoa ei todellisuudessa
voisi esittdéd polynomina. Esimerkiksi Fibonaccin luku-
jonoa ei voi esittdd polynomina, mutta saamme silti
lukujonolle [0,1,1,2,3,5,...] polynomin

=

x®  132*  61x® 11922 472

24 24 + 24 24 12 °
Tama johtuu siita, ettd n luvun lukujonon voi aina esit-
tdad polynomina, jonka aste on n — 1. Talloin erotusten
laskemisessa viimeiselld tasolla on vain yksi erotus. Me-
netelmén antama tulos onkin luotettava vain silloin,
kun viimeiselld tasolla on wuseita samoja erotuksia ja
polynomin aste on pienempi kuin n — 1.

Toisaalta polynomin muodostamisessa on aina riskin,
ettd polynomi perustuu vain lukujonon alkuosaan ei-
k& meilld ole tietoa, mitd lukuja jonossa on sen jal-
keen. Esimerkiksi teoriassa on mahdollista, ettd lu-
kujonon sata ensimméistd jasentd noudattavat yksin-
kertaista polynomia, mutta niiden jalkeen tulee jotain
muuta. Kaytdnnossa esiintyvissd lukujonoissa tama ris-
ki on kuitenkin ddrimméisen pieni.

Silti jos haluamme olla varmoja, ettd polynomi toimii
aina, viimeinen vaihe on todistaa se oikeaksi. Tama to-
ki vaatii tietoa siitd, mistd lukujono on tullut, kuten
mihin kombinatoriikan ongelmaan se liittyy.

Menetelmin ohjelmointi

Vaikka menetelméd voi kiyttad mainiosti kdsin, tAma
on pidemmén péille melko tyoldstd. Seuraavassa on
menetelméan toteutus Python3-ohjelmana:
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from fractions import Fraction

t = [1,-1,3,13,29]
a=20
def etsi(t,c,f):

if min(t) == max(t):

return (t[0]/f,c)
u = [t[i+1]-t[i]
for i in range(len(t)-1)]

return etsi(u,c+1,f*x(c+1))

t = [Fraction(x) for x in t]

while True:
p = etsi(t,0,1)
if p == (0,0):
break
print (str(p[0])+"*x""+str(p[1]1))
t = [t[i]1-p[0]*(a+i)**p[1]
for i in range(len(t))]

Ohjelman alussa listassa t annetaan lukujonon alku-
osa. Muuttuja a puolestaan ilmaisee, mika on lukujo-
non ensimmaisen jasenen kohta. Esimerkissémme oh-
jelma tulostaa néin:

3*xx72
-5xx~1
1*xx~0

Timé vastaa polynomia 322 — 5z + 1.

Funktio etsi muodostaa erotuksia rekursiivisesti. Sen
parametrit ovat lukujono t, polynomin asteluku k seka
vastaava kertoma f. Jos lukujonon pienin luku on yhta
suuri kuin suurin luku, kaikki luvut ovat yhta suuria
ja funktio paédttyy. Muuten funktio muodostaa uuden
lukujonon erotuksista ja kutsuu itsedédn rekursiivisesti.

Péddohjelmassa lukujonon t sisdlté muutetaan ensin
murtoluvuiksi (Fraction), jotta laskut suoritetaan tar-
kasti. Taméan jilkeen tulee silmukka, joka etsii joka
kierroksella seuraavaksi suurimman polynomin termin
ja tulostaa sen. Silmukka paéttyy, kun seké termin ker-
roin ettd aste ovat nolla, jolloin kaikki polynomin ter-
mit on l6ydetty.

Muuttamalla ohjelmaa voimme nyt muodostaa helposti
myo6s kokonaisen kaavan ratsujen sijoitustapojen maa-
rélle, jota laskimme toisessa esimerkissid. Annamme lu-
kujonon ohjelmalle néin:

= [0,6,28,96,252,550,1056,1848]
1

M
I

Téassé tapauksessa a on 1, koska lukujonon ensimméi-
nen jasen vastaa tapausta n = 1. Ohjelma tuottaa seu-
raavan tuloksen:

1/2*%x~4
-9/2%x72
12xx~1
-8%x70

Ratsujen sijoitustapojen mééara n x n -shakkilaudalla
on siis
4 2
n In
— — — 4+ 12n —8.
5 5 + 12n

Tehtavia

1. Todista, ettd askeinen kaava ratsujen sijoitustapojen
maédrélle toimii aina.

2. Summa 1% + 2% + ... 4+ n¥ voidaan esittds aina po-
lynomina, kun k on positiivinen kokonaisluku. Esi-
merkiksi kun k& = 2, patee

2 2n3 +3n2 +n

°+22 4+ 4n 5

Tutki menetelmén avulla, millaisia kaavoja saadaan
suuremmille k:n arvoille.

3. Shakkiin liittyvét kombinatoriset ongelmat voi usein
esittda polynomina. Millainen olisi esimerkiksi kaa-
va, joka kertoo, monellako tavalla kolme ratsua voi-
daan sijoittaa shakkilaudalle niin, etteiviat ne uhkaa
toisiaan?
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