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Keviadn 2018 erddssad ylioppilastehtévissd pyydettiin
selvittdmadan, missa suhteessa suora jakaa suorakulmai-
sen kolmion pidemman kateetin, mikali se jakaa hypo-
tenuusan kohtisuorasti kahteen keskendan yhta pitkdan
osaan.

Tehtdvin tarkka muotoilu on seuraava:

Tehtava. Suorakulmaisen kolmion toinen terava kul-
ma on 30 astetta. Kolmion hypotenuusan keskipistee-
seen piirretdédn kuvion mukaisesti kohtisuora jana, jon-
ka toinen péaitepiste sijaitsee kolmion kateetilla. Laske
niiden kahden osan pituuksien suhde, joihin kohtisuora
jakaa kateetin.

Tilanne havainnollistuu seuraavalla kuvalla:

Tédmén voi ratkaista hyvin monella erilaisella tavalla.
Lisdksi tatd kysymystd voi yleistdé erilaisiin tilantei-
siin: Mité tapahtuu, jos kulmien kokoa muutetaan? En-
tds, jos hypotenuusaa ei jaetakaan kahteen yhtd suu-
reen osaan?

Aloitetaan kuitenkin alkuperdisestd tehtdvéistd ja sen
erilaisista ratkaisuista.

Ratkaisuja alkuperiiseen tehtavaan

Ensimmaéinen ratkaisu on uskomattoman -elegantti.
Piirretdén kateetin jakopisteen ja kuudenkymmenen
asteen kulman vilille jana. Kas néin:

Kuvan notaatiolla ovat kolmiot ADM ja BDM yh-
tenevid. koska niilld on yhteinen sivu, niiden kannat
ovat yhtd pitkia ja ndiden sivujen vélissé oleva kulma
on suora. Siispd ZDBM = 30°. Koska ZDBC = 60°,
on oltava myés ZMBC = 30°. Kolmion M BC' kul-
mat ovat siis yhtd suuret kuin kolmion BDM kulmat.
Niilla on yhteinen hypotenuusa, joten nekin ovat yhte-
nevid. Kysytty suhde on siis sellaisen suorakulmaisen
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kolmion, jonka kulmat ovat 30° ja 60°, lyhyemmén ka-
teetin suhde hypotenuusaan, eli 1 : 2.

Toinen ratkaisu rakentuu yhdenmuotoisten kolmioiden
varaan.

Oheisen kuvan notaatiolla alkuperéisen kolmion sivut
ovat ¢, d ja 2a. Kolmiot ABC ja ADM ovat yhdenmuo-
toiset, koska ne molemmat ovat suorakulmaisia kol-
mioita, joiden toinen terdva kulma on 30 astetta.

T&dméan ratkaisun voisi tehda useallakin tavalla. Oleel-
lista on jollain keinolla hyodyntda kolmion mallia ja
ison ja pienen kolmion vilistd suhdetta.

Kolmio on ns. muistikolmio. Tiedetdén siis, ettd d =
V3a. Jos titd tietoa ei muista, voi tdméin helposti
selvittda trigonometristen funktioiden kautta tai esi-
merkiksi piirtdméalla kaksi tdllaista kolmiota vierekkéin
niin, ettd saa tasasivuisen kolmion, ja tdmén jdlkeen
kayttdmalla Pythagoraan lausetta.

Yhdenmuotoisten kolmioiden avulla saadaan
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johon voidaan sijoittaa a = fd:
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joten toisen osan pituus on %d, eli osien vélinen suhde
onl:?2

Hienoinen variantti tésté ratkaisusta nojautuu trigono-
metrisiin funktioihin. Ensinndkin

cos30° = &
T
ja
d
30° = —.
Cos 5
Lisaksi

cos 30° =

“|%

Kaksi ensimmaistd yhtdlod vastaavat kolmioiden yh-
denmuotoisuuksia. Viimeinen taas muistikolmion anta-
mia mittoja. Naiden yhtéldiden jédlkeen kdy ratkaisun
loppuun saattaminen tdsmalleen samoin kuin edellisen-
kin.

Nyt késiteltyimme alkuperéisen tehtavin ratkaisuver-
sioita voimmekin siirtyé eteenpain erilaisiin varianttei-

hin.

Kateetin jakaminen tasan

Alkuperdisessd tehtdvanannossa jaettiin hypotenuusa
tasan kahteen osaan. Mité tapahtuukaan, jos tdma teh-
daan pitkalle kateetille?

Niin elegantti kuin yhteneviin kolmioihin perustuva
ratkaisu onkin, ei se mene ldpi ainakaan sellaisenaan
téssa tilanteessa. Helpointa lienee argumentoida yhden-
muotoisten kolmioiden avulla. Nyt 2a = @d. Lisédksi

joten sijoittamalla pituuksien a ja d vélinen suhde seké
ratkaisemalla x saadaan

20>  3d* 3
r= — = — = —Q.
d 8d 8
Toinen osa hypotenuusaa on siis gd. Osien suhde téssa

tilanteessa on siis 3 : 5.

Siirrytddn nyt muunlaisiin suorakulmaisiin kolmioihin
ja muihin jakosuhteisiin.

Yleistys tilanteesta

Helpointa on tarkastella yleistystd tarkastelemalla
kolmiota, jonka lyhyemmén kateetin suhde hypote-
nuusaan on 1 : x. Muistikolmion tapauksessa tdma suh-
de on 1 : 2. Oletetaan liséksi, ettd hypotenuusa on jaet-
tu suhteessa y : 1 pienemmastd kulmasta ldhtien. Kol-
mion sivut ovat siis a, za ja Va2 — 1a.
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Selvitetddn ensin millainen jakosuhteen on oltava, jot-
ta kohtisuora jakaa pitkén eikéd lyhyen kateetin. Tar-
kastellaan siis aluksi rajatapaus, eli se, jossa jakoviiva
kohtaa suoran kulman.

Cc

Kuvan notaatiolla

AB
BC "
ja yhdenmuotoisuuden perusteella saadaan
CB AB
DB~ BC’
joten
pB="2.
x

Alkuperédisessd ylioppilaskokeen tehtéavissi, eli tilan-
teessa, jossa x = 2, tdmaé olisi tarkoittanut sita, etta
hypotenuusa olisi jaettu suhteessa 2 — % : %, elid:1
pidempi patkéd pienemmén kulman pddhén sijoittaen.

Piirretddn nyt kuva yleisesta tilanteesta:
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Kuvan notaatiolla

AD AC  Va?—-la z?-1

m o @ o xra X
Siispé,
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ja
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%0 —ya —a

Kysytty suhde on téssé tilanteessa siis

%0 —ya—a

ax’y
T+ Va2 =1

(y+1)vaz -1

joka sievenee muotoon 2%y : (2% —y — 1).

Loppusanat

Minun nédkékulmastani tehtédvan ratkaisujen lukemisen
viehétys oli erilaisten ratkaisumallien ndkeminen ja rat-
kaisutapojen soveltuvuuden pohtiminen yleistettyihin
tilanteisiin. Ensimmainen ratkaisutapa alkuperéiseen
tehtdvddan on ehdoton oma suosikkini, mutta sitd en
saanut yleistettyd. Toinen viehdtys minulle tédssad teh-
tédvissd on se, ettd koska kaikki toimii yhdenmuotois-
ten kolmioiden avulla, suhdeluvut ovat varsin siistejé ja
esimerkiksi luvut 22y ja 22 —y — 1 ovat kokonaislukuja,
jos luvut x ja y ovat kokonaislukuja.

Aktiiviselle lukijalle jatetdan muiden yleistysten teke-
minen. Bonustehtdvina on luonnollisestikin sen tekemi-
nen missd miné epaonnistuin: yrittdd saada ensimmai-
nen ratkaisumalli toimimaan mahdollisimman yleisessa
tilanteessa.
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