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Luonnollisten lukujen induktio-ominaisuudesta

Tuomas Korppi

Johdanto

Kuten lukija varmaan tietdédkin, luonnollisille luvuil-
le voidaan tehda induktiotodistuksia. Taméa mahdol-
lisuus on ominainen luonnollisille luvuille. Esimerkik-
si rationaali- tai reaaliluvuille ei voida tehdé induktio-
todistuksia'. Luonnollisten lukujen jérjestelméin aksio-
matisoinnissa yleensid mahdollisuus tehdé induktioto-
distuksia otetaankin aksioomaksi.

Induktioaksiooman avulla voidaan todistaa seuraavat
luonnollisten lukujen joukon ominaisuudet

Teoreema 1. Jos A C N, niin joukossa A on pienin
alkio tai A on tyhjda joukko.

Teoreema 2. FEi ole olemassa laskevaa, ddretontd jo-
noa ng > ni > ng > ... luonnollisia lukuja.

Téssé kirjoitelmassa ensin aksiomatisoimme luonnollis-
ten lukujen jarjestelmén ja sen jalkeen pohdimme, voi-
taisiinko aksiomatisoinnissa induktioaksiooma korvata
jommallakummalla yll& mainituista ominaisuuksista.

Lineaarijarjestys

Mietitédan luonnollisten lukujen tai reaalilukujen jarjes-
tysrelaatiota <. Jos z < y ja y < z, niin talléin myos

x < z. Liséksi kaikille luvuille z,y pétee tdsmélleen
vksi seuraavista kolmesta viitteestd: x < y, y < x tai
T =y.

Seuraavaksi mééarittelemme yleisen jérjestyksen kasit-
teen ylld mainittujen kahden huomion pohjalta. Maa-
ritelmémme siis kertoo, millainen mielivaltaisessa jou-
kossa X maéritellyn relaation olisi oltava, etta olisimme
valmiit pitdmaén sité jarjestysrelaationa.

Olkoon X joukko. Sanomme, ettd < on lineaarijirjes-
tys, jos se on 2-paikkainen relaatio joukossa X, joka
tayttda seuraavat ehdot:

e Jos x,y,z € X, joille x < y ja y < z, niin talléin
myos * < 2.

e Jos x,y € X, tdsmaélleen yksi seuraavista kolmesta
ehdosta pétee: z <y, y <z, x =y.

Esimerkiksi reaalilukujen jarjestys, rationaalilukujen
jarjestys, kokonaislukujen jérjestys ja luonnollisten lu-
kujen jarjestys ovat lineaarijarjestyksia.

Lineaarijérjestyksia voidaan kuitenkin maéaritelld ldhes
miten tahansa, kunhan ylld mainitut ehdot toteutu-
vat. Esimerkiksi joukkoon {Ville,42, Punaisuus} voi-
daan méiritelld lineaarijarjestys vaikkapa niin, ettd
Ville < 42, 42 < Punaisuus ja Ville < Punaisuus.

1Rationaaliluvun nimittéji ja osoittaja ovat kokonaislukuja, ja niille voidaan toki tehdd induktiotodistuksia. Néin rationaalilu-
vuillekin voidaan todistaa asioita (luonnollisten lukujen) induktiolla, vaikkei rationaaliluvuille sellaista induktiota voidakaan tehda,
jossa induktioaskeleessa P(g) johdettaisiin siitd, ettd P(q’) pétee, kun ¢’ < gq.
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Mielivaltaista lineaarijirjestystd < voidaan ajatella
suuruusjirjestyksend siind mielessé, ettd jérjestykses-
td < puhuttaessa kéytetdén usein sellaisia ilmauksia
kuten ”pienin alkio”, "suurempi kuin”, ”alkioiden x ja
y valissd” jne., ja ndmaé tarkoitetaan ymméirrettéiviksi
jarjestyksen < suhteen.

Luonnollisten lukujen joukon aksiomati-
sointi

Luonnollisten lukujen joukko voidaan aksiomatisoida
esimerkiksi seuraavasti:

Aksiomatisointi A:

1. < on lineaarijérjestys luonnollisten lukujen joukos-
sa.

2. On olemassa pienin luonnollinen luku 0.

3. Jokaiselle luonnolliselle luvulle n on olemassa vé-
littémaésti seuraava luonnollinen luku s(n). Toisin
sanoen, kaikilla luonnollisilla luvuilla n pétee n <
s(n), eikd lukujen n ja s(n) vilissd ole luonnollisia
lukuja.

4. Jos N C N jolle 0 € N, ja kaikilla n ehto n € N
implikoi s(n) € N, niin talléin N = N.

Viimeistd aksioomaa kutsutaan induktioaksioomaksi.
Se olennaisesti sanoo, ettd luonnollisille luvuille voi-
daan tehdd induktiotodistuksia. Se sanoo, ettd jos N
on joukko, joka sisidltdd kaikki induktiossa tavoitetta-
vat luvut, niin talloin N sisaltad kaikki luonnolliset lu-
vut.

Lukija voi helposti todeta, ettd luonnollisten lukujen
joukko toteuttaa Aksiomatisoinnin A.

Nyt herdd kysymys, voisiko olla muita joukkoja kuin
luonnollisten lukujen joukko, jotka toteuttavat ko. ak-
sioomat. Jos siis X on joukko, ja < relaatio X:ssé, joka
toteuttaa alla olevat aksioomat

Aksiomatisointi B:

1. < on lineaarijarjestys X:ssé.
2. On olemassa pienin X:n alkio 0.

3. Jokaiselle X alkiolle n on olemassa vélittomésti
seuraava X :n alkio s(n). Toisin sanoen, kaikilla X:n
alkioilla n pétee n < 5(n), eikd alkioiden n ja 5(n)
valissa ole X:n alkioita.

4. Jos N C X, jolle 0 € N, ja kaikilla n ehto n € N
implikoi §(n) € N, niin talldin N = X.

niin onko X jollain perustavalla tavalla samanlainen
kuin luonnollisten lukujen joukko? (Jos lukija ei jaksa
kahlata kaikkia aksioomia lapi, niin kerrottakoon, etta

tdmé aksiomatisointi on muutoin sama kuin Aksioma-
tisointi A, mutta luonnollisten lukujen joukon sijaan
puhutaan joukosta X.)

Huomautettakoon, ettd muut tavalliset lukujoukot
kuin N eivit kelpaa X :ksi: Kokonaislukujen joukko to-
teuttaa aksioomat 1 ja 3, muttei aksioomia 2 ja 4. Ei-
negatiivisten reaalilukujen joukko toteuttaa aksioomat
1 ja 2, muttei aksioomia 3 ja 4. Jos reaaliluvulle z yri-
tettéisiin valita seuraaja s(x), tdmaé ei olisi véliton seu-
raaja, koska esimerkiksi luku (x + s(z))/2 olisi z:n ja
s(x):m valissd. Lukujoukko {0,1,...,100} toteuttaa ak-
sioomat 1 ja 2, muttei aksioomaa 3, koska luvulla 100
ei ole seuraajaa téssd joukossa. Tamé joukko toteut-
taa kylldkin hiukan muokatun version induktioaksioo-
masta, kun induktioaksioomaa muokataan niin, etté se
huomioi alkion $(100) puutteen. (Nain ollen joukolle
{0,1,...,100} voidaan tehdd induktiotodistuksia.)

Oletetaan edelleen, ettd X toteuttaa Aksiomatisoinnin
B. Vastaus esittimidamme kysymykseen on: Kylla, X
on perustavalla tavalla samanlainen kuin N, kun pe-
rustavalla tavalla samanlainen mééaritellaan oikein. Se
nimittdin méaritellddn niin, ettd N ja X ovat perus-
tavalla tavalla samanlaisia, koska on olemassa aidosti
kasvava bijektio b: N — X.

Funktio b maaritelldan induktiivisesti seuraavasti:

e b(0) =0.
e Jos b(n) on jo médritelty, niin b(s(n)) méaritellaén
b(s(n)) = 5(b(n)).

Seuraavien kolmen kohdan todistaminen jatetdan har-
joitustehtévaksi:

e b(n) tulee induktiossa mééaritellyksi kaikille n € N.
e b on aidosti kasvava.

e b on bijektio.

Todistaessasi sinun kannattaa pitdd mielessé, ettéa in-
duktiotodistuksia voidaan tehdé sekd N:lle ettd X:lle.
Lisdksi kannattaa pitdd mielessd, ettd aidosti kasva-
van funktion todistaminen injektioksi on helppo nak-
ki. Kannattaa myos muistaa, ettd N on ihan tavallinen
luonnollisten lukujen joukko. Todistaessasi voit kayt-
tda kaikkea mitd tieddt N:sta, eiké sinun tarvitse tyos-
kennelld Aksiomatisoinnista A késin. X :sté et tosin voi
olettaa tietdvisi muuta kuin sen, ettd se toteuttaa Ak-
siomatisoinnin B.

Seuraava voi menné lukijalta yli hilseen, mutta selitdn
kuitenkin, mitd ammattimatemaatikko padttelisi tilan-
teestamme: Aksiomatisoinnit A ja B ovat olennaisesti
sama aksiomatisointi. Vain nimet eroavat. Aksiomati-
soinnissa B kutsutaan X:ksi sitd, mitd Aksiomatisoin-
nissa A kutsutaan luonnollisten lukujen joukoksi. Kos-
ka luonnollisilta luvuilta on aidosti kasvava bijektio b
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mille tahansa joukolle X, joka toteuttaa Aksiomatisoin-
nin B, on olemassa olennaisilta piirteiltdan vain yksi
systeemi, luonnollisten lukujen joukko, joka toteuttaa
Aksiomatisoinnin A/B. Toisin sanoen, erot systeemien
valilla, jotka toteuttavat ndmaé aksioomat ovat epdolen-
naisia. Tadma tarkoittaa sitd, ettid kaikki, mita
luonnollisten lukujen jarjestyksestia voidaan to-
distaa milld tahansa menetelmalli, on seurausta
Aksiomatisoinnin A aksioomista.?

Huomautettakoon, ettd Aksiomatisoinnin A paslle ra-
kentaen voidaan méaéritelld myos luonnollisten lukujen
yhteen- ja kertolasku. Maaritelmét ovat luonteeltaan
induktiivisia, mutta siihen, kuinka se tehdaddn, emme
tassa mene.

Induktioaksiooman seurauksia

Nyt todistetaan johdannossa luvatut luonnollisten lu-
kujen systeemin ominaisuudet:

Teoreema 1. Jos N C N, niin joukossa N on pienin
alkio tai N on tyhjd.

Todistus: Olkoon N C N. Oletetaan, ettéd joukossa N ei
ole pieninté alkiota. Luku 0 ei voi kuulua joukkoon IV,
koska jos se kuuluisi, se olisi N:n pienin alkio. Olete-
taan, ettd luvuista 0,...,n mikdén ei kuulu joukkoon
N. Myoskéidn s(n) ei voi kuulua joukkoon N, koska jos
se kuuluisi, se olisi N:n pienin alkio. Siind tulikin in-
duktion lahtokohta ja induktioaskel. Siis kaikilla n € N
pétee n ¢ N. Siis N on tyhja joukko. OJ

Teoreema 2. Ei ole olemassa laskevaa ddretontd jo-
noa ng > ni > ng > ... luonnollisia lukuja.

Todistus: Jos téllainen jono olisi olemassa, niin {n; |
i € N} olisi epatyhja joukko luonnollisia lukuja, jossa
ei ole pieninta alkiota. Mutta téallaista joukkoa ei edel-
lisen teoreeman nojalla ole olemassa. [J

Vaihtoehtoisia aksiomatisointiyrityksia

Téssé luvussa induktioaksiooma yritetdén korvata jom-
malla kummalla edellisen luvun tuloksista. Talloin saa-
daan toki aksioomat, jotka luonnolliset luvut toteutta-
vat, mutta syntyykoé muita ongelmia?

Oletetaan siis, ettd X = N, ja tutkitaan seuraavia kah-
ta aksiomatisointia.

Aksiomatisointi 1:

1. < on lineaarijarjestys X:ssé.
2. On olemassa pienin X :n alkio 0.

3. Jokaiselle X:n alkiolle n on olemassa valittomaésti
seuraava X :m alkio §(n). Toisin sanoen, kaikilla X:n
alkioilla n pétee n < 5(n), eikd alkioiden n ja s(n)
valissé ole X:n alkioita.

4. Jos N C X, niin N:ssd on pienin alkio tai N on
tyhja joukko.

Aksiomatisointi 2:

1. < on lineaarijarjestys X:ssé.
2. On olemassa pienin X:n alkio 0.

3. Jokaiselle X:n alkiolle n on olemassa valittomaésti
seuraava X :m alkio §(n). Toisin sanoen, kaikilla X:n
alkioilla n pétee n < 5(n), eikd alkioiden n ja s(n)
valissd ole X:n alkioita.

4. Ei ole olemassa laskevaa aédretonta jonoa xog > x1 >
To > ... joukon X alkioita.

(Huomautettakoon, ettd nidmé aksiomatisoinnit ovat
samat kuin Aksiomatisointi B, josta induktioaksiooma
on korvattu uudella aksioomalla.)

Ongelma on siind, ettd kaikki joukot X, jotka toteut-
tavat nama aksiomatisoinnit, eivit ole olennaisesti sa-
manlaisia kuin N.

X voidaan valita seuraavasti: X koostuu kahdesta
luonnollisten lukujen joukon kopiosta®, ensimméises-
téd ja jalkimmaisestd. Kaikki jalkimmaéisen kopion al-
kiot ovat suurempia (X:44n madriteltavin jarjestyksen
mielessd) kuin kaikki ensimmaéisen kopion alkiot. Ko-
pioiden sisélla jérjestys madritellidn kuten luonnollis-
ten lukujen joukon jarjestys.

Lukijalle jatetddn harjoitustehtaviksi todistaa, ettda X
tosiaan toteuttaa sekd Aksiomatisoinnin 1 ettd Aksio-
matisoinnin 2.

X ja N eivat kuitenkaan ole olennaisesti samanlaisia:
N:ssé jokaisella alkiolla n paitsi 0:1la on véliton edelta-
ja e(n), jolle e(n) < n, ja e(n)mn ja n:n vilissd ei ole
alkioita. X:ssé taas jalkimmaisessd kopiossa on pienin
alkio p. p:ll4 ei ole vilitonté edeltédjéa, koska kaikki p:té
pienemmaét alkiot ovat ensimmaéisen kopion alkioita, ei-
k# niiden joukossa ole suurinta. Mydskéin p ei ole 0,
koska 0 on ensimmiisen kopion pienin alkio.

2Pidemmiille ehtineille selitén, ettd tarkoitan lihavoidulla lauseella seuraavaa: Olkoon P(X) miké tahansa jirjestysstruktuurien
ominaisuus (eli ominaisuus, joka voi olla tai olla olematta kullakin jarjestysstruktuurilla X) siten, ettd P(N) pétee, eli luonnollisten
lukujen systeemilld on tdmé ominaisuus. Nyt voidaan todistaa seuraava vaite: Kaikilla systeemeilldc X pdtee, ettd jos X toteuttaa
Aksiomatisoinnin B, niin mydés P(X) pdtee, eli toisin sanoen P(X) on seurausta Aksiomatisoinnista B. Vastaavasti my6s P(N) on

seurausta Aksiomatisoinnista A.

3Kopiot voivat olla esimerkiksi Y/ = {0/,1/,2/,...} ja Y = {0"”,1”,2" ... }. Idea siis on, ettd sekd Y’ ettd Y/ toimivat samoin

kuin luonnollisten lukujen joukko, mutta Y/ NY" = (.
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Jos olisi aidosti kasvava bijektio b: N — X niin b(n) =
p jollain n # 0. Talloin b(e(n)) = ¢ jollain ¢ < p. Nyt
kuitenkin ¢:n ja p:n vélissa on alkioita, jolle mikd&n N:n
alkio ei voi kuvautua. Ristiriita.

X ei myoskaan voi toteuttaa induktioaksioomaa, koska
jos se toteuttaisi sen, se toteuttaisi koko aksiomatisoin-
nin B, ja aidosti kasvava bijektio b olisi olemassa. Néin
ollen induktioaksiooma ei seuraa aksiomatisoinnista 1
tai aksiomatisoinnista 2.

Ohimennen mainittakoon, ettd Aksiomatisoinnin 1 to-
teuttavia systeemeji kutsutaan ordinaaleiksi. Joukko-
oppia ammatikseen tutkivat matemaatikot ovat paljon
tekemisissd ordinaalien kanssa. Ordinaaleille voidaan
tehdé erddnlaisia, luonnollisten lukujen induktiota mo-
nimutkaisempia induktiotodistuksia. Tata tekniikkaa
kutsutaan transfiniittiseksi induktioksi, mutta yksityis-
kohtiin emme téssd mene.

Viela yksi aksiomatisointiyritys

Edellisissd aksiomatisoinneissa jouduttiin ongelmiin,
koska aksioomilla oli malli X, jossa oli alkio, jolla ei
ollut vélitonta edeltdjiaa. Enté jos vélittoman edeltdjan
olemassaolo otettaisiin aksioomaksi induktioaksiooman
sijaan?

Aksiomatisointi 3:

1. < on lineaarijarjestys X:ssé.
2. On olemassa pienin X alkio 0.

3. Jokaiselle X alkiolle n on olemassa vélittomésti
seuraava X :n alkio s(n). Toisin sanoen, kaikilla X:n
alkioilla n pétee n < 5(n), eikd alkioiden n ja 5(n)
vélissa ole X:n alkioita.

4. Jokaisella O:sta eroavalla X:n alkiolla n on viliton
edeltéiji e(n). Toisin sanoen, kaikilla n € X, n # 0,
pitee é(n) < n, eikd é(n):mn ja nm vilissd ole X:n
alkioita.

(Edelleen sama kuin Aksiomatisointi B, josta induktio-
aksiooma on korvattu uudella aksioomalla.)

Luonnollisten lukujen systeemi toteuttaa ndmé aksioo-
mat, OK! Mutta nyt X voidaan valita myos seuraa-
vasti: X koostuu luonnollisten lukujen joukon kopiosta,
jonka perédssd on kokonaislukujen joukon kopio. Kaik-
ki kokonaislukujen joukon kopion alkiot ovat suurem-
pia (X:44n médriteltdvan jarjestyksen mielessd) kuin
kaikki luonnollisten lukujen joukon kopion alkiot. Ko-
pioiden sisilld jarjestys mééritellddn kuten kyseisissa
lukujoukoissa.

Lukijalle jatetdan harjoitustehtavéksi osoittaa, ettd X
tosiaan toteuttaa Aksiomatisoinnin 3.

X on olennaisesti erilainen kuin N, koska X:ssé on osa-
joukko A, jossa ei ole pieninté alkiota. A:ksi voidaan va-
lita yksinkertaisesti se kokonaislukujen joukon kopio.

Myoskéédn ei ole olemassa aidosti kasvavaa bijektiota
b: N — X, koska jos téllainen bijektio olisi olemassa,
joukon A alkukuva olisi N:n epédtyhja osajoukko, jossa
ei ole pieninta alkiota.

Samasta syystd kuin edellisessi luvussa, X ei toteuta
induktioaksioomaa, eikd néin ollen induktioaksiooma
seuraa aksiomatisoinnista 3.

Toimiva ratkaisu

Aksiomatisointi 3 ei takaa, ettd kaikilla osajoukoilla on
pienin alkio, eikd Aksiomatisointi 1 takaa, ettd jokai-
sella nollasta eroavalla alkiolla on edeltaja. Mutta en-
téd, jos ndiden molempien uudet aksioomat otettaisiin
aksioomiksi? Télloin saadaan toimiva ratkaisu.

Aksiomatisointi 4:

1. < on lineaarijarjestys X:ssi.
2. On olemassa pienin X:n alkio 0.

3. Jokaiselle X:n alkiolle n on olemassa vilittomésti
seuraava X :n alkio s(n). Toisin sanoen, kaikilla X:n
alkioilla n pétee n < 5(n), eiké alkioiden n ja s(n)
valissd ole X:n alkioita.

4. Jokaisella O:sta eroavalla X:m alkiolla n on véliton
edeltdja e(n). Toisin sanoen, kaikilla n € X, n # 0,
pétee e(n) < n, eikd é(n)m ja nm vilissd ole X:n
alkioita.

5. Jos N C X, niin joko N on tyhja tai IV:ssd on pienin
alkio.

(Sama kuin Aksiomatisointi B, josta induktioaksiooma
on korvattu kahdella uudella aksioomalla.)

Teoreema 3. Jos X toteuttaa Aksiomatisoinnin 4,
niin talloin X toteuttaa myds indktioaksiooman (Ak-
siomatisoinnin B viimeinen aksiooma.)

Todistus: Oletetaan, ettd X toteuttaa Aksiomatisoin-
nin 4. Olkoon N C X sellainen, ettd 0 € N, jan € N
implikoi 5(n) € N. Tehddin vastaoletus N # X. Siis
X\ N on epityhji, ja siini on pienin alkio n. Nyt n # 0,
joten on olemassa alkio e(n). Mutta koska e(n) < n, pa-
tee e(n) € N. Siis oletuksen nojalla n = s(e(n)) € N.
Ristiriita. O

Nyt siis jokainen Aksiomatisoinnin 4 toteuttava sys-
teemi toteuttaa my6s Aksiomatisoinnin B, ja on olen-
naisesti samanlainen luonnollisten lukujen systeemin
kanssa.

Tutkitaan vield seuraavaa aksiomatisointia:
Aksiomatisointi 5:

1. < on lineaarijarjestys X:ssé.
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2. On olemassa pienin X:n alkio 0.

3. Jokaiselle X:n alkiolle n on olemassa valittoméasti
seuraava X :m alkio §(n). Toisin sanoen, kaikilla X:n
alkioilla n patee n < §(n), eikd alkioiden n ja 5(n)
vélisséd ole X:n alkioita.

4. Jokaisella 0:sta eroavalla X:n alkiolla n on vilitén
edeltiji e(n). Toisin sanoen, kaikilla n € X,n # 0,
pitee e(n) < n, eikd e(n)m ja n:n vilissd ole X:n
alkioita.

5. Ei ole olemassa daretonté laskevaa jonoa xg > x1 >
o > ... joukon X alkioita.

(Sama kuin Aksiomatisointi B, josta induktioaksiooma
on korvattu kahdella uudella aksioomalla.)

Lukijalle jatetddn harjoitustehtavéiksi osoittaa, ettéa
jos X toteuttaa tdmén aksiomatisoinnin, se toteuttaa
my0Os Aksiomatisoinnin B. Helpointa lienee todistaa vé-
livaiheena, ettd X toteuttaa Aksiomatisoinnin 4.

Aksiomatisointi 5 tietysti sopii huonosti luonnollisten
lukujen aksiomatisoinniksi, koska viimeisesséd aksioo-
massa luonnolliset luvut oletetaan jo valmiiksi tun-
netuiksi; indeksien on tosiaan tarkoitus viitata oikei-
siin luonnollisiin lukuihin, ei joukon X alkioihin. Tés-
ta ongelmasta huolimatta on kuitenkin mielenkiintoista
tutkia, ovatko ndmé aksioomat yhtépitédvid Aksiomati-
soinnin B kanssa.

Loppusanat

Kun pistdmme kirjoitelman tulokset yhteen, saamme
tuloksen, ettd Teoreemojen 1 ja 2 viitteet ovat kum-
pikin yhtéapitévia luonnollisten lukujen induktioaksioo-
man kanssa.

Luonnolliset luvut toteuttavat Teoreemojen 1 ja 2 véit-
teet, ja luvussa 3 konstruoitu aidosti kasvava bijektio
takaa, ettd kaikki luonnollisten lukujen jarjestysomi-
naisuudet seuraavat Aksiomatisoinnista A, ja n&in ol-
len my6s Aksiomatisoinnista B, joten Aksiomatisointi
B (tai aidosti kasvavan bijektion b olemassaolo) impli-
koi Aksiomatisointien 4 ja 5 viitteet. Sekd Aksioma-
tisointi 4 ettd Aksiomatisointi 5 puolestaan implikoi-
vat Aksiomatisoinnin B véiitteet edellisen luvun tulos-
ten nojalla.

Y14 oleva voidaan kiteyttdd seuraavasti:

Teoreema 4. Olkoon X systeemi, joka toteuttaa Ak-
stomatisoinnin 3. Talloin seuraavat ovat yhtdpitavid.

e X toteuttaa induktioaksiooman.

o Kaikissa X :n epdtyhjissd osajoukoissa on pienin al-
kio.

e Fi ole olemassa ddretontd laskevaa jonoa xoy > x1 >
To > ... joukon X alkioita.

e On olemassa aidosti kasvava bijektio b: N — X.

Aksioomat harvoin ovat yhtapitavia tyhjiossé, vaan ne
ovat yhtapitavid joidenkin muiden aksioomien vallites-
sa. Tésséd tapauksessa induktioaksiooman ja Teoreemo-
jen 1 ja 2 viitteiden yhtépitdvyyden kannalta ratkai-
sevaksi osoittautui aksiooma, joka sanoo vélittomien
edeltdjien olemassaolon.

Jos kiinnostuit tassa kirjoituksessa esitetyistd paétte-
lytekniikoista, sinun kannattaa lahteé yliopistoon luke-
maan matematiikkaa ja erikoistua logiikkaan. Logiikas-
sa on osa-alue, malliteoria, jossa tutkitaan sitd, millai-
sia aksioomat toteuttavia systemeeja voidaan millekin
aksioomajoukolle muodostaa.
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