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Esipuhe

Monisteemme Diskreetti matematiikka I (kirjallisuusluettelossa [14]) en-
simmaéinen painos ilmestyi 1993. T4t4 monistetta (samoin kuin sen aiem-
pia Jorma Merikosken laatimia versioita) kdytettiin alun perin matematii-
kan, tilastotieteen ja tietojenkésittelyopin opiskelijoiden kurssilla Tampe-
reen yliopistossa seké peruskoulun luokanopettajaksi opiskelevien mate-
matiikan erikoistumisopinnoissa Hameenlinnan opettajankoulutuslaitok-
sella. Sittemmin monistetta alettiin kdyttdd muuallakin, mik& rohkaisi
meitd uudistamaan sen oppikirjaksi.

Kirjan sisaltod voidaan kayttda valikoivasti esimerkiksi seuraavalla ta-
valla:

1. Matematiikan ja sen ldhitieteiden opiskelijat. Periaatteessa koko si-
saltd, mutta kdytadnnossa sitd ei ehdittdne kaydéa 1api yhdelld luento-
kurssilla. Talloin tdhdelld merkityt kohdat voidaan sivuuttaa. Ellei
aika sittenkaén riita, luku 6 voidaan jattda koulutietojen varaan.

2. Didaktisen matematiikan opiskelijat. Paékohdat luvuista 1-6 (paitsi
2.2). Kiinnitetaén erityistd huomiota induktion osaamiseen, ekviva-
lenssirelaation, injektion, surjektion ja bijektion kasitteiden ymmar-
tdmiseen sekd kombinatoriikan perustaitoihin.

3. Kieliteknologian opiskelijat. Kuten edelld, mutta joukko-opilliset vait-
teet tyydytddn perustelemaan havainnollisesti Venn-diagrammeilla
ja teoriaa kevennetddn muuallakin. Lisdksi kéasitelladn luku 8. Ellei
aika riitd, luku 6 voidaan jattaéd koulutietojen varaan.

4. Lukiolaiset. Matemaattisesti erityslahjakkaiden lukiolaisten yliopis-
totasoisella kurssilla menetellddan kuten kohdassa 1. Tavanomaisella
erikoiskurssilla sisdllon valintaan on monta mahdollisuutta.

Osa harjoitustehtavista on taydellisesti ratkaistu nettiosoitteessa
http://mtl.uta.fi/diskreetti/

ja osaan on sielld vastaukset tai lyhyet ratkaisuohjeet.

Monet kollegat, tyotoverit ja opiskelijat ovat auttaneet meita tamén kir-
jan ja sen aiempien monisteversioiden laatimisessa tekemalla sisdltoa kos-
kevia huomautuksia, osallistumalla tekniseen toimittamiseen, laatimalla
nettiratkaisuja tai muulla tavalla. Heidén suuren lukumééransa takia tyy-
dymme kiittdméan kaikkia yhteisesti mainitsematta muiden nimid kuin
Jarmo Niemelén, jota kiitdmme kirjan erinomaisesta teknisestd toimitus-
tyosta. Lisdksi kiitdmme Tampereen yliopistoa ja Suomen tietokirjailijat
ry:td saamastamme apurahasta.

Tampereella maaliskuussa 2004

Jorma Merikoski Ari Virtanen Pertti Koivisto
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Luku 1

Logiikkaa

Kalle: Mutta filosofia, nietkds, se on tiede,
joka opettan meiti ajattelemaan. Esimerkiksi:
kun sataa, niin kastuu; Cajus menee ulos
sateeseen; siis Cajus kastuu.

Kaisa: Mutta jos Cajuksella on sateenvarjo?
Kalle: No, silloin kastuu sateenvarjo.

Kaisa: Voi Kalle kulta, kuinka turhaan sini
vaivaat pditisi. Se on muka olevinaan filoso-
fiaa, etti Cajus kastuu eiki Cajus kastukaan.
Ajatellahan osaa jokainen, kenellid vain on
taysi jirki.

(Topelius [27])

1.1 Lauselogiikkaa

1 Propositio eli suljettu lause

Matematiikassa on térkedd, ettd maaritelmat, lauseet ja paittelyt esite-
tadn lyhyesti ja tdsmaéllisesti, mutta samalla ymmérrettavasti ja riitta-
van yksityiskohtaisesti. Jos kaytettaisiin pelkkda suomen kieltéd tai muuta
luonnollista kieltd, niin esityksesta tulisi pitké ja kompeld. Lyhempéaén ja
selkedmpéadn esitykseen paastdan ottamalla kdyttoon lyhennysmerkintoja
eli symboleja matemaattisille késitteille. Joskus on hyddyllisté ottaa kayt-
t60n lyhennysmerkintojd myos matemaattisille padttelyille. Silloin joudu-
taan pohtimaan, mitd erilaisissa paattelyissd varsinaisesti tapahtuu eli
joudutaan ottamaan tutkimuskohteeksi paattelyt. Tallaisia asioita selvit-
televé tieteenala on nimeltdédn logiikka. Se on historiallisesti luettu kuulu-
vaksi filosofiaan, mutta nykyisin logiikkaa tutkitaan filosofiassa, matema-
tiikassa ja tietojenkésittelytieteissd. Matemaattinen logitkka onkin nimen-
sd mukaisesti matematiikan erds osa-alue. Me olemme téssa kiinnostunei-
ta logiikasta pelkdstdén tyovilineend ja perehdymme tdmén alan alkeis-
késitteisiin ja menetelmiin vain sen verran kuin matematiikan opiskelun
kannalta on tarpeellista.

Logiikan yksinkertaisin tutkimuskohde on propositio eli suljettu lause,
josta kdytdmme myos hieman epatdsmaéllistd nimitysta ’lause’. (Talloin
sanalla ’lause’ on eri merkitys kuin kieliopissa tai matematiikassa.) Tar-
koitamme silla ilmaisua, joka sisdltdd toden tai epatoden vaitteen. Kysy-
mys siitd, onko tietty ilmaisu propositio vai ei, saattaa olla ongelmallinen
(teht. 1). Meidén ei kuitenkaan tarvitse huolehtia téllaisista pulmista, sil-
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14 maéarittelemalld toden proposition totuusarvoksi 1 ja epdtoden 0 saam-
me aikaan tdysin formaalin systeemin. Voimme t&lloin pitda propositioita
olioina, joihin liittyy joko nolla tai ykkénen (jotka nekin ovat meille tassa
pelkkid symboleja, vailla merkitystd), eikd meidén tarvitse valittaa siita,
mitd ndma oliot todellisuudessa ovat.

2 Loogiset konnektiivit

Propositiologiikassa eli lauselogiikassa tutkitaan annetuista lauseista loo-
gisten konnektiivien avulla muodostettavien lauseiden ominaisuuksia. Maa-
rittelemme totuustaulukoilla viisi loogista konnektiivia.

Negaatio = | p | —p
77ei p77 0 1
1
Konjunktio A | p q | pAgq DisjunktioV |p q|pVyg
"pjaq’ 00| O "p tai ¢” 00| O
0 1 0 0 1 1
1 0 0 1 0 1
11 1 1 1 1
Implikaatio= | p q|p=¢q Ekvivalenssi< |p q|p&q
jos p,miing” 1o 0| 1 "p, jos ja 00 1
0 1] 1 vain jos q” 0 1] 0
1 0 0 1 0 0
11 1 1 1 1

Niista totuustaulukoista ndemme konnektiiveilla muodostetun yhdis-
tetyn lauseen totuusarvon, kun alkuperéisten lauseiden p ja g totuusarvot
tunnetaan.

Voimme lukea merkinnén 'p = ¢’ muillakin tavoilla, esimerkiksi "p:sta
seuraa ¢”, "p implikoi ¢:n”, "p on riittava ehto g:lle”, "¢ on valttaméaton
ehto p:lle”. Myo6s merkinnéalle 'p < ¢’ on muita lukutapoja: ”p silloin ja
vain silloin, kun ¢”, ”p ja q ovat ekvivalentteja eli yhtapitdvia”, ”p on
valttdmaton ja riittdva ehto ¢:lle”.

Nailld konnektiiveilla on siis tietyt vastineet luonnollisessa kielessé, joka
meilld on tavallinen suomen kieli:

1N

- 7ei”, ”ei pidé paikkaansa, etté...”

A 7ja”, 7seka ... etta...”

V "tai”, "joko ... tai... (tai molemmat)”

= ”"jos ... niin...”, "silloin kun ... niin...”

< ”"jos ja vain jos ... niin...”, ”silloin ja vain silloin kun ... niin...”
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Tama yhteys ei ole kuitenkaan ndin suoraviivainen, silla luonnollisessa
kielessd néilla sanoilla ja sanonnoilla on monipuolisempi merkitys kuin
logiikassa. Tarkastelemme asiaa lahemmin.

3 Vertailua luonnolliseen kieleen

Ja. Tavallisessa kielessé ja-sanalla voidaan ilmoittaa ajallisia ja muunkin-
laisia jarjestyksid. Esimerkiksi lauseilla ’Kilpailijat A ja B tulivat maaliin’
ja ’Caesar ja legioonalaiset tekivit sotaretken Galliaan’ on eri siséltd kuin
lauseilla 'Kilpailijat B ja A tulivat maaliin’ ja ’Legioonalaiset ja Caesar
tekivit sotaretken Galliaan’. Logiikassa on yhdentekevéd, missé jarjestyk-
sessé ja-konnektiivilla yhdistettévat lauseet kirjoitetaan.

Tai. Tavallisessa suomen kielessé on oikeastaan kaksi erilaista tai-sanaa.
Tarkastelemme lauseita "Viran kelpoisuusehtona on filosofian maisterin tai
diplomi-insinéorin tutkinto’ ja 'Lounaan jalkiruoaksi voidaan valita kahvi
tai jadteld’. Viran hakija, joka on suorittanut sekd filosofian maisterin et-
td diplomi-insin6orin tutkinnon, on edellisen lauseen tulkitsijan mielesta
varmaankin pétevd mainittuun virkaan. Sen sijaan jalkimmaéistéd lausetta
tarjoilija tuskin suostuu kéasittdméan niin, ettd asiakas saisi sekéd kahvin
ettéd jadtelon. Looginen konnektiivi V vastaa tai-sanaa ”viranhakijan tul-
kinnalla”. "Tarjoilijan tulkinta” eli poissulkeva tai lienee jokapaiviisessa
kielenkaytossa yleisempi.

Jos ... niin. Lauselogiikan implikaatiolle ei voida antaa luonnollisen
kielen syy-seuraus -tulkintaa. Tdmén konnektiivin hyodyllisyys matemaat-
tisena merkintdndkin nikyy vasta tautologioiden ja avointen lauseiden yh-
teydessd. Vanhan esimerkin mukaan lauseet '2 + 2 = 5’ ja ’Kuu on juus-
toa’ ovat kumpikin epétosia, joten implikaation totuustaulukon perusteel-
la lause 2 + 2 = 5 = Kuu on juustoa’ eli "Jos 2 + 2 = 5, niin Kuu on
juustoa’ on tosi. Tamé kuulostaa tdysin jarjettoméalta. Ammattitaitoinen
selittelija voisi kuitenkin yrittdéd todistella lauseen mielekkyyttd seuraa-
vasti: Jos 2 + 2 olisi 5, niin silloin maailma olisi niin sekaisin, ettad kaikki
olisi mahdollista. Kuukin voisi olla juustoa tai mitd tahansa, mutta kos-
ka 2 + 2 ei ole nyt eikéd koskaan 5, niin Kuun pinnan laadusta ei tdman
sindnsé toden implikaation perusteella voida sanoa mitdan.

Tarkastelemme vield lauseita 'Ulkona sataa’ ja ’Mind en ldhde kévelyl-
le’, joista muodostamme lauseen 'Ulkona sataa = Miné en ldhde kévelylle’
eli "Jos ulkona sataa, niin miné en ldhde kévelylle’ Ainoa tapa osoittaa
tama lause epédtodeksi on lahtea kivelylle sateeseen. Talloin implikaation
edellinen jasen on tosi ja jalkimmaé&inen epétosi, joten tulemme juuri sithen
totuusarvoyhdistelméén, joka tekee implikaation epatodeksi.

Jos ja vain jos ... niin. Tatdkasdn ei voida tulkita syy-seuraus -suhtee-
na, kuten huomaamme esimerkiksi lauseesta ’Jos ja vain jos 2 + 2 = 5,
niin Kuu on juustoa’, joka on tosi.

Luonnollisessa kielessd sanotaan usein ”jos ... niin”, vaikka tarkoite-
taan ”jos ja vain jos ... niin”. Esimerkkeina tutkimme lauseita 'Jos maksat
50 euroa, niin saat tdmén kirjan’ ja ’Jos opiskelet matematiikkaa ahke-
rasti, niin opit matematiikkaa’ Kuitenkin kirjakauppias tarkoittaa, ettéa
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kirjan saa maksamalla 50 euroa ja vain siten. Ahkeraan opiskeluun hoput-
taja taas haluaa sanoa, ettd matematiikkaa oppii opiskelemalla ahkerasti
eikd millddan muulla tavalla. Taten logiikan (mutta ei luonnollisen kielen)
vaatimusten mukaista olisi sanoa ”Jos ja vain jos maksat 50 euroa, niin
saat tdman kirjan” ja ”Jos ja vain jos opiskelet matematiikkaa ahkerasti,
niin opit matematiikkaa”.

Matematiikassa on kuitenkin vakiintunut tapa, ettd maddritelmissd sa-
notaan ”jos ... niin”, vaikka tarkoitetaan ”jos ja vain jos ... niin”. Esimer-
kiksi méaaritelma ’Kolmiota sanotaan tasasivuiseksi, jos sen kaikki sivut
ovat yhté pitkét’ itse asiassa tarkoittaa: "Kolmiota sanotaan tasasivui-
seksi, jos ja vain jos sen kaikki sivut ovat yhta pitkat”. Matemaattisissa
lauseissa on sen sijaan tietenkin tarkeé erottaa, onko viite voimassa kum-
paankin suuntaan vai pelkastaan toiseen. Ilmaisu ’jos ja vain jos’ voidaan
lyhent&d& muotoon ’joss’ (engl. "iff’).

4 Useampi kuin yksi konnektiivi

Luonnollisen kielen yhdessé lauseessa saattaa esiintyé useita konnektiive-
ja. Talloin asiayhteydestd on selvittdvé, mitkd konnektiivit liittyvat mi-
hinkin lausekokonaisuuteen, mutta joskus saattaa syntya epéselvia tilan-
teita. Esimerkiksi lauseella '"Menen kapakkaan ja vietan hauskan illan tai
luen tenttiin’ on kaksi mahdollista tulkintaa. Tulkinta, ettd lauseen esittéa-
jé harkitsee, lukeeko hian kapakassa tenttiin vai viettadko sielld hauskan
illan, lienee kaytdnnossd harvinainen. Lauselogiikassa kéytetdan sulkei-
ta tallaisten epéselvyyksien vélttdmiseksi. Merkitéédn siis joko ’(Menen
kapakkaan ja vietdn hauskan illan) tai luen tenttiin’ tai "Menen kapak-
kaan ja (vietdn hauskan illan tai luen tenttiin)’ riippuen siitd, kumpaa
tarkoitetaan. Vahentddksemme sulkeiden kéyttoa sovimme, ettd loogisten
konnektiivien suoritusjérjestys on

1. negaatiot,
2. konjunktiot ja disjunktiot,
3. implikaatiot ja ekvivalenssit,

ellei sulkumerkein toisin ilmoiteta.

Olemme logiikassa yleensé kiinnostuneita yhdistettyjen lauseiden to-
tuusarvoista "kaikissa mahdollisissa tilanteissa”. Jos meilld on esimerkik-
si jokin lauseista p, ¢ ja r muodostettu yhdistetty lause A, niin meilla
ei ole useinkaan tietoa lauseiden p, ¢ ja r totuusarvoista, vaan haluam-
me selvittad lauseen A totuusarvon kaikissa kahdeksassa mahdollisessa
tapauksessa, jotka syntyvat, kun lauseet p, ¢ ja r ovat toisistaan riippu-
matta joko tosia tai epétosia. Silloin on kétevad kdyttda totuustaulukkoa,
jossa kukin vaakarivi esittdd yhtd mahdollista tapausta. Olemme jo kon-
nektiivien maarittelyjen yhteydessé laatineet totuustaulukoita, joissa on
késitelty lauseiden p ja ¢ nelja mahdollista totuusarvoyhdistelméa.
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Esimerkki 1. Tutkimme totuustaulukon avulla lauseen pVr = g A r
totuusarvoa.

p q 7v|pVr gANr pVr=qAr
0 0 O 0 0 1
0 0 1 1 0 0
0 1 0 0 0 1
0 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0
1 0 1 1 0 0
1 1 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1

Néemme toisesta vaakarivista, etta kun r on tosi sekd p ja ¢ epétosia, niin
pVr = qgAr on epitosi. Muut totuusarvoyhdistelmit ndemme muista
vaakariveista.

5 Konnektiivien palauttaminen toisiinsa

Kun teemme lauseita ~(—pA—q), =(pA—q) ja 7(pA—q) A—(gA—p) vastaavat
totuustaulukot (tdssd jarjestyksessd), niin saamme samat totuustaulukot
kuin mité lauseilla pVq, p = ¢ ja p < ¢ (tdssi jarjestyksessi) on. Loogiset
konnektiivit eivat ole siis toisistaan riippumattomia, vaan jos meilld on
annettuna esimerkiksi vain negaatio ja konjunktio, niin voimme méaéritella
muut konnektiivit niiden avulla:

def
pVq= =(-pAq),
def
p=q= ~(pAq),
def
P q = ~(pA—qg) A-(g A ).

Tassd *... % tarkoittaa, ettd ’...maaritelladn samaksi kuin. ..’ Tal-
laisiksi peruskonnektiiveiksi, joiden avulla muut konnektiivit maaritellaan,
voimme ottaa myo6s esimerkiksi negaation ja disjunktion tai vaikkapa ne-
gaation ja implikaation. Kuitenkaan emme voi méiaritella negaatiota kayt-
tamalld pelkédstddn konjunktiota, disjunktiota, implikaatiota ja ekviva-
lenssia (s. 46, teht. 99).

Voimme palauttaa poissulkevan tai-konnektiivin V konjunktioon ja dis-
junktioon méarittelemalla

def
Vg = (pVg) A=(pAq).

Voimme my6s kdyttaa totuustaulukkoa (teht. 7). Muitakin loogisia kon-
nektiiveja voidaan mééritelld. Niistd Shefferin! viiva (teht. 8) ja Peircen?
nuoli eli Nicodin® funktio (teht. 10) ovat mielenkiintoisia sikéli, ettd kaik-
ki edelld méaarittelemémme konnektiivit ovat palautettavissa kumpaankin
niista.

M. H. Sheffer (1901-1964), yhdysvaltalainen loogikko.

2 Charles Peirce (1839-1914), yhdysvaltalainen filosofi.
3 Jean Nicod (1893-1924), ranskalainen loogikko.

1.1. Lauselogiikkaa
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Harjoitustehtavia

1. Mitkd seuraavista ovat suljettuja lauseita? a) ’Paljonko kello on?’,
b) 'Hyvad huomenta’; ¢) 'Kunpa tulisi kesd’, d) 'z +2 = 5, e) 'Lu-
vun 7 biljoonas desimaali on 7°, f) 'Taméi lause on epétosi’.

2. Muodostettava lauseen a) p = —p, b) p A —p < p totuustaulukko.

3. Muodostettava lauseen a) —-p A g, b) =(p Agq), ¢) pVqg = pAgq
totuustaulukko.

4. Muodostettava lauseen a) pV g =1, b) pV(¢=71), ¢) pAqg= —r
totuustaulukko.

5. Esitettava konjunktio, implikaatio ja ekvivalenssi negaation ja disjunk-
tion avulla.

6. Esitettdava konjunktio, disjunktio ja ekvivalenssi negaation ja implikaa-
tion avulla.

7. Maariteltava poissulkeva tai-konnektiivi totuustaulukolla.

8. Shefferin viiva | (eli NAND) méiiritelladn seuraavasti.

plgq

o oI
— O~ O
O = = —

Esitettava —p, p A ¢ ja p V g Shefferin viivan avulla.
9. Esitettédva p = ¢q ja p < ¢ Shefferin viivan avulla.

10. Peircen nuoli eli Nicodin funktio | (eli NOR) mééritelldén seuraavas-
ti.

P q|lprlg
0 0| 1
0 1| 0
1 0| 0
1 1] 0

Esitettava —p, p A q ja p V q Peircen nuolen avulla.
11. Esitettdavd p = ¢ ja p < q Peircen nuolen avulla.

12. Esitettdvd Peircen nuoli Shefferin viivan avulla ja Shefferin viiva
Peircen nuolen avulla.

13. Kuinka monta kahdelle lauseelle méaéariteltya loogista konnektiivia on
olemassa?

Luku 1. Logiikkaa



14. Lauseista p1, p2, ..., p, muodostetaan loogisilla konnektiiveilla uusi
lause. Kuinka monta vaakarivia sen totuustaulukossa on?

15. Téssd ja seuraavissa tehtédvissd oletetaan, ettd valehtelija valehtelee
aina kaikessa. Kreetalainen Epimedes* sanoi: "Kaikki kreetalaiset ovat
valehtelijoita”. Valehteliko hdn vai puhuiko hén totta? Onko tdméa Epime-
des-paradoksi itse asiassa ollenkaan paradoksi?

16. Kuvitellaan, ettd Epimedes sanoikin: "Min4 olen valehtelija”. a) Va-
lehteliko hén vai puhuiko hén totta? Osoitettava, ettei tdméakéaén ole var-
sinaisesti paradoksi. b) Néytettivi, ettd se kuitenkin johtaa seuraavaan
kummalliselta tuntuvaan péattelyyn: Jos minéd sanon olevani valehtelija,
niin en ole valehtelija (siis en valehtele aina kaikessa).

17. Eubulides® sanoi: "Nyt miné valehtelen”. Osoitettava, ettd tdmé on
paradoksi.

18. Buridan® ”todisti” Jumalan olemassaolon tarkastelemalla seuraavia
lauseita.

1. Jumala on olemassa.
2. Kumpikaan néisté lauseista ei ole tosi.

Osoitettava, ettd ainoa tapa valttdd paradoksi on paitelld, ettd Jumala
on olemassa.

19. Albert Saksilainen” tarkasteli seuraavia lauseita.
1. Lause 2 on epétosi.
2. Lause 1 on tosi.

a) Osoitettava, ettd tdmi on paradoksi. b) Mitd yhteytta tdlla on Buri-
danin "todistukseen”?

20. Kallelta ja Villelta kysyttiin heidén nimidén. Kumpikin vastasi: "Mi-
nun nimeni on Kalle, mutta mina valehtelen”. Valehtelivatko he vai pu-
huivatko he totta?

1.2 Tautologia ja paattely

1 Tautologia

Olkoot p, g, r,... mielivaltaisia suljettuja lauseita (tdsméallisempédd oli-
si puhua lausemuuttujista). Téalloin voimme esimerkiksi totuustaulukol-
la tutkia, miten néistéd lauseista loogisilla konnektiiveilla muodostettujen

*Epimedes (tai Epimenides, n. 600 eKr), kreetalainen profeetta.

® Bubulides Miletolainen (n. 400 eKr), kreikkalainen filosofi.

6 Jean Buridan (n. 1295 — n. 1358), ranskalainen filosofi.

7 Albert Saksilainen (1316-1390), saksalainen filosofi, teologi ja matemaatikko.
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uusien lauseiden totuusarvot riippuvat alkuperdisten totuusarvoista. Jos
uusi lause on aina tosi, olivatpa lauseiden p, ¢, r,... totuusarvot mit-
ké tahansa, sanomme, ettd kysymyksessa on tautologia. Siis tautologia on
”identtisesti tosi” lause, joten tieto tautologian totuudesta ei kerro "todel-
lisuudesta” mitaédn, koska tautologia on tosi ”kaikissa mahdollisissa maa-
ilmoissa”. Jos vaikkapa p tarkoittaa lausetta 'sataa’ ja g lausetta 'tuulee’,
niin lause p A ¢ ei ole tautologia (se on epétosi jos p tai g on epétosi)
ja se kertookin olennaisen asian sidésté: sataa ja tuulee. Sen sijaan lause
pV —p on tautologia (esim. 2a) eiké se kerrokaan sddstd mitdédn: sataa tai
ei sada.

Alkeellisin menetelmé tautologisuuden osoittamiseksi on kéyttad to-
tuustaulukkoa.

Esimerkki 2. Osoitettava, ettd lause

a) pV-p, b) pA(p=q) =¢q
on tautologia.

Alla olevista totuustaulukoista ndemme, ettd ndmé lauseet ovat tosia,
olivatpa alkuperaisten lauseiden totuusarvot mita tahansa.

a)|p|-p pV-p
0] 1 1
1| o 1
b)|lp qglp=4q pAp=>q pPANpPp=4q9 =4
0 0] 1 0 1
0 1| 1 0 1
1 0| 0 0 1
11| 1 1 1

Padsemme vihemmalla kirjoittamisella merkitseméalld uusien lauseiden
totuusarvot vastaavien konnektiivien alle. Tosin taulukkoon tulee talloin
enemman pystyriveja, silld alkuperéisten lauseiden totuusarvot on syyta
merkité jokaisen niiden esiintymén kohdalle. Taulukon lukemisen helpot-
tamiseksi lisidmme alimmaiseksi vaakarivin osoittamaan, missé jarjestyk-
sessa pystyrivit ovat syntyneet.

a)|p V. - p b)lp A p = 9 = ¢
0 1 1 0 O 0 o0 1 0 1 0
1 1 0 1 o 0 o0 1 1 1 1
1 3 2 1 1 0 1 0 0 1 O
11 1 1 1 1 1

1 2 1 3 1 4 1

2 Tarkeita tautologioita

Seuraavat tautologiat voidaan osoittaa oikeiksi totuustaulukoilla, mutta
ne voidaan ymmaértdd myos “terveelld jarjella” eli “luonnollisella padtte-
lylld” pohtimalla téllaisten lauseiden merkitysta luonnollisessa kielessa.

Luku 1. Logiikkaa



Tautologia Nimi

pEp Identiteetin laki

=(p A —p) Poissuljetun ristiriidan laki
pV —p Poissuljetun kolmannen laki
——p & p Kaksoisnegaation laki

—(pAq) & pV g

de Morganin® sdénnot
=(pVaq) & pA—q
PAp=D Idempotenssilait
pVp<=p
PAGSqAp Vaihdantalait
pVqg<=qVp
PAGAT) & (PAG AT Liitantalait
pV(gVr)e (pVgVr
pA@@VT) & @ADYPAT)  Gaielulait
pV(gATr) & PV A(PVT)

(p=q & -pVyg

Implikaation maaritelma
(p=4q) & ~(pA-g)

Niissa tautologioissa esiintyvét lauseet p ja g voivat olla myos yhdistettyja
lauseita.

Esimerkki 3. a) Identiteetin lain perusteella lause (p A ¢) < (p A q) on
tautologia. b) Poissuljetun kolmannen lain perusteella lause —(p A ¢ =
r)V (p A ¢ = r) on tautologia.

3 Merkinngista < ja =

Jos lause p < ¢ on tautologia, niin lauselogiikan kannalta lauseiden p ja
q merkitys on sama, ja sanomme, ettd lauseet p ja q ovat yhtdpitdvdt eli
ekvivalentit. Merkitsemme talléin p = q.

Logiikassa pitda erottaa toisistaan objektikieli (jota tutkitaan) ja meta-
kieli (jolla tutkitaan). Kun siis tutkimme lauselogiikkaa suomen kielella,
niin objektikielend on lauselogiikan kieli ja metakielen& on suomen kieli.
Merkinnét 'p < ¢’ ja 'pV ¢ < q V p’ ovat siis objektikielen ilmaisuja, kun
taas lauseet 'p < ¢ ei ole tautologia’, "lause p V ¢ < ¢ V p on tautologia’,
'V qjoss qVp ja'pVqg=qVp ovat metakielen ilmaisuja. Oikeastaan
logiikassa on tapana kayttaa objektikielen implikaatiolle ja ekvivalenssille
merkint6ja — ja <>, jolloin merkinndt = ja < ovat metakielen kaytossa.
Talloin voidaan merkitd p = p ja p < p tarkoittamaan, ettéd lauselogiikan
lauseet p — p ja p <> p ovat tautologioita. Matematiikassa ei kuitenkaan

8 Augustus de Morgan (1806-1871), englantilainen matemaatikko.
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tarvitse muuten kuin logiikkaa tutkittaessa tehdé eroa objektikielen ja me-
takielen implikaatioiden ja ekvivalenssien valill4, joten tulemme toimeen
vhdelld implikaatiomerkilld = ja yhdella ekvivalenssimerkilld <.

Liitdnt4lain mukaan lauseiden pA (¢ A7) ja (pAgq) Ar merkitys on sama,
joten voimme jattaa sulut pois ja kdyttda merkintdd pAgAr kummallekin.
Vastaavasti otamme kaytto6n merkinnén pV ¢V r. Voimme yleistdd ndméa
merkintdsopimukset koskemaan my6s useamman kuin kolmen lauseen dis-
junktiota ja konjunktiota. Metakielessd (mutta ei objektikielessé, teht. 29)
on katevad kayttad myos implikaatio- ja ekvivalenssiketjuja. Télloin esi-
merkiksi ketju p < ¢ < 7 eli 'p joss g joss r’ tarkoittaa, ettd p, ¢, r ovat
keskendédn ekvivalentit, ja ketju p = ¢ = r tarkoittaa, etté p:sté seuraa g
ja g:sta seuraa r (ja tdten myos, ettd p:sti seuraa r).

Yhdistetty lause ei lauselogiikan kannalta muutu merkitykseltédan, jos
jonkin siiné esiintyvin lauseen tilalle sijoitetaan loogisesti ekvivalentti
lause. Taten voimme etsid annetun lauseen kanssa yhtépitdvia lauseita
vaiheittain kayttdmalla hyviksi tunnettuja tautologioita.

Esimerkki 4. "Sievennettiva” lause —(pV ¢ = —pA—q) esittdmalld mah-
dollisimman yksinkertainen sen kanssa yhtéapitéava lause.

Soveltamalla implikaation maéritelmédé, kaksoisnegaatiota (kolmessa
paikassa), de Morganin sdantoa ja idempotenssilakia saamme

“(pVg=-pA-g)=-((pVag) A=(-pA—q))
(pVag)A(==pV-m9)
=(pvaAr(pVey=pVa

Tutkimamme lause on siis yhtépitédva lauseen p V ¢ kanssa eli lause
~(pVag=-pA-q) e pVy
on tautologia.

Lauselogiikan kannalta yhtépitavissd lauseissa voi luonnollisessa kie-
lessa olla vivahde-eroja. Vaikka esimerkiksi kaksinkertaisella kiellolla saa-
daan alkuperéisen lauseen kanssa loogisesti yhtépitava lause, tata kieltoa
kaytetadn usein erddnlaisena lieventédjéna. Jos esimerkiksi tietyn maan
asiat ovat huonosti, niin vastuussa ollut poliittinen johtaja ei yleensé to-
tea suoraan: "Maan asiat ovat huonosti”, vaan jotenkin siihen tapaan, ettéa
"Ei voida sanoa, ettd maan asiat ovat hyvin”. Vaikka nailld lauseilla on
sama looginen sisélto, kuulija voi suhtautua niihin eri tavalla.

4 Pisttely

Tarkastelemme perinteista esimerkkia
1. Kaikki ihmiset ovat kuolevaisia.
2. Sokrates on ihminen.

3. Siis Sokrates on kuolevainen.

Luku 1. Logiikkaa



Lauseet 1 ja 2 ovat oletukset eli premissit, ja lause 3 on johtopddtis. Paat-
tely tuntuu pdtevdltd: koska kaikki ihmiset ovat kuolevaisia ja Sokrates
on ihminen, niin varmasti silloin Sokrateskin on kuolevainen. Olennaista
ei ole, ovatko kaikki ihmiset varmasti kuolevaisia tai kuka tai mikd So-
krates on. Olennaista on, ettd jos pidimme niitd oletuksia tosina, niin
meidan tuntuu olevan pakko hyvéiksyad myo6s johtopaédtos todeksi. Myos
paattely

1. Kaikki antiikin kreikkalaiset tutkivat geometriaa.
2. Sokrates oli antiikin kreikkalainen.
3. Siis Sokrates tutki geometriaa.

tuntuu patevalta, vaikka tieddmme, etteivat kaikki antiikin kreikkalaiset
tutkineet geometriaa. Vaikka tdméa pddttely on oikea, emme tiedé, onko
sen johtopdétos tosi vai epdtosi. Emme néet tiedé, tutkiko Sokrates geo-
metriaa vai ei.

Pateva padttely sdilyttdd totuuden: jos premissit ovat tosia, niin myos
johtopadtos on tosi. Voimme osoittaa paattelyn epépateviksi tarkastele-
malla sellaista tilannetta, jossa premissit ovat tosia, mutta johtopaétos
on epatosi. Jos keksimme téllaisen vastaesimerkin, niin padttely ei ole pa-
teva. Mutta jos johtopddtos on tosi aina, kun premissit toteutuvat, niin
péattely on péateva.

Todistusteoriassa tutkitaan johtopdatosten tekemistd premisseisté eri-
laisten paattelysdantéjen avulla. Talloin padttelyt voidaan esittad taysin
formaalisti, joten voimme tunnistaa patevit pdattelyt pelkdstddn niiden
muodon perusteella. Y& esittimdmme pédttelyt ovat logiikan kannalta
samaa muotoa

Premissit: Jokainen A on B
son A
Johtopéddtés: son B

Kaikessa inhimillisessé toiminnassa tehddédn jatkuvasti paattelyja ve-
toamatta mihinkdan muodollisiin paéttelysdantoihin. Talloin symbolien
tilalla tai niiden lisdksi kdytetddn luonnollista kieltd. Olemme jo aiem-
min kutsuneet téllaista paattelyd luonnolliseksi padttelyksi. Sen vastakoh-
ta ei ole "luonnoton” péaattely vaan formaali pddttely, joka darimuodos-
saan voi olla (kirjaimellisestikin) pelkkéé koneellista symbolien késittelyé.
(Puhuessamme luonnollisesta paattelysta emme tarkoita logiikassa olevia
formaaleja luonnollisen paédttelyn systeemeja. Namé systeemit ovat saanet
nimensa siité, ettd niissé pyritddn kayttaméan sellaisia paattelysaantoja,
jotka vastaavat luonnollista paéttelyd mahdollisimman hyvin.)

5 Paittelyn formalisoinnista

Kaikkea patevad padttelya ei voida formalisoida. Matematiikassakin kéy-
tetdan tavallisesti luonnollista paattelya. Logiikan periaatteetkin on viime
kéadessd perusteltava luonnollisella paattelylld. Logiikan tutkiminen aut-
taa kuitenkin matemaattisten paattelyjen ymmartamistd. Matemaattiset

1.2. Tautologia ja pdiittely
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péattelyt ovat usein pitkid ja monimutkaisia, ja aloittelijan saattaa olla
vaikea varmistua téllaisen paédttelyn péatevyydestéd. Logiikassa tutkitaan
paattelya pelkistetyssd muodossa, jolloin pétevid péaattelyjé on helpompi
oppia tunnistamaan ja tekemaén.

Voimme siis tehdéd lauselogiikassa premisseistd pi, p2, ..., pn johto-
péaatoksen g, jos lause g ei voi olla epétosi premissien ollessa tosia. Impli-
kaation ja konjunktion méaéritelmén perusteella taméa on yhtapitdvas sen
kanssa, ettd lause p1 Apa A -+ A p, = g on aina tosi. Saamme siis yksin-
kertaisen kriteerin patevélle paattelylle.

Premisseista p1, p2, ..., pn voidaan tehda johtopéaatos g, jos
(ja lauselogiikassa vain jos) p1 Ap2 A+ - - Ap, = ¢ on tautologia.

Esimerkiksi tautologiaa

pA(p=q) =q

vastaa paattelysdantd modus ponendo ponens eli lyhyemmin modus ponens

P=4q
q

Matematiikassa kdytetdan usein tata paittelyé, silla tavanomainen paét-
telykaavio on tehdd premisseistd ’oletus pitda paikkansa’ ja ’jos oletus
pitdd paikkansa, niin vaitos pitdd paikkansa’ johtopéaatos 'vaitos pitaé
paikkansa’.

6 Lisaa tarkeita tautologioita

Jatkamme tautologiakokoelmaamme luettelemalla sellaisia tautologioita,
jotka esiintyvét usein matemaattisissa todistuksissa ja joissa implikaatio
on keskeiselld sijalla. Tautologioille antamamme nimet ovat itse asiassa
niita vastaavien padttelysadntojen nimia.

Tautologia Nimi

(peq)<= (p=q) A(¢g=p) Ekvivalenssin ja implikaation yhteys

(p=q) < (—g= —p) Kontrapositio
pA(p=q)=q Modus ponendo ponens
(p=q) AN—qg= —p Modus tollendo tollens
pA(—qg= —p) =q Reductio ad absurdum eli

epédsuoran todistamisen saanto

p=qA(g=r)=(p=r) Syllogismi
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7 Lauselogiikan heikkoudesta paattelyissa

Lauselogiikkaa voidaan kéayttad erdiden luonnollisella kielelld esitettyjen
pééattelyjen formalisoinnissa.

Esimerkki 5. Tarkastelemme Origeneen® péittelyi
1. Jos tiedan olevani kuollut, niin olen kuollut.
2. Jos tieddn olevani kuollut, niin en ole kuollut.
3. Siis en tied& olevani kuollut.

Lauseet 1 ja 2 ovat siis premissejé ja 3 johtopadtos. Merkitsemalla p =
"Tiedén olevani kuollut’ ja ¢ = ’Olen kuollut’ saamme tdmén padttelyn
muotoon

p=4q

p=q

P
Lause (p = ¢)A(p = —q) = —p on tautologia (teht. 32b), joten Origeneen
paattely on loogisesti oikea. Télla padttelylla ei kuitenkaan voida sanoa
mitadn premissien eika siis myoskadn johtopaatoksen oikeellisuudesta.

Yritimme nyt formalisoida kohdan 4 alussa esitettyéd péaéttelyéd, jota
merkitsemme (S):114. Merkitsemé&lla p = "Kaikki ihmiset ovat kuolevaisia’,
q = ’'Sokrates on ihminen’ ja r = ’Sokrates on kuolevainen’ saamme sen

muotoon
p
q

r

Lause p A ¢ = r ei kuitenkaan ole tautologia. Tasta ei tietenkaédn seuraa,
etta () olisikin epdpétevd. Meiddn on vain todettava, ettd emme pysty
osoittamaan sen patevyytta lauselogiikan avulla. Lauselogiikka on kielena
niin alkeellinen, ettei ndinkaddn yksinkertaista pédattelya voida siiné jarke-
vasti formalisoida. Seuraavassa luvussa tutustumme ensimmdisen kerta-
luvun predikaattilogiikkaan, jonka avulla voimme tehda niin. Emme kui-
tenkaan perehdy tdhén kieleen niin perusteellisesti, ettd voisimme muo-
dollisesti osoittaa (S):m pateviksi.

Harjoitustehtavia

21. Todistettava tautologiaksia) pAp < pVp, b) p = (-p = p). Miten
ndmé tautologiat voidaan perustella luonnollisella paattelylla?

22. Valittava de Morganin sdannoisté toinen ja todistettava se tautolo-
giaksi. Miten tdma tautologia voidaan perustella luonnollisella pa&ttelyl-
147

23. Valittava osittelulaeista toinen ja todistettava se tautologiaksi. Miten
tdma tautologia voidaan perustella luonnollisella pééttelylla?

9 Origenes (n. 185-254), kreikkalainen teologi.
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24. Olkoot p ja q tosia lauseita. Onko lause

—(=(p = —q) vV -(q = —p))

tosi vai epédtosi? Kéasiteltavi tehtavd a) totuustaulukon vastaavan vaaka-
rivin perusteella, b) sieventamaélld aluksi lause eli kirjoittamalla logiikan
lakien avulla sen kanssa yhtapitdva mahdollisimman yksinkertainen lause.

25. Maéritellaan loogiset vakiot T (verum) ja L (falsum)

T 1
1 0

Siis T on aina tosi ja L epédtosi. Todistettava tautologiaksi
a) pVT&T, b)pAl&s ) ¢) pATEp, d) pvlsep

Miten ndmé tautologiat voidaan perustella luonnollisella paattelylla?

26. Todistettava tautologiaksi

a) pV-p& T, b)) pA-pe L,

c) (p=T)eT, d) (L=p <T.
Miten ndmaé tautologiat voidaan perustella luonnollisella pasttelylla?
27. Etsittdvd tunnettuja tautologioita (myds tehtévissa 25 ja 26 esitettyja
sdant6ja) kayttamalla mahdollisimman yksinkertainen lauseen p = (¢Ap)

kanssa yhtéapitdva lause, joka sisdltda vain konnektiiveja — ja A. Tarkis-
tettava tulos totuustaulukolla.

28. Negaatiota ei voida méaritelld konjunktion, disjunktion, implikaation
ja ekvivalenssin avulla (s. 46, teht. 99). Muuttuuko tilanne, jos sallitaan
loogisten vakioiden T ja L kaytto?

29. Voidaanko (objektikielessd) kayttda merkintdd a) p < g < r tarkoit-
tamaan seké lausetta p < (¢ & r) ettd (p & q) & r, b)p=>qg=7r
tarkoittamaan seké lausetta p = (¢ = r) ettd (p = ¢) = r?

30. Osoitettava tautologiaksi sieventdmaélld ekvivalenssin vasemmasta
puolesta oikea puoli

a) (pAg=>p) =T, b) (g=p)A(-p=q A(g=q) & p.

31. Osoitettava tautologiaksi a) modus tollendo tollensia, b) syllogismia
vastaava lause. Esitettdva esimerkki naiden paattelysadntojen kaytosta.

32. a) Osoitettava tautologiaksi epdsuoran todistamisen sdéntod vastaa-
va lause. Esitettdva esimerkki tdmén paattelysddnnon kiytosta. b) Osoi-
tettava tautologiaksi lause (p = ¢) A (p = —¢) = —p (esim. 5).

33. Formalisoitava seuraavat lauseet ja tutkittava, ovatko ne tautologioi-
ta.
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a) Jos ja vain jos ulkona on kuutamo, niin teen toitd tai en tee.

b) Jos mind maatani rakastaisin,
polttaisin sen lipun
ja antaisin tuulen vapaasti
hulmuta ilmassa.

(Parkkinen [18], ks. my6s Miettinen [16], teht. 5d).
34. Osoitettava seuraavat paittelysadnnot pateviksi.

a) L p) RLL oy R gy PEd

pVq p p pE g

35. Perusteltava alla olevan paattelyn patevyys sekd lauselogiikan avulla
ettd luonnollisella paittelylla.

pVyq
p=r
a=r
r
36. Formalisoitava seuraava péattely ja tutkittava sen péatevyytta.
1. Jos sataa, niin kalastamme, ja jos ei sada, niin uimme.
2. Kalastamme, jos emme ui.

3. Siis uimme, jos ja vain jos emme kalasta.

37. Formalisoitava seuraava pééattely ja tutkittava sen péatevyytta.
1. Jos menet naimisiin, niin kadut.
2. Jos et mene naimisiin, niin sitdkin kadut.

3. Jos siis menet naimisiin tai olet menemétté, niin joka tapauksessa
kadut.

(Kierkegaard!?, ks. esim. Lehtinen [9], s. 96).
38. a) Tutkittava seuraavan kreikkalaisten sofistien péaéttelyn patevyyt-
té.

1. Mité et ole menettényt, se sinulla on.

2. Et ole menettanyt sarvia.

3. Siis sinulla on sarvet.
b) Voidaanko tdmé péaéttely formalisoida lauselogiikassa?
39. a) Aaro, Eero ja Iiro ovat taitavia loogikkoja (he myds tietavéit tois-
tensa taidot). Heiddn kaikkien pa#hén pannaan hattu niin, etteivéit he née
oman hattunsa vérid. Heille sanotaan: "Hatut ovat punaisia tai vihreité.

Jos ndet punaisen hatun, niin nosta kétesi”” Kaikkien hatut ovat punai-
sia, joten kaikki nostavat kdtensd. Aarolta, Eerolta ja Iirolta kysytdin

19 8gren Kierkegaard (1813-1855), tanskalainen filosofi.
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tassd jarjestyksessd, minké varinen hénen hattunsa on. Kuka tietdd vas-
tausvuorollaan hattunsa virin? b) Seurueessa on nelja loogikkoa, joille
asetetaan sama tehtdva. Kaikkien hatut ovat punaisia. Jokaiselta kysy-
tddn vuoronperddn, minkd virinen hdnen hattunsa on. Mitd tapahtuu?
c) Sama kysymys, kun seurueessa on n (n > 4) loogikkoa.

40. Pyhiinvaeltaja oli matkalla Mekkaan. Erdédseen tienhaaraan tulles-
saan hén tiesi, ettd haarautuvista teistd toinen vei Mekkaan ja toinen
ei, mutta ei tiennyt kumpi. Edelleen hin tiesi, ettd tienhaarassa on jom-
pikumpi kahdesta oppaasta, joista toinen aina valehtelee ja toinen aina
puhuu totta, mutta hén ei tiennyt kumpi. Opas suostui vastaamaan vain
yhteen kysymykseen. Miten pyhiinvaeltaja sai selville oikean tien?

1.3 Predikaattilogiikkaa

1 Predikaatti eli avoin lause

Esimerkiksi '2 +2 = 5" ja 2 + 3 = 5’ ovat propositioita eli suljettu-
ja lauseita, joista edellinen on epétosi ja jalkimmainen tosi. Sen sijaan
‘r 4+ 2 =5 ei ole suljettu lause, silld sen totuusarvo riippuu muuttujan x
arvosta. Tallaisten véitteiden tutkiminen on kuitenkin logiikassa valtta-
méatontd. Olemmehan juuri huomanneet, etté lauselogiikka on aivan liian
alkeellinen menetelmé hiemankin monimutkaisempien péaéttelyjen forma-
lisoimiseksi.

Predikaatilla eli avoimella lauseella tarkoitamme véitettd, jonka to-
tuusarvo riippuu muuttujasta. Kaytdmme myo6s predikaatista epatasmal-
listd nimitystd 'lause’. Se joukko, josta muuttuja valitaan, on predikaatin
(tai, kuten myos sanotaan, predikaatin muuttujan) mddrittelyjoukko.

Esimerkki 6. a) Predikaatin 'z + 2 = 5’ méérittelyjoukoksi voimme ot-
taa vaikkapa reaalilukujen joukon. Kaytdmme télle predikaatille merkin-
taa p(z), jolloin esimerkiksi p(1) ja p(2) ovat epdtosia, kun taas p(3) on
tosi. b) Predikaatin ¢(z) = 'z on kala’ miirittelyjoukoksi on luonnollis-
ta ottaa kaikkien eldinlajien joukko. Siis esimerkiksi g(hauki) ja g(lahna)
ovat tosia, mutta g(lehmi) ja ¢(ihminen) ovat epétosia.

Predikaatti eli avoin lause p(x) on siis ilmaisu, josta saadaan propositio
eli suljettu lause aina, kun muuttujan x paikalle sijoitetaan predikaatin
maédrittelyjoukon alkio (tdsméllisemmin: alkion nimi).

Edella kasitellyt predikaatit ovat yksipaikkaisia eli ne sisdltédvat yhden
muuttujan. My6s useampipaikkaisia predikaatteja voidaan tutkia.

Esimerkki 7. a) Predikaatin p(x,y) = 'z on kirjoittanut kirjan nimel-
td ¥y’ muuttujan x maarittelyjoukko voi olla vaikkapa kaikkien ihmisten
joukko ja muuttujan y méérittelyjoukko kaikkien kirjojen joukko. b) Pre-
dikaatin ¢(z,y) = 22 + y? < 1’ kummankin muuttujan miirittelyjoukko
voi olla reaalilukujen joukko. Vastaava suljettu lause on tosi, jos piste
(x,y) on ympyrin z2 + 3% = 1 sisilli, ja epitosi muulloin.
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Yksipaikkainen predikaatti ilmaisee tiettyd ominaisuutta: jos p(x) on
alkiolla xg tosi, niin voimme myo6s sanoa, ettd talla alkiolla on ominai-
suus p. Mitd yhteytta logiikan predikaatilla on sitten kieliopin predikaa-
tin kanssa? Karkea tapa jésentdd luonnollisella kielelld kirjoitettu lause
on jakaa se kahteen osaan: mitéd tehdédan ja kuka tai miké tekee. Esimer-
kiksi lauseessa 'Hauki on kala’ ollaan kaloja, tekijana hauki, ja lauseessa
'Kalle opiskelee logiikkaa’ opiskellaan logiikkaa, tekijanad Kalle. Tekijaa
eli subjektia vastaa meilld logiikassa maéarittelyjoukon alkio, ja sen, mita
lauseessa tehdéan, ilmoittaa predikaatti. Tamé riittda logiikassa, mutta
luonnollisessa kielessé lause jadsennetdén tavallisesti sanojen tarkkuudella
(subjekti-predikaatti-objekti, subjekti-predikaatti-predikatiivi jne).

Kaksi- tai useampipaikkaiset predikaatit ilmoittavat suhteita méaaritte-
lyjoukkojen alkioiden vélilla: jos p(z,y) on tosi tietyilla alkioilla zg ja yo,
niin voimme sanoa, ettd ndmaé alkiot ovat keskenddn suhteessa p.

2 Kvanttorit

Tarvitsemme joukko-opista muutaman merkinnan. Jos x kuuluu joukkoon
A eli  on joukon A alkio, niin merkitsemme z € A. Jos -z € Aeli x
ei kuulu joukkoon A, niin merkitsemme x ¢ A. Tyhjdssi joukossa 0 ei

ole alkioita. Merkitsemme {x1,x2,...,x,} tarkoittamaan joukkoa, jonka
alkiot ovat x1, o, ..., x,. Edelleen merkitsemme, etta
e N on luonnollisten lukujen 0, 1, 2, ... joukko

e 7 on kokonaislukujen joukko
e 7, on positiivisten kokonaislukujen 1, 2, 3,... joukko
e 7Z_ on negatiivisten kokonaislukujen —1, —2, —3, ... joukko

e Q on rationaalilukujen joukko, Q4 positiivisten ja Q_ negatiivisten

R on reaalilukujen joukko, R4 positiivisten ja R_ negatiivisten
e C on kompleksilukujen joukko.

Oletamme siis ndmé joukot tunnetuiksi. Kysymys siitd, mitd ndmé lu-
kujoukot oikeastaan ovat, ei ole mitenkédédn yksinkertainen, ks. esim. Eb-
binghaus ym. [2]. Luonnollisten lukujen méérittelyssi on kirjavuutta, silla
niilla tarkoitetaan usein positiivisia kokonaislukuja.

Olkoon p(z) joukossa X méaéritelty predikaatti ja olkoon A jokin sel-
lainen joukko joukon X alkioita, ettd p(z) on tosi aina, kun x € A. Siis
joukon A kaikilla alkioilla on ominaisuus p. T&ll6in sanomme, ettd lause

Vo € A: p(x)

on tosi. Muussa tapauksessa tdmé lause on epétosi. Symboli V on uni-
versaalikvanttori eli kaikkikvanttori. Lause luetaan: "Joukon A kaikilla al-
kioilla on ominaisuus p” tai ”Ominaisuus p(x) on voimassa aina, kun z €
A”. Matematiikassa on joskus mukava kdyttdd merkinnin Vo € A: p(x)
sijasta merkintdd p(z), Ve € A, mutta silloin rikotaan predikaattilogiikan
kielen sdantoja.

1.3. Predikaattilogiikkaa
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Esimerkki 8. Lause
VreR: 22 >0

tarkoittaa, ettd jokaisen reaaliluvun nelié on ei-negatiivinen, ja on siis
tosi.

Esimerkki 9. Palaamme edellisessa luvussa olevaan paéttelyyn
1. Kaikki ihmiset ovat kuolevaisia.
2. Sokrates on ihminen.
3. Siis Sokrates on kuolevainen.

Formalisoimme tdméan péaéttelyn predikaattilogiikassa. Merkitsemélla
I(x) = ’z on ihminen’, K(z) = 'z on kuolevainen’ ja s = ’Sokrates’
saamme sen muotoon

Vo (I(z) = K(z)) A(s) = K(s)
eli
Va(I(z) = K(z))
I(s)
K(s)

Logiikassa kiytetadn merkintda Va (p(:c)) tarkoittamaan, ettd mielivaltai-
sella oliolla on ominaisuus p. Matematiikassa yleenséd "rajoitetaan kvanti-
fiointia” ilmoittamalla se joukko, jonka alkioihin viitataan. Merkitsemél-
14 kaikkien ihmisten joukkoa I:114 saamme padttelymme matemaattisen
merkintdsysteemin mukaiseen muotoon

Ve el: K(x)
sel
K(s)

Jos joukossa A on ainakin yksi alkio, jolla on ominaisuus p, niin sa-
nomme, ettd lause
Jz € A: p(x)

on tosi. Muulloin tdmé lause on epétosi. Symboli 3 on eksistenssikvanttori
eli olemassaolokvanittori, ja tdmé lause luetaan: ”Joukossa A on (olemassa
ainakin yksi) sellainen alkio, jolla on ominaisuus p” tai ”Ominaisuus p on
voimassa ainakin yhdelld joukon A alkiolla”.

Vaikka lauseissa Vz € A: p(z) ja Iz € A: p(x) on nikyvissd muuttuja
x, ndméa lauseet eivit ole avoimia vaan suljettuja. Nimittdin muuttuja x
ei ole nyt vapaa vaan sidottu: sen paikalle ei sijoiteta mitdan tiettyd A:n
alkiota.

Esimerkki 10. Lause
WeR:22—524+6=0

on tosi, sillé 16ytyy vielipa kaksi reaalilukua, joilla on ominaisuus x? —

5z 4+ 6 = 0, nimittain luvut 2 ja 3.

Loogisia konnektiiveja ja kvanttoreita kutsutaan yhteisesti loogisiksi
operaattoreiksi.
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3 Useampi kuin yksi kvanttori

Kvanttoreita voidaan kayttad myos monipaikkaisten predikaattien yhtey-
dessa.

Esimerkki 11. Tarkastelemme lauseita

(1) VeeR:VyeR:z4+y =0,
(2) dreR:dyeR:z+y=0,
(3) VeeR:JyeR:z+y=0,
(4) JyeR:VzeR: 2 +y=0.

Lauseessa (1) véitetaén, ettd  +y = 0 aina, kun x ja y ovat reaaliluku-
ja. Tama lause on tietenkin epitosi. Lause (2) sanoo, ettd on olemassa sel-
laiset reaaliluvut x ja y, joilla on ominaisuus  +y = 0, ja on siis tosi, silla
téllaisia parejahan on peréti ddreton méadra. Lause (3) tarkoittaa: "Kai-
killa reaaliluvuilla z on olemassa sellainen reaaliluku y, ettd = +y = 0"
Parempaa suomen kieltd ehké olisi: ”Jokaista reaalilukua x kohti on ole-
massa...” tai ”Aina kun z on mielivaltainen reaaliluku, on olemassa...”.
Tamaé lause on tosi, silld y:ksi kelpaa —x. Lause (4) kuuluu: ”"On olemassa
sellainen reaaliluku y, ettd kaikilla reaaliluvuilla z on voimassa x+y = 0”
eli "Loytyy sellainen reaaliluku y, ettd = + y = 0, olipa = mika tahansa
reaaliluku”. Tama lause on epédtosi. Jos néet téllainen y olisi, niin téytyisi
olla esimerkiksi 0 +y = 0 ja 1 4+ y = 0, mikd on mahdotonta.

Tarkastelemme viela lauseita (3) ja (4). Voimme ajatella, ettd lause (4)
saadaan lauseesta (3) siirtdmélld olemassaolokvanttori kaikkikvanttorin
oikealta puolelta vasemmalle. Tosi lause (3) muuttuu néin epétodeksi
lauseeksi (4). Yleensikin téllaisessa siirrossa saadaan alkuperdisté lauset-
ta ankarampi lause. (Siis uusi lause on varmasti epétosi, jos vanha lause
on epétosi, mutta saattaa olla epétosi silloinkin, kun vanha lause on tosi.)
Tamé johtuu siita, ettd lauseessa (3) y saa riippua z:std, mutta lausees-
sa (4) saman y:n on kelvattava kaikille x:1le.

Esimerkki 12. Tarkastelemme predikaattia n(z,y) = 'z on naimisissa
y:n kanssa’, jossa muuttujan x maédrittelyjoukko M on tietty joukko avio-
miehid ja muuttujan y méaarittelyjoukko N on heiddn vaimojensa joukko.
Talloin lause

Ve e M: 3y € N: n(z,y)

on tosi, silla jokaiselle miehelle 16ytyy vaimo. Lause
Jye N: Ve e M: n(x,y)

sen sijaan on epétosi (jos joukossa M ja siis myods N on alkioita enemmén
kuin yksi), silla ei voi 16ytya naista, joka on naimisissa kaikkien miesten
kanssa (Suomen avioliittolainsddddnnon mukaan).

Kasittelemme vield esimerkin tapauksesta, jossa tosi lause séilyy totena
tallaisessa siirrossa.
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Esimerkki 13. Lause
VeeR:JyeR:zy=0

on tosi, silla aina, kun x on annettu reaaliluku, 16ytyy sellainen y, etta
xy = 0, nimittain y = 0. Mutta tdmé y ei riipu x:std, joten on olemassa
sellainen y (nimittdin juuri tdméd y = 0), ettd kaikilla z:114 on zy = 0.
Téaten myos lause

JyeR:VzeR:zy=0

on tosi.

4 Loogisten konnektiivien kaytto

Lauselogiikan konnektiivien avulla voidaan yhdistda myos avoimia lausei-
ta ja muodostaa siten uusia avoimia lauseita. Nekin voidaan sulkea kvant-
toreilla.

Esimerkki 14. Avoimesta lauseesta
z+1>0A22-3<0
saamme olemassaolokvanttorilla suljetun lauseen
dJreR:x+1>0A2x—-3<0,
joka on tosi (miksi?).
Esimerkki 15. Tarkastelemme lausetta
(1) VeeR:z>0=24+1>0.

Tutkimme predikaatin z > 0 = x4+ 1 > 0 (tdsméllisemmin: predikaatista
sijoittamalla saadun suljetun lauseen) totuutta muuttujan x eri arvoilla.
Saamme seuraavan taulukon.

z>0=>z+1>0

< -1 0 1 0
—1<x<0 0 1 1
x>0 1 1 1

Siis lause (1) on tosi. Ndemme totuustaulukon viimeiseltd vaakarivilta,
ettd kaikki ne reaaliluvut z, jotka toteuttavat ehdon x > 0, toteuttavat
my6s ehdon x +1 > 0. Voimme téten ilman vaikeuksia tulkita tdméan
lauseen ’jos ... niin’ -ehdoksi eli lukea sen ”Jos z > 0, niin x +1 > 0”.

Esimerkki 16. Lause
VeeR:z+1>0=2>0

on epatosi. Nimittdin esimerkiksi arvolla x = 0 implikaation x +1 > 0 =
x > 0 edellinen jasen on tosi ja jalkimmainen epétosi.
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Matematiikassa jatetddn usein kaikkikvanttori kirjoittamatta lauseesta
Vz € X : p(x). Néin tehddén erityisesti silloin, kun p(z) on implikaatiolla
tai ekvivalenssilla saatu yhdistetty lause. Talloin lausetta p(z) ei tulkita
avoimeksi lauseeksi, vaan siinéd tulkitaan muuttujalla  olevan jokin kiin-
ted, mutta mielivaltainen arvo. Talloin sanotaan usein: ”Olkoon z joukon
X mielivaltainen alkio”, missé joukko X on muuttujan x mééarittelyjouk-
ko. Muussa tapauksessa maarittelyjoukon on selvittdva asiayhteydesta.
Sovimme, etté se on R, ellei toisin mainita.

Esimerkki 17. Lauseesta
VereR:z+1>0=2>0

ei voida jattaa kaikkikvanttoria pois ilman, ettd sen merkitys muuttuu
(miksei?). Ta&mé& ei ole ristiriidassa ylla esitetyn kanssa, koska lause ei
ala kaikkikvanttorilla. Ottamalla k&ytt66n merkinnidn # (lue: “ei véltta-
méttd seuraa”) voimme kirjoittaa tdmén lauseen ilman kaikkikvanttoria
muodossa

r+1>0%z>0.

Néimme esimerkissa 15, ettd avointen lauseiden implikaatio on tulkit-
tavissa ’jos ... niin’ -ehdoksi. Taméa tulkinta saattaa kuitenkin tuntua
oudolta implikaation edellisen jasenen ollessa identtisesti epatosi. Esimer-
kiksi lause

P?Hr+l=0=>2=1

tuntuisi (méirittelyjoukossa R) epitodelta, mutta tama lause on tosi, silla
22 + 2+ 1 = 0 on aina epitosi. Identtisesti epétosi lause siis implikoi
mitd tahansa lauseita. Ei kuitenkaan voida péatella, ettd x = 1 muka
olisi yhtalon 22 + x 4+ 1 = 0 ratkaisu, silli lause sanoo vain, ettd = = 1
on vdlttamdton ehto ratkaisulle (siis muita ratkaisuja ei voi olla). Koska
implikaatio toiseen suuntaan ei ole voimassa eli

r=1#42+2x+1=0,

niin tdmé ehto ei kuitenkaan ole riittdva. Siis yhtalolld 22 +z +1 =0 ei
ole (reaalisia) ratkaisuja.

Logiikassa sovitaan yleensi, ettd kvanttorin "vaikutusalue” on sama
kuin negaationkin eli kvanttoria vélittomésti seuraava kaava. Matema-
tiikassa tatd sddntod ei aina noudateta, koska tuo vaikutusalue selvida
tavallisesti asiayhteydesté. Yleensd sen tulkitaan ulottuvan ensimméiseen
sellaiseen konnektiiviin saakka, jota seuraa suljettu lause.

Esimerkki 18. a) Tulkitsemme merkinnén 3z € R: p(x)Aq(z) tarkoitta-
van lausetta 3z € R: (p(z) Aq(z)), vrt. esim. 14. b) Tulkitsemme merkin-
nin Vz € R: p(z) = ¢(x) tarkoittavan lausetta Va € R: (p(z) = q(z)),
vrt. esim. 15. ¢) Tulkitsemme merkinnan Vz € R: p(z) = p(0) tarkoitta-
van lausetta (Vo € R: p(z)) = p(0) eikd lausetta Vo € R: (p(z) = p(0)).

1.3. Predikaattilogiikkaa
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5 Luonnollinen paattely predikaattilogiikassa

Esimerkissi 15 lause Va € R: p(z), missd p(z) =’z >0 =2+ 1> 0,
on tosi, silld avoin lause p(z) on identtisesti tosi. Lauseen p(x) identtinen
totuus ei kuitenkaan ole perusteltavissa logiikan avulla vaan erisuuruu-
den > ominaisuuksien perusteella. Voimme muodostaa sellaisiakin avoi-
mia lauseita, joiden identtinen totuus seuraa suoraan lauselogiikasta. Jos
nimittain p(x) on sellainen predikaatti, etta lause p(z) on tautologia, kun
muuttujalla z ajatellaan olevan kiinted (mutta mielivaltainen) arvo, niin
lause p(x) on identtisesti tosi ja lause Vo € X : p(x) on téten tosi. Voimme
joskus myds todeta suljetuista predikaattilogiikan lauseista konnektiiveilla
muodostetun yhdistetyn lauseen totuuden pelkéstiadn lauselogiikan avulla
(teht. 56).

Predikaattilogiikan tosien lauseiden totuutta ei kuitenkaan yleensé voi-
da perustella lauselogiikalla. Téllainen lause on esimerkiksi

Vz € R: p(x) = p(0),

joten meidan on tyydyttavé kayttdméaan luonnollista paattelyéd sen totuu-
den osoittamiseksi. Sama koskee kahta seuraavaa lausetta. (Joudumme
kiayttamain niisséd sanaa 'lause’ kahdessa eri merkityksessa.)

Lause 1 (Negaation siirto kvanttorin ohi). Olkoon p(z) joukos-
sa X maéritelty predikaatti. Talloin lauseet

(1) Vo € X: p(x) & Iz € X: —p(x)
ja

(2) -3z € X: p(z) & Ve e X: —p(z)
ovat tosia.

Todistamme kohdan (1) ja jatdmme kohdan (2) harjoitustehtéviksi
(teht. 55). Lause —Vx € X: p(x) on tosi tdsmélleen silloin, kun lause
Vz € X : p(x) on epéitosi eli kun on olemassa ainakin yksi sellainen z € X,
ettd p(x) on epdtosi. TAma on yhtépitdvai sen kanssa, ettd on olemassa
ainakin yksi sellainen z € X, ettd —p(z) on tosi. Taméi taas tarkoittaa si-
té, ettd lause Jx € X : —p(x) on tosi. Olemme néin osoittaneet, ettd lause
—Vz € X : p(x) on tosi, jos ja vain jos lause 3z € X : —p(z) on tosi.

Lause 2 (Kaikkikvanttorin siirto ekvivalenssiin). Olkoot p(x)
ja g(x) joukossa X méariteltyja predikaatteja. Talloin paattely

Ve e X: p(z) & q(z)
Ve X: p(z) & Ve e X: g(x)

on pateva.
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Todistus. Oletamme, ettd Vo € X: p(z) & ¢(x). Kun siis ¢ € X on
mielivaltainen, niin p(x), jos ja vain jos ¢(z). Taten predikaatit p(z) ja
g(z) ovat tosia samoilla z:n arvoilla. Siis p(xz) on tosi kaikilla z € X
silloin ja vain silloin, kun myos ¢(z) on tosi kaikilla 2 € X. Toisin sanoen
Ve e X:p(z) & Ve e X: q(x).

Harjoitustehtavia

Tehtévissd 41-47 on tutkittava, ovatko niissé esitetyt lauseet tosia vai
epatosia.

41. a) Ve €eR: 2> —z, b) Vz € R: 22 = |z|*.
42. a) Vo €Zy: (1+2)2>1+2z, b) Ve eR: (1+2)? > 1+ 2z.
43. a) Iz €R: |z —1| <0, b) Iz €Z: 2z = 3z.

44. a) Ve eR:z€Z=2z+2€Z, b) VxeR:er:geZ.

45. a) Ve e Ry :VyeRy:y <z, b) Iz eRy:yeRi:y <.
46. a) Ve eRy:JyeRy:y<z, b) yeRi:VeeRy:y <.
47. a) Vx eN: JyeN:y <z, b) JyeN:VzeN:y <z

48. Olkoon p(z,y) predikaatti 'z + y = 2z — 3. Ovatko seuraavat lauseet
tosia vai epétosia?

a) Ve €Z:JyeZ:p(x,y), b) yeZ:VeeZ:plx,y),
c) VYyeZ:x e Z: p(x,y), d) Iz €Z: Yy €Z: p(a,y).
49. Formalisoitava: a) Jokainen ei-kokonainen reaaliluku on kahden pe-

rikkaisen kokonaisluvun vélissi. b) Jokainen kokonaisluku on parillinen
tai pariton.

50. Matemaattisessa analyysissa miaritelldan, etta lim, ., f(z) = a, jos
jokaista positiivilukua e kohti on olemassa sellainen positiiviluku ., ettd
|f(z) —a|] < € aina, kun 0 < |z — z¢| < J.. Formalisoitava tdmé médri-
telmaé.

Tehtévissd 51-53 on tutkittava, ovatko niissé esitetyt lauseet tosia vai
epitosia (joukossa R).

5l.a)r=3=22=9, b)z2=9=>2=3, ¢)r<3=2%<9,
d) 22 <9=12<3.

52.a)z#0& |z >0, b)z>0&z=|z|, ¢)2’-bz+6=0«
r=2Az=3, d)2>-5r+6=02=2Vz=3.

53. a) 2’ =—-1=2=2 b)x’=-1=2#2 c)z’=-1=2>#
—1.
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54. Muodostettava lauseen a) Vo ¢ R: 2 > 2Vz < 3, b) Iz e R: 0 <
x < 1 negaatio siirtamalla negaatiokonnektiivi kvanttorin ohi. Mitka ovat
niin saatujen lauseiden totuusarvot?

55. Olkoon p(z) joukossa X méiiritelty predikaatti. Osoitettava, ettd lause
-Jz € X: p(x) & Ve e X: -p(x)
on tosi.

56. Olkoon p(z) joukossa R mééritelty yksipaikkainen ja ¢(x,y) kaksi-
paikkainen predikaatti. Osoitettava loogisesti todeksi

a) Vz € R: p(z) = (3z € R: -p(z) = Vz € R: p(x)),
b) Vz € R: Jy € R: (-a(z,y) = q(y,y)) & (ma(y.y) = a(z,y)).
57. Esitettiava sellaiset predikaatit p(x) ja g(z), ettd lauseet
Vr € R: p(z) & q(x)
ja
Vo € R: p(z) & Vz € R: q(z)

eivit ole yhtapitavia. Vrt. lause 2.

58. Formalisoitava seuraava padttely ja tutkittava sen patevyytta.
2 on transkendenttiluku.

Mikaan transkendenttiluku ei ole algebrallinen luku.
Jokainen rationaaliluku on algebrallinen luku.

Jokainen kokonaisluku on rationaaliluku.

vl W =

Siis 2 ei ole kokonaisluku.

59. Formalisoitava seuraava padttely ja tutkittava sen patevyytta.

2 ei ole transkendenttiluku.

Jokainen luku, joka ei ole transkendenttiluku, on algebrallinen luku
Jotkin algebralliset luvut ovat rationaalilukuja.

Jotkin rationaaliluvut ovat kokonaislukuja.

AN

Siis 2 on kokonaisluku.
60. Formalisoitava seuraava paéttely (vrt. Miettinen [16], teht. 54) ja
tutkittava sen patevyytta.

1. Jokainen faaraon tytdr on nautiskelija.

2. Kukaan nainen ei ole nautiskelija.

3. Nefernefertite on faaraon tytér.

4. Siis harpyija huutaa merell.
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Luku 2

Induktio ja rekursio

Holmoliinen haki halkoja metsistd. Hin heitti
ensimmiiisen halon rekeen sanoen hevoselle:
”Ainakin tuon sind jaksat vetdd”. Sitten hiin
heitti toisen halon sanoen: ”Jos sind jaksat
tuon, niin jaksat tidminkin”. Seuraavaksi hin
heitti taas halon sanoen: ”Jos sindi jaksat vetii
nuo reessii olevat halot, niin jaksat taminkin”.
Hiin jatkoi samalla tavalla, kunnes reki oli
aivan taynnd halkoja. Holmoldinen oli ihmeis-
siin, kun hevonen ei jaksanutkaan vetii reked.

(Vanhan kansansadun mukaan)

2.1 Induktioperiaate

1 Johdattelevia esimerkkeja

Tieteen teoriassa induktiivinen menetelmd tarkoittaa yleisten johtopaa-
tosten tekemisté yksityistapauksista, jolloin siis edetédan ”yksityisesté ylei-
seen”. Deduktiivisessa menetelméssa taas yksityistapauksia tutkitaan yleis-
ten tulosten perusteella eli edetddn “yleisestd yksityiseen”. Induktiivinen
menetelmé ei ole matematiikassa péateva, silla yksityiset esimerkit eivét
riitd yleisen viitteen todistamiseksi. Kuitenkin on olemassa matemaat-
tinen todistustekniikka nimeltd induktioperiaate eli (matemaattinen) in-
duktio. Se ei ole varsinaisesti induktiivinen menetelmé, mutta sen perus-
idea kuulostaa yksityistapausten tutkimiselta, ja niin tdta nimeé on alettu
kayttaa.

Tarkastelemme aluksi ei-matemaattisia esimerkkeja induktioperiaat-
teen mukaisesta ajattelusta.

Esimerkki 19. Olkoon meilli d4reton jono ihmisid. (Siis kuvittelemme,
ettd tuollainen jono on olemassa.) Jonon ensimméiselle kerrotaan tietty
salaisuus. Toisaalta néistd ihmisistd tiedetdén, ettd jokainen kuultuaan
jonkin asian kertoo sen heti jonon seuraavalle. Tuntuu jarkevéalta paitella,
ettd tdma salaisuus tulee kaikkien jonossa olevien tietoon.

Esimerkki 20. Kuvitelkaamme, ettd meilld on ddreton jono palikkator-
neja, joista jokainen kaatuessaan heti kaataa seuraavan. Jos jonon ensim-
méinen torni kaadetaan, niin tuntuu jarkevaltd paitelld, ettd koko jono
kaatuu.

Esimerkki 21. Tarkastelemme vield ”induktiotikkaita”, jotka ulottuvat
aarettoman korkealle ja joissa on ddrettoméan monta askelmaa. Tiedetdén,
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ettd jos kiipeilija astuu tietylle askelmalle, niin hdn aina heti nousee sité
seuraavalle askelmalle. Jos kiipeilija astuu ensimmaéiselle askelmalle, niin
tuntuu jarkevalta ajatella, ettd han kay kaikki askelmat lapi eli kiipeda
darettoméan korkealle.

2 Induktio

Olkoon tehtavéana laskea n ensimmaéisen parittoman positiivisen kokonais-
luvun summa 1434 - -+ (2n—1). (Voisimme laskea sen helposti aritmeet-
tisen sarjan summan kaavalla. Emme kuitenkaan toistaiseksi pidd tdmén
kaavan kayttoa luvallisena, silla sen tarkka johtaminen vaatii nimenomaan
induktiota, ks. kohta 4.) Tutkimme aluksi tilannetta pienilld n:n arvoilla.

1=1,
1+3=4,
14+3+5=09,

1+3+5+7=16,
14+34+5+7+9=25.

Ei tarvita paljoakaan mielikuvitusta huomaamaan, ettd oikealla puolel-
la ovat lukujen 1, 2, 3, 4, 5 neliot. "Induktiivisella menetelmalla” meisté
alkaa tuntua silta, ettd yleisesti

(1) 1+34--+(2n—1)=n%

Tama on vieléd todistettava. Voisimme tutkia véitetta kokeellisesti esimer-
kiksi tietokoneella, mutta ndin emme saisi patevia todistusta, silld emme
voi kéyda 1api kaikkia n:n arvoja. Meiddn on siis meneteltdva muulla ta-
valla.

Tarkoittakoon p,, lausetta 1+ 3 + -+ + (2n — 1) = n?. Huomasimme
edelld, ettd p1, po, ..., p5 ovat tosia. Voisimme todistaa lauseen pg helposti
suoraan laskemalla 1 +3 +5+ 7+ 9+ 11 = 36, mutta voimme tehda sen
myo6s laskematta koko summaa kdyttdmdalla hyviksi lauseen ps totuutta.
Nimittain

1434+5+7+9+11=(1+34+5+7+9)+ 11225411 = 36.

Vastaavasti ps:n totuus seuraa psn totuudesta jne, joten kaikki viime
kéddessa palautuu pp:n totuuteen.

Samoin kuin ps:n totuudesta seuraa pg:n totuus, minkd tahansa pg:n
totuudesta seuraa pix+1:n totuus. Jos niet py sattuisi olemaan tosi, niin
silloin olisi 1 +3 + - -+ + (2k — 1) = k? ja edelleen

143+ 4+ (2(k+1)—1) =143+ +(2k+1)
=(1+3+ -+ 2k—1))+2k+1) B R +2k+1=(k+1)%

Nyt p; on tosi, pi:n totuudesta seuraa po:n totuus, po:n totuudesta
seuraa ps:n totuus jne. Yleisesti pp:n totuudesta seuraa pgyi:n totuus.
Téastd paattelemme matemaattisella induktiolla, ettd p, on tosi kaikilla
n € Z4. Vaités (1) on siis todistettu.
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3 Induktioperiaatteen muotoilu. Esimerkkeja

Matemaattisen induktion patevyys voidaan perustella luonnollisten lu-
kujen erdiden ominaisuuksien avulla. Kun luonnolliset luvut maéaritellaén
Peanon! aksioomilla (ks. esim. Ebbinghaus ym. [2], Enderton [3], Jech [8]),
niin induktioperiaate oletetaan aksioomaksi. Me tyydymme toteamaan,
ettd se on intuitiivisesti helppo hyviksya oikeaksi.

Esitdmme nyt induktioperiaatteen yleisessé muodossa.

(Ensimmadinen) induktioperiaate. Olkoot pg, p1,... (tai pm,
Dm+1,---, missd m € Z) lauseita. Olkoon tehtévané todistaa, et-
ta lause p, on tosi kaikilla n € N (tai kaikilla n € {m,m +1,...}).
Menetelldén seuraavasti.

1 (Perusaskel). Osoitetaan, ettd po on tosi (tai p,, on tosi).

2 (Induktioaskel). Osoitetaan, ettd pi:n totuudesta aina seuraa
Pr+1:1 totuus. Toisin sanoen tehdaan induktio-oletus, etta p,,
on tosi arvolla n = k, ja todistetaan induktiovdite, etta p, on
talloin tosi arvolla n = k+ 1. (Vaihtoehtoinen induktioaskel on
osoittaa, ettd py_1:n totuudesta aina seuraa pg:n totuus.)

3 (Johtopédatos). Tamén jilkeen alkuperdinen viitos seuraa in-
duktioperiaatteesta.

Voimme formalisoida induktioperiaatteen muotoon
Po

Vk e N: (pk :>pk+1)
Vn € N: p,

Esimerkki 22. Todistettava, ettd 142+ - +n = 2% kaikillan € Z.
Perusaskel. Kun n = 1, niin yhtélén vasemmalla puolella olevan sum-
man ainoa termi on 1, joten tdmé& summa on 1. Oikea puoli on % = 1.
Siis yht&lé on voimassa, kun n = 1.
Induktioaskel. Induktio-oletus (IO) on, ettd yhtdlo on voimassa, kun

n =k, eli ettd
k(k+1
(10) 1+2+~~-+k:%.

Induktiovéite (IV) on, ettd tdmi yhtdlo on voimassa, kun n = k + 1, eli
etta

(k+1)((k+1)+1)
5 .

(IV) 1+24-+(k+1)=

Induktiovditteen todistus. Induktiovéitteen vasen puoli on yksinkertais-
ten laskujen ja induktio-oletuksen perusteella

! Giuseppe Peano (1858-1932), italialainen matemaatikko.
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vp=1+42+-+(k+1)=0+2+ - +k)+ (k+1)

g@+<k+1):k(lﬂ+l);2(k+l) _ (k+1)2(k+2)_

Oikea puoli

Ck+D(k+D+1) (k+1)(k+2)
op = 2 - 2

on sama, joten (IV) on todistettu.
Johtopddtds. Tehtavin yhtalo seuraa induktioperiaatteesta.

Yhtélomuotoinen induktiovaite voidaan aina todistaa sieventamalla yh-
talon molemmat puolet ja huomaamalla, ettd saadaan sama tulos. Tama
menetelmé on aloittelijalle helpoin, mutta tyylikkdadmpéaa on muokata toi-
sesta puolesta toinen.

Esimerkki 22, jatkoa. Voimme todistaa induktiovéitteen myos seuraa-
valla muodollisesti hieman erilaisella tavalla.

vp=(1+2+-+k) +(k+1)

10 k(k;1)+(k+1): k(k+1)42r2(k:+1)
(k+1)(k+2) (k+1)((k+1)+1)
- 2 - 2 - or

Esimerkki 23. Olkoon z € R, z > —1. Todistettava Bernoullin® epdyh-
talo (14 2)™ > 1+ na kaikilla n € N.

Perusaskel. Kun n = 0, niin vp = (1 +2)° = 1jaop = 1+ 0z = 1,
joten epayhtélo on talldin voimassa.

Induktioaskel. Induktio-oletus on

(10) (1+2)" >1+ke

ja induktiovaite on

(IV) (L+2)" > 1+ (k+ 1)z
Induktiovditteen todistus. Koska z > —1, niin 1 4+« > 0, joten

vp=(1+2) = (1 +2)(1 +2)"

10
> 4z)(1+kx) =1+ (k+ 1Dz +kr* > 14 (k+ 1)z = op.

Esimerkki 24. Todistettava: Aina kun n € N, niin n? + n on parillinen.
Olisi helpointa kirjoittaa n? +n = n(n + 1) ja todeta, etti oikean puo-
len tekijoistd toinen on pariton ja toinen parillinen, joten niiden tulo on

2Bernoullit, sveitsildinen matemaatikkosuku 1600-1800-luvuilla. Bernoullin
epayhtdalon on keksinyt Jakob Bernoulli (1654—1705).
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parillinen. Tarkkaan ottaen tdmékin yksinkertainen asia vaatisi induktio-
todistuksen, silld sen osoittamisessa, ettd kaikki kokonaisluvut ovat joko
muotoa 2p tai 2p + 1, on kaytettava induktiota.

Kisittelemme tehtivimme induktiolla. Merkitsemme f(n) = n? + n.
Nyt f(0) = 0 on parillinen. Teemme induktio-oletuksen, ettd f(k) on
parillinen. Toisin sanoen on olemassa sellainen p € N, ettd f(k) = 2p.
Talloin

fk+1)=(k+1)+k+1) =k +2k+1+k+1
=P k+2k+1) 22 +20k+1) =2p+k+1),

joten f(k+1) on parillinen. Siis induktioviite ja samalla tehtdvimme viite
on todistettu.

Esimerkki 25. Todistettava: Aina kun n € N, niin n? — n on jaollinen
3:1la.

Olisi helpointa kirjoittaa n® —n = n(n—1)(n+1) ja todeta, etti oikean
puolen tekijoistéd yksi on jaollinen 3:1la, joten tulo on jaollinen 3:lla, mutta
tarkkaan ottaen sekin vaatisi induktiotodistuksen, vrt. esim. 24.

Merkitsemme f(n) = n® —n. Nyt f(0) = 0 on jaollinen 3:lla. Teem-
me induktio-oletuksen: f(k) on jaollinen 3:lla. Toisin sanoen on olemassa
sellainen p € N, ettd f(k) = 3p. Talloin

fk+D)=Gk+13—(k+1) =k +3k2+3k+1-k—1
=k —k+ 32+ k) 2 3p+3(k> + k) =3(p+ k> + k),

joten f(k + 1) on jaollinen 3:lla. Siis induktiovéite on todistettu, ja teh-
tavimme on loppuun suoritettu.

4 Lukujonot ja sarjat

Kuvaus eli funktio joukolta X joukkoon Y (X,Y # @), huomaa sijat) tar-
koittaa havainnollisesti ”vastaavuutta”, joka liittdd joukon X jokaiseen
alkioon joukon Y tietyn alkion. Merkitsemme f: X — Y tarkoittamaan
sitéd, ettd f on téllainen kuvaus. Madrittelemme kuvauksen myShemmin
tasméllisesti (luku 5.1). Lukujono on kuvaus f: Zy — R (tai N — R).
Merkitsemme usein f(n) = a, ja puhumme lukujonosta (ai,as,...) tai
lukujonosta (a).

Tarkastelemme aluksi aritmeettista jonoa (a1, as, . ..), missi kahden pe-
rikkéisen termin erotus on vakio d. Siis an+1 — an = d kaikilla n € Z,.
Merkitseméllda a; = a saamme tamén jonon yleiseksi termiksi

an =a+ (n—1)d.

Todistamme tadmén induktiolla. Arvolla n = 1 saamme toden yhtdlon
a = a. Voisimme esittdd induktio-oletuksen muodossa ’viitds on tosi ar-
volla n = k’, kuten olemme aiemmin tehneet. Tottunut induktiotodistaja
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ei kuitenkaan viitsi ottaa kdytt6on uutta kirjainta k, vaan hén esittaé in-
duktio-oletuksen muodossa 'viitos on tosi n:lle’; jolloin induktioviite on
'vaitos on tosi (n + 1):1le’. Teemme niin. Induktio-oletuksen perusteella
an = a+ (n—1)d, joten

dpt1=apn+d=a+n—-1)d+d=a+nd=a+ ((n+1)—1)d.
Vastaavan aritmeettisen sarjan osasumma on

a1 + an

apt+ag+---+ap,=n 9

Todistamme tdmén. Kun n = 1, saamme toden yhtélon a; = a;. Teemme
induktio-oletuksen: viitos on tosi n:lle. Kayttamalla taté ja yleisen termin
lauseketta saamme

apt+az+-tanir = (a1 +az+- o +an) +ang

n —1)d
:n%ﬂmznwﬂmd
1
:(n—i-l)a—l—@d:(n—i-l)(a—i—gd)
2 d d n
:(nﬂ)“T”:(nﬂ)%:(nm%.

Tutkimme seuraavaksi geometrista jonoa (a1, as,...), missi a; = a ja
kahden perdkkéisen termin suhde on vakio ¢. Siis a,41/a, = ¢ kaikilla
n € Z4. (Jos a = 0, niin sovimme, ettd kysymyksessé on jono (0,0,...), ja
jos ¢ = 0, niin sovimme, ettd kysymyksessi on jono (a,0,0,...).) Tamin
jonon yleinen termi on (teht. 72a)

n—1
ap = aq )

ja vastaavan geometrisen sarjan osasumma on ehdolla g # 1 (teht. 72b)

1—
a1 +as+-+a,=a+ag+ag®+---+ag" ' =a T,

Jos ja vain jos |¢q| < 1, niin talld summalla on (dérellinen) raja-arvo, kun
n — oo. Télldin sanomme, ettd geometrinen sarja a + aq + ag® + ---
suppenee ja etta sen summa

a
1—q

a+aq+aq2+---:

Muussa tapauksessa tdmé sarja hajaantuu.
Tarkastelemme lopuksi harmonista jonoa (1,
monisen sarjan osasummalle

%, %, .. ) Vastaavan har-

1 1 1
Bp=14 =4 =4 g —
+2+3+ +n
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ei ole yksinkertaista lauseketta, mutta sille voidaan (teht. 73) todistaa
epéayhtalo
hon 214 2.

Kun n — oo, niin tdmén epéayhtdlon oikea puoli lahestyy daretonta. Tal-
16in my6s vasen puoli ldhestyy ddretonta, joten harmoninen sarja 1 + % +
% + - -- hajaantuu. Hajaantuminen on kuitenkin erittdin hidasta.

Kuvitelkaamme, ettd meidan on tietokoneella tai ohjelmoitavalla laski-
mella tutkittava, suppeneeko vai hajaantuuko harmoninen sarja, ja etta
téssd tehtévissd kiytetddn liukulukuaritmetiikkaa (siis murtoluvut kor-
vataan niiden desimaali- tai muilla vastaavilla likiarvoilla). Télloin kone
pitdd lukuja % nollina, kun n on tarpeeksi suuri, ja vaittda, ettd tdmaé
sarja suppenee. Kone vaittda myos, etta ylla oleva epayhtdld on suurilla
n:n arvoilla epatosi. Tietokoneen ja laskimen kaytto ilman riittavaa kriit-
tisyyttd ja matematiikan taitoa saattaa siis johtaa aivan vaériin tuloksiin.

My6s muiden sarjojen tutkimisessa induktioperiaate on kédteva erityi-
sesti haluttaessa todistaa, ettd osasummalla on tietty yksinkertainen lause-
ke (teht. 62, 63, 74, 75). Tallaisen lausekkeen 16ytamisessi ei induktiope-
riaatteesta kuitenkaan ole apua, vaan lauseke on keksittavé kokeellisesti
tai 16ydettava jollakin muulla tavalla.

Harjoitustehtavia

61. Todistettava (induktiolla, siis kiyttdméttd geometrisen sarjan sum-
man kaavaa): 1+ 2422 4 ... 42" = 27! _ 1 kaikilla n € N.

62. Todistettava: 12+ 22 +--- +n? = In(n+1)(2n +1) kaikilla n € Z,..

63. Todistettava: 13 +23 + .-+ n® = (4n(n+ 1)) kaikilla n € Z.

64. Todistettava induktiolla, ettd luvut 1, 2, ..., n voidaan jarjestaé jo-
noon n! eri tavalla.

65. Todistettava: Jos n € Z, ja n > 4, niin 2" > n?.

66. Todistettava: Jos n € Z4 jan > 4, niin 2" < nl.

67. Todistettava: Jos n € N, niin n® 4 2n on jaollinen 3:lla.

68. Todistettava: Jos n € N on pariton, niin n? — 1 on jaollinen 8:lla.
69. Todistettava: Jos n € N, niin n® — n on jaollinen 6:1la.

70. a) Miksi Bernoullin epayhtdlon (esim. 23) todistuksessa tarvitaan
sitd, ettd 1+ > 0? b) Kun n € Z,, niin itse asiassa riittda, ettd 1+z > 0
eli x > —1. Miksi? ¢) Jos x = —1, niin tapaus n = 0 on kuitenkin
ongelmallinen. Miksi?

71. Todistettava induktiolla, ettd jokainen kokonaisluku on muotoa 2p
tai 2p + 1, missé p on kokonaisluku.

2.1. Induktioperiaate
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72. Todistettava (induktiolla) a) geometrisen jonon yleisen termin, b) geo-
metrisen sarjan osasumman kaava. Kasiteltava myos tapaus ¢ = 1.

73. Todistettava harmonisen sarjan osasummalle epayhtalo hgn > 1+ 3.
74. Todistettava: 1-114+2-214+---+n-nl = (n+1)! -1 kaikillan € Z..

75. Todistettava: 1-2+2-3+---+n(n+1) = 2n(n + 1)(n + 2) kaikilla
n c Z+.

76. Koulussa aritmeettisen sarjan osasumman s, = a1 + a2 + - -+ + a,
(ag —a1 = az —az = -+ = ap — ap—1 = d) kaava johdetaan tavallisesti
kirjoittamalla

Sp,=a1 +az+ --- +ap
Sp=0p +ap—1+---+a1

ja laskemalla nama yhtalot yhteen. Miké on allekkain olevien termien sum-
ma? Miten jatketaan? Vaatiiko tdmékin todistus oikeastaan erdédnlaisen
induktiopaéttelyn?

77. Koulussa geometrisen sarjan osasumman s, = a + aq + ag®> + - -- +
aq" ! (¢ # 1) kaava johdetaan tavallisesti kirjoittamalla

Sp=a+aq+aq®+---+ag"!

gsn = aq+aq’ +---+aq"" " +aq".

Miten jatketaan? Vaatiiko tdmakin todistus oikeastaan erdénlaisen induk-
tiopadttelyn?

78. Mika virhe on seuraavassa ”todistuksessa”? Osoitetaan induktiolla,
ettd kaikki luonnolliset luvut ovat keskenédén yhtasuuriaeli0 =1=--- =
n kaikilla n € N. Arvolla n = 0 tdmé on selvésti voimassa. Tehddan
induktio-oletus, ettd viitos on tosi arvolla n = k. Siis0 =1 = --- = k.
Talloin myds k +1 = 0+ 0 = 0, joten induktiovdite 0 =1=---=k+1
on todistettu.

79. Seuraavassa "todistetaan”, etta

1 1 13 1
T2 23 T e 2
kaikilla n € Z. Arvolla n = 1 viitos on tosi, silld
1 3 1
1.2 2 1
Tehdédan induktio-oletus, ettd vaitos on tosi arvolla n = k. Talloin
1 1 1 1 3 1 1 1
T2 23T OR TRk 2 B (E_k—ﬂ)
3 1
T2kt

Siis induktiovéite on todistettu. a) Miksi vaitos on vddrd? b) Miké virhe
on todistuksessa? ¢) Korjattava viitos ja todistettava se.
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80. Vanha vitsi "todistaa”, etta kaikki naiset ovat vaaleatukkaisia, on seu-
raava. Esitetddn tdma vaitos muodossa ’Jos n naisen joukossa on ainakin
yksi vaalea, niin tdméan joukon kaikki naiset ovat vaaleita’ ja todistetaan se
induktiolla. Vaitos on selvésti tosi arvolla n = 1. Tehdédéan induktio-oletus,
jonka mukaan viitos on tosi arvolla n = k. Olkoon A = {a1,az,...,ak+1}
k 4+ 1 naisen joukko, joka sisdltdd ainakin yhden vaalean. Tarvittaes-
sa numerointia muuttamalla voidaan sopia, ettd a; on vaalea. Joukko
{a1,as,...,a;} on k naisen joukko, joka sisdltda ainakin yhden vaalean,
joten induktio-oletuksen mukaan kaikki tdman joukon naiset ovat vaalei-
ta. Mutta télloin myos joukko {ag, as, ..., ar+1} on k naisen joukko, joka
sisiltdd ainakin yhden vaalean (itse asiassa k — 1 vaaleaa, nimittdin as, ag,

.., ag), joten induktio-oletuksen mukaan tdménkin joukon kaikki naiset
ovat vaaleita. Nain joukon A kaikki naiset on osoitettu vaaleiksi, joten in-
duktiovéite on todistettu ja todistuksemme on suoritettu loppuun. Missé
vika?

*2.2 Toinen induktioperiaate. Rekursio

1 Toinen induktioperiaate

Voidaan todistaa, ettd induktioaskeleen ’jos véitds on tosi arvolla n = k,
niin se on tosi arvolla n = k4 1’ kanssa yhtapitavé askel on ’jos viitos on
tosi kaikilla arvoilla n < k, niin se on tosi arvolla n = k + 1’ (Siis néista
askeleista toinen voidaan ottaa, jos ja vain jos toinenkin.) Intuitiivisesti
tdma on selvé. Jos vaikkapa esimerkissd 19 jonon ihmisistd tiedetdédnkin,
ettd jokainen kuultuaan jonkin asian kertoo sen seuraavalle yhdessd kaik-
kien jonossa edelld olevien kanssa, niin tietenkin tulos on sama kuin téssa
esimerkissa. Néin saamme toisen induktioperiaatteen.

Toinen induktioperiaate. Olkoot pg, p1,... (tai pm, DPmt1,-- -,
missd m € Z) lauseita. Olkoon tehtévini todistaa, ettd lause p,
on tosi kaikilla n € N (tai kaikilla n € {m,m+1,...}). Menetelldan
seuraavasti.

1 (Perusaskel). Osoitetaan, ettd po on tosi (tai p,, on tosi).

2 (Induktioaskel). Osoitetaan, etté p,:n totuudesta kaikillan < k
aina seuraa pr4+1:n totuus. Toisin sanoen tehdédan induktio-
oletus, ettd p, on tosi arvoilla n < k, ja todistetaan induk-
tiovdite, ettd p, on talloin tosi arvolla n = k + 1. (Vaihtoeh-
toinen induktioaskel on osoittaa, ettd p,:n totuudesta kaikilla
n < k aina seuraa py:n totuus.)

3 (Johtopéditos). Tamén jalkeen alkuperidinen viitos seuraa in-
duktioperiaatteesta.

2.2. Toinen induktioperiaate. Rekursio
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Voimme formalisoida toisen induktioperiaatteen muotoon

Po
Vk € N: (Vn < k: pn) = pry1)
Vn € N: p,

Toinen induktioperiaate on naenndisesti heikompi kuin ensimméinen,
silld induktioaskeleessa oletetaan enemmaén. Olemme kuitenkin jo toden-
neet, ettd niamé periaatteet ovat (joukossa N) yhtépitaviat. Joudumme
myS6hemmin (s. 101) tilanteisiin, joissa niilld periaatteilla on eroa. En-
simméinen induktioperiaate on (joukossa N) usein mukavampi kayttaa,
mutta seuraavassa esimerkissa néin ei ole.

Esimerkki 26. Todistettava, etté jokainen lukua 1 suurempi positiivinen
kokonaisluku voidaan esittdé alkulukujen tulona.

Tarkoittakoon p,, lausetta 'luku n voidaan esittda alkulukujen tulona’
Kéaytdmme toista induktioperiaatetta.

Perusaskel. Lause ps on tosi, silld 2 voidaan esittda tulona, jonka ainoa
tekijd on tdmé luku itse.

Induktioaskel. Teemme induktio-oletuksen: p,, on tosi aina, kun 2 < n <
k. Induktiovéite on, ettd pi on tosi eli ettd k voidaan esittaé alkulukujen
tulona. Jos k on alkuluku, niin asia on selvé. Jos taas k ei ole alkuluku, niin
k = ab, missd 2 < a,b < k. Induktio-oletuksen perusteella a ja b voidaan
esittdd alkulukujen tulona, joten tdmé ominaisuus on mydos tulolla ab.

2 Yleinen liitannaisyyslause

Olkoon * epétyhjassa joukossa X maaritelty laskutoimitus eli kuvaus X x
X — X. Kun 2,y € X, kiytdmme “funktion arvolle” *(z,y) merkintda
x %y, joka siis on "tulos”, kun alkioihin x ja y sovelletaan laskutoimitus .
Jos * noudattaa liitdntélakia x * (y x z) = (z * y) * z, niin kdytdmme télle
lausekkeelle merkintdd x x y * z, ja toteamme, ettd vastaavasti “sulut voi-
daan poistaa” silloinkin, kun alkioita on enemmaén kuin kolme. Tarkkaan
ottaen tama yleinen listanndisyyslause kuitenkin vaatii induktiotodistuk-
sen. Sama huomautus koskee yleistd vaihdannaisuuslausetta (teht. 83).

Lause 3 (Yleinen liitdnn&isyyslause). Olkoon * joukossa X (#
() méaaritelty liitdnnédinen laskutoimitus. Kun z1,xs,...,z, € X,
niin méaaritelldan lauseke xq * xo * - - - * x,, tarkoittamaan sité, etta
laskutoimitukset suoritetaan vasemmalta oikealle. Jos tdhan lausek-
keeseen lisatddn sulkuja milld tahansa (mielekk&élld) tavalla, niin
lausekkeen arvo ei muutu.

Todistus. Kéaytdmme toista induktioperiaatetta. Arvolla n = 3 asia on
selvd. Teemme induktio-oletuksen, ettd vaitds on tosi aina, kun 3 < n <
k. Induktioviite on, ettd viitds on tosi kun n = k eli ettd lausekkeen
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T1 % XTo *x -+ % ) arvo ei muutu lisdttaessd sithen sulkuja. Jos siis

missd 1 < 4,5 < k, niin meiddn on osoitettava, ettd x = y. Induktio-
oletuksen perusteella voimme poistaa kaikki sisédsulut, joten

= (T *To k- kxy) * (Tig1 * Tiga * -+ % Tk),
y:(ZCl*.’L‘Q*---*.’L‘j)*(l‘j+1*$j+2*---*$k).

Jos ¢ = j, niin asia on selvd. Jos taas i # j, niin voimme yleisyytta
rajoittamatta sopia, ettd ¢ < j. Merkitsemme a = 21 * xo % --- *x x;, b =
Tip1*Tiqp ¥ - kT4, C = Xj*Tjyq *- - - * 2. Induktio-oletuksen perusteella
saamme lisddmallé sisdsulkuja sopivasti

x=ax(bxc), y=(axb)x*c,

joten liitdntédlain mukaan x = y.

3 Rekursio

Induktioaskeleessa tiettya n:n arvoa koskeva vdite palautetaan arvoa n—1
koskevaan viitteeseen (ensimméinen induktioperiaate) tai kaikkia n:da
pienempié arvoja koskevaan véitteeseen (toinen induktioperiaate). Voim-
me myo6s palauttaa tiettyd m:n arvoa koskevan mddritelmdn pienempia
n:n arvoja koskeviin maaritelmiin. Nain saamme menetelmén, jolla tiet-
tyja kasitteitd voidaan méaritelld rekursiivisesti.

Kuvaus f: N — R esitetddn tavallisesti ilmoittamalla, miten f(n) riip-
puu n:sta. Joskus se kuitenkin kannattaa méaritelld rekursiivisesti seu-
raavalla tavalla.

1 (Alkuarvot). Ilmoitetaan f(0), f(1), ..., f(k).

2 (Rekursiokaava). Kun n > k, niin esitetdin, miten f(n + 1) riippuu
luvuista f(n), f(n—1), ..., f(n — k).

Merkinnén f(n) sijasta kiytetddn usein merkintaé f,, tai y,. Myos ni-
mityksia rekursiivinen jono, rekursioyhtdld ja differenssiyhtilo kdytetaan.

Esimerkki 27. Tarkastelemme rekursiivista lukujonoa

fO = 17
fn—i—l - 2fn + 3
eli rekursioyhtaléd f,11 = 2f, + 3 alkuehdolla fo = 1. Talléin f; =
2:143=05,f=2-54+3=13, f3 =213+ 3 = 29 jne. Nyt herdd
kysymys, voidaanko tdmaé rekursioyhtélo ratkaista eli voidaanko f,, esittaa
pelkén n:n funktiona. Palaamme tédhén tehtavissd 84.

2.2. Toinen induktioperiaate. Rekursio
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Esimerkki 28. Fibonaccin® luvut maaritellidn yhtalsilla

fO = 07 fl = 17
fn = fn—l + fn—2-
Siis jokainen Fibonaccin luku on kahden edellisen Fibonaccin luvun sum-

ma. Ensimmaiset téllaiset luvut ovat 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21. Fibonaccin
luvuille on yleinen lauseke (s. 153, teht. 370).

Esimerkki 29. Kertoman tavallinen mééaritelmd on n! =1-2- --- - n
(0! = 1). Voimme maéritelld kertoman myos rekursiivisesti
0'=1,

n!=n(n— 1)L
Nami méaaritelmét ovat yhtépitavat (teht. 88).

Esimerkki 30. Potenssin tavallinen mééritelmé on a” = aa---a (n ker-
taa). Voimme maéritelld potenssin myos rekursiivisesti

a =a,

a® = aa" "t

N&ami méaaritelmét ovat yhtépitavit (teht. 89).

Myos algoritmit ja ohjelmat voivat olla rekursiivisia, ks. esim. Rosen
[21]. (Tosin useimmat rekursiivisesti méadritellyt kasitteet voidaan tulkita
funktioiksi.)

4 Rekursio lauselogiikassa

Voimme maaritella lauselogiikan kielen tédsmaéllisesti kayttamaélla rekur-
siota. (Méaérittelimme témén kielen hieman epétésmaéllisesti luvussa 1.)
Kutsumme lauselogiikan kielen ilmaisuja propositiolauseiksi (tai hyvin-
muodostetuiksi kaavoiksi). Mééritelmé on seuraava.

1. Lausemuuttujat p, q, r, s, ..., Po, P1, P2, - - - Ovat propositiolauseita.
2. Jos A on propositiolause, niin =A on propositiolause.

3. Jos A ja B ovat propositiolauseita, niin (AA B), (AV B), (A= B)
ja (A < B) ovat propositiolauseita.

4. Kaikki propositiolauseet saadaan ylla mainituilla tavoilla.

Rekursiivisesti méaériteltyja kasitteitd koskevien lauseiden todistamises-
sa voidaan soveltaa induktioperiaateen kaltaista todistustekniikkaa. Tar-
kastelemme sité lauselogiikassa.

3 Leonardo Fibonacci da Pisa (n. 1175-1250), italialainen matemaatikko.
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Induktio lauseen pituuden suhteen. Olkoon O tietty proposi-
tiolauseita koskeva ominaisuus. Olkoon tehtdvinéa todistaa, etté té-
mé ominaisuus on kaikilla propositiolauseilla. Menetellddn seuraa-
vasti.

1 (Perusaskel). Osoitetaan, ettd kaikilla lausemuuttujilla on omi-
naisuus O.

2 (Induktioaskel). Tehd&én induktio-oletus, ettd propositiolau-
seilla A ja B on ominaisuus O. Todistetaan induktiovdite, etta
lauseilla =A, (AA B), (AV B), (A= B) ja (A < B) on omi-
naisuus O.

3 (Johtopéditos). Tamén jalkeen alkuperidinen viitos seuraa in-
duktioperiaatteesta.

Jos valitsemme konnektiivit = ja A peruskonnektiiveiksi, joihin muut
konnektiivit palautetaan (luku 1.1.5), niin propositiolauseiden mééritel-
mén kohdassa 3 riitt44 mainita vain lause (AA B) ja induktiotodistuksissa
riittad tarkastella muotoa —A ja (A A B) olevia lauseita.

Esimerkki 31. Olkoot peruskonnektiivit = ja A. Méérittelemme vasem-
manpuolisten ja oikeanpuolisten sulkujen lukumééarat vs ja os rekursiivi-
sesti.

vsp; =0, osp; =0,
vs A =vs A, 0s—A =o0s A,
vs(AANB)=vsA+vsB+1, os(ANB)=o0sA+o0sB+1.

Todistamme, ettd jokaiselle propositiolauseelle A on vs A = os A.
Perusaskel. Kun A on lausemuuttuja, niin vs A = 0 = os A.
Induktioaskel. Teemme induktio-oletuksen, ettd vs A = os A ja vs B =

os B. Talloin

vs—A =vs A2 0s A =o0s A

ja
VS(A/\B):vsA+vsB+llgosA+osB+1:os(A/\B).

Induktiovéite on néin todistettu.
Johtopddtos. Induktioperiaatteen perusteella alkuperédinen vaitos on voi-
massa kaikille lauseille.

5 Rakennepuu ja totuusjakauma

Tarkastelemme lopuksi lauselogiikan parin késitteen rekursiivista méarit-
telyé.

Propositiolauseen A rakennepuu T A méaéritellian seuraavasti. Kun A =
i, Niin

TA=np;

2.2. Toinen induktioperiaate. Rekursio
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Kun A = =B, niin

Kun A = (Bo (), missi o € {A,V, =, <}, niin

(BoC)
TA=
TB TC

Rakennepuun korkeus hg A méaéaritellidn niin, ettd hgp; = 0, hg -B =
hg B+ 1, hg(B o C) = max{hg B,hg C} 4+ 1, missd o € {A,V,=, &}

Esimerkki 32. Proposiotiolauseen —p A (¢ = —r) rakennepuu on

-pA(qg= )

Sen korkeus on 3.

Olemme aiemmin tutkineet lauseiden totuusarvoja totuustaulukoilla.
Teoreettisissa tarkasteluissa totuustaulukkoa hyédyllisempi on totuusja-
kauma eli valuaatio, joka on kuvaus V': {pg,p1,pe,...} — {0,1}. Propo-
sitiolauseen A totuusarvo v(A) € {0,1} totuusjakaumalla V mééritelladn
seuraavasti:

(pi) = V(pi),
v(—A) = joss w(A4) =0,
v(AV B) = joss w(A) =v(B) =0,
v(AAB) = joss w(A) =v(B) =1,
v(A= B) = joss wv(A) =1jawv(B) =0,
v(A& B) = joss wv(A) =v(B).

Kuvaukselle V' ja sen laajennukselle v kiytetdén usein samaa merkintéda
ja kumpaakin kutsutaan valuaatioksi. Tdméa hieman epétdsméllinen me-
nettely on sikéli oikeutettu, ettd v madraytyy yksikasitteisesti V:sta.

Esimerkki 33. Olkoon V(pg) = V(p1) = 1, V(p2) = V(psz) = --- = 0.
Médritettévi v((po Vp2) = (p1 Apz)). Vrt. esim. 1, totuustaulukon 7. rivi
(s. 11).

Olkoon A tutkittava lause, jolloin A on (B = C'), missia B on (po V p2)
ja C on (p1 A p2). Koska v(pg) = V(pg) = 1, niin v(B) = 1. Koska
v(p2) = V(p2) = 0, niin v(C) = 0. Koska v(B) = 1 ja v(C) = 0, niin
v(A) =0.
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Harjoitustehtavia

81. Kirjoitettava ja todistettava ensimméinen de Morganin sdinté (s. 15)
mielivaltaiselle (dérelliselle) méérille lauseita.

82. Todistettava: Nollasta eroavien reaalilukujen tulo on positiivinen, jos
ja vain jos negatiivisia tulontekijéitd on parillinen méara.

83. Todistettava yleinen vaihdannaisuuslause: Olkoon * joukossa X (#
()) méaéaritelty vaihdannainen ja liitdnnéinen laskutoimitus. Olkoon x1, z,
..., Ty € X jaolkoot i, , iy, ..., z;, ndmi alkiot kirjoitettuna johonkin
toiseen jarjestykseen. TAlOIN @1 % Tg % -+« % Ty, = X4y * Tjy * -+ % T4, .

84. Osoitettava, ettd rekursioyhtélon f, 11 = 2f, +3 ratkaisu alkuehdolla
fo=1lon f, =4-2"—3.

85. Osoitettava, ettéd yleisesti rekursioyhtalon f,11 = af, + b ratkaisu,
misséd fo on annettu, on

1 _ n
fu=a"fo+ ———b,
1—-a
kun a # 1, ja f, = fo + nb, kun a = 1.
86. Ratkaistava rekursioyhtdlé f,+1 = —5f, + 2 alkuehdolla fy = —1

a) perdkkaisilla sijoituksilla, b) tehtdvin 85 kaavan avulla.

87. Kuten tehtédva 86, mutta tarkastellaan rekursioyhtélos f,+1 = f, —2
alkuehdolla fy = 3.

88. Todistettava, ettd kertoman rekursiivinen mééritelmé (esim. 29) ja
tavanomainen maaritelma ovat yhtapitavat.

89. Todistettava, ettd potenssin rekursiivinen mééritelmé (esim. 30) ja
tavanomainen maaritelma ovat yhtapitavat.

90. Onko a) (-p), b) =~===mgs, ©) p = =g, d) (po A p1 A p2),
e) (p AANq), ) (pV gV r)]) sivulla 42 esitetyn méaritelmén mukainen
propositiolause?

91. a) Maiiriteltavéd rekursiivisesti propositiolauseessa A esiintyvien kon-
nektiivien lukumééara k(A). b) Todistettava, ettd hg A < k(A). ¢) Annet-
tava esimerkki tapauksesta, jossa yhtédsuuruus ei ole voimassa.

92. Todistettava, ettd lauseessa, jossa ei esiinny negaatiota, on yhtd mon-
ta sulkuparia kuin konnektiivia.

93. Muodostettava propositiolauseen a) —((p = q) V -r), b) (AA A),
missd A = (p A B) ja B = (¢ Ar) rakennepuu.

94. Todistettava, ettd propositiolauseen rakennepuu on yksikasitteinen.

2.2. Toinen induktioperiaate. Rekursio
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95. Sumeassa logiitkassa lauseen totuusarvo voi olla mikd tahansa vilin
[0, 1] reaaliluku. Olkoot peruskonnektiivit =, A ja V. Sumea valuaatio [o]
on sellainen kuvaus propositiolauseiden joukolta vélille [0, 1], joka toteut-
taa ehdot

0 < [p] <1, kun p on lausemuuttuja,
4] =1 [4],

AV B] = max([4], [B]),

[A A B] = min([4], [B]).

Osoitettava (induktiolla lauseen pituuden suhteen), ettd sumea valuaatio
on tavallisen valuaation yleistys siind mielessé, etté jos v ja [o] toteuttavat
ehdon v(p) = [p] kaikilla lausemuuttujilla p, niin v(A) = [A] kaikilla
propositiolauseilla.

96. Jatkoa. Miten kannattaa mééritelld a) [A = B], b) [A < B|?

97. Totuustaulukossa tarkastellaan vain niiden lausemuuttujien totuusar-
voja, jotka esiintyvat tutkittavassa lauseessa, kun taas valuaatiot antavat
kaikkien lausemuuttujien totuusarvot. Oikeutettava totuustaulukkomene-
telmé todistamalla (induktiolla lauseen pituuden suhteen): Jos v ja v ovat
sellaisia valuaatioita, ettd v(p) = v’(p) aina, kun p on lauseessa A esiintyvi
lausemuuttuja, niin v(A) = v’'(A4).

98. Olkoon P pienin sellainen joukko propositiolauseita, joka toteuttaa
ehdot (1) pp € P, (2) jos A,B € P, niin (Ao B) € P, kun o € {V,A, =,
<1}. Olkoon v jokin sellainen totuusjakauma, etta v(pg) = 1. Todistettava:
Jos A € P, niin v(A4) = 1.

99. Osoitettava (edellisen tehtavin perusteella), ettd negaatiota ei voida
maédritelld konjunktion, disjunktion, implikaation ja ekvivalenssin avulla.

100. Osoitettava, ettéd implikaatiota, disjunktiota ja konjunktiota ei voida
médritelld negaation ja ekvivalenssin avulla.
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Joukot ja niiden
laskutoimitukset

Nyt kysymme: Onko Maryn neni Venn-
diagrammissa? Tietenkiin ei, koska Mary
itsekiidin ei ole sielld. Maryn nend on siis
esitettivi diagrammin ulkopuolella olevalla
pisteelld. Kirjoittaja ei mene niin pitkiille,
ettd asettaisi tamin kysymyksen. Vaikka
Mary ilmeisesti istuu pulpetissaan eikii
Venn-diagrammissa, hiin tietyssi mielessii
on myods tissi diagrammissa, silli hinelle
on annettu nimi “a” ja "a” on Venn-
diagrammissa.

(Freudentahl [4])

3.1 Peruskasitteita

1 Joukko

Aluksi meidén pitéiisi selvittdd, mitd joukolla tarkoitetaan matematiikas-
sa. Cantor! maédritteli, ettd ”joukolla ymmaérretdin mitd tahansa koko-
naisuudeksi muodostettua kokoelmaa téysin méarattyja erillisid olioita,
jotka ovat tajuntamme tai ajatuksemme kohteina”. Tamé& méaaritelméa ei
kuitenkaan ole matemaattisesti tyydyttavé, silla herdéd kysymys, mita ”ko-
koelmalla” sitten tarkoitetaan. Intuitiivisessa eli naiivissa joukko-opissa ei
tallaisista asioista vélitetd, vaan katsotaan, etta kasitteet ’joukko’, ’alkio’,
kuuluu joukkoon’ ja ’ei kuulu joukkoon’ ovat niin itsestdédn selvisti ihmi-
sen valittoméssd tajunnassa (intuitio), ettei niitd tarvitse méaaritella. Ak-
siomaattisessa joukko-opissa taas pyritddn aikaansaamaan peruskésittei-
den méarittelyd myoten tarkka looginen jarjestelma. Joukko-opin padmer-
kitys matematiikassa on olla tyGvéline, joten matemaatikon ei valttaméatta
tarvitse olla syvallisesti perehtynyt joukko-oppiin, silld intuitiivinen jouk-
ko-oppi riittdd antamaan tarvittavat vilineet. Tasta syystd matematiikan
yliopisto-opiskelu yleensé aloitetaan tutustumalla intuitiiviseen joukko-
oppiin. Niin teemme mekin. Aksiomaattista joukko-oppia (ks. esim. [3, 8])
ei matematiikan perusopetuksessa kasitelld emmeka mekadn puutu sithen
tassa.

Olemme aiemmin (s. 23) mééritelleet merkinnit z € A, x ¢ A ja erdét

Y Georg Cantor (1845-1919), saksalainen matemaatikko, joukko-opin perustaja.

3.1. Peruskdisitteitdi

47



48

lukujoukot. Joukko voidaan merkitd luettelemalla sen alkiot tai ilmoitta-
malla sen méirittelevd ominaisuus taikka sen kaikkia alkioita luonnehtiva,
kasite. Merkinta

{.Tl,wg, . ,xn}

tarkoittaa joukkoa, jonka alkiot ovat z1, xs, ..., T, ja merkinté
{zeX|p(x)}

tarkoittaa joukon X kaikkien niiden alkioiden joukkoa, joilla on ominai-

suus p.
Joukkoja voidaan maaritella myos rekursiivisesti.

Esimerkki 34. Maéarittelemme joukon S seuraavasti.
e 3eS.
e Josze S, niinzx+3€S8S.
e Joukossa S ei ole muita alkioita kuin edelld saadut.

Nyt S on kaikkien 3:lla jaollisten positiivisten kokonaislukujen joukko
(teht. 105).

Kaksi joukkoa ovat samat, jos niissd on tdsmilleen samat alkiot. (Sa-
naa ’yhtasuuret’ ei kédytetd, silla se sotkeutuu késitteeseen ’yhta paljon
alkioita’.) Merkitsemme A = B tarkoittamaan sitd, ettd joukot A ja B
ovat samat; siis

A=B&Ve(x € A x € B).

Merkintd A # B tarkoittaa, etteivit joukot A ja B ole samat.

Esimerkki 35. {0,2,4,...} = {z € N | z/2 € N} = {parilliset luonnol-
liset luvut}.

Olkoon a,b € R, a < b. Maarittelemme reaalilukuvdlit

Ja,o[={zeR|a<z<b},
[a, b)) ={zeR|a<z<Db},
[a,b[={zeR|a<z<b},
Ja,bl={zeR|a<z<Db}.

Véli |a, b[ on avoin, [a,b] suljettu ja [a, b] seka ]a, b] puoliavoimia. Madrit-
telemme my0s ddarettomat vdlit

la,c0[={z€R|z>a},

[a,00[={z€eR|x>a},
|0, b[={xeR |z <b},
]—o0,b ={xeR |z <b}.

Voimme my6s merkité, ettd |—oo, co] = R.
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2 Osajoukko

Joukko A on joukon B osajoukko, jos joukon A jokainen alkio kuuluu
joukkoon B. Talloin sanomme, ettd A sisdltyy B:hen ja ettd B sisdltdd
A:n (alkio kuuluu, osajoukko siséiltyy), ja merkitsemme

A C B (tai myos B 2 A).

Siis
ACB&Ve(xe A=z € B).
Merkitsemme A ¢ B, ellei joukko A ole joukon B osajoukko. Jos A C B,

mutta A # B, niin sanomme, ettd A on B aito osajoukko, ja merkit-
semme A C B.

Esimerkki 36. a) {1,2,3} C N, b) Ja,b[ C [a,b], ¢) [-1,1] C ]—o0,1].

Lause 4. Olkoot A, B ja C joukkoja. T&ll6in on voimassa
(r) AC A (refleksiivisyys).

(as) Jos AC Bja BC A, niin A= B (antisymmetrisyys).
(t) Jos AC Bja BCC,niin ACC (transitiivisuus).

Todistamme tdman lauseen.

(r) Mielivaltainen joukon A alkio on tietenkin joukon A alkio.

(as) Oletus. AC B ja B C A. Viités. A= B.

Todistus. Kaytdmme epasuoraa todistusta. Teemme vastaoletuksen A
B. On siis olemassa ainakin yksi sellainen alkio z, jolle

x€A x¢B tai ¢ A, x€B.

Edellinen tapaus ei ole mahdollinen. Nimittéin koska A C B, niin jokainen
joukon A alkio on aina myo6s joukon B alkio, joten ei voi olla sellaista
alkiota x, ettd x € A ja x ¢ B. Siit4, ettd B C A, seuraa vastaavasti, ettei
jalkimmaéinenk&én tapaus ole mahdollinen. Vastaoletus on siis viaré, joten
A=B.

(t) Oletus. AC B ja B C C. Viitos. ACC.

Todistus. Olkoon x € A. Koska A C B, niin ¢ € B. Edelleen, koska
B C C, niin z € C. Siis mielivaltainen joukon A alkio on myo6s joukon C
alkioeli A C C.

Transitiivisuuden perusteella voimme kirjoittaa A C B C C tarkoitta-
maan sitd, ettd A C B ja B C C. Vastaavasti voimme kéyttdd merkin-
taa C.

Esimerkki 37. NCZ cCc Q C R.
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Tarkastelemme vield lauseen 4 todistusta logiikan kannalta. Refleksii-
visyys oli niin itsestdan selvd, ettd sen todistaminen saattaa tasta syysta
olla aloittelijalle jopa hankalaa. Yleensa téllaiset triviaalit todistukset si-
vuutetaan, mutta niitdkin on syytad harjoitella.

Transitiivisuuden todistaminen oli varsin suoraviivaista. Yleensd jos
tehtdvimme on todistaa, ettd jokin joukko A on toisen joukon C' osa-
joukko, niin meiddn on osoitettava, ettd mielivaltaiselle oliolle x on voi-
massa * € A = x € C. Todistaessamme implikaatiota p = ¢ meidén ei
tarvitse valittda siitd tapauksesta, ettd p on epatosi, koska tdma impli-
kaatio on silloin aina tosi. Olennaista on tutkia sitd tapausta, jolloin p on
tosi. Todistaessamme implikaatiota x € A = x € C oletamme siis, ettd
x € A, ja kdyttamalla hyviksi tdta oletusta ja muita tunnettuja tosiasioita
naytdmme, ettd x € C.

Antisymmetrisyyden todistimme epésuorasti. Yleisesti, kun todistam-
me lauseen p = ¢ epédsuorasti, niin teemme oletuksen p liséksi vastaole-
tuksen —q. Vastaoletus on siis vditdksen negaatio eikd oletuksen. Osoi-
tamme, ettd vastaoletuksesta seuraa jokin mahdoton tulos eli ristiriita.
Talloin vastaoletuksen taytyy olla vaara, ja alkuperdinen viitos on siis
oikea. Olemme (s. 18) esittdneet tautologian, joka oikeuttaa epédsuoran
todistamisen.

Lause 5. Olkoot A ja B joukkoja. Téll6in seuraavat ehdot ovat yh-
tapitavia.

(1) A=B,

(2) ACBjaBCA.

Kahden ominaisuuden yhtapitdvyys on usein parasta todistaa naytta-
maélla, ettd implikaatio on voimassa kumpaankin suuntaan. Todistamme
lauseen 5 télla tavalla.

(1) = (2). Viitdmme siis, ettd A C A. Taméa seuraa lauseesta 4(r).

(2) = (1). Véitdmme siis, ettd jos A C B ja B C A, niin A = B. TAmi
seuraa lauseesta 4(as).

Kahden joukon A ja B samuutta todistettaessa kannattaa usein osoit-
taa, ettd A on B:n osajoukko ja ettd B on A:n osajoukko. Itse asiassa tal-
16in sovelletaan implikaation ja ekvivalenssin yhteyttd. Joukkojen samuus
tarkoittaa néet ekvivalenssia

rc€AesxeB

mielivaltaiselle oliolle z. Lauselogiikan perusteella se on yhtéapitava impli-
kaatioiden
reEA=>zxreB

ja
reB=zcA

kanssa, jotka vastaavat osajoukkona oloa.

Luku 3. Joukot ja niiden laskutoimitukset



3 Perusjoukko

Jokaista joukossa X médriteltyd predikaattia p(z) vastaa X:n osajoukko
{z € X | p(x)}. Kééntden jokaista X:n osajoukkoa A vastaa ainakin
yksi predikaatti, nimittdin p(z) = 'z € A’ Yksipaikkainen predikaatti ja
joukko ovat kuitenkin eri késitteitd, ja yhtéd joukkoa voi vastata useampi
predikaatti.

Esimerkki 38. Tarkastelemme reaalilukujen joukossa maéariteltyja pre-
dikaatteja p(x) = 2% — 322 + 22 = 0", q(x) =2 =0V =1Vae =2
jar(z) =’z € NAz < 3. Namé ovat eri predikaatteja, mutta joukot
{zeR|px)}, {zeR|qx)}ja{xeR]|r(z)} ovat samat.

Jos joukko muodostetaan predikaatin avulla, niin predikaatin méarit-
telyjoukko on tiedettava.

Esimerkki 39. Merkintd {z | 1 < x < 3} ei sellaisenaan tarkoita mi-
tadn, ellei predikaatin 1 < x < 3’ maérittelyjoukkoa ole ilmoitettu. Jos
tama maarittelyjoukko on N, niin {z | 1 <2z <3} = {1,2,3}. Jos taas se
on R niin {z|1<2<3}=1[1,3].

Joukko-opilliset tarkastelut rajoitetaan tavallisesti koskemaan vain tie-
tyn perusjoukon eli avaruuden X alkioita ja osajoukkoja. T&lloin sovi-
taan yleensa, ettd joukkomerkinnoissd esiintyvien predikaattien maédrit-
telyjoukkona on perusjoukko X. Jos kuitenkaan predikaatin méaérittely-
joukoksi ei voida ottaa koko perusjoukkoa, niin tdmé méaarittelyjoukko on
syyta mainita.

Esimerkki 40. Olkoon perusjoukko R. Jos halutaan merkitd niiden re-
aalilukujen joukko, joiden luonnollinen logaritmi > 1, niin ei voida kirjoit-
taa {x € R|Inz > 1}, koska predikaatti 'Inz > 1’ ei ole méaritelty, kun
x < 0. Tamén predikaatin méarittelyjoukko on R, joten on kirjoitettava
{zeRy |Inz>1}.

4 Russellin paradoksi

Perusjoukon X kayttoonotolla on muutakin merkitysta kuin epaselvyyk-
sien vilttiminen. Sen tédrkein merkitys on vilttdd Russellin® paradokss,
joka syntyy, jos oletamme, ettd aina on olemassa joukko {z | p(x) }, kun
p(z) on yksipaikkainen predikaatti.

Russellin paradoksi on seuraava. Tarkastelemme kaikkien sellaisten jouk-
kojen joukkoa M, jotka eivit kuulu itseensd; siis M = {z | © ¢ x }. Saat-
taa vaikuttaa siltd, ettd mikddn joukko ei voi olla itsenséd alkio. Mutta
esimerkiksi kaikkien joukkojen joukko (jos sellainen olisi olemassa) oli-
si joukko ja siten itsensd alkio. Samoin jos olisi olemassa joukko {z |
x ei ole hevonen }, niin se ei varmastikaan olisi hevonen ja téten sekin
olisi itsensé alkio. (Kaikki kolme tédssd mainittua joukkoa ovat sikéli epéa-
médriisid, ettd mitddn perusjoukkoa ei ole mainittu niiden yhteydessé.)

2Bertrand Russell (1872-1970), englantilainen loogikko ja filosofi.
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Kysymme, kuuluuko joukko M itseensd. Katsomme aluksi, mitd tapah-
tuisi, jos M kuuluisi itseensd. Talloin M kuuluu niiden joukkojen jouk-
koon, jotka eivat kuulu itseensd. Mutta sehédn tarkoittaa, ettei M kuulu
itseensa, joten paddymme ristiriitaan. Miten sitten kay, jos M ei kuulu it-
seensd? Yhté huonosti, silld talléin M ei kuulu niiden joukkojen joukkoon,
jotka eivat kuulu itseensd eli M kuuluu itseensé. Siis M ei voi kuulua it-
seensé eika olla kuulumatta, joten paradoksi on valmis.

Kayttamalla luonnollisen kielen sijasta loogista formalismia voimme
muotoilla Russellin paradoksin lyhemmin. Joukon M méaritelman mu-
kaan jokaiselle joukolle A péatee

AeM e Ag¢ A
Sijoittamalla tdhan joukon A paikalle joukon M saamme paradoksin
MeM&M¢M.

Russellin paradoksia voidaan havainnollistaa seuraavasti. Kylédssd on
miespuolinen parturi, joka ajaa kyldn kaikkien niiden miesten parran,
jotka eivét itse aja partaansa, ja vain niiden. Ajaako hidn oman partansa?

5 Tyhja joukko, potenssijoukko ja komplementti

Myos joukko {z € X | x # x} saattaa vaikuttaa paradoksaaliselta. Se
on kuitenkin meille entuudestaan (s. 23) tuttu tyhji joukko 0, jossa ei
ole yhtaan alkiota ja jonka olemassaolosta ei seuraa mitaan ristiriitaista.
Ristiriitaan paadyttaisiin vasta, jos olisi olemassa jokin sellainen x, etta
x € ). Tyhjille joukolle voidaan kdyttdd myos merkintéaé { }. Joukko {0}
ei ole tyhji, silld siind on yksi alkio, nimittdin (.

Lause 6. Tyhja joukko on jokaisen joukon osajoukko. Siis aina
0 C A

Tamaé lause seuraa siitd, ettd implikaatiossa © € ) = x € A edellinen
jasen z € ) on aina epétosi, joten implikaatio on aina tosi.

Toinen ehké havainnollisempi todistustapa on kidyttdd epésuoraa to-
distusta. Haluamme siis osoittaa, ettd () C A, ja teemme vastaoletuksen,
ettd ) ¢ A. T&lloin on olemassa sellainen z, ettd x € 0) ja x ¢ A, joten
tyhjéssé joukossa olisi alkio x, mistd syntyy ristiriita. Vastaoletus on siis
vidra, joten ) C A.

Joukon A potenssijoukko P(A) on A:mn kaikkien osajoukkojen joukko.
Kun perusjoukko on X, niin kaikki tarkasteltavat joukot ovat X:n osa-
joukkoja ja siis P(X):n alkioita. Potenssijoukon mééritelmén perusteella

ACB& AeP(B).

Aina ) € P(A) ja A € P(A).
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Esimerkki 41. Olkoon A = {0} ja B = {0, 1,2}. Talloin

P(A) ={0.{0}},
P(P(4)) = P({0,{0}}) = {0, {0}, {{0}}. {0, {O}} },
P(B) = {0.{0},{1},{2}.{0,1},{0,2}, {1,2},{0,1,2}}.

Joukossa P(P(B)) on 256 alkiota, mikd nikyy seuraavasta lauseesta.
Lause 7. Jos joukossa on n alkiota, niin silld on 2™ osajoukkoa.

Voisimme kiyttad todistuksessa kombinatoriikan tuloperiaatetta (s. 135,
lause 35), jonka tarkka osoittaminen vaatii kuitenkin induktiota. Néin in-
duktiota oikeastaan tarvitaan myos kombinatoriikkaan perustuvassa to-
distuksessa. Todistamme nyt tdmén lauseen suoraan induktiolla.

Kun n = 0, niin lause on selvisti voimassa (miksi?), joten tutkimme
asiaa, kun n € Z,. Yleisyyttd rajoittamatta voimme tarkastella jouk-
koa {1,2,...,n}. Arvolla n = 1 viitds on tosi, silld joukolla {1} on
2! = 2 osajoukkoa, nimittdin () ja {1}. Teemme induktio-oletuksen: Jou-
kolla {1,2,...,n} on 2™ osajoukkoa. Nami osajoukot ovat myos joukon
{1,2,...,n+ 1} osajoukkoja. Tuomalla jokaiseen téllaiseen osajoukkoon
uudeksi alkioksi n + 1 saamme 2" uutta osajoukkoa. Joukolla {1,2, ...,
n + 1} ei ole muita osajoukkoja, joten sen osajoukkojen lukuméérd on
2n 4 2" = 2n+l,

Olkoon X perusjoukko ja A C X. Joukon A komplementti A on X:m
niiden alkioiden joukko, jotka eivéit kuulu A:han. Siis

A={zcX|-(zcA)}={zcX|z¢g A}
Komplementti riippuu taten perusjoukosta.

Esimerkki 42. Jos perusjoukko on Z, niin joukon N komplementti N =
7_, mutta jos perusjoukko onkin N, niin N = §.

Olkoon x € X. Télléin = € A, jos ja vain jos x ¢ A. Kun tarkastelemme
vain perusjoukon X alkioita, niin lauseet z € X ja z ¢ () ovat identtisesti
tosia, joten lauseet z ¢ X ja = € () ovat identtisesti epétosia. Téaten
reXeoré¢djar ¢ X & x el Olemme siis todistaneet seuraavan
lauseen kaksi ensimmaéistd yhtaloa.

Lause 8. § = X, X =0, A= A (kaikilla A C X).

Todistamme kolmannen yhtélon. Kaksoisnegaation lain (s. 15) ja komp-
lementin maéritelman perusteella saamme

x€A©ﬁﬁ($€A)©ﬁ(x€Z)(:>xej.
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Harjoitustehtavia

101. Merkittava
a) yhtilon 22 + 22 — 22 — 2 = 0 ratkaisujen joukko,
b) parillisten negatiivisten kokonaislukujen joukko,

c) luvulla 5 jaollisten kokonaislukujen joukko.

102. Merkittava

a) niiden kokonaislukujen joukko, joiden ilmoittama vuosi on karkaus-
vuosi,

b) niiden luonnollisten lukujen joukko, jotka ovat luonnollisten lukujen
neliGita,

¢) niiden reaalilukujen joukko, jotka eivit toteuta mitaan kokonaisker-
toimista toisen asteen yhtéloa.

103. Merkittava yksinkertaisimmassa muodossaan joukko
a) {ze€Z|2*=4}, b) {ze€Z|2?=2}, c) {zeR|a?>=2}.
104. Merkittavé yksinkertaisimmassa muodossaan joukko
a) {r€Z|yeZ:z+y=x}, b){ze€Z|yel:z+y=y},
c) {ze€Z|VyeZ:z+y=y}

105. Todistettava, ettd esimerkissd 34 médaritelty joukko S on kaikkien
3:1la jaollisten positiivisten kokonaislukujen joukko.

106. Maariteltava rekursiivisesti kaikkien 5:114 jaollisten kokonaislukujen
joukko.

107. Lueteltava joukon a) {1,2,3}, b) {a,{a}} osajoukot.

108. Olkoon A = {2,3}. Minké seuraavien joukkojen a) alkio, b) osa-
joukko A on?

B={{2},{3}}, C=1{2,3,{2,3}}, D={2,{2},3,{3}},
E={{2}.{3}.{2.3}}, F={{23.{2.3}}}.

109. Olkoot A, B, C sellaisia joukkoja, ettd A € B ja B € C. Voiko olla
AeC?

110. Olkoot A, B ja C joukkoja. Todistettava oikeaksi tai vadraksi
a) (A¢ BAB¢C)=A¢C, b) (Ac BANB¢(C)=A¢C,
c) (ACBAB¢C)=A¢C.

111. Todistettava oikeaksi tai vaaraksi

a) x € A= {z} C A,

Luku 3. Joukot ja niiden laskutoimitukset



b) jos joukko A toteuttaa ehdon x € A = {z} € A, niin A = 0.

112. Olkoot A = {0, {0}} ja B = {{0}}. Ovatko scuraavat viitteet tosia
vai epéatosia?

a) AcP(B), b) ACP(B), c) ACP(B),
d) BeP(A), e) BCP(A), f) BCP(A).
113. Muodostettava a) P(0), b) P(P(0)), c) P(P(P(®))).

114. Muodostettava (luettelemalla alkiot) seuraavat joukot ja niiden
komplementit perusjoukon Z suhteen.

a) {re€Z|x<3Ve>8}, b){ze€Z|IyeZ:z+y=0},
c) {ze€Z|VyeZ:z+y=0}

115. Esitettava yksinkertaisimmassa muodossaan seuraavat joukot ja nii-
den komplementit perusjoukon R suhteen.

a) {zeR|rx=22}, b) {zeR|z<0Az=2?},
c) {zeR|~(x>x+1)}

116. Muodostettava vilin a) ]a,oco[, b) [a, 0], ¢) |—o00,b[, d) ]—o0,d]
komplementti perusjoukon R suhteen.

117. Olkoot A ja B joukkoja. Todistettava, ettd A = B, jos ja vain jos
P(A) = P(B).

118. Olkoot A ja B joukkoja. Todistettava: A C B < P(A) C P(B).

119. Mitké lauseen 4 kohdat pysyvét voimassa, jos osajoukkona olon C
sijasta tarkastellaan aitona osajoukkona oloa C?

120. Olkoon A perusjoukon X osajoukko. Onko P(A) = P(A) yleisesti
voimassa? (Jalkimmaéisessd komplementissa perusjoukko on P(X).)

3.2 Joukkojen laskutoimituksia

1 Yhdiste, leikkaus ja erotus
Olkoon X perusjoukko ja A, B C X eli A, B € P(X). Méirittelemme
AUB={zeX|z€AvVreB},

AnNB={zeX|z€ ANz € B},
A\B={zeX|z€ANx ¢ B}.

Joukko AU B (lue: ”A yhdiste B”) on joukkojen A ja B yhdiste eli
unioni. Se koostuu perusjoukon X niistd alkioista, jotka kuuluvat A:han
tai B:hen (tai molempiin). Joukko AN B (lue: ”A leikkaus B”) on nédiden
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joukkojen leikkaus ja se koostuu niistd alkioista, jotka kuuluvat A:han ja

B:hen. Joukko A\ B (lue: ”A miinus B”) on joukkojen A ja B (joukko-

opillinen) erotus. Sen muodostavat A:n ne alkiot, jotka eivit kuulu B:hen.
Leikkaus ja erotus voidaan esittdd myos ilman perusjoukkoa X, silla

AnNnB={ze€A|zeB}={zeB|zecA}
ja
A\B={ze€A|x ¢ B}.

Joukon A komplementti A on siis perusjoukon X ja joukon A joukko-
opillinen erotus -
A=X\A

Merkinté A on yleensi mukavampi, mutta jos on epéselvii, minké perus-
joukon suhteen komplementti otetaan, niin kannattaa kayttda merkintaé
X \ A. Komplementti voidaan siis méaéaritelld joukko-opillisen erotuksen
avulla. Toisaalta joukko-opillinen erotus voidaan mééaritelld komplemen-
tin ja leikkauksen avulla

A\B=ANB.
Nimittain
A\B={zecA|lz¢By={zcA|lzeB}=AND.

Joukko-opin laskutoimituksia voidaan havainnollistaa Venn?-diagram-
meilla, jolloin tarkasteltavat joukot esitetddn tason pistejoukkoina.

X X X

X\ A

2 Joukko-opin laskusidintojen todistaminen

Joukko-opin laskutoimitukset U, N ja X\ vastaavat loogisia konnektiiveja
V, A ja —. Yksi tapa todistaa joukko-opin laskusédantojé on palauttaa ne
vastaaviksi loogisia konnektiiveja koskeviksi viitteiksi ja sitten osoittaa
ndmé vaitteet tautologioiksi. Pelkka lauselogiikka ei kuitenkaan yleensa
riitd, vaan on kiytettdvd myos predikaattilogiikkaa. Toinen tapa on kayt-
tad luonnollista paattelya. Kolmas tapa on kayttad aiemmin todistettuja
joukko-opin laskusaéntojé.

3 John Venn (1834-1923), englantilainen loogikko.
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Joukko-opin laskusédédntojéd voidaan havainnollisesti perustella Venn-
diagrammeilla. Téllainen kuvion avulla tehtava perustelu ei kuitenkaan
taytd matemaattisia tarkkuusvaatimuksia. Tarkan todistuksen edellytta-
maét padttelyt tulevat kuviota piirrettdessé oikeastaan implisiittisesti teh-
dyiksi, mutta ne pitda kirjoittaa ndkyviin, minka jalkeen kuviota ei endé
tarvitakaan muuhun kuin havainnollistamiseen. Tasmaéllisissa todistuksis-
sa kuviota voidaan siis kdyttaa apuvélineend, joka helpottaa varsinaisen
todistuksen kirjoittamista ja lukemista, mutta valmiissa todistuksessa sii-
hen ei saa endd nojautua.

Esimerkki 43. Tarkastelemme yhdisteen vaihdantalakia
AUB=BUA.

Yhdisteen mééritelméan perusteella on selvid, etté joukoilla AUB ja BUA
on samat alkiot. Todistamme tdmén tdsmaéllisesti kdyttadmallé lauselogiik-
kaa. Olkoon z € X. Téalloin

xeAUngeAVxeBéxeB\/xeAgxeBuA.

M T
Ekvivalenssit < seuraavat yhdisteen maaritelmésté. Ekvivalenssi < seu-
raa disjunktion vaihdantalaista eli tautologiasta

pVqgsqVp.

Nytsisp="z € A", q="z € B.
Siis joukon X mielivaltaiselle alkiolle x péatee

r€AUB &S xe BUA,

joten
Vee X:x€e AUB<xe BUA

eli AU B = B U A. Jouduimme téssid kdyttaméaan predikaattilogiikan
paattelysdantoa

p(z) on tautologia, kun z € X on mielivaltainen
Vo € X: p(x)

Tatéa padttelysddntod tarvitaan aina téllaisessa todistustavassa. Sen kéyt-
tod ei yleensd kuitenkaan mainita, koska se vaikuttaa itsestddn selvalta.

Esimerkki 44. Tarkastelemme osittelulakia
AUu(BNC)=(AUB)N(AUCQ)

kolmella tavalla.

1. Venn-diagrammi. Kuviossa sekd joukkoa A U (B N C) ettd joukkoa
(AU B) N (AU C) edustaa sama alue, joten osittelulaki ndyttdd olevan
voimassa.
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A
A A A A
[ i
B EEA T — BN
\ T \ )
| vm— K ]
\y
\\\ ~_| A ~_| V
C C
~ |-
A vaakaviivoitettu AU B vaakaviivoitettu
B N C pystyviivoitettu AU C pystyviivoitettu
AU (BNC) viivoitettu tai (AU B) N (AU C) ruudutettu
ruudutettu

2. Todistus lauselogiikan avulla. Kun x € X, niin

reAUBNC)&erxeAVvze BNC (yhdisteen méaaritelma)
srecAV(zeBAzxel) (leikkauksen mééritelma)

& (reAVvaeB)
ANzeAvzel) (konnektiivien osittelulaki)
sSzreAUBAze AUC (yhdisteen mééritelma)
sre(AUB)N(AUQ) (leikkauksen méaaritelm4).

8. Todistus luonnollisella pddttelylla. Osoitamme, etté

(1) AU(BNC)C(AUB)N(AUCQ)
ja
(2) (AUB)N(AUC)C AU (BNCO),

mink4 jalkeen viitos seuraa lauseesta 4(as) (s. 49).

Todistamme aluksi véitteen (1). Olkoon x € AU(BNC). Talléinx € A
taixz € BNC'. Jos x € A, niin yhdisteen mééritelmén perusteella z € AUB
jax € AUC. Jos taas x € BNC, niin myos talléin x € AUDB koska x € B,
jax € AUC koska z € C. Kummassakin tapauksessa siis x € AU B ja
x€ AUCeliz e (AUB)N(AUC). Joukon AU (BN C) alkio on siis
joukon (AU B) N (AU C) alkio, joten (1) on tosi.

Todistamme sitten véitteen (2). Olkoon z € (AU B) N (AU (). Siis
x€AUBjaxz e AUC. Jos x € A, niin z € AU (BN C), jolloin asia on
selvii. Voimme siis olettaa, ettd z ¢ A. Koska x € AU B, niin on oltava
x € B, ja koska x € AUC, niin z € C. Siis x € BN C, joten nytkin
x € AU(BNC). Néin (2) on todistettu.

Luonnollisessa paattelyssa on harkittava, kuinka paljon perusteluja kir-
joittaa. Totesimme esimerkiksi, ettd yhdisteen maééritelmén perusteella
x € AU B, koska x € A. Emme katsoneet tarpeelliseksi perustella si-
td enempéad. Olisimme kuitenkin voineet todeta, ettd koska x € A, niin
xr € Ataiz € B jatidten x € AU B.
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3 Joukko-opin laskusidintoja

Vastaavalla tavalla kuin edelld voimme todistaa muitakin laskusédantoja
joukoille. Esitimme térkeimmét sddnnot seuraavassa lauseessa.

Lause 9. Olkoon perusjoukkona X. Seuraavat laskusa&nnot ovat
voimassa.

Saanto Nimi
A=A Identiteetin laki
AN E =0 Leikkaus ja yhdiste
AUA=X komplementin kanssa
AMIA = A Idempotenssilait
AUA=A
ANnDP=10 Leikkaus ja yhdiste
AUD=A tyhjan joukon kanssa
ANX=A Leikkaus ja yhdiste
AUX =X perusjoukon kanssa
ﬁg—g i %% g de Morganin saannot
ANB=BnNA . .
AUB—BUA Vaihdantalait
AN(BNC)=(AnNnB)N e
Liitantélait
U(BUC) = (AUB)U iitdntalai
NBUC)=(ANB)U (AmC) Osi :
ttelulait
UuBNC)=(AUB)N(AUCQC) sreial

Osa néiden todistuksista on harjoitustehtévina (teht. 123-125).
Leikkaus ja yhdiste komplementin kanssa sekd de Morganin saannot
voidaan esittdd myos muodossa

AN(X\A) =0, AUu(X\4) =X
X\(ANB)=(X\A)U(X\B), X\(AUB)=(X\A)N(X\B).

Lause 10. Olkoot A ja B perusjoukon X osajoukkoja. T&ll6in

ANBCACAUB.
Todistus on helppo.

Lause 11. Olkoot A ja B perusjoukon X osajoukkoja. Talloin

AC B« BCA.

3.2. Joukkojen laskutoimituksia
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Todistus lauselogitkan avulla. Kun = € X, niin kontraposition periaat-
teen (s. 18) mukaan lause (rt € A=z € B) & (x ¢ B= 2 ¢ A) on
tautologia, joten

VieX:(zx€cA=2€eB)e (t¢B=ua¢A).
Nyt lauseen 2 (s. 28) mukaan
VeeX:(zr€eA=zxeB)eVereX: (r¢B=x¢A),
joten osajoukon madritelmén perusteella
ACB« BCA.

Jouduimme siis jalleen kayttaméan predikaattilogiikkaa.
Todistus luonnollisella pddttelylld. Riittad osoittaa, etta

(1) ACB=BCA
Nimittéin sijoittamalla Am paikalle A ja B:n paikalle B saamme

CB=DBCA,

N

ja edelleen, koska A = A ja B = B (lause 8), saamme implikaation (1)
kédnteiseen suuntaan o
ACB= BCA.

Todistamme nyt (1):n. OL A C B. Viit. B C A. Tod. Olkoon = € B,
jolloin z ¢ B. Jos olisi € A, niin oletuksen perusteella saataisiin ristiriita
x € B.Siisxz ¢ Aelix € A, joten B C A.

Esitdmme vield osajoukkona olon yhteyden joukko-opin laskutoimituk-

siin.

Lause 12. Olkoot A ja B perusjoukon X osajoukkoja. Seuraavat
vaitteet ovat yhtapitavia.

(1) AC B,
(2) AnNB=A,
(3) AUB =B,
(4) A\ B =9.

Riittd4 todistaa jokin sopiva implikaatioketju, esimerkiksi (1) = (2) =
(3) = (4) = (1), toisin sanoen etta (1) = (2), (2) = (3), (3) = (4) ja
(4) = (1), ks. teht. 129. Todistamme implikaatiot (1) = (2) ja (2) = (3)
luonnollisella paattelylla ja jatdmme loput harjoitustehtéaviksi (teht. 130).

(1) = (2). Ol. AC B. Viit. ANB = A. Tod. Jos x € A, niin oletuksen
mukaan z € B, joten x € AN B. Siis A C AN B. Toisaalta AN B C A
(lause 10), joten AN B = A (s. 49, lause 4(as)).
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(2) = (3). Ol. ANB = A. Viit. AUB = B. Tod. Koska BC AUB
(lause 10), niin riittdd (lause 4(as)) osoittaa, ettd A U B C B. Olkoon
x € AUB. Siis z € A tai z € B. Jos € B, niin asia on selvi. Jos x € A,
niin koska AN B = A, silloinkin z € B. Taten AU B C B.

Seuraavassa esimerkissé todistamme joukko-opillisen véitteen palaut-
tamalla sen aiemmin todistettuihin laskusédantéihin.

Esimerkki 45. Osoitettava, etté
(A\B)Nn(B\ A) = 0.

Voisimme kayttaéd lauselogiikkaa tai luonnollista péddttelyd sen osoit-
tamiseksi, ettd © € (A\ B) N (B \ A) on aina epétosi. Menettelemme
kuitenkin toisin. Saamme

(A\B)N(B\A) =(ANB)N (BN A) (D\E=DNE)
= AN (BN (BNA) (liiténtélaki)
= AN ((BNB)NA4) (liitdntélaki)
=An((BNB)NA) (vaihdantalaki)
=ANnOnA) (leikkaus komplementin kanssa)
=AN(AND) (vaihdantalaki)
=ANY (leikkaus tyhjan joukon kanssa)

= (leikkaus tyhjan joukon kanssa).

Kun joukossa P(X) maééritellian laskutoimitukset U, N ja X\, niin
saatu algebrallinen struktuuri on Boolen* algebra. Se voidaan mééritel-
14 my6s aksiomaattisesti valitsemalla joukko-opin laskusdannéisté sopivat
aksioomiksi. Tall6in muut sddnnét voidaan todistaa niiden avulla. Ks.
esim. Sikorski [24].

4 Yhdisteen ja leikkauksen yleistykset

Olkoot Aj, As,... perusjoukon X osajoukkoja eli potenssijoukon P(X)
alkioita. Liitdntédlakien perusteella ei yhdisteessd A1 U As U--- U A, eikéd
leikkauksessa A1 N A N --- N A, tarvita sulkumerkkeja. Merkitsemme

C:=

Ak:AlUAQU'-'UAn:{.TEX|3k€{1,2,...,n}:l‘€Ak},

E
Il
_

)=

Ak:AlﬂAgﬂ'-'ﬂAn:{l‘EX|Vk€{1,2,...,n}:l‘€Ak},

o

Il

—_

k=1

ﬂAk:{x€X|Vk€Z+:z€Ak}.
k=1

4 George Boole (1815-1864), englantilainen matemaatikko ja loogikko.
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Esimerkki 46. Olkoon X =R, Ay = [k — 1,k], kun k € Z,. Talléin

Ap =1[0,1]Nn[1,2]N[2,3] =0,

DX

=
Il
—

Ap =[0,1]U[L,2]U---Ufn—1,n] = [0,n],

bl
s

DX
&
I

el
Il
—

mv LJ A ::[0,00[.
k=1

Esimerkki 47. Olkoon X =R, Ay = [0,1/k], kun k € Z,. Osoitettava,
etta

G Ay = [0,1], ﬁ Ay = {0},
k=1 k=1

Koska A7 D Ay D -+, niin z kuuluu johonkin néisté joukoista, jos ja
vain jos z € Ay. Siis Uy, A = 41 = [0, 1].

Jos = 0, niin = € Ay, kaikilla k € Z,, joten z € (-, Ak. Jos taas
x < 0, niin esimerkiksi x ¢ Ay, joten @ ¢ (\r—; Aj. Jos vihdoin z > 0,
niin « ¢ Ay, kun k> 1 joten ¢ (2, Ay. Siis Ny, Ar = {0}.

Ap

=

Joukkoa, jonka alkiot ovat joukkoja, kutsutaan usein joukkoperheeksi
(engl. family of sets). Edella tutkimiemme indeksoitujen joukkoperheiden
indeksijoukko on &darellinen tai Z;. Voimme tarkastella sellaisiakin jouk-
koperheité, joiden indeksijoukko on jokin muu. Olkoon { Ay }rer tdllainen
joukkoperhe, siis indeksijoukon I jokaiseen alkioon k liittyy tietty jouk-
ko Aj. Edella méaérittelemidmme yhdisteet koostuvat niisté alkioista, jotka
kuuluvat ainakin yhteen joukkoon Ay, ja leikkaukset niisté, jotka kuulu-
vat kaikkiin joukkoihin Aj. Taten voimme mééritelld yleisesti

UAr={zeX|3kel:xcA},
kel
(NAr={zeX|Vkel: zcA}
kel

Esimerkki 48. Jokainen joukko A (# @) voidaan esittad alkioidensa
muodostamien yksididen eli yksialkioisten joukkojen yhdisteend (jolloin
indeksijoukko I = A)

A= |J{=}.

z€A
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5 Luokkajako

Olkoon X perusjoukko ja A, B C X eli A, B € P(X). Joukot A ja B ovat
erillisid, jos niilli ei ole yhteisié alkioita eli AN B = (). Olkoon I sellainen
indeksijoukko, ettd A; € P(X) kaikilla ¢ € I. Joukot A4; (i € I) ovat
pareittain erillisid, jos A; ja A; ovat erillisid aina, kun 4,5 € I ja i # j.

Joukkoperhe { Ay }rer on joukon X ositus eli luokkajako, jos sen joukot
ovat epétyhjid ja pareittain erillisid seka

X:UAk.

kel

Esimerkki 49. Joukon X = {a,b,c,d, e, f} erds luokkajako on joukko-

perhe

{{a,b.c}, {d.e}. {f}}.
Talloin I = {1,2,3}, A1 = {a,b,c}, Ay = {d, e}, As = {f}.
Esimerkki 50. Olkoon tietyssd koulussa n luokkaa. Olkoon A; 1. luo-
kan, As 2. luokan, ..., A, n. luokan oppilaiden joukko. T&lléin koulun
kaikkien oppilaiden joukon X erés luokkajako on { A1, As, ..., A, }. Nimit-

tdin ndmé joukot ovat pareittain erillisia (kukaan oppilas ei ole kahdella
luokalla) ja X = AjUAsU---UA, (jokainen oppilas on jollakin luokalla).

Esimerkki 51. Joukkoperhe {[0,1],[1,2],...} ei ole joukon Ry = [0, 0]
luokkajako. Nimittéin esimerkiksi [0,1] N [1,2] = {1}, joten joukot eivét
ole pareittain erillisii. Sen sijaan joukkoperhe {[0, 1], [1,2[,...} on joukon
R luokkajako. Miksi?

Esimerkki 52. Joukkoperheet {X} ja {{z} | z € X } ovat aina joukon
X # 0 luokkajakoja. Miksi?
Harjoitustehtavia

121. Olkoon perusjoukko X = {1,2,...,10}, A = {z € X | = on
parillinen }, B = {z € X |  on alkuluku }. Muodostettava (luettelemalla
alkiot) joukot A, B, AUB, ANB, A\ B, B\ A, Aja B.

122. Olkoon A = {1,2,3} ja B = {1,n}, n € Z. Muodostettava joukot
AUB, An B, A\ B ja B\ A. Mitd voidaan sanoa joukoista A ja B?

123. Havainnollistettava Venn-diagrammilla liitantalakia
a) AUBUC)=(AUB)UC, b) An(BNnC)=(AnB)nC.

Todistettava ndmé sdannot (lauselogiikan avulla tai luonnollisella padtte-
lylla).

124. Kuten edelld, mutta tarkastellaan toista osittelulakia

AN(BUC) = (ANB)U(ANC).

3.2. Joukkojen laskutoimituksia
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125. Kuten edelld, mutta tarkastellaan de Morganin sa&ntoja
a) AUB=AnB, b) AnB=4UB.
126. Todistettava absorptiolait
a) AUANB)=A, b) AN(AUB)=A.
127. Onko yleisesti voimassa
a) AU(B\C)=(AUuB)\ (AUC(C),
b) AN(B\C)=(AnB)\(An(C)?
128. Esitettava yksinkertaisimmassa muodossaan joukko
a) (A\B)U(B\A)U(ANB), b) AU(B\A4), c) An(B\A).

129. Todistettava: Jos implikaatioketju

P1 = P2 = P3 = "Pn-1= Pn = D1

on voimassa, niin véaitteet p;, ¢ = 1,2,...,n, ovat yhtapitdvid eli kun
1 <4< j<mn,niin p; & p;.

130. Todistettava lause 12 loppuun osoittamalla, ettd (3) = (4) ja (4) =

(1).

131. Olkoot A ja B perusjoukon X osajoukkoja. Seuraavassa "todiste-
taan”, ettd aina A C B tai B C A. Missé on virhe?
Olkoon z € X. Lause

(reA=2zeB)V(zreB=zcA)
on tautologia, joten
VieX:((reA=>zeB)V(zeB=uzcA)
ja edelleen
Vee X:(x€eA=>xeB)VVzeX: (x€ B=uzcA).
Siis ACBVBCA.

132. Joukossa X maédriteltyjen predikaattien p(z) ja q(x) ratkaisujoukot
ovat L, ={xz € X | p(z) } ja Ly = {xz € X | ¢(z) }. Todistettava

a) Lyyg=L,UL,;, b) Lypq=L,NL,;, ¢) L, =X\L,,
d) jos ja vain jos p(x) = ¢(x), niin L, C L,
e) jos ja vain jos p(x) < ¢(x), niin L, = L.

133. Boolen algebrassa on voimassa duaalisuusperiaate. Jos jokin Boolen
algebraa koskeva véite on tosi, niin samoin on sen duaalinen vdite, joka
saadaan alkuperdisestd vaitteestd korvaamalla
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e yhdiste U leikkauksella N ja leikkaus N yhdisteelld U
e osajoukko C osajoukolla O ja osajoukko D osajoukolla C

e joukko X tyhjilld joukolla () ja joukko @ joukolla X, mutta komple-
menttia X\ ei muuteta.

Jos erotukseen A \ B halutaan soveltaa duaalisuusperiaatetta, niin se
on kirjoitettava muotoon AN (X \ B).
Annettava esimerkkejé keskenddn duaalisista joukko-opin véitteista.

134. Todistettava: Jos A C C ja B C D, niin AN B C C N D. Miké on
duaalinen vaite?

135. Onko yleisesti voimassa
a) P(AUB)=P(A)UP(B), b) P(ANB)=P(A) NP(B)?

136. Olkoon Ay =0, 1/k[. Muodostettava joukko
a) U Ak, b) ﬂ Ak, C) U Ak, d) ﬂ Ak
k=1 k=1 k=1 k=1

137. Yleistettava osittelulait mielivaltaiselle indeksijoukolle I osoittamal-
la, etté

a) Aﬂ(UBk) — JAnBy), b) AU(ﬂBk) = (AU By).

138. Yleistettava de Morganin sdannot mielivaltaiselle indeksijoukolle I
osoittamalla, etté

a) mAk: UA_k, b) UAkZ mA_k
kel kel kel kel
139. Maaritettava joukon {1,2,3} kaikki luokkajaot.
140. Olkoon X perusjoukko ja Aj, As, A5 € P(X). Osoitettava, ettd on
olemassa sellaiset joukot By, Ba, B3 € P(X), ettd By N By = By N B3 =

BgﬂBl = (Z), Al = Bl, A1 UA2 = Bl U32 ja A1 UA2 UAg = Bl U32 UB3.
Miké luokkajako ndin saadaan? Miten tétd voidaan yleistda?

3.2. Joukkojen laskutoimituksia
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Luku 4

Relaatiot

On ilmeistd, ettii koemme muotoa "a Rb”
olevan lauseen kuvaksi. Siind merkki sel-
vistikin on merkityksensi vertauskuva.

(Wittgenstein [31])

4.1 Tulojoukko ja relaatio

1 Jarjestetty pari

Tutkittaessa joukkoja sellaisinaan ei niiden alkioiden jarjestykseen kiin-
nitetd huomiota eikd saman alkion useampikertaisella esiintymiselld ole
vaikutusta.

Esimerkki 53. a) {Matti, Maija} = {Maija, Matti}, b) {1,2,3} = {1, 3,
2}, ¢) {Maija, Maija} = {Maija}, d) {1, 1,3} = {1, 3}.

Maarittelemme nyt kasitteita, joissa téllaisiin asioihin kiinniteta&n huo-
miota. Alkioiden x ja y muodostamalla jarjestetylld parilla tarkoitamme
havainnollisesti sellaista jonoa, jossa x on ensimméisend ja y toisena, ja
merkitsemme sitd (x,y). Kaksi jarjestettyd paria ovat samat, jos niiden
ensimmaéiset alkiot keskendén ja toiset keskendédn ovat samat

(z,y) = (u,v) x=uAy=n.

On tarkedd huomata jarjestetyn parin ja ”jarjestaméattoméan” kaksialkioi-
sen joukon ero.

Esimerkki 54. a) Jos  # y, niin {z,y} = {y, 2}, mutta (z,y) # (y,x).
b) {z,z} = {x}, mutta (x,2) # (x), missd oikea puoli tarkoittaa jonoa,
jonka ensimmaéiselld ja ainoalla paikalla on x.

Mutta mitd tarkoittaa ”alkioiden jarjestdminen jonoon”? Kaikkein vé-
himmalld padsisimme menettelemélla kuten teimme joukko-opin ensim-
méisille peruskisitteille (s. 47) eli ajattelemalla, ettd jarjestyksen késite
on ihmisen tajunnassa niin selvé ja primitiivinen, ettei sitd kannata yrittaa
tarkemmin médritelld. Tulemme kuitenkin pian (luku 4.5) huomaamaan,
ettd yleinen jdarjestetyn joukon kasite on tarpeellista ja mahdollista mé&a-
ritelld matemaattisesti. Taméa madritelma tarvitsee relaation ja edelleen
jarjestetyn parin kéasitettd, joten asia saadaan kuntoon maédarittelemalla
jirjestetty pari joukko-opin peruskisitteiden avulla. Esitimme mééritel-
mén, joka tuntuu keinotekoiselta, mutta joka toimii loogisesti. Méaritte-
lemme, etté (z,y) = {{x}, {z, y}} Siis jarjestetty pari (x,y) tarkoittaakin
joukkoa, jonka alkiot ovat {z} ja {z,y}!

4.1. Tulojoukko ja relaatio
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Kun ajattelee jarjestettyjen parien kéyttod vaikkapa niin, ettd (z,y)
tarkoittaa tulosta, jossa korttipakasta on ensin otettu kortti x ja sitten
kortti y, tdma maaritelma tuntuu tietenkin taysin mielettomaélté. Jos otan
pakasta kortit = ja y, niin saanko todellisuudessa kummallisen korttijou-
kon {{z}, {z,y}}? Vastaus tdhan kysymykseen on tietenkin kielteinen
jo siksi, ettei reaalimaailmassa yleensédkaédn esiinny matemaattisia kasit-
teitd konkreettisesti. Sovelluksissa kaytettdvin matemaattisen kéasitteen
maédritelmén ei tarvitsekaan tuntua sovelluksen kannalta jarkevalta, vaan
riittda, ettd se toimii matemaattisesti, silla sovelluksissa voidaan unohtaa
tdmén kisitteen varsinainen matemaattinen olemus. Matemaattisesti kiin-
nostavinta jarjestetyn parin maéritelméssé on, ettd sen antama samuuden
késite sopii yhteen samuuden mééritelmén (z,y) = (u,v) & x = uAy =v
kanssa. Néin on, silla

(z,y) = (u,v) & {{z} {z, y} } = {{u}. {u, v}}
& ({o} = {u} Az y} = {u,v})

V ({2} = (w0} A {a g} = {u})
Sx=uAy=v)V@=u=vAz=y=u)
S=uhy=v)V(@=u=v=y)Sr=uly=n1.

Matemaattisen kéasitteen tdsmaéllisen méaaritelmén ei siis valttamatta tar-
vitse vastata sitd mielikuvaa, joka meilla tédsta késitteesta on.

My6s jarjestetyn kolmikon (x,y, z), nelikon (z,y, z,u) ja yleisesti n:kon
késitteet ovat intuitiivisesti selvit. Ne voidaan méaritelld tasmallisesti esi-
merkiksi kuvauksina (luku 5.1) tai jarjestettyind joukkoina (luku 4.5).

Kahden jarjestetyn n:kon samuuden méaritelma voidaan talldin esittéda
vastaavien alkioiden eli koordinaattien samuutena.

2 Tulojoukko

Joukkojen A ja B tulojoukko eli karteesinen' tulo on
AxB={(z,y)|r€ ANyeB}.

Siis A x B koostuu kaikista niisté jarjestetyista pareista (z,y), joilla z € A
jay € B.

Esimerkki 55. Olkoon A = {1,2,3} ja B = {4,5}. Tallin

Ax B=1{(1,4),(1,5),(2,4),(2,5),(3,4),(3,5)},
Bx A={(4,1),(4,2),(4,3),(51),(5,2),(5,3)}.

Vastaavasti méadrittelemme n joukon tulojoukon

Ay x o x Ap={(21,...,20) |21 € Ay A+ Amy € Ay }

' René Descartes (lat. Renatus Cartesius) (1596-1650), ranskalainen filosofi ja
matemaatikko.
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ja merkitsemme
n kertaa

—_—
A" =Ax Ax---x A.

Esimerkki 56. a) Joukko R? on jirjestettyjen reaalilukuparien joukko.
Sen geometrinen vastine on taso. b) Joukko R3 on jirjestettyjen reaali-
lukukolmikoiden joukko. Sen geometrinen vastine on kolmiulotteinen ava-
ruus. ¢) Joukko R™ on jérjestettyjen reaaliluku n:kkdjen joukko. Sen vas-
tine on n-ulotteinen avaruus. Vaikka meilla ei ole siitd geometrista mieli-
kuvaa, voimme tutkia tdtd avaruutta tulojoukkona.

Olkoon A = [a,b] koordinaatiston z-akselilla ja B = [¢,d] y-akselilla.
Joukon A x B geometrinen merkitys on kuvion suorakulmio.

d4----

Ax B

CcH----

[ p—

l
a
3 Tulojoukon laskusidantoja

Jos A # B (A,B # 0), niin A x B # B x A (esim. 55 ja teht. 145),
joten tulojoukon muodostaminen ei noudata vaihdantalakia. Myodskadn
liitdntalaki ei ole voimassa. Nimittdin

AX(BXC):{(:L',(’IJ,Z))’:L'EA/\yEB/\ZEC},
(AxB)xC={((z,y),2) |[re ANnye BrzeC},
AxBxC={(z,y,2) |[r€c ANye BANze (C},

mutta (:c, (y,z)), ((x,y),z) ja (z,y, z) eivit ole samat (teht. 146).

Lause 13. Tulojoukon muodostaminen noudattaa osittelulakia yh-
disteen, leikkauksen ja erotuksen suhteen

(1) (Al @] AQ) X B = (Al X B) @] (AQ X B),
(2) (Al n AQ) X B = (Al X B) n (A2 X B),
(3) (Al \AQ) X B = (Al X B) \ (AQ X B)

Vastaavat tulokset ovat voimassa joukolle A x (ByU Bs) jne. Todistam-
me naistd ominaisuuksista ensimmaisen ja jaitdmme muut harjoitustehta-
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viksi (teht. 147). Saamme

(ZC,y) S (Al UAQ) x B

SreAUA ANyeB (tulojoukon maéritelma)
S (reAVeeA)AyeB (yhdisteen méaéaritelma)
S (reANyeB)V(ze Ay Ny € B)  (konnektiivien osittelulaki)
< (z,y) € Ay x BV (x,y) € Ay x B (tulojoukon méaritelméa)
< (x,y) € (A1 X B)U (A2 x B) (vhdisteen méaaritelmé).

Kuvio havainnollistaa todistusta. Siind A; X B on vaakaviivoitettu ja Ag x
B on pystyviivoitettu alue. Niiden yhdiste, viivoitettu tai ruudutettu alue,
on todellakin (A; U A2) x B.

4

B

4 Relaation kasite

Jos RC X xY (X,Y # (), niin sanomme, ettd R on relaatio joukkojen
X ja Y alkioiden vélilla tai lyhemmin, ettd R on joukkojen X ja Y relaa-
tio. Sanomme my6s, ettd R on relaatio joukosta X joukkoon Y (huomaa
sijat). Kutsumme joukkoa X relaation R ldhtdjoukoksi ja joukkoa Y maa-
lijoukoksi. Alkiot z € X ja y € Y ovat keskenéén relaatiossa R eli R(z,y)
on voimassa, jos ja vain jos (z,y) € R. Myo6s useampipaikkainen relaa-
tio voidaan maééritelld (ja myos yksipaikkainen). Yleisesti tarkoitamme
joukkojen X1, Xo, ..., X, (# 0) alkioiden viliselld relaatiolla osajoukkoa
RC X1 xXg XX X,,ja R(x1,29,...,2,) on voimassa, jos ja vain jos
(x1,22,...,2,) € R. Joukkoa X; voidaan télloin kutsua relaation i:nnen
muuttujan madrittelyjoukoksi.

Olkoon R relaatio joukosta X joukkoon Y, jolloin X on sen l&dht6joukko
ja Y maalijoukko. Relaation R mdarittelyjoukko Mg on joukon X niiden
alkioiden joukko, jotka ovat relaatiossa joukon Y jonkin alkion kanssa eli

Mr={ze€e X |3yeY:zRy}.

Tamén relaation arvojoukko Ar on joukon Y niiden alkioiden joukko,
jotka ovat relaatiossa joukon X jonkin alkion kanssa eli

Ap={yeY |3z e X: 2Ry }.
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L&hto-, maali-, méarittely- ja arvojoukosta voidaan puhua vain relaa-
tion ollessa kaksipaikkainen. Téllaisen relaation maéarittelyjoukko on aivan
eri kasite kuin edelld mainittu relaation muuttujan maérittelyjoukko.

Jos R on kaksipaikkainen relaatio, niin merkitsemme xRy tarkoitta-
maan sitd, ettd R(z,y) on voimassa. Siis

2Ry & R(z,y) < (z,y) € R.
Vastaavasti merkitsemme xRy tarkoittamaan, etté R(z,y) ei ole voimassa.

Esimerkki 57. Kaikkein yksinkertaisimmat relaatiot joukkojen X ja Y
alkioiden vililld ovat (§ ja X x Y. Jalkimmaéisessi relaatiossa ovat keske-
nddn kaikki alkiot z (€ X) ja y (€ Y), ja edellisessd eivat mitkdén.

5 Relaatio nuolikuviona ja polkukuviona

Esimerkki 58. Olkoon X = {Newton, Leibniz, Einstein, Honkajoki} ja
Y = {painovoimalaki, differentiaalilaskenta, suhteellisuusteoria, ikiliikku-
ja}. Tarkastelemme joukkojen X ja Y alkioiden vélistd relaatiota R =
{(Newton, painovoimalaki), (Newton, differentiaalilaskenta), (Leibniz, dif-
ferentiaalilaskenta), (Einstein, suhteellisuusteoria)}. Esitdmme tdmén re-
laation nuolikuviolla, jossa keskenédén relaatiossa olevat alkiot yhdistetadn
nuolella.

Talla relaatiolla on yksinkertainen laki
TRy < x on keksinyt y:n.

Relaation R méérittelyjoukko M = {Newton, Leibniz, Einstein} ja arvo-
joukko Ar = {painovoimalaki, differentiaalilaskenta, suhteellisuusteoria}.

Jos relaation R ldht6joukko ja maalijoukko ovat kumpikin X, niin sa-
nomme, ettd R on joukossa X méiiritelty relaatio (tai joukon X relaatio).

Esimerkki 59. Joukon X identtinen relaatio on I = {(z,z) | z € X }.
Jokainen alkio on identtisesséd relaatiossa itsensd kanssa eikd minkddn
muun kanssa.
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Esimerkki 60. Tarkastelemme joukossa X = {Abraham, Ismael, Ii-
sak, Jaakob, Joosef, Efraim, Manasse} miiriteltya relaatiota (siis joukon
X X X osajoukkoa) R = {(Abraham, Ismael), (Abraham, Iisak), (Iisak,
Jaakob), (Jaakob, Joosef), (Joosef, Efraim), (Joosef, Manasse) }, jonka laki
on siis

Ry < x on y:n isa.

Havainnollistamme téta relaatiota digraafilla eli polkukuviolla.

Abraham Joosef

| J
Manasse

6 Relaatio koordinaatistossa ja matriisina
Esimerkki 61. Olkoon X = {1,2,3,4,5},Y ={6,7,8,9,10},

R = {(1a6)7 (177)a (LS)? (179)a (1710)5
(2,6), (2,8), (2,10), (3,6), (3,9), (4,8), (5,10)},

joten
xRy < x on luvun y tekija.

Esitdmme tdman relaation koordinaatistossa ja matriisina, jonka ¢. vaa-
karivin ja k. pystyrivin alkio on 1, jos z; Ry, ja 0 muulloin. Tassd z; = 1,

x2:2,...,x5:5,y1:6,y2:7,...,y5:10.
A
10 +
9 1 6 7 8 9 10
11111 1 1
8T 211 01 0 1
s 3/1 0 01 0
410 01 0 0
6 T 50 0 0 0 1
—t—t—T—
1 2 3 4 5
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Esimerkki 62. Joukossa R méariteltya re- Y
laatiota i3
v
Ry x <y R 3

voimme havainnollistaa koordinaatistossa
merkitsemélld zy-tasosta sen alueen, jonka
pisteiden (z,y) koordinaatit ovat téssd re-

x
laatiossa eli toteuttavat ehdon = < y.
z

Esimerkki 63. Kolmipaikkaisen relaation

R(z,y,2) & 2® +9y* + 22 =1,
jonka kaikkien muuttujien méérittelyjoukko y
on R, geometrinen merkitys xyz-koordinaa-
tistossa on origokeskisen yksikkopallon pin- v
ta.

Harjoitustehtavia

141. Mik4 on jarjestetyn parin tasmallisen méaéritelmén mukaan A x A,
kun A = {a}?

142. Osoitettava, ettei jarjestettya kolmikkoa voida méaritelld asettamal-
la (z,y,2) = {{x},{x,y}, {z,y,z}}. Ohje: Vertaa toisiinsa jarjestettyja
kolmikoita (1,1,2) ja (1,2,1).

143. Jarjestetty kolmikko méaéritellidn usein asettamalla (z,y,z) =
((z,y),2). a) Esitettivi tdmé méisritelmé kiyttdmalld joukkoja. b) To-
dettava méiiritelmédn se huono puoli, ettd nyt kuitenkin (x,y,z) #
(:c, (y,z)), joten on melko mielivaltaista valita jirjestetyistd pareista
((z,y),z) ja (z, (y,z)) pelkistiddn jompikumpi tarkoittamaan jarjestet-
tyé kolmikkoa (z,y, 2).

144. Muodostettava A x B, kun a) A = {1,2}, B = {a,b}, b) A =
{1,{2}}, B = {{a},0}.

145. Todistettava: Jos A # B ja A, B # 0, niin A x B # B x A.

146. Olkoot z, y ja z tiettyja alkioita. Osoitettava, ettéd (z, (y,z)) =
((z, Y), z) ei ole yleisesti voimassa. Ks. my0s teht. 143.

147. Todistettava lauseessa 13 esitetyt tulojoukon ominaisuudet (2) ja (3).

148. Todistettava: Ax B=0< A=0Vv B =1{.

149. Osoitettava, ettei AU (B x C) = (AU B) x (AU C) ole yleisesti
voimassa. Voiko se itse asiassa olla koskaan voimassa?

150. Todistettava: AC BACCD=AxCCBxD.
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151. Olkoon X perusjoukko ja A, B,C, D € P(X). Todistettava oikeaksi
tai viaraksi

a) (AxB)U(CxD)=(AuUC) x (BUD),
b) (AxB)N(CxD)=(ANC)x (BND),
c) (Ax B) = A x B. (vasemmalla puolella perusjoukko on X x X).

152. Olkoon X = {1,2,3,4}. Muodostettava (luettelemalla alkiot) jou-
kon X relaatio

a) ztRy<x=y+1, b) zRy < x> 2y.
153. a) Esitettdva joukkojen X = {1,2,3,4} ja Y = {a,b,c,d} relaa-
tio R = {(1,a),(1,b),(3,b),(3,¢), (4,¢)} i) nuolikuviona, ii) matriisina.

b) Miki on tdmén relaation i) laht6joukko, ii) maalijoukko, iii) mééritte-
lyjoukko, iv) arvojoukko?

154. a) Esitettavd polkukuviona seuraavan nuolikuvion relaatio.

155. Esitettdvé esimerkin a) 60 relaatio matriisina, b) 61 relaatio nuoli-
kuviona, ¢) 62 relaatio polkukuviona, kun X = {1, 2, 3}.

156. Esitettdvi koordinaatistossa joukon R relaatio
a) Ry y>12?, b) 2Ry y< -2 +1Ay>x+1.

157. Esitettdva koordinaatistossa joukon R kolmipaikkainen relaatio
a) R(z,y,2) e z+y+z=1,
b) R(z,y,2) 2 >0Ay>0Az>0Azc+y+2<1

158. Olkoon X = {1,2,3}. Muodostettava joukkojen X ja P(X) relaatio

TRy &z ey.
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159. Olkoon M tietty miesjoukko ja N tietty naisjoukko. Miké on jou-
kosta M joukkoon N maéritellyn relaation

xRy < x on y:n aviomies
a) lahto-, b) maali-, ¢) méaérittely-, d) arvojoukko?

160. Kuinka monta relaatiota joukosta X joukkoon Y on olemassa, kun
a) X ={1,2}, Y ={1,2,3}, b) X ={1,2,....,m}, Y ={1,2,...,n}?

4.2 Kaianteisrelaatio ja yhdistetty relaatio

1 Kaanteisrelaatio

Olkoon R relaatio joukosta X joukkoon Y. Sen kddnteisrelaatio R~* on
joukosta Y joukkoon X méaritelty relaatio, jonka laki on

yR™ 'z < zRy.

Siis
R'={(y,2) €Y x X | (z,y) € R}.

Esimerkki 64. Esimerkin 58 relaation R kiénteisrelaatio R~! = {(pai-
novoimalaki, Newton), (differentiaalilaskenta, Newton), (differentiaalilas-
kenta, Leibniz), (suhteellisuusteoria, Einstein)}. Relaation R~ laki on

yR™ 'z < 2 on keksinyt y:n,
mutta se on parasta esittda kirjoittamalla ensin y ja sitten x

yR™ 1z < y on z:n keksima.

Kadnteisrelaation R~! nuolikuvio on muuten sama kuin relaation R,
paitsi nuolten kulkusuunnat vaihtuvat. Jos lahtéjoukko halutaan vasem-
malle puolelle, niin nuolikuvio on piirrettdva uudestaan vaihtamalla jouk-
kojen paikkaa.

Esimerkki 65. Esimerkin 60 relaation R kianteisrelaation R~ laki on

yR™'z & x on ym isd
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eli
yR™ 'z < y on xm poika.

Kirjoittamalla x:n paikalle y:n ja y:n paikalle z:n saamme sen muotoon
rR™'y < 2 on y:m poika.

Esimerkki 66. Olkoon M tietty miesjoukko ja IV tietty naisjoukko. Jou-
kosta M joukkoon N olevan relaation

xRy < x on y:n mies

kisnteisrelaatio R~' on joukosta N joukkoon M, ja sen laki on

yR™ 1z < x on y:n mies

eli
yR™ 'z < y on :n vaimo.

2 Yhdistetty relaatio

Olkoon R relaatio joukosta X joukkoon Y ja olkoon S relaatio joukosta Y
joukkoon Z. Siis R:n maalijoukko on sama kuin S:n ldhtéjoukko. Naiden
relaatioiden yhdistetty relaatio RoS on joukosta X joukkoon Z mééritelty
relaatio, jonka laki on

2(RoS)z<JyeY: xRy NySz.
Toisin sanoen
RoS={(z,2)eXxZ|FyeY:(z,y) € RA(y,2) €S}

Alkiot x € X ja z € Z ovat siis keskendén relaatiossa Ro S, jos ja vain
jos nuolikuviossa padstdan x:std nuolia pitkin z:aan.

X Y Z
R S

RoS

Esimerkki 67. Esimerkkien 60 ja 65 relaation R yhdistetty relaatio it-
sensi kanssa on R? = R o R = {(Abraham, Jaakob), (Ilisak, Joosef),
(Jaakob, Efraim), (Jaakob, Manasse)}. Nyt X =Y = Z ja merkitsemme
R? = Ro R. Tamin relaation laki on

rR?*y < x on y:n isoisd.
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Alkio z on relaatiossa R? alkion y kanssa, jos ja vain jos relaation R
polkukuviossa x:std padstdan y:hyn kahden nuolen pituisella reitillé.

Efraim

Manasse

Esimerkki 68. Olkoot X ja Y tiettyjd naisjoukkoja sekd Z tietty mies-
joukko. Maérittelemme joukosta X joukkoon Y relaation

xAy < x on y:mn iiti,

jolloin my06s
zAy <y on x:m tytir.

Maaérittelemme joukosta Y joukkoon Z relaation
yVz < y on z:n vaimo,

jolloin myo6s
yV2z < 2z on y:n mies.

Nyt
2(AoV)z e JyeY: 2Ay ANyVz < x on z:n anoppi.
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Yleistamme nyt relaatioiden yhdistdmisen méaéritelmén luopumalla R:n
maalijoukon ja S:n ldhtojoukon samuudesta. Olkoon R relaatio joukosta
X joukkoon Y ja olkoon S relaatio joukosta U joukkoon Z. Menettelemme
kuten edelld, mutta meidén on vaadittava, ettd y € Y N U. Saamme

2(RoS)z& IyeYNU: xRy AySz
eli
RoS={(r,2)eXxZ|JyeYNU: (z,y) € RA(y,z) €S}
X

3 Relaatioiden laskusaantoja

Relaatioille voidaan suorittaa joukko-opin laskutoimituksia.

Esimerkki 69. Tietyssa ihmisjoukossa X maéaritellaan

TUA
zly & x on y:mn isd
s I
xAy <  on y:n iiti. A

Talloin
v(IU A)y < zIy vV xAy < x on y:n vanhempi.

Relaatioiden yhdistdminen o ei noudata vaihdantalakia (teht. 166),
mutta noudattaa liitdntalakia.

Lause 14. Olkoon R relaatio joukosta X joukkoon Y, S relaatio
joukosta Y joukkoon Z ja T relaatio joukosta Z joukkoon U. T&ll6in
Ro(SoT)=(RoS)oT.
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Todistus.

z(Ro(SoT))u
s 3JyeY:zRyAy(SoT)u (yhdistetyn relaation mééritelma)
s 3JyeY:xzRyN(3z € Z: ySz A zTu) (yhdistetyn relaation méiritelmé)
S IyeY:Ize Z: xRy A (ySz A 2Tu) (32 € Z siirr. zRy:n vas. puolelle)
S 3zeZ:JyeY: (xRy AySz) A zTu (3:n jirj. vaihto, liitdntalaki)
e 3JdzeZ:x(RoS)zAzTu (yhdistetyn relaation mééritelma)
& x((R 0S)o T)u (vhdistetyn relaation méaaritelma).

Ro(SoT)

(RoS)oT

Liitdntdlain perusteella voimme jattda sulut pois ja siis kirjoittaa R o
S o T. Vastaavasti voimme menetelld, kun yhdistettévid relaatioita on
useampia.

Jos R on joukossa X maééritelty relaatio, niin merkitsemme R" =
Ro---o R (n kpl). Ilmeisesti zR"y, jos ja vain jos relaation R polku-
kuviossa alkiosta x péédstadn alkioon y reitilld, jossa on n nuolta. Lisak-
si on luonnollista médritelli R = I (joukon X identtinen relaatio) ja
R™™ = (R~ YH".

Relaation potenssimerkinta on valitettavasti ristiriidassa tulojoukon po-
tenssimerkinnédn A™ = A x --- x A (n kpl) kanssa. Jos siitd aiheutuu via-
rinkéasityksen vaara, niin relaation potenssia voidaan merkitd vaikkapa
R™M,

Lause 15. Olkoot R ja S joukossa X maériteltyja relaatioita. T4l-
16in

1) (RTH)™' =R,

(2) RCS=R1tCs!
3) (RuS)t=R1tus,
(4) (RNS)"'=R1NnS1,
(5) (RoS)"t=S8"loR!

Todistamme kohdan (2) ja jaitdmme muut harjoitustehtéviksi (teht. 167—
168). Oletamme, ettd R C S, ja osoitamme, etti jokainen relaation R™1
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alkio (siis jérjestetty pari) kuuluu myds relaatioon S=1. Olkoot z,y € X
sellaisia, ettd (z,y) € R™!. Télloin kiidinteisrelaation mééritelméin perus-
teella (y,x) € R. Koska R C S, niin (y,z) € S, joten kiénteisrelaation
médritelmén mukaan (z,y) € S~!. Siis jokainen joukon R™! alkio on
myds joukon S~ alkio, joten R~! C S~1.

*4 Relaatiot ja Boolen matriisit

Lukijalta edellytetaan matriisialgebran perustiedot, ks. esim. [15].
Maérittelemme disjunktion totuustaulukon (s. 8) perusteella lukujen 0
ja 1 Boolen yhteenlaskun

060=0, 0pl=100=101=1
ja konjunktion totuustaulukon perusteella niiden Boolen kertolaskun
l®0=01=1®0=0, 1®l=1.

Lauselogiikan sdédnnoisté (s. 15) seuraa, ettd Boolen yhteenlasku ja ker-
tolasku noudattavat tavanomaisia laskusaantoja.

Olkoon R relaatio dédrellisestéd joukosta X &érelliseen joukkoon Y. Ol-
koon X:n alkioiden lukumé&ara m ja Y:n n. Relaation R matriisi Mg on
m X n -matriisi, jonka alkiot ovat nollia tai ykkosid. Kutsumme téllaista
matriisia Boolen matriisiksi.

Olkoot A = (a;x) ja B = (b)) Boolen m x n -matriiseja. Maarittelem-
me niiden Boolen yhteenlaskun kuten matriisien tavallisen yhteenlaskun,
mutta kdytdmme Boolen summaa. Siis A @ B on sellainen m X n -matriisi
C = (Cik)7 etta

Cik = ik, D big
kaikilla i € {1,2,...,m}, k € {1,2,...,n}.

Vastaavasti maarittelemme néiden matriisien alkioittaisen Boolen ker-

tolaskun. Siis A ® B on sellainen m X n -matriisi C' = (¢;;), ettd

Cik = ik @ big.

(Matriisien tavanomaista alkioittaista kertolaskua ei késitelld matriisial-
gebran alkeiskurssilla.)

Olkoon nyt A = (a;x) Boolen m x n -matriisi ja B = (b;;) Boolen n x s
-matriisi. Méarittelemme niiden Boolen kertolaskun ® kuten matriisien
tavanomaisen kertolaskun, mutta kéytdmme Boolen summaa ja tuloa. Siis
A ® B on sellainen m x s -matriisi C' = (¢;1,), ettd

cit = (a1 ® big) ® (a2 @ bag) B -+ B (Gin @ bnk)
kaikilla i € {1,2,...,m}, k € {1,2,...,s}.
Esimerkki 70. Olkoon

11
110 010
A<010>’ B<oo1>’ 0*81
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Talloin

/1@0 1e1 080\ (1 1
AEBB_(OEBO 160 0@1)_(0 1 )
(120 1®1 0®0) (0 1 0
A®B(0®o 1©0 0®1)(0 0 o)
A6C — lIel)e(1®0)e(0®0) (1el)e(lel)d(0®1)
0®1 (120)@ (00) (0@1) 1el)o0ol)

1000 10100 1
000 010 0 1 ’
Relaatioiden laskutoimitukset ja niiden matriisien Boolen laskutoimi-
tukset vastaavat toisiaan.

Lause 16. Olkoot R ja S relaatioita joukosta X joukkoon Y se-
ka olkoon T relaatio joukosta Y joukkoon Z. Jos X, Y ja Z ovat
darelliset, niin

(1) Mprus = Mg & Ms,
(2) Mpns = Mr® Mg,
(3) Mror = Mg ® Mrp.

Jatamme todistuksen harjoitustehtaviksi (teht. 176ab, 177).

Kaéaanteisrelaation matriisi ei ole alkuperéisen relaation matriisin kaan-
teismatriisi (kuten nimen perusteella voisi luulla), vaan transpoosi.

Lause 17. Olkoon R &irellisten joukkojen vilinen relaatio. T&lloin

Mg = M},
Todistus. Teht. 176c¢.

Harjoitustehtavia

161. Joukossa X = {a,b,c,d} mééritellaan relaatiot R = {(a,a), (a,b),
(b,d)} ja S = {(a,d), (b,c), (b,d),(c,b)}. Mitd ona) RoS, b) R~ ¢) 527

162. Olkoon R viereisen polkukuvion relaatio.
Piirrettivi relaation a) R~!, b) R?, ¢) RoR™!
polkukuvio.
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163. Tietyssd ihmisjoukossa madritellaén relaatio zly < = on y:n isi.
Vastaavasti médritelliin relaatiot A = ’diti’ ja V = ’vaimo’. Miké on
relaation a) 7' UA™!, b) P=V-'UV, ¢) Vo (IUA), d) PoV laki?

164. Jatkoa. Maaritelladn myos relaatiot B = “veli’ ja S = ’sisar’. Muo-
dostettava relaatio a) ’serkku’, b) ’eno’, c¢) ’lanko’

165. Olkoot R ja S relaatioita joukossa X. Todistettava oikeaksi tai vaa-
riksi: a) Jos R~! = S~ niin R =S. b) Jos R? = 5% niin R=S.

166. Osoitettava, ettei relaatioiden yhdistdminen noudata vaihdantala-
kia.
167. Olkoon R relaatio joukosta X joukkoon Y ja olkoon S relaatio jou-
kosta Y joukkoon Z. Todistettava

a) (R"H'=R, b) (RoS)"'1=8"1oR™L
168. Olkoot R ja S relaatioita joukosta X joukkoon Y. Todistettava

a) (RUS)'=RtuS™t b) (RNS) =R 1nsL

169. Noudattaako relaation potenssi R* = Ro---o R (n kpl), R® = I,
R~ = (R™!)" tavallisen potenssin laskusi&ntdji?

170. Olkoot R ja S relaatioita joukossa X. Todistettava: Jos R C S, niin
R™ C S™ kaikilla n € Z.

171. Olkoon X é&érellinen joukko ja m sen alkioiden lukumé&éré seké ol-
koon R relaatzio joukossa X . Todistettava: On olemassa sellaiset p,q € N,
ettd p,q < 2™, p # q ja RP = RY. Ohje: Tutki joukon X x X osajoukkojen
lukumééraa ja palauta mieleesi relaation méaéritelma.

172. Olkoon X = {1,2,...,n}, n > 3. Esitettdvd sellainen relaatio R
joukossa X, ettd R, R?, R3, ..., R"! ovat kaikki eri relaatioita.

173. Olkoot R; relaatio joukosta X joukkoon Y, R, ja R3 relaatioita jou-
kosta Y joukkoon Z seka R4 relaatio joukosta Z joukkoon U. Todistettava
toinen vaitteista

a) Ry o(R2UR3)=(Ry0R2)U(R;yo0R3),

b) (R2UR3) o Ry = (Ra0 Ry4) U(R30 Ry).
174. Jatkoa. Todistettava toinen vaitteista

a) Rio(RaNR3) C (Ryo0R)N(R10R3),

b) (RN R3)o Ry C (Rao Ry) N(R30 Ry).
Naytettdava esimerkilld, ettd osajoukot voivat olla aitoja.

175. Joukossa X = {1, 2} méadritellddn relaatiot R = {(1,1), (1,2),(2,1)}
ja S =1{(1,2),(2,2)}. a) Muodostettava relaatiot RU S, RNS ja RoS.
b) Laskettava matriisit Mp ® Mg, Mr® Mg ja M ® Mg seki todettava,
ettd saadaan a-kohdan relaatioiden matriisit.
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176. Olkoot R ja S relaatioita déarellisestd joukosta X &érelliseen jouk-
koon Y. Todistettava

a) Mpus = Mpr® Ms, b) Mpns = Mpr® Ms, c) Mg = My,

177. Olkoon R relaatio aérellisesté joukosta X aarelliseen joukkoon Y ja
S relaatio joukosta Y darelliseen joukkoon Z. Todistettava, ettd Mpos =
Mpr ® Mg.

178. Olkoon R relaatio &dérellisestd joukosta X &érelliseen joukkoon Y.
Miten saadaan Mz, kun Mg tunnetaan?

179. Olkoon R relaatio déarellisessa joukossa X. Kun Mg tunnetaan, niin
miten saadaan Mpn tapauksessa a) n € Zy, by n=0, c)ne€Z_"7

180. Olkoot R ja S relaatioita déarellisestd joukosta X &déarelliseen jouk-
koon Y. Mik& matriisien M ja Mg vilinen ehto on yhtépitdva sen kanssa,
ettdi R C S?

4.3 Relaation ominaisuuksia. *Sulkeumat

1 Relaation ominaisuuksia
Joukossa X maééritelty relaatio R on
(v) refleksiivinen, jos xRz kaikilla z € X,

(ir) drrefleksiivinen, jos xRz kaikilla z € X,

(s

)
) symmetrinen, jos xRy = yRx,
(as) antisymmetrinen, jos xRy A yRx = x =y,
)
)

transitiivinen, jos Ry N yRz = xRz,

(t
(v
Tarkastelemme néitd ominaisuuksia lahemmin.
(r) Jokainen alkio on relaatiossa itsensé kanssa, jolloin polkukuviossa
jokaisesta alkiosta menee nuoli itseensa.

(ir) Mikéan alkio ei ole relaatiossa itsensé kanssa. Polkukuviossa mis-
tdan alkiosta ei mene nuolta itseensa.

vertailullinen, jos xRy V yRx kaikilla z,y € X.

Esimerkki 71. Olkoon X = {1,2}. Relaatio R = {(1,1),(1,2),(2,2)}
on refleksiivinen. Relaatio S = {(1,2), (2,1)} on irrefleksiivinen. Relaatio
T ={(1,1)} ei ole refleksiivinen eiké irrefleksiivinen.

R S T

vy W

1 2 1 2 1 2
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(s) Jos relaatio on voimassa “toiseen suuntaan”, niin se on voimassa
“toiseenkin suuntaan”. Jos polkukuviossa on nuoli jostakin pisteesta toi-
seen, niin nuoli on myo6s vastakkaiseen suuntaan.

(as) Eri alkiot eivit voi olla relaatiossa “kumpaankin suuntaan”. Jos
polkukuviossa on nuoli jostakin pisteestd toiseen, niin nuolta ei ole vas-
takkaiseen suuntaan.

Esimerkki 71, jatkoa. Relaatio R on antisymmetrinen, mutta ei ole
symmetrinen. Relaatio S on symmetrinen, mutta ei ole antisymmetrinen.
Relaatio T' on symmetrinen ja antisymmetrinen. Nimittain implikaatio

Ty = yTx

on tosi, koska oletuksesta xT'y seuraa, ettd x = y = 1, jolloin myds yTx.
Samoin implikaatio
sTyNyTe = x =1y

on tosi, koska oletuksesta taas seuraa, ettd x = y.

Polkukuviosta on helppo ndhdi, milloin (r), (ir), (s) tai (as) ei ole
voimassa.

° OQ o—>o O

Kaataa (r):n Kaataa (ir):n Kaataa (s):mn Kaataa (as):n

(t) Jos nuoli menee polkukuviossa x:std y:hyn ja y:sti z:aan, niin se me-
nee myos x:std z:aan. Jos siis jostakin pisteestd pddstdan toiseen kahden
nuolen pituisella reitill&, niin sinne padstdan myos yhden nuolen reitilla.

Esimerkki 72. Olkoon X = {1,2,3}. Relaatio R = {(1,2),(2,3)} ei
ole transitiivinen ((1,2) € R ja (2,3) € R, mutta (1,3) ¢ R). Relaa-
tio S = {(1,2),(2,1),(3,3)} ei ole transitiivinen ((1,2) € S ja (2,1) € S,
mutta (1,1) ¢ 5). Relaatio T = {(1,2)} on transitiivinen. Nimittain impli-
kaation

2Ty ANyTz = 2Tz

edellinen jdsen on aina epétosi, joten implikaatio on tosi.

R S Q T
——>o——>0 [ > ) *——>e °
1 2 3 1 2 3 1 2 3

Polkukuviosta on helppo néhdé, milloin (t) ei ole voimassa.

Kaataa (t):n Vaadittava lisdys
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Kaataa (t):n Vaadittava lisdys

(v) Jatdmme vertailullisuuden havainnollistamisen harjoitustehtéaviksi
(teht. 185).

Esimerkki 73. Olkoon R = {(1,1),(1,3),(2,2),(2,3),(3,1),(3,3), (4, 3),
(4,4)} joukossa X = {1,2,3,4} médritelty relaatio. Se on refleksiivinen,
mutta ei irrefleksiivinen, ei symmetrinen ((4,3) € R, mutta (3,4) ¢ R),
ei antisymmetrinen ((1,3), (3,1) € R), ei transitiivinen ((2,3), (3,1) € R,
mutta (2,1) ¢ R) eikd vertailullinen ((1,2) ¢ R, (2,1) ¢ R).

Esimerkki 74. Joukossa Z, maééritelty relaatio
xRy < x on luvun y tekija

on refleksiivinen (luku on aina itsensé tekijd), antisymmetrinen (jos & on
y:n tekija ja y on x:n tekijd, niin = y) ja transitiivinen (jos = on y:n tekija
ja y on z:n tekijé, niin x on z:n tekiji). Sen sijaan R ei ole irrefleksiivinen
(koska se on refleksiivinen), ei symmetrinen (esim. 3 on luvun 9 tekiji,
mutta 9 ei ole luvun 3 tekijd) eikd vertailullinen (esim. luvuista 5 ja 7
kumpikaan ei ole toisensa tekijé).

Esimerkki 75. Tyhji relaatio () on irrefleksiivinen, symmetrinen, anti-
symmetrinen ja transitiivinen, mutta ei refleksiivinen eiké vertailullinen.
(Relaation méiritelmén mukaan perusjoukko X = 0).)

Esimerkki 76. "Taysi” relaatio X x X on refleksiivinen, symmetrinen,
transitiivinen ja vertailullinen, mutta ei irrefleksiivinen. Se on antisym-
metrinen, jos joukossa X on vain yksi alkio, mutta ei muulloin.

2 Ominaisuuksia koskevia lauseita

Lause 18. Joukossa X maéaritelty relaatio R on
(1) refleksiivinen, jos ja vain jos I C R,
2
3

irrefleksiivinen, jos ja vain jos RN I = 0,

symmetrinen, jos ja vain jos R~ = R,

5
6

@)
(3)
(4) antisymmetrinen, jos ja vain jos RN R~ C I,
(5) transitiivinen, jos ja vain jos Ro R C R,

(6)

vertailullinen, jos ja vain jos RUR ! = X x X.

4.3. Relaation ominaisuuksia. Sulkeumat
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Todistamme kohdan (4) ja jatdmme muut harjoitustehtiviksi (teht.
187-189).

Vain jos. Ol. R on antisymmetrinen. Viit. RN R~ C I. Tod. Olkoon
(r,y) € RNR™L. Siis (z,y) € Rja (x,y) € R7Y, jolloin kiiéinteisrelaation
médritelmén perusteella (y, ) € R. Antisymmetrisyyden perusteella tisti
seuraa x = y, joten (z,y) € I. Siis RNR~L C I.

Jos. Ol. RNR~! C I. Viit. R on antisymmetrinen. Tod. Olkoon (z,y) €
R ja (y,7) € R. Kiinteisrelaation mééritelméin perusteella (x,y) € R~1.
Siis (z,y) € RN R™1, joten oletuksen mukaan (z,y) € I eli x = y. Siis R
on antisymmetrinen.

Lause 19. Olkoon R joukossa X maéritelty relaatio. Talloin
(1) RUI on refleksiivinen,
(2) RUR™! on symmetrinen,

(3) Upe, R* on transitiivinen.

Todistus. Kohta (1) on edellisen lauseen kohdan (1) seuraus, silld I C
RUI. Kohta (2) seuraa edellisen lauseen kohdasta (3), sillé lauseiden 15(3)
ja 15(1) (s. 79) perusteella

(RURYHY '=R'W(RYHY'=R'WR=RUR™ .

Kohdan (3) todistamiseksi oletamme, ettd (z,y) € Upe, R¥ ja (y,2) €
Ure, R*. Tillsin (z,y) € R™ ja (y,z) € R™ joillakin m, n € Z,. Yhdiste-
tyn relaation méiéritelmén perusteella (z,z) € R™o R™. Koska R™o R" =
R™*™ (s. 82, teht. 169), niin (z, 2) € Upe; R*. Siis Uy, R* on transitii-
vinen.

*3 Sulkeumat

Jos relaatiolla R ei ole haluttua ominaisuutta, voimme joissakin tapauk-
sissa tdydentdd (uusia alkioita lisiamalld) siitd relaation R’, jolla on tdmé
ominaisuus. Voimme aina tdydentdd R:n refleksiiviseksi, symmetriseksi,
transitiiviseksi tai vertailulliseksi. Sen sijaan emme saa relaatiosta irreflek-
siivistd tai antisymmetrista tadydentamalld, vaan péainvastoin poistamalla
alkioita.

Esimerkki 77. Taydennettiava joukossa X = {1, 2, 3} mééritelty relaatio
R=1{(1,1),(1,2),(3,3)} symmetriseksi.

Meidén on valttamatta lisattava R:44n alkio (2, 1), jolloin saamme sym-
metrisen relaation R’ = {(1,1),(1,2),(2,1),(3,3)}. Voimme lisétd mui-
takin alkioita, esimerkiksi alkion (2,2). Jos lisidmme esimerkiksi alkion
(2, 3), niin meidén on lisdttava myos (3,2).

Luku 4. Relaatiot



Tahéan tehtavaan on siis useita ratkaisuja, mutta jos kysytdan "pienin-
ta” R:n sisdltdvad symmetristé relaatiota, niin ratkaisu on yksikésitteinen,
nimittain R’.

Olkoon R relaatio joukossa X . Jos R’ on sellainen relaatio joukossa X,
etta

(1) R’ on refleksiivinen (symmetrinen, transitiivinen),
(2) RC R,

(3) R’ C S aina, kun S on refleksiivinen (symmetrinen, transitiivinen)
jaRCS,

niin relaatio R’ on relaation R refleksiivinen (symmetrinen, transitiivinen)
sulkeuma. Kaytdmme refleksiiviselle sulkeumalle merkintéaé r(R), symmet-
riselle s(R) ja transitiiviselle ¢(R).

Huomaamme helposti (teht. 192), ettd R on refleksiivinen (symmetri-
nen, transitiivinen) tdsmaélleen silloin, kun 7(R) = R (s(R) = R, t(R) =
R). Huomaamme myds helposti (teht. 193), ettei niitd sulkeumia voi olla
enempéd kuin yksi.

Esimerkki 78. Olkoon X = {1,2,3,4,5} ja R = {(1,1), (2,2), (2,3),
(3,4)}. Talloin

T(R) :{ 1,1),(2,2),(2, )a(373)a(374)a(47 )a(575)}a
S(R) :{ 1,1),(2,2), (2, a(372)a( .4), (473)}a
t(R) :{ 171)a »4)y (4 a(274)a( ) }
R Q Lo—>¢ °
1 2 3 4 5
"9 929§

o
w
N
[ )

[N}
w
e
at
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Esimerkki 79. Olkoon X =Z ja R = {(z,y) | z <y }. Talloin

r(R) ={(z,y) |z <y}, s(R)={(zy)lz#y}, HR)=R

Olkoon R joukossa X maéritelty relaatio. Seuraavat lauseet osoittavat,
ettd r(R), s(R) ja t(R) ovat aina olemassa.

Lause 20. r(R) = RUI.

Todistus. Osoitamme, ettd R U I toteuttaa r(R)mn mééritelmén eh-
dot (1)—(3). (1) Lauseen 19(1) perusteella RU I on refleksiivinen. (2) Sel-
visti R C RUI. (3) Olkoon S sellainen refleksiivinen relaatio, ettd R C S.
Lauseen 18(1) mukaan I C S, joten myos RUI C S.

Lause 21. s(R) = RUR™L.

Todistus. (1) Lauseen 19(2) perusteella RUR™! on symmetrinen. (2) Sel-
visti R € RU R™L (3) Olkoon S sellainen symmetrinen relaatio, ettd
R C S. Lauseen 15(2) (s. 79) mukaan R~! C S~1 joten, koska S=! = S
(lause 18(3)), on R~! C S. Siis myés RUR™* C S.

REF.

(@

Lause 22. t(R) =
k

1

Todistus. (1) Lauseen 19(3) perusteella |J,~, R* on transitiivinen.
(2) Selviisti R C Jp—; R*. (3) Olkoon S sellainen transitiivinen relaa-
tio, ettd R C S. Olkoon k € Z,, jolloin R¥ C S* (teht. 170). Koska
lisitksi 5% C S (teht. 189), niin R* C S, joten myés |-y R* C S.

Jos X on darellinen, niin transitiivisen sulkeuman muodostamiseksi riit-

taa tutkia adrellistd maarad R:n potensseja.

Lause 23. Jos R on relaatio n-alkioisessa joukossa, niin t(R) =
Uk=r B
Todistus. Teht. 199.

Esimerkki 80. Olkoon X = {a,b,¢,d} ja R = {(a,a), (b,c), (c,d)}. Tal-

16in
r(R) = RUI =RU{(a,a),(b,b),(c,c),(d,d)}
= {(a’ a)a (b7 b)a (bv C)a (Cv C)a (C, d), (d, d)}7
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s(R)=RUR™' = RU{(a,a),(c,b),(d,c)}
={(a,a), (b,¢), (¢,b), (¢, d), (d, c)},
t(R)= RUR*UR*UR*= RU{(a,a),(b,d)} U{(a,a)} U{(a,a)}
= {(a,a), (b,c), (b,d), (c,d)}.
Esimerkki 81. Olkoon X =R ja R={(z,y) | y =z + 1 }. Talloin

r(R)=RUl=RU{(z,y)|y=a2}={(z,y) ly=z+1Vy==a},
s(R)=RUR'=RU{(z,9) |y=2—1}
={(zy)|y=a+1vy=2—-1}

tR)=JR" = J{@y) ly=x+k}

k=1 k=
={(z,y)|Fk€Zy:y=a+k}.

Harjoitustehtavia

181. Onko joukossa Z méaritelty relaatio R refleksiivinen, irrefleksiivi-
nen, symmetrinen, antisymmetrinen, transitiivinen tai vertailullinen, kun
relaation Rlakiona) z =y, b) x £y, ¢c) z <y, d) x < y?

182. Kuten edelld, mutta lakion a) zy > 1, b) e =y+1Vae =y —1,
c)x=y% d)z>1y%

183. Muodostettava (mikéli mahdollista) joukon X = {a, b, ¢, d} sellainen
relaatio, joka on

a) ei-refleksiivinen, symmetrinen ja transitiivinen,
b) refleksiivinen, ei-symmetrinen ja transitiivinen,

c) refleksiivinen, symmetrinen ja ei-transitiivinen.

184. Muodostettava (mikéli mahdollista) joukon X = {1,2,3} sellainen
relaatio, joka on

a) symmetrinen ja antisymmetrinen,
b) symmetrinen ja ei-antisymmetrinen,
c) ei-symmetrinen ja antisymmetrinen,

d) ei-symmetrinen ja ei-antisymmetrinen.

185. a) Havainnollistettava vertailullista relaatiota. b) Osoitettava, etta
vertailullinen relaatio on refleksiivinen. ¢) Millainen polkukuvion ominai-
suus kaataa vertailullisuuden?

186. Joukossa X maédritelty relaatio on asymmetrinen, jos xRy = yRz.
Mitké tehtdvien 181 ja 182 relaatioista ovat asymmetrisia?

4.3. Relaation ominaisuuksia. Sulkeumat
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187. Todistettava, ettd joukossa X méadritelty relaatio R on
a) refleksiivinen, jos ja vain jos I C R,
b) irrefleksiivinen, jos ja vain jos RN T = (.
188. Jatkoa. Todistettava, ettd R on
a) symmetrinen, jos ja vain jos R~! = R,
b) vertailullinen, jos ja vain jos RUR™! = X x X.
189. Jatkoa. Osoitettava, etté seuraavat ehdot ovat yhtapitévia.
(1) R on transitiivinen,
(2) RoRCR,
(3) R™ C R kaikillan € Z..

190. Olkoon R relaatio joukossa X. a) Todistettava: Jos R on refleksii-
vinen ja transitiivinen, niin R? = R. b) Onko kéinteinen viiite tosi?

191. Olkoon R = {(0,1),(1,1),(1,2),(2,0),(2,2),(3,0)} joukossa X =
{0,1,2,3} méadritelty relaatio. Maaritettava r(R), s(R) ja t(R).

192. Olkoon R relaatio joukossa X. Todistettava: Jos ja vain jos R on
refleksiivinen (symmetrinen, transitiivinen), niin 7(R) = R (s(R) = R,
t(R) = R).

193. Osoitettava, ettd tietyn relaation refleksiivisen (symmetrisen, tran-
sitiivisen) sulkeuman ehtoja ei voi toteuttaa useampi kuin yksi relaatio.

194. Miksi ei voida maééaritelld relaation vertailullista sulkeumaa?

195. Olkoon R relaatio joukossa X. Todistettava, ettd r(R) (s(R), t(R))
on kaikkien niiden joukossa X méériteltyjen refleksiivisten (symmetristen,
transitiivisten) relaatioiden leikkaus, jotka siséltdvit relaation R.

196. Onko yleisesti
a) r(RUS)=r(R)ur(S), b) s(RUS)=s(R)Us(S),
c) t(RUS) =t(R)Ut(S)?

Ellei, niin onko toisen puolen joukko toisen osajoukko?

197. Olkoon X = {a,b,c,d}, R = {(a,a), (b,c),(c,d)}. Muodostettava
a) rs(R) =r(s(R)), b) rt(R), c) st(R), d) ts(R).

198. Todistettava, ettéd yleisesti
a) rs(R) = sr(R), b) rt(R) =tr(R), c) st(R)C ts(R).

Naytettava, ettd c-kohdassa osajoukko voi olla aito.
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199. Todistettava: Jos R on relaatio n-alkioisessa joukossa X, niin t(R) =
Ur—; RF. Ohje: Osoita, etté jos joukon X kahden alkion vilisséd on polku
(eli perdkkiisten nuolten reitti), niin niiden vélissd on sellainen polku,
jonka pituus (eli nuolten lukuméird) on korkeintaan n — 1.

200. Esitettdva (mikéli mahdollista) jokin joukossa {1,2,3,4,5} méaari-
telty relaatio R, jolle t(R) # RU R?> U R® U R*.

4.4 Ekvivalenssirelaatio

1 Ekvivalenssirelaation maaritelma

Matematiikassa ja muuallakin joudutaan usein tekemisiin sellaisten re-
laatioiden kanssa, joiden lakina on tietyn ominaisuuden samuus. Alkiot
voidaan talléin jakaa ”luokkiin” niin, ettd kaikki ne alkiot, joilla on sa-
ma ominaisuus, kuuluvat samaan luokkaan. Téallaiset tarkastelut saadaan
tasmallisiksi kayttaméalla ekvivalenssirelaation késitetta. Joukossa X méa-
ritelty relaatio on ekvivalenssirelaatio tai lyhemmin ekvivalenssi (jota ei
saa sekoittaa loogiseen ekvivalenssiin), jos se on refleksiivinen, symmetri-
nen ja transitiivinen. Ekvivalenssirelaatiota merkitaan tavallisesti symbo-
lilla ~ (lue: "mato”). Keskendén ekvivalenssirelaatiossa olevat alkiot ovat
ekvivalentteja.

Esimerkki 82. Kaikkein yksinkertaisin ekvivalenssirelaatio on alkioiden
samuus
r~YyST=y.

Alkioiden eroavuus
r~YySTHEY

ei sen sijaan ole ekvivalenssi, sillé se ei ole refleksiivinen eiké transitiivinen.

Esimerkki 83. Loyddmme alkeisgeometriasta monia ekvivalenssirelaa-
tioita, esimerkiksi

(1) x ~ y < r ja y ovat yhdensuuntaiset,

jolloin X = {tason tai avaruuden suorat},

(2) T~y < x jay ovat yhtenevit,
ja
(3) x ~y < jay ovat yhdenmuotoiset,

jolloin X = {tason tai avaruuden kolmiot (tai tietyt kuviot)}. Se sama
ominaisuus, joka on keskenddn ekvivalenteilla alkioilla, on kohdassa (1)
suunta, kohdassa (2) muoto ja koko sekéd kohdassa (3) muoto.

4.4. Ekvivalenssirelaatio
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Olkoon ~ ekvivalenssi joukossa X ja a € X. Joukko
a/~={zeX|z~a}

on alkion a maaradma ekvivalenssiluokka. Se on siis kaikkien niiden al-

kioiden joukko, jotka ovat a:n kanssa ekvivalentteja. Kaytdmme kaikkien

ekvivalenssiluokkien joukolle merkintdd X /~. Siis X/~ = {a/~]a € X }.
Ekvivalenssirelaation symmetrisyydesta seuraa, ettd myos

a/~={zeX|a~z}

Refleksiivisyydesta seuraa, ettd a ~ a ja siis a € a/~, joten minkdan
alkion maaraama ekvivalenssiluokka ei ole tyhja. Ekvivalenssiluokalle a/~
voidaan kiyttdd mukavampaa merkintdé [al, jos asiayhteys on sellainen,
ettei relaatiota ~ tarvitse korostaa.

Esimerkki 84. Joukossa X = {1,2,...,5} médritelty relaatio ~ = {(1, 1),

(2,2),(3,3), (4,4),(5,5), (1,2), (2,1, (1,3), (3. 1), (2,3), (3,2), (4,5, (5, 4)}

on ekvivalenssi. Alkion 1 maaraama ekvivalenssiluokka
1/~v={zeX|z~1}={1,2,3}.
Vastaavasti

2/~ =3/~ ={1,2,3}, 4/~=5/~={4,5}.

0 5

Ekvivalenssiluokat ovat {1, 2,3} ja {4,5}, joten X/~ = {{1, 2,3}, {4, 5}}
Polkukuviossa ekvivalenssiluokat erottuvat erillisiksi ”saarekkeiksi”, ja
kussakin saarekkeessa nuoli kulkee jokaisesta pisteesté jokaiseen.

2 Ekvivalenssiluokkien ominaisuuksia

Edellisen esimerkin perusteella vaikuttaa siltd, ettd ekvivalenssiluokat
muodostuvat keskenédén ekvivalenteista alkioista siten, ettd kukin alkio
kuuluu tdsmaélleen yhteen ekvivalenssiluokkaan. Tutkimme asiaa tarkem-
min.

Lause 24. Olkoon ~ ekvivalenssirelaatio joukossa X ja a,b € X.
Téalloin a/~ = b/~, jos ja vain jos a ~ b.

Todistus. Vain jos. Ol. a/~ = b/~. Viit. a ~ b. Tod. Koska a € a/~,
niin oletuksen perusteella myds a € b/~, joten a ~ b.

Jos. Ol. a ~ b. Viit. a/~ = b/~. Tod. Osoitamme ensiksi, ettd a/~ C
b/~. Olkoon = € a/~ eli x ~ a. Oletuksen mukaan a ~ b, joten transitii-
visuuden perusteella x ~ b. Siis « € b/~, joten a/~ C b/~. Osoitamme
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toiseksi, ettd b/~ C a/~. Olkoon = € b/~ eli  ~ b. Oletuksen ja sym-
metrisyyden perusteella b ~ a, joten transitiivisuudesta seuraa x ~ a. Siis
x € a/~, joten b/~ C a/~.

Lause 25. Jos ~ on ekvivalenssirelaatio joukossa X, niin joukon X
jokainen alkio kuuluu tdsmaélleen yhteen ekvivalenssiluokkaan.

Todistus. Jokainen x € X kuuluu ainakin yhteen ekvivalenssiluokkaan,
nimittain ekvivalenssiluokkaan x/~. Oletamme nyt, ettd = kuuluu kah-
teen ekvivalenssiluokkaan a/~ ja b/~. Siis © ~ a ja  ~ b. Symmetri-
syyden perusteella a ~ x ja edelleen transitiivisuuden perusteella a ~ b.
Téten lauseen 24 mukaan a/~ = b/~, joten z kuuluu korkeintaan yhteen
ekvivalenssiluokkaan. Olemme néin osoittaneet, ettd x kuuluu tdsmdlleen
yhteen ekvivalenssiluokkaan.

Lauseen 25 mukaan ekvivalenssiluokat muodostavat joukon X luokka-
jaon. Siis X on ekvivalenssiluokkien yhdiste ja eri ekvivalenssiluokat ovat
erillisid. Lisdksi mikddn ekvivalenssiluokka ei ole tyhja. Lauseesta 24 seu-
raa, ettd kaksi alkiota kuuluu samaan ekvivalenssiluokkaan tdsmaélleen
silloin, kun ne ovat ekvivalentteja.

Esimerkki 85. (Vrt. s. 63, esim. 50.) Olkoon X erdén koulun oppilaiden
joukko. Relaatio

T ~ Yy <z jay ovat samalla luokalla

on ekvivalenssi. Kaikki keskenddn samalla luokalla olevat muodostavat
aina yhden ekvivalenssiluokan, joten ekvivalenssiluokat ovat juuri ndméa
koululuokat. Jos taas méaritelladn ekvivalenssirelaatio

r ~y < x jay ovat samaa sukupuolta,

niin ekvivalenssiluokkia on kaksi: toisen muodostavat koulun pojat ja toi-
sen tytot.

Ekvivalenssiluokan alkiota kéytetadn usein luokkansa edustajana ja
luokka voidaan tietyssd mielessd samastaa edustajaansa. (Niin tehdaan
matematiikan ulkopuolellakin: sanotaan esimerkiksi, ettd Suomi liittyi
EU:hun, kdy kauppaa, voitti tietyt urheilukilpailut jne, vaikka tosiasias-
sa ndm4 asiat tapahtuvat tiettyjen Suomen edustajien toimesta. Téllaiset
toimet eivit tosin ole “hyvin méaériteltyja”, ks. kohta 3.)

3 Ekvivalenssiluokilla laskeminen

Esimerkki 86. Tarkoitamme suuntajanalle janaa, jolla on maéréatty
suunta (toinen kahdesta mahdollisesta; "nollasuuntajanan” suunta on maé-
ritteleméton). Méérittelemme tason tai avaruuden suuntajanojen joukossa
ekvivalenssirelaation

x ~y < x:1la ja y:114 on sama pituus ja sama suunta.
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Kutsumme vastaavia ekvivalenssiluokkia (geo-

metrisiksi) vektoreiksi. Siis vektori on kaikkien
keskenddn yhta pitkien ja samansuuntaisten
suuntajanojen joukko. Vektoreita tutkittaessa

ei kuitenkaan tavallisesti tarvitse késitelld tatéa
joukkoa kokonaisuudessaan, vaan riittda tar-
kastella erédstd sen edustajaa, siis yhtd suunta-
janaa.

Kahden vektorin a ja b summa méaéritelladn
seuraavasti. Valitaan jokin suuntajana /@ €a B
ja sitten suuntajana BC' € b. Summa a + b
on se vektori, johon kuuluu suuntajana @
Meidédn on vield osoitettava, ettd ndin maari-
telty summa ei riipu yhteenlaskettavien edus-
tajina olevien suuntajanojen valinnasta, silla C
muuten madritelméassa ei olisi mitdan jarkea. B’
Jos siis myos A'—>B' € a ja B'C’ € b, niin mei-
dan on naytettava, ettd A’C’ kuuluu samaan
vektoriin kuin @ eli niilld suuntajanoilla on A’
sama pituus ja sama suunta. Yksinkertainen Vo s
geometrinen tarkastelu (suorita) osoittaa, etti
nain on.

Muutkin vektorien laskutoimitukset méaaritellddn edustajien avulla ja
ne on osoitettava riippumattomiksi edustajien valinnasta.

Jos joukossa X on méadritelty laskutoimitus, niin joukossa X/~ voidaan
maaritellad vastaava laskutoimitus ekvivalenssiluokkien edustajien avulla.
Talloin on huolehdittava siité, ettei maaritelma riipu edustajien valinnas-
ta eli ettd laskutoimitus joukossa X/~ on hyvin mddritelty (engl. well-
defined). Tasta meilld oli edelld esimerkki, ja késittelemme vield toisen.

Esimerkki 87. Osoitettava, ettd joukossa Z maééritelty relaatio
x ~ 1y < x —y on jaollinen luvulla 5

on ekvivalenssi. Muodostettava ekvivalenssiluokat ja méariteltdva niiden
yvhteen- ja kertolasku edustajien vastaavien laskutoimitusten avulla.

(r) Aina x ~ x, silld x —2 = 0 on jaollinen 5:114. Siis ~ on refleksiivinen.

(s) Jos & ~ y, niin  — y on jaollinen 5:114, jolloin myos vastaluku y —
on jaollinen 5:114 eli y ~ x. Siis ~ on symmetrinen.

(t) Olkoon = ~ y ja y ~ z, joten  —y ja y — z ovat jaollisia 5:114 eli on
olemassa sellaiset p,q € Z, ettd x — y = 5p, y — z = bq. Laskemalla ndmé
yhtdlot yhteen saamme  — z = 5(p + ¢), joten 2 — z on jaollinen 5:114 eli
x ~ z. Siis ~ on transitiivinen.

Ekvivalenssiluokat ovat

0/~={x€Z|xz—0on jaollinen 5:114 } = {0, £5, £10,...},
1/~={x2€Z|xz—1on jaollinen 5:114} = {1,6,11,...,—4,-9,...},
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2/~ =1{2,7,12,...,-3,-8,.. .},
3/~={3,813,...,-2,-7,...},
4/~ =1{4,9,14,...,—1,-6,...}.

Muita ekvivalenssiluokkia ei ole, silld 5/~ = 0/~, 6/~ = 1/~ jne. Ylei-
sesti
z/~={x+5k|kecZ}.

Kutsumme néita ekvivalenssiluokkia jaanndsluokiksi modulo 5 ja merkit-
semme Z/~ = Zs. Voimme my6s merkitd 05 = 0/~, 15 = 1/~ jne.
Vastaavat tarkastelut voidaan suorittaa (teht. 208) yleisesti relaatiolle

x ~y < x —y on jaollinen luvulla n,

missd n € Z4 on annettu. (Miksi ei kannata tutkia n € Z_7 Miksi ta-
paus n = 1 ei ole kiinnostava?) Kutsumme titd ekvivalenssirelaatiota
kongruenssiksi modulo n ja kiiytdmme ekvivalenssiluokkien eli kongruens-
siluokkien joukolle merkintaé Z.,,.

Miéarittelemme joukossa Zs yhteen- ja kertolaskun. Kysymme siis, mité
on esimerkiksi luokkien 35 ja 45 summa ja tulo. Otamme edustajat 3 € 35
ja 4 € 45, joiden summa on 7 ja tulo 12. Koska 7 € 25 ja 12 € 25
(miksi?), maarittelemme 35 + 45 = 25 ja 35 - 45 = 25. Menettelemalld
vastaavasti muillekin summille ja tuloille saamme seuraavat yhteen- ja
kertolaskutaulut, joissa alaindeksi 5 on jatetty kirjoittamatta.

+({0 1 2 3 4 01 2 3 4
0{0 1 2 3 4 0j0 0 0 0 O
111 2 3 4 0 110 1 2 3 4
212 3 4 0 1 210 2 4 1 3
313 4 0 1 2 3]0 3 1 4 2
414 0 1 2 3 410 4 3 2 1

Osoitamme, ettd ndmé laskutoimitukset

af~ty/~=(@ty)/~, xf~ey/~=(ay)/~

ovat hyvin méériteltyja eli eivit riipu luokkien edustajista = ja y. Olkoon
¥ ex/~jay €y/~,jolloin &' ~xjay ~yeliz' —xjay —yovat 5:114
jaollisia, joten on olemassa sellaiset p, ¢ € Z, ettd 2’ —x = 5p, y' —y = bq.
Meidén on ndytettavi, ettd (a'+y')/~ = (z4y)/~ja (2'y’)/~ = (xy)/~.
Niainon, silli 2’ +¢y — (z+y)=2'—z+y —y=5p+5¢=5(p+¢) ja
a'y' — xy = (z + 5p)(y + 5q) — xy = 5(qx + py + 5pq).

Summa ja tulo voidaan maéritelld yleisesti joukossa Z,. Ne voidaan
osoittaa hyvin mééritellyiksi (teht. 213).

*4 Yhteydet sulkeumiin ja luokkajakoihin

Olkoon R relaatio tietyssd joukossa. Kutsumme tdydentamaélla saatua re-
laatiota tsr(R) relaation R mddradmdksi ekvivalenssiksi. Se on pienin R:n
siséltava ekvivalenssi (teht. 218).
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Esimerkki 88. Jos X = {a,b,¢,d} ja R = {(a,a),(b,c),(c,d)}, niin
tsr(R) = {(a,a), (b,b), (b, ¢), (b,d), (c,b), (¢, c), (¢c,d), (d,b), (d, ), (d,d)}.
Ekvivalenssiluokat ovat {a} ja {b,c,d}, joten X/R = {{a},{b,c,d}}.

R tsr(R)

Q —>0— >0 Q(fég%()
a b c d a b c d

Olemme todenneet, etta jokainen ekvivalenssirelaatio méaérittelee luok-
kajaon, nimittéin jaon ekvivalenssiluokkiin. Osoitamme nyt kdanteisesti,
ettd jokainen luokkajako méarittelee ekvivalenssirelaation. Tarkastelem-
me joukon X (# @) luokkajakoa A = { Ay }rer, jolloin

X = U Ay, missd A; N A = () aina, kun i # k.
kel

Maéarittelemme joukossa X relaation
x ~ y < z jay kuuluvat samaan joukkoon Ay,

joka on helppo osoittaa ekvivalenssiksi. Nyt X/~ = A.

Harjoitustehtavia

201. Onko nyt eldvien ihmisten joukossa mééritelty relaatio a) 'vahintaan
yhté vanha kuin’, b) ’sukulainen’, ¢) ’samaa sukupuolta’ d) ’saman maan
kansalainen’, e) ’tyotoveri’, f) 'ystiavd’ aina ekvivalenssi?

202. Onko Suomen kaupunkien joukossa médritelty relaatio ~ ekviva-
lenssi, kun & ~ y tarkoittaa, ettd x:std padsee y:hyn a) maitse, b) ju-
nalla, c) alle kahdessa tunnissa? Myonteisessa tapauksessa médritettavéi
ekvivalenssiluokat.

203. Kuinka monta ekvivalenssiluokkaa on tavallisessa korttipakassa méaa-
ritellylld ekvivalenssirelaatiolla a) z ~ y < z:1l4 ja y:114 on sama maa,
b) z ~ y < x:1l4 ja y:1l4 on sama arvo?

204. Esitettdva luettelemalla alkiot joukon X = {1, 2, 3,4} se ekvivalens-
sirelaatio R, jolle X/R = {{1,2},{3,4}}.

205. Joukossa X maédritellddn ekvivalenssirelaatio a) ¢ ~ y & x = y,
b) = ~ y kaikilla z,y € X. Muodostettava X/~.

206. a) Osoitettava, ettd joukossa X = {1,2,3,4} méiritelty relaatio
R={(1,1),(2,2),(3,3), (4,4),(1,2),(2,1),(2,3), (3,2)}

ei ole ekvivalenssi. b) Tdydennettévd R ekvivalenssiksi lisidmalla siihen
mahdollisimman vahan alkioita.
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207. Onko joukossa R maéritelty relaatio
a) x~yesr+y e,
b) c~ysr—yeZ
ekvivalenssi? Myonteisessa tapauksessa méaaritettéava ekvivalenssiluokat.

208. Olkoon n € Z . Naytettéiva, ettéd joukossa Z mééritelty kongruenssi
modulo n
x ~ y < x —y on jaollinen luvulla n

on ekvivalenssi, ja méaaritettava ekvivalenssiluokat.
209. Seuraavassa "todistetaan”, ettd ekvivalenssirelaation ominaisuudet
eivit ole riippumattomia, vaan symmetrisyydestd ja transitiivisuudesta

seuraa refleksiivisyys. Olkoon z € X mielivaltainen ja y € X sellainen,
ettd x ~ y. Nyt y ~ x (s), joten edelleen x ~ x (t). Missa vika?

210. Millainen on (&érellisessd joukossa maédritellyn) ekvivalenssirelaa-
tion matriisi?

211. Olkoon R relaatio joukossa X . Osoitettava seuraavat ehdot yhtéapi-
taviksi.

(1) R on ekvivalenssi,

(2) R™ C R kaikilla n € Z,

(3) R on refleksiivinen ja euklidinen eli tRy A xRz = yRz.

212. a) Madriteltdva (geometrisen) vektorin kertominen skalaarilla.
b) Osoitettava, ettid se on hyvin mééaritelty.

213. Todistettava, ettd joukon Z, alkioiden yhteen- ja kertolasku ovat
hyvin maéariteltyja.

214. Muodostettava joukon Zg yhteen- ja kertolaskutaulu. Mika ero on
yhtéloén a - x = b ratkeavuudella joukossa Zs ja joukossa Zg?

215. Olkoot R ja S ekvivalensseja. Onko a) RN S, b) R7!, ¢) Ro S

talloin aina ekvivalenssi?

216. Osoitettava, ettd jos R ja S ovat ekvivalensseja, niin RU.S ei yleensé
ole ekvivalenssi, mutta ¢(R U S) on.

217. Olkoon R relaatio joukossa X . Osoitettava, ettd rst(R) = srt(R) =
str(R) ja rts(R) = tsr(R) = tsr(R), mutta ei vilttAméatta rst(R) =
rts(R).

218. Olkoon R relaatio joukossa X. Todistettava, etté tsr(R) on a) ekvi-
valenssi, b) pienin ekvivalenssi, joka sisiltdd R:n, c) kaikkien R:n sisil-
tdvien ekvivalenssien leikkaus.

4.4. Ekvivalenssirelaatio
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219. Olkoot { A; |ie€ 1} ja{B;|je€ J} joukon X luokkajakoja. Onko
a) {AiUBj |’L'€I, jeJ}, b) {AiﬂBj|i€I, jEJ}, C) {AlﬂBJ|
i€l jeJ A, NDBj#0} aina joukon X luokkajako? Myonteisessé
tapauksessa muodostettava tata luokkajakoa vastaava ekvivalenssi.

220. Tietyn koulun oppilaiden joukossa mééritellaian ekvivalenssirelaatio
R = ’samalla luokalla’ ja S = ’samaa sukupuolta’ Miké luokkajako vastaa
ekvivalenssirelaatiota a) RN S, b) t(RUS)?

4.5 Jarjestysrelaatio

1 Jarjestysrelaation maaritelma

Ekvivalenssirelaatio on siis kasitteen ’liittyy tietty sama ominaisuus’ abst-
raktio. Toinen matematiikassa ja muuallakin keskeinen relaatioon johta-
va késite syntyy vertailtaessa jarjestystd. Ryhdymme nyt abstrahoimaan
kasitteitd 'pienempi kuin’ ja 'vihemmaén kuin’ Tutkimme néitd kasittei-
td muodossa 'pienempi tai yhtasuuri kuin’ ja ’vihemman tai yhtd paljon
kuin’. Sanomme, ettd joukossa X maééritelty relaatio on jarjestysrelaatio
eli lyhemmin jdrjestys, jos se on refleksiivinen, antisymmetrinen, transitii-
vinen ja vertailullinen. Jarjestysrelaatiota merkitaén tavallisesti symbolil-
la < (lue: 7edeltaa”).

Refleksiivisyys tarkoittaa, ettd kukin alkio edeltdd itseddn. Antisym-
metrisyys tarkoittaa, etteivit kaksi eri alkiota voi molemmat edeltdé toi-
siaan. Transitiivisuus merkitsee, etté edeltdvyys on "periytyvaa”: jos alkio
edeltdd jotakin toista alkiota, niin se edeltdd myos kaikkia niitd alkioita,
joita tdma toinen alkio edeltdd. Vertailullisuus taas merkitsee, ettd kah-
desta alkiosta aina toinen edeltdé toista.

Relaatio, joka on refleksiivinen, antisymmetrinen ja transitiivinen, mut-
tei valttamatta vertailullinen, on osittainen jdrjestys eli osittainjdarjestys.
Itse jarjestysrelaatiota voimme sanoa myos tdydelliseksi jarjestykseksi tai
lineaariseksi jarjestykseksi. Jos < on jarjestys, niin relaatiota

r<yscIyNrFy

(lue: "edeltdd aidosti”) kutsutaan usein ”aidoksi jarjestykseksi”, miké on
hieman kummallista ”aito”-sanan kéyttod, koska nyt "aito jarjestys” ei
olisikaan jarjestys. Kutsumme tata relaatiota paremman puutteessa tiu-
kaksi jarjestykseksi. Edelleen merkitsemme y > z < x < y. Vastaavasti
maédrittelemme merkinnan >.

Joukko X, jossa on médritelty jarjestysrelaatio, on jdirjestetty joukko.
Téasmaéllisempédé on sanoa, etta jarjestetylla joukolla tarkoitetaan joukon
X ja jarjestysrelaation < muodostamaa jirjestettyé paria (X, <). Vastaa-
vasti madrittelemme osittain jarjestetyn joukon. Joukko (jonka alkioiden
lukumééra > 1) voidaan jarjestdd monella eri tavalla.

Esimerkki 89. Yksinkertaisin tapa jarjestdé joukko R on asettaa

Xy zly.
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Yhté hyvin voisimme méaritelld

Ty T2y
Relaatio
=y & |z <y

ei sen sijaan ole jarjestys, silld antisymmetrisyys ei ole voimassa esimer-
kiksi alkioille x = 5, y = —5. Téllaista relaatiota, joka on refleksiivinen ja
transitiivinen, muttei valttamatta antisymmetrinen, kutsutaan kvasijdr-
jestyksekst.

Esimerkki 90. Joukon X osajoukkojen joukossa P(X) méaritelty relaa-
tio

A<B& ACB
on osittainen jarjestys (s. 49, lause 4), mutta ei tdydellinen (jos joukossa
X on enemmén kuin yksi alkio). Jos nédet x,y € X, & # y, niin joukot
A ={z}, B = {y} eivit edelld toisiaan kumpaankaan suuntaan, joten <
ei ole vertailullinen.

2 Hasse-diagrammi

Esimerkki 91. (Ks. kuviot seuraavalla sivulla.) Tarkastelemme joukkoa
X ={a,b, c}. Yksinkertaisin tapa jirjestdd X osittain on mééritella R =
{(a,a), (b,b), (c,c)}. My6s esimerkiksi relaatiot S = {(a,a), (b,b), (¢, c),
(a,b)} ja T = {(a,a),(b,b),(c,¢), (a,b),(a,c)} ovat osittaisia jarjestyk-
sid. Niitd havainnollistaa polkukuviota paremmin Hasse?-diagrammi, jos-
sa keskendén relaatiossa olevat eri alkiot yhdistetdén viivalla niin, etta
alempi edeltdd ylempéaéd. Kuvio voidaan piirtdd myos vasemmalta oikeal-
le. Néin on syytd menetelld erityisesti tdydellisen jarjestyksen tapaukses-
sa. Esimerkiksi U = {(a, a), (b,b), (¢, ¢), (a,b), (a,c), (b,c)} on taydellinen
jarjestys (osoita), miké nikyy Hasse-diagrammissa niin, ettd alkiot ovat
"perakkain”. Taméa voidaan havainnollistaa myos ilman Hasse-diagram-
mia yksinkertaisesti kirjoittamalla alkiot perdkkain. Joukkomerkinnéssé
kéytetddn talloin kaarisulkeita aaltosulkeiden sijasta korostamassa sité,
ettd kysymyksesséd on jarjestetty joukko.

Esimerkki 92. Luonnollinen yritys jirjestdé joukko R? olisi asettaa
(w1,91) = (22,92) & 21 <22 Ayt < Yo,

Téamé on kuitenkin vain osittainen jarjestys, silla esimerkiksi alkiot (0, 1)

ja (1,0) eivit edelld toisiaan kumpaankaan suuntaan, joten =< ei ole ver-

tailullinen. Taydellinen jarjestys saadaan vertaamalla aluksi vaikkapa en-
simmaisia alkioita ja niiden ollessa samat toisia

(1,11) =X (X2,Y2) © 11 <22V (X1 =22 Ay1 < ya).

2Helmut Hasse (1898-1979), saksalainen matemaatikko.
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Hasse-

Hasse- diagrammi
diagrammi vasemmalta Alkiot
Relaatio Polkukuvio alhaalta ylos oikealle perakkain
ea
R e o o
VYU e e
a b c
[ X&
b ecC
s QQQ T
a b c a *—O
a b
b c b
T Q <2 0 \/
a b c a €
c
U Q b o—eo o (a,b,c)
a b c
a b c
a

Voimme jirjestid joukon R? vastaavalla tavalla (teht. 228a) ja yleisesti
joukon R™. Saatua jarjestysrelaatiota kutsutaan sanakirjajirjestykseksi,
silla sanat jarjestetddn aakkosjéirjestykseen samalla periaatteella. Namé
tarkastelut voidaan helposti yleistda koskemaan yleisen tulojoukon X xY
ja edelleen joukon X; x --- x X,, jirjestamista (teht. 228c).

*3 Hyvinjarjestys
Sanomme, etté jarjestetty joukko (X, <) on hyvinjdirjestetty, jos sen jokai-
sessa epéatyhjassé osajoukossa on pienin alkio, joka edeltdé kaikkia muita.
(Vastaavasti suurin alkio méaaritelladn alkiona, jota kaikki muut edelté-
vét.) Siis
(X, <) on hyvinjarjestetty
S (ACXNA£D=>TacA: (zc A= a=1)).

Esimerkki 93. Maéarittelemme joukossa Z jarjestysrelaatiot

TRy & x <y,
Sy =0V (@ <0Ay>0)V(zy >0A|z| >y]),
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Ty =0V (@ <0Ay>0)V(zy >0A |z| <lyl|),
2Uy & Ja] < y] v (o] = |yl Az < 0) v = y.

Asettamalla joukon Z alkiot jarjestyksen mukaiseen jonoon saamme

(Z,R)=(...,—2,-1,0,1,2,..)), (Z,8)=(0,...,—2,—1,...,2,1),
(Z,T) = (0,-1,-2,...,1,2,..), (Z,U)=(0,-1,1,-2,2,...).

Joukko (Z, R) ei ole hyvinjarjestetty, koska esimerkiksi siiné itsessaén ei
ole pieninta alkiota. Myoskdan (Z,S) ei ole hyvinjirjestetty. Joukossa Z
tosin on nyt pienin alkio 0, mutta esimerkiksi joukossa Z_ téllaista alkiota
eiole. (Lukua —2 edeltdvit kolme pistettd tarkoittavat etenemisté oikealta
vasemmalle.) Sen sijaan (Z,T) ja (Z,U) ovat hyvinjirjestettyja.

Hyvinjirjestysperiaatteen eli Zermelon3 wdittémdn mukaan jokainen
joukko voidaan hyvinjirjestdd. On kuitenkin vaikea kuvitella millainen
olisi hyvinjarjestys esimerkiksi joukossa R. Hyvinjarjestysperiaate vain il-
moittaa hyvinjirjestyksen olemassaolon, mutta ei anna menetelmaé sen
konstruoimiseksi.

Hyvinjirjestysperiaate ja sen kanssa yhtapitava valinta-aksiooma (ks.
luku 5.5) vievit syvélle matematiikan perimmaisiin kysymyksiin, silld on
voimassa kiusallinen Banachin*—Tarskin® paradoksi. Sen mukaan kaksi
mielivaltaista kolmiulotteisen avaruuden kappaletta voidaan jakaa aérel-
liseen mééradn osia, jotka ovat pareittain yhtenevit! Siis esimerkiksi pieni
kartio voidaan pilkkoa darelliseen méadradn osia niin, ettd kun ndmé osat
kootaan toisella tavalla, niin saadaan suuri pallo!

&4%

B 5
>§}
ﬁg

Valitettavasti tdma tdysin jarjettémén tuntuinen viite on matemaatti-
nen tosiasia, jos valinta-aksiooma hyviksytdan. Jos taas valinta-aksiooma
hylatdan, niin matematiikkaa ei pystyta kovinkaan paljoa rakentamaan.
Onneksi tasté paradoksista ei kuitenkaan seuraa, etté kaikilla kappaleilla
olisi sama tilavuus. Nimittdin ne osat, joihin kappaleet jaetaan, ovat niin
eriskummallisia (ei-mitallisia) joukkoja, ettd niiden tilavuutta ei voida
maédritelld. Siksi tdmé& pilkkominen ja uudelleen kokoaminen ei ole fysi-
kaalisesti mahdollista.

Olemme huomanneet, ettd ensimmaistd ja toista induktioperiaatetta
voidaan soveltaa missd tahansa kokonaislukujoukossa M = {m, m + 1,

3Brnst Zermelo (1871-1953), saksalainen matemaatikko.
4Stefan Banach (1892-1945), puolalainen matemaatikko.
5 Alfred Tarski (1902-1983), puolalais-yhdysvaltalainen loogikko.
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m+2,...}. On luonnollista kysyé, voidaanko niitd soveltaa mielivaltaises-
sa jarjestetyssd joukossa X. Ensimmaéisen induktioperiaatteen osalta vas-
taus on kielteinen. Koska joukon X alkiolla ei valttamatta ole "vélitonta
seuraajaa” (kuten kokonaisluvun k valitén seuraaja on k+ 1), niin ensim-
méistd induktioperiaatetta ei voida edes esittdd joukossa X. Sen sijaan
toinen voidaan. T&lloin induktioaskel on, ettd totuudesta kaikilla tietyn
alkion edeltdjilld seuraa totuus télld alkiolla. Voidaan todistaa, ettd toi-
nen induktioperiaate on pétevé, jos (ja vain jos) X on hyvinjirjestetty
(teht. 239).

Toinen induktioperiaate (yleisessid hyvinjirjestetyssd jou-
kossa). Olkoon (X, =) hyvinjarjestetty joukko. Oletetaan, ettd jo-
kaista x € X vastaa lause p,. Olkoon tehtdvana todistaa, ettd p, on
tosi kaikilla x € X. Menetelldédn seuraavasti.

1 (Perusaskel). Osoitetaan, etta p, on tosi, missé a on joukon X
pienin alkio.

2 (Induktioaskel). Osoitetaan, ettéd p,:n totuudesta kaikilla y < z
aina seuraa p,:n totuus. Toisin sanoen tehddan induktio-oletus,
ettd p, on tosi kaikilla y < x, ja todistetaan induktiovdite, etta
p2 on talldin tosi.

3 (Johtopéditos). Tamén jalkeen alkuperidinen viitos seuraa in-
duktioperiaatteesta.

Voimme formalisoida tdmén lyhyesti muotoon

pa (a on joukon X pienin alkio)
Ve e X: ((Vy < 2:py) = pa)
Ve e X: py

Harjoitustehtavia

221. Ovatko seuraavien polkukuvioiden méérittelemét relaatiot osittaisia
tai taydellisia jarjestyksid joukossa X = {a,b,c}?

e Y .
Gy 0QY
QY uey

a b c
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222. Oletetaan seuraavat relaatiot maédritellyiksi sopivissa perusjoukois-
sa. Millaisia "jarjestyksid” ne ovat (kvasi-, tiukka osittainen, osittainen,
tiukka taydellinen, tdydellinen tai ei mikéédn néistd)? a) ‘nuorempi’, b) "vi-
hintd&n yhtd vanha’, c) ’edeltéva opintosuoritus’, d) “tietyn henkilon mie-
lestd vdhintddn yhtd hyvéd elokuva’, e) ’jélkeldinen’, f) ’vihintddn yhtd
kaukana Tampereelta’.

223. a) Osoitettava, ettd joukossa X = {1,2,3,4} maééritelty relaatio
R=1{(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(1,3),(1,4), (3,4) } on osittainen mut-
tei tdydellinen jarjestys. b) Voidaanko sité tdydentdd (lisadmaélla alkioita)
niin, ettd saadaan tadydellinen jarjestys?

224. Joukossa X = {1,2,3,4} méaaritellddn 1 < 2,1 < 3,2 < 3,3 < 4,
4 < 1. a) Osoitettava, ettei < ole tiukka jérjestys. b) Voidaanko sitd
tdydentdd niin, ettd saadaan tiukka jérjestys?

225. Osoitettava, ettd joukossa Z médritelty relaatio
z X y < y on jaollinen luvulla z
on osittainen jarjestys, muttei tdydellinen.
226. Onko joukossa R? midritelty relaatio
(21,91) 2 (22,y2) © 21 < a2 Vi1 < Yo
jéirjestys?
227. Voiko a) osittainen, b) tdydellinen jirjestys olla ekvivalenssi?

228. Jirjestettivid a) R3, b) RUR?UR3, ¢) X x -+ x X,,, missd X1,
..., X, ovat jirjestettyja joukkoja.

229. Millainen on (dérellisessd joukossa mééritellyn) jarjestysrelaation
matriisi?

230. Todistettava: Joukossa X maéaritelty relaatio R on osittainen jarjes-
tys, jos ja vain jos se on transitiivinen ja RN R~ = I.

231. Olkoon < tiukka jarjestys joukossa X. Osoitettava, ettd jokaisella
x,y € X tdsmaélleen yksi ehdoista

<y, T>Y, T=y
on voimassa.
232. Todistettava: a) Jos R’ on joukon X tiukka jéarjestys, niin R = R'UI

on tdmén joukon jarjestys. b) Jos R on joukon X jérjestys, niin R = R'UI,
missa, R’ on tiukka jarjestys.

4.5. Jirjestysrelaatio
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233. Olkoon X tietty joukko olioita, joita henkilé A vertailee keskendén
ja olkoot @, P, F joukon X sellaisia relaatioita, joiden intuitiiviset mer-
kitykset ovat

2Qy < A:n mielestd x on vahintddn yhta hyvé kuin y,
2Py < A:n mielestd x on parempi kuin y,

rFy < A:n mielestd = ja y ovat yhtd hyvia.

Relaatio @ on heikko ja P on vahva preferenssi sekd E on indifferenssi.
Mit4 ominaisuuksia (refleksiivisyys, transitiivisuus yms.) relaatioilta Q,
P ja E pitdd vaatia, jotta A:ta voitaisiin pitdéd rationaalisena?

234. Olkoon @ transitiivinen ja vertailullinen relaatio joukossa X. M&éa-
ritellddn
2By < xQy NyQr, zPy< —yQx.

Todistettava
a) Relaatio F on ekvivalenssi.
b) Relaatio P on transitiivinen ja asymmetrinen (teht. 186).

c) Aina, kun z,y € X, niin tdsmiélleen yksi ehdoista zEy, Py, yPz
on voimassa.

d) Jos zFEy, niin 2Qz < yQz.

235. Jatkoa. Ekvivalenssiluokkien [z] = 2/E joukossa X/E méiéritellddn

[z] < [y] & 2Qy.

Osoitettava, etté relaatio < on a) hyvin mééritelty eli ei riipu ekvivalens-
siluokkien edustajista, b) jirjestys.

236. Olkoot R ja S jirjestyksid joukossa X. Onko a) RUS, b) RN S,
c) R7%, d) Ro S jirjestys?

237. Olkoon ¥ ddrellinen jirjestetty joukko kirjaimia ja olkoon X7 niis-
td4 muodostettujen dérellisten jonojen joukko. a) Méaritelladn joukossa
Y1 sanakirjajirjestys, joka toimii samalla periaatteella kuin sanojen aset-
taminen aakkosjirjestykseen. Osoitettava, ettei sanakirjajarjestys ole hy-
vinjarjestys joukossa Y. Ohje: Olkoon a,b € ¥ ja a < b. Tutki joukkoa
{b,ab,aab,...}. b) Madritelladn joukossa X7 standardijirjestys niin, etti
eripituiset sanat jarjestetddn kirjainten lukuméaérin mukaan ja samanpi-
tuiset sanakirjajarjestykseen. Osoitettava, ettd standardijirjestys on hy-
vinjarjestys.

238. Olkoon (X, <) jarjestetty joukko. Alkio y € X on alkion z € X wvd-
liton edeltdjd ja alkio x on alkion y wvdlitén seuraaja, jos y < x eikd ole
sellaista z € X, ettd y < z < x. a) Osoitettava, ettd hyvinjirjestetyssi
joukossa jokaisella alkiolla paitsi (mahdollisella) suurimmalla on valitén
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seuraaja. Ohje: Tutki alkion kaikkien seuraajien joukkoa. b) Mainitta-
va jokin ei-hyvinjarjestetty joukko, jonka millddn alkiolla ei ole véalitonta
seuraajaa. ¢) Onko hyvinjirjestetyn joukon kaikilla muilla alkioilla paitsi
pienimmalld valiton edeltaja?

239. Todistettava: Joukko on hyvinjirjestetty, jos ja vain jos siina on voi-
massa toinen induktioperiaate. Ohjeita: ”"Vain jos”. Tee vastaoletus, ettd
lauseet p, (x € X) toteuttavat perus- ja induktioaskeleen, mutta ettd
joukko S = {x € X | p, on epitosi} on epéatyhji. Olkoon s sen pienin
alkio. Miten saat ristiriidan? ”Jos”. Tee vastaoletus, ettd on olemassa sel-
lainen joukko S C X, S # (), jossa ei ole pienintd alkiota. Osoita, etté
lause p, = 'y € S = y = 2’ on tosi kaikilla x € X. Miten téstd syntyy
ristiriita?

240. Olkoon a € Z, b € Z4. a) Todistettava jakoyhtilsé: On olemassa
sellaiset g, 7 € Z, ettd 0 < r < b ja a = qb + r. Ohje: Tutki joukkoa
{a—sb| s € Z} NnN. Kiyta hyviiksi sitd, ettd N on hyvinjirjestetty.
b) Osoitettava, ettd ¢ ja r ovat yksikésitteiset.

4.5. Jirjestysrelaatio
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Luku 5

Kuvaukset

Pykilien ... tarkoituksena on esittii joukon ja
funktion kiisitteet, joita ilman emme voi tehdi
mitddn matematiikassa — ja toisaalta, joita
kayttamallid voimme tehdi kaiken.

(Godement [5])

5.1 Kuvauksen maaritelma
ja muita peruskisitteita

1 Kuvaus relaationa

Kuvaus eli funktio f joukolta X joukkoon Y (X,Y # (), huomaa sijat)
tarkoittaa havainnollisesti "vastaavuutta”, joka liittda joukon X jokai-
seen alkioon joukon Y tietyn alkion. Maéaritelliksemme ”vastaavuuden”
tasmallisesti tarkastelemme relaatiota f joukosta X joukkoon Y. Tama
relaatio on kuwvaus eli funktio joukolta X joukkoon Y, jos ensiksikin sen
ldhtojoukko ja méarittelyjoukko ovat samat

(1) My=X
eli
(1) Vee X:JyeY: (z,y) € f,

ja toiseksi, jos mikddn x € X ei ole relaatiossa useamman kuin yhden
alkion y € Y kanssa

(2) (z,91) € fA(x,02) € f =11 = yo.

Ehdon (1) mukaan jokaista x € X vastaa ainakin yksi sellainen y € Y,
ettd (x,y) € f. Ehdon (2) mukaan jokaista x:44 vastaa korkeintaan yksi
téllainen y. (Kuitenkin eri z:id voi vastata sama y, ja voi olla, ettd jokin
y ei vastaa mitdan x:44.) Yhdessd ndméa ehdot sanovat, ettd jokaista z:44
vastaa tasmalleen yksi y. Ottamalla kidytt6on kvanttorin 3! tarkoittamaan
ilmaisua ’on olemassa yksikésitteinen’ voimme esittdd ehdot (1) ja (2)
yhtené ehtona

(1, 2) VeeX:3lyeY: (z,y) € f.
Esimerkki 94. Onko joukosta X = {1,2} joukkoon Y = {a,b} méa-

ritelty relaatio a) R = {(1,a)}, b) S = {(1,a),(2,a),(2,0)}, ¢) T =
{(1,a),(2,a)} kuvaus joukolta X joukkoon Y?

5.1. Kuvauksen mddritelmdi ja muita peruskdisitteiti
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a) Ei ole, koska X:n alkiota 2 ei vastaa mik#én Y:n alkio.

b) Ei ole, koska X:n alkiota 2 vastaa kaksi Y:n alkiota.

¢) On, vaikka kahta X:n alkiota vastaa Y:n alkio a ja mikdan X :n alkio
ei vastaa Y:n alkiota b.

X Y X Y X Y
R S T

B B

2 Kuva ja alkukuva

Merkitsemme y = f(x) tarkoittamaan sitd, ettd (x,y) € f. Siis

y=fz) = (z,y) € f.

Sanomme, ettd y on funktion f arvo muuttujan eli argumentin arvolla x.
Sanomme myos, ettd y on z:n kuva ja x on y:n alkukuva. Jokaisella x € X
on siis tdsmélleen yksi kuva. Alkiolla y € Y voi sen sijaan olla alkukuvia
yksi, useampia tai ei yhtdan.

Jos f on kuvaus joukolta X joukkoon Y, niin merkitsemme

XY tai XLy

Joukko X on kuvauksen f (kuten relaation f) madrittelyjoukko ja' Y maa-
lijoukko. Joukon A C X kuva f(A) on A:n alkioiden kuvien joukko. Siis

flA)={yeY|TmeAy=f(z)} ={f(x) [z A}

Joukon B CY alkukuva f~(B) on X:n niiden alkioiden joukko, joiden
kuva kuuluu B:hen, eli B:n alkioiden alkukuvien joukko. Siis

f7U(B)={zeX|f(z)eB}.

Kuvauksen f (kuten relaation f) arvojoukko on mééarittelyjoukon X al-
kioiden kuvien joukko eli maarittelyjoukon X kuva

fX)={yeY|TmeX:y=[fr)}={f(2) [z X}

Siis aina f(X) C Y. Namé joukot voivat olla samoja, mutta eivit valtti-
méttd. Kuvauksen f méérittelyjoukkoa voidaan merkitd myos M;y:1l4 ja
arvojoukkoa A¢:ll4.

Esimerkki 95. Olkoon X = {1,2,3,4,5}, Y ={1,2,3,4} ja f = {(1,1),
(2,1),(3,2),(4,3),(5,3)}, joten meilld on kuvaus f: X — Y. Voimme
merkitd myos
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Havainnollistamme tédtd kuvausta nuolikuviolla ja tutkimme erditd kuvia
ja alkukuvia. Esimerkiksi

f({172}): {1}7 f({172a3}):{172}a f(X) :{1,273}7£Y7
) ={12), {4 =0, {8 = {45} = FH({3,4)).

f Y

3 Lisahuomioita

Esimerkki 96. Yksinkertaisimmat kuvaukset eli funktiot ovat identtinen
kuvaus f: X — X: f(z) = x ja vakiokuvaus f: X =Y : f(x) = yo, missd
Yo € Y on kiintea.

Esimerkki 97. Funktion f (kuten relaation f) sddnté voidaan joskus
esittdd analyyttisena lausekkeena, esimerkiksi f: R — R: f(z) = 2z + 3.
Niin ei kuitenkaan tarvitse vilttdmaéatta olla, jolloin saattaa olla muunlai-
nen algoritmi funktion sddnnoélle, kuten esimerkiksi kattofunktiolla [x] =
pienin kokonaisluku, joka > x ja Dirichlet’n' funktiolla f: R — R: f(z) =
1, kun 2 € Q, f(z) =0, kun 2 € R\ Q.

Kaikilla funktioilla ei ole algoritmilla ilmaistavaa saéntod. Tamé johtuu
siité, ettd (tietyn kieliset darelliset) algoritmit muodostavat numeroituvan
joukon (luku 5.4), mutta esimerkiksi kaikkien funktioiden R — R joukko
on ylinumeroituva. Téastdkin syystd funktion relaatiomééritelmé on hyo-
dyllinen, silld kysymys siitd mitéd “vastaavuus” yleisesti tarkoittaa, olisi
vaikea selvittdd muulla tavalla.

Kuvaukset f: X - Y jag: U — V ovat samat,jos X =U,Y =V sekd
f ja g ovat tulojoukkojen osajoukkoina samat. Siksi olisi tdsméallisempéad
madritelld kuvaus f: X =Y jarjestettynd kolmikkona (X,Y, f).

Esimerkki 98. Olkoon X = {1,2},Y = {a, b}, Z = {a,b, c¢}. Kuvaukset
[ X=2Y:f(1)=a, f2)=bjag: X — Z:g(1) =a, g(2) = b eivit
ole samat, vaikka tulojoukkojen osajoukkoina f = g = {(1,a),(2,0)}.
Nimittéin nailla kuvauksilla on eri maalijoukot.

! Lejeune Dirichlet (1805-1859), ranskalainen matemaatikko.

5.1. Kuvauksen mddritelmd ja muita peruskdisitteiti
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Esimerkki 99. Kuvaukset f: R = R: f(z) =22 +3, g: Z = R: g(x) =
2x+3jah: Z — Z: h(z) = 2z + 3 ovat kaikki eri kuvauksia, vaikka niilla
on yhteinen saénto.

Olemme aiemmin (s. 62) méaritelleet indeksoidun joukkoperheen, joka
koostuu annetun joukon X tietyisté osajoukoista niin, ettd indeksijoukon I
jokaiseen alkioon k "liitetdan” tietty joukko Ap C X. Tama ”liittdminen”
voidaan tasmallisesti maaritella kuvauksena, joten kysymyksessa on itse
asiassa kuvaus f: I — P(X), missd f(k) = Ay.

Edelleen meilld on ollut aiemmin (s. 68) puhe jdarjestetyn jonon (x1, 2,

., Tp) késitteestd. Se voidaan tdsméllisesti méaritelld (paitsi jarjestet-
tyné joukkona myos) kuvauksena {1,2,...,n} — X. Vastaavasti maé-
rittelemme ddrettoman jonon (x1,xs,...) kuvauksena Z; — X. Tami
tapa suhtautua jonoihin tekee mahdolliseksi tulojoukon méarittelemisen
silloinkin, kun joukkoja on déretén maéréd (teht. 253).

Kuvauksen relaatiomééritelméé on arvosteltu. Nimittdin sovelluksissa
funktiolle on luonteenomaista tietty dynaamisuus. Kun esimerkiksi sano-
taan, ettd ympyrdn kehdn pituus on sidteen funktio, vapaasti putoavan
kappaleen putoamismatka on ajan funktio tai puhelinnumero on puheli-
men omistajan funktio, niin kaikissa tapauksissa funktio "tekee” tiettya
(ilmoittaa pituuden, putoamismatkan, puhelinnumeron). Relaatiomé&éri-
telmén mukainen funktio ei kuitenkaan ”tee” mitdédn, vaan pelkdstadn
“on”. Siis funktio mé&dritelladn talléin ikd&dn kuin kuvaajan kautta eiké
sellaisena “koneena”, joka ilmoittaa f(z):mn, kun z on annettu.

f 7tekee” f 7on”

142
t 29 f={(ts)|s=1g*

Kuvauksen eli funktion mééaritelmalla ei ole kuitenkaan varsinaisesti
merkitystd funktioita tutkittaessa, eikd relaatioméiritelmé estd ajatte-
lemasta funktioita dynaamisesti. Kun relaatioméaritelmélld on saatu se
etu, ettd asia voidaan esittdd tdsmallisesti, tdméd méaédritelmé on tehnyt
tehtdvinsa ja voidaan periaatteessa sen jédlkeen unohtaa.
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4 Kuvan ja alkukuvan ominaisuuksia

Lopuksi tutkimme, miten kuva ja alkukuva kayttaytyvét joukko-opillisissa
laskutoimituksissa.

Lause 26. Jos f: X — Y on kuvaus, A, A1, A2 C X ja B, By, By C
Y, niin

2
3
4
5) AC £ (1),

6) F(/-(B) C B.
Ominaisuuksissa (2), (5) ja (6) osajoukko voi olla aito (teht. 252).

2) f
3) fTH(B1UBs) = f~
4) f
(5)

Todistamme ominaisuudet (2) ja (3) ja jatdmme muut harjoitustehta-
viksi (teht. 247 ja 248).

(2) y € f(A1 N A2)

SIreAiNAz:y= f(z) (kuvan mééritelma)
=3dre A :y=f(x)

ANdx € Ay = f(x) (leikkauksen mééritelmé)
Sy f(A) Ay € f(As) (kuvan mééritelma)
<y f(A)N f(A2) (leikkauksen méaaritelma).

(3) S f71(31 U BQ)

< f(z) € B1U By (alkukuvan méaritelméa)
& f(x) € B1V f(x) € By (yhdisteen mééritelmé)
srefH(B)Vze f1(B) (alkukuvan médiritelmi)
szec Y B)UfHB) (yhdisteen mééritelmé).

Ominaisuuden (2) todistuksen kolmannella rivilld olevan implikaation
suuntaa ei voida kdantéa, silld lauseessa dx € A;: ... olevan z:n ei tar-
vitse olla sama kuin lauseessa dz € As: ...

Harjoitustehtavia

241. Onko relaatio R kuvaus joukolta X = {1, 2,3} joukkoon Y = {4, 5,
6}, kun R on a) {(1,4),(2,5)}, b) {(1,4),(1,5),(2,5),(3,6)}, c) {(1,4),
(2,4),(3,4)}, d) {(1,5),(2,6),(3,7)}?

5.1. Kuvauksen mddritelmd ja muita peruskdisitteiti
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242. a) Osoitettava, ettd alla koordinaatistossa esitetty relaatio f

\

Q 4—-——

ei ole kuvaus R — R. b) Muodostettava mahdollisimman laaja sellainen
joukko X C R, ettd f on kuvaus X — R. ¢) Miki on tilléin f:n arvo-
joukko?

243. Olkoon X kaikkien maapallolla eldvien ihmisten joukko ja Y kaik-
kien maapallolla eldvien tai eldneiden ihmisten joukko. Onko f kuvaus
X =Y, kun f(x) on x:n a) isi, b) &iti, ¢) vanhempi, d) lapsi, e) esikoi-
nen?

244. Olkoon f: R — R: f(z) = 2% Madritettivi a) f([1,2]), b) f([-2,3]),
o) f71({1}), d) f7H([0,4]), e) f7H([-4, 1)), £) f7H([~4,4]), g) funk-

tion f arvojoukko.

245. Olkoon X = {1,2,3}, Y = {a,b,c}. a) Osoitettava, ettd nuoliku-

vioiden esittdmaéat relaatiot f ja g

X f Y X
- [
-

eivit ole kuvauksia X — Y. b) Saadaanko niistéd relaatioista tdllainen
kuvaus jollakin joukko-opin laskutoimituksella?

246. Kuten edelld, mutta tarkastellaan seuraavien nuolikuvioiden relaa-
tioita.

X f Y Y

247. Todistettava lauseen 26 ominaisuudet (1) ja (5).
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248. Todistettava lauseen 26 ominaisuudet (4) ja (6).
249. Olkoon X = {1, 2}. Muodostettava kaikki kuvaukset f: X — X.

250. Olkoot X ja Y &érellisid joukkoja sekéd olkoon f kuvaus X — Y.
Millainen on relaation f matriisi?

251. Olkoot p(x) ja g(x) joukossa X méiriteltyja avoimia lauseita. Lau-
seen 26 ominaisuuksien (1)—(4) todistukset antavat aiheen kysya, ovatko
seuraavat lauseet tosia vai epétosia.

a) Ve € X:p(x)Ve(x) & Vo e X: p(x)VVe € X: g(x),
b) Vz € X: p(x) Aq(z) & Vo € X: p(x) AVx € X: g(x),
c) Jxe X:px)Vq(r) ez e X: plx)VIr e X: g(x),
d) 3z e X:p(x) Aq(z) & Fx € X: plx) NIz € X: q(x).

Selvitettava tdma kysymys.
252. Kuvaus f: Z — Z maéaritellaan
f(z) = suurin 5:114 jaollinen kokonaisluku, joka < z.

Mainittava jotkin sellaiset joukot A, Ay, Ay, B C Z, etté
a) f(A1NAz) # f(A1) N f(Az),
b) f7H(f(A)) # 4,
) f(f1(B)) # B.

253. Miten maédritellddn joukkojen a) Ay, As,..., b) Ax (k € I) tulo-
joukko?

254. Ovatko lauseen 26 ominaisuudet (1)—(4) voimassa, jos laskutoimi-
tukset sovelletaan kahden joukon sijasta ddrettomén monelle joukolle?

255. Olkoon f: X — Y kuvaus ja A1, As C X, By, Bo C Y. Onko talloin
yleisesti voimassa

a) f(A1\ Az) = f(A1)\ f(A2),
b) f7H(B1\ Bz) = f~1(B1) \ f~1(B2)?

256. Olkoot f: X — U ja g: Y — V kuvauksia. Osoitettava, ettd h: X x
Y = U xV:h((z,y) = (f(z),9(y)) on kuvaus.

257. Jatkoa. Olkoon AC X, BCY,C CU, D CV. Onko
a) h(Ax B) = f(A) x g(B),
b) h~1(C x D)= f~1(C) x g~ (D)

yleisesti voimassa?

5.1. Kuvauksen mddritelmdi ja muita peruskdisitteiti
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258. Olkoot fi ja fo kuvauksia X — Y. Osoitettava, etté relaatiot f1U fo
ja fi1 N fo eivit yleensd ole kuvauksia X — Y. Voivatko namé relaatiot
itse asiassa olla koskaan kuvauksia?

259. Tarkastellaan kuvausta f: X — Y, kun X = {1,2,{1,2}}, Y =
{1,2}, f(1) = f(2) = 1, f({1,2}) = 2. Kuvan mééritelmin mukaan
f{1,2}) = {f(1), f(2)} = {1}, mutta toisaalta kuvauksen f lain mu-
kaan f({1,2}) = 2. Miss4 vika?

260. Olkoon f: X — Y kuvaus. Todistettava oikeaksi tai vaardksi
a) f(f1(f(A)) = f(A) kaikilla A C X,
b) f~(f(f7HB))) = f~!(B) kaikilla B C Y.

5.2 Bijektio

1 Injektio, surjektio ja bijektio

Sanomme, ettd kuvaus f: X — Y on injektio, jos

r1 # 12 = f(21) # f(22)

eli
f(l'l) = f(Z'Q) = T = T9.

Siis kuvaus on injektio, jos eri alkiot kuvautuvat eri alkioille eli maalijou-
kon jokainen alkio on méaérittelyjoukon korkeintaan yhden alkion kuva.
Edelleen sanomme, ettd f on surjektio, jos Y = f(X) eli

YyeY:3xe X:y= f(zx).

Siis kuvaus on surjektio, jos sen maalijoukko on sama kuin arvojoukko
eli maalijoukon jokainen alkio on méérittelyjoukon ainakin yhden alkion
kuva.

Kuvaus f on bijektio, jos se on seké injektio ettd surjektio. Talloin
maalijoukon jokainen alkio on méaarittelyjoukon tasmdalleen yhden alkion
kuva. Siis bijektiolle f: X — Y on

YyeY:3xe X:y= f(z).

Esimerkki 100. Olkoon X = {1,2,3,4,5}, Y = {1,2,3,4}. Kuvaus f:
X -=Y: f(1)=f(2) =1, f(3) =2, f(4) = f(5) = 3 ei ole injektio, silld
f(1) = f(2) (ja f(4) = f(5)). Myoskéddn f ei ole surjektio, silld mikdan
alkio ei kuvaudu alkiolle 4.

Jos kuvaus ei ole bijektio, niin saamme bijektion pienentamalld maa-
rittely- ja maalijoukkoa sopivasti.

Esimerkki 100, jatkoa. Voimme valita vaikkapa X’ = {2,3,4}, Y/ =
{1, 2,3}, jolloin kuvaus f': X’ = Y”: f'(x) = f(x) on bijektio.
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Esimerkki 101. Funktio f: R — R: f(z) = 22 ei ole injektio, kos-
ka esimerkiksi f(—1) = f(1) (ja yleensikin vastalukujen kuvat ovat sa-
mat). Tama funktio ei ole myoskadédn surjektio, koska se ei saa esimer-
kiksi arvoa —1 (eikd yleensikadn mitd&n ne-
gatiivista arvoa). Kuvion perusteella néyt-
tad siltd, ettd poistamalla maalijoukosta ne-
gatiiviset luvut saamme surjektion. Nayttaa
myos siltd, ettd poistamalla méaarittelyjou-
kosta (vaikkapa) negatiiviset luvut saamme
injektion. Siis nayttdd siltd, ettd kun mer-
kitsemme R;o = R4 U {0}, niin funktio
f:Rig — Ryp: f(z) = 2% on bijektio. Ku-
vio ei kuitenkaan riitd analyyttisen vaitteen
perusteluksi, vaan meidén on tutkittava asi-
aa tarkemmin (teht. 271).

*2 Reaalifunktion osoittaminen bijektioksi

Nyt késiteltdvat asiat eivit oikeastaan ole diskreettid matematiikkaa vaan
analyysia, mutta on johdonmukaista tarkastella niité tassa.

Olkoon I reaalilukuvéli (joka voi olla darellinen tai 4areton, avoin, puo-
liavoin tai suljettu). Valilla I maaritelty reaalifunktio f on aidosti kasvava,
jos

r1 < To = f($1) < f(%g),

ja aidosti vahenevd, jos

1 < To2 = f(l‘l) > f(l‘g)
Funktio f on aidosti monotoninen, jos se on aidosti kasvava tai aidosti

vaheneva.

Lause 27. Valilla I méaaritelty jatkuva reaalifunktio on injektio, jos
ja vain jos se on aidosti monotoninen.

Todistus. Jos. Ol. f on aidosti monotoninen. Vdit. f on injektio. Tod.
Olkoon x1,x9 € I, x1 # zo. Yleisyytta rajoittamatta voimme sopia, etta
x1 < 2. TallSin f(z1) < f(x2), jos f on aidosti kasvava, ja f(x1) > f(z2),

5.2. Bijektio
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jos f on aidosti vihenevi. Joka tapauksessa f(x1) # f(z2), joten f on
injektio.

Vain jos. Ol. f on injektio. Vait. f on aidosti monotoninen. Tod. Teem-
me vastaoletuksen, ettd f ei ole aidosti monotoninen. T&lloin on olemassa
sellaiset 1, x2,x3 € I, ettd x1 < x2 < x3 ja joko f(x1) < f(z2) > f(x3)
tai f(z1) > f(x2) < f(zs). Yksikin yhtdsuuruus kaataa injektiivisyyden,
joten joko f(z1) < f(x2) > f(xs3) tai f(x1) > f(x2) < f(z3).

Oletamme aluksi, ettd f(z1) < f(xz2) > f(z3). Olkoon m suurempi lu-
vuista (f(x1)+ f(x2))/2 ja (f(z2) + f(x3))/2. Jatkuvana funktiona f saa
valilld |xq, o[ (ainakin) kaikki vélille | f (x1), f(z2)[ kuuluvat arvot ja valil-
18 |ao, x3[ vilin | f(x3), f(z2)[ arvot. Koska m kuuluu niihin kumpaankin
valiin ja koska ]x1, z2[N]x2, z3[ = 0, niin f saa arvon m (ainakin) kahdella
x:n arvolla, joten se ei ole injektio.

Jos f(x1) > f(x2) < f(x3), niin menettelemme muuten kuten edell4,
paitsi tarkastelemme véleja | f(z2), f(x1)] ja |f(x2), f(x3)[.

Siis kummassakin tapauksessa vastaoletus johtaa ristiriitaan oletuksen
kanssa, joten se on véara ja f on aidosti monotoninen.

Jos-suunnassa ei tarvita f:n jatkuvuutta. Sen sijaan vain jos -suunta ei
ole yleisesti voimassa, mikéli jatkuvuudesta luovutaan (teht. 272).

Lause 28. Jatkuva funktio f: I — R, missé I on vili, on surjektio,
jos ja vain jos se saa mielivaltaisen suuria ja mielivaltaisen pienid
arvoja.

Todistus. Jos. Ol. f saavuttaa mielivaltaisen suuria ja pienid arvoja.
Viit. f on surjektio. Tod. Olkoon y € R. Oletuksen mukaan f saavuttaa
jonkin y:td4 suuremman arvon, olkoon se M, ja jonkin y:td4 pienemmén
arvon, olkoon se m. Jatkuvana funktiona f saa kaikki véilin [m, M| arvot,
joten, koska y on télla valilla, niin f saa my06s arvon y. Siis f on surjektio.

Vain jos. Ol. f on surjektio. Vdit. f saa mielivaltaisen suuria ja mie-
livaltaisen pienié arvoja. Tod. Koska f saa kaikki reaaliarvot, niin vaitos
on triviaalisti tosi.

Vain jos -suunnassa ei tarvita f:n jatkuvuutta. Sen sijaan jos-suunta ei
ole yleisesti voimassa, mikéli jatkuvuudesta luovutaan (teht. 273).

Esimerkki 102. Osoitettava, ettd kuvaus f: R — R: f(z) = 23 on bi-
jektio.

Kuvaajan perusteella seké injektiivisyys (x:n
eri arvoja vastaavat y:n eri arvot) etti surjektii-
visuus (jokaista y:n arvoa vastaa tietty x:n arvo)
néyttavit selviltd. Emme kuitenkaan tyydy ku- y=x
vioon, vaan todistamme véaitteen analyyttisesti.
Menettelemme alkeellisesti kayttamalla injek-
tion ja surjektion méaritelmid (emmeké lauseita

27 ja 28). Olkoon 1 # x2. Koska

3 — 2 = (x1 — xg)(x% + x120 + 23)
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ja kummatkin tulontekijit ovat # 0 (teht. 274), niin a3 # 3. Siis f
on injektio. Olkoon nyt y € R mielivaltainen. Yhtilolld y = 22 on aina
ratkaisu, nimittdin x = &y. (Oletamme tédméan tunnetuksi. Ellemme tee
niin, kdytdmme lausetta 28.) Siis f on surjektio ja edelleen bijektio.

Esimerkki 103. Osoitettava, ettd kuvaus f: R — R: f(x) = 2° + 2° on
bijektio.

Injektiivisyyden osoittamiseksi voisimme menetella kuten edelld, mutta
joutuisimme tekemisiin melko hankalien lausekkeiden kanssa. Surjektiivi-
suuden néyttdmiseksi ei edelld esitetty menetelmé toimi, silld emme voi
ratkaista algebrallisesti yht#lod y = 2° + 23, kun y € R on mielivaltainen.
Selviydymme kuitenkin helposti kayttamalla lauseita 27 ja 28. Koska

f'(x) =52* +322 >0

ja yhtdsuuruus on voimassa vain yhdessé pisteessd = 0, niin f on aidosti

kasvava ja lauseen 27 mukaan injektio. Surjektiivisuus seuraa lauseen 28

mukaan siitd, ettd f on jatkuva, lim f(x) =occja lim f(z) = —cc.
Tr—>r00 Tr—r—00

Jos f: X — Y on surjektio, niin sanomme, ettd f on kuvaus joukolta
X joukolle Y. Yleisessa tapauksessa f on kuvaus joukolta X joukkoon Y.
Jos R C X x Y, niin R on relaatio joukosta X joukkoon Y.

Harjoitustehtavia

261. Onko f: R — R injektio, surjektio tai bijektio, kun f(z) on
a) 2%, b) 25 ¢) 23 —22, d) 2® - 322 + 327

262. Sama kysymys, kun f(z) on
a) sinz, b) z+sinz, c) e”, d) Inz.

263. Maaritettava jotkin sellaiset mahdollisimman laajat joukot X,Y C
R, ettd f: X — Y on bijektio, kun f(z) on a) sinz, b) tanx.

264. Olkoon pN = {pn | n € N}. Osoitettava, ettd kuvaus a) f: 3N —
5N: f(n) = (5/3)n,b) f: 3N\{0,3} — 5N: f(n) = 5(n—6)/3 on bijektio.

265. Jatkoa. Miksi alkiot 0 ja 3 tdytyy b-kohdassa poistaa f:n méaéritte-
lyjoukosta?

266. Muodostettava kaikki a) injektiot {1,2} — {a,b,c}, b) surjektiot
{1,2,3} — {a, b}, c) bijektiot {1,2,3} — {a,b,c}.

267. Olkoon f: X — X kuvaus, missé X on &érellinen joukko. Osoitet-
tava, ettd seuraavat ehdot ovat yhtédpitdvid: (1) f on injektio, (2) f on
surjektio, (3) f on bijektio.

268. Olkoon f: X — Y kuvaus. Osoitettava, etta kuvaus g: X — f(X):
g(x) = f(x) on surjektio.

5.2. Bijektio
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269. Olkoot funktiot f ja g bijektioita R — R. a) Osoitettava, ettd funk-
tio h: R — R: h(z) = f(x) + g(z) el vilttaméatta ole bijektio. b) Milla
funktioita f ja g koskevalla lisdoletuksella se on bijektio?

270. Olkoot X ja Y dérellisid joukkoja seké olkoon f a) injektio, b) sur-
jektio, ¢) bijektio X — Y. Millainen on relaation f matriisi?

271. Todistettava, ettd funktio f: Ryg — Ryo: f(z) = 22 on bijektio.
272. Mainittava jokin injektio R — R, joka ei ole aidosti monotoninen.

273. Mainittava jokin funktio f: R — R, jolle lim, o f(z) = oo ja
lim,—, o f(z) = —o0, mutta joka ei ole surjektio.

274. Olkoon 1,15 € R. Todistettava: Jos x1 # x2, niin 23 + z129 + 23 >
0.

275. a) Osoitettava, ettd tehtdvissd 252 (s. 113) médritelty kuvaus f:
7 — 7

f(x) = suurin 5:114 jaollinen kokonaisluku, joka < x

ei ole injektio eiké surjektio. b) Maaritettavé jotkin sellaiset mahdollisim-
man laajat joukot X, Y C R, ettd kuvaus g: X — Y: g(x) = f(x) on
bijektio.

276. Todistettava: Kuvaus f: X — Y on injektio, jos ja vain jos kaikilla

Al,AQ g X on
f(A1 N Ag) = f(A1) N f(A2).

277. Todistettava: Kuvaus f: X — Y on injektio, jos ja vain jos kaikilla
AC X on

FHf(A) = A

278. Todistettava: Kuvaus f: X — Y on surjektio, jos ja vain jos kaikilla
BCY on

fF(f74(B)) = B.
279. Olkoot X ja Y joukkoja sekd X C Y. Luonnollinen injektio eli
joukon X wpotuskuvaus joukkoon Y on kuvaus i: X — Y:i(z) = =

Osoitettava, ettd ¢ on injektio.

280. Olkoon joukossa X maééritelty luokkajako {Ax}rer = Y. Kun z €
X, tarkoittakoon Ay, sitd Y:n joukkoa, joka siséltdd xmn. Luonnollinen
surjektio on kuvaus m: X — Y: w(x) = Ay, . Osoitettava, ettd 7 on a) to-
dellakin kuvaus, b) surjektio.
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5.3 Kaanteiskuvaus ja yhdistetty kuvaus

1 Kaanteiskuvaus

Olkoon f: X — Y kuvaus, jolloin

f={(ry) e X xY |y=f(z)}.

Relaatiolla f on aina ka#nteisrelaatio

fl={lya) e Y x X |y = f(2)},

mutta se ei valttdméatta ole kuvaus, vaikka f on kuvaus. Jos f on bijektio,
niin jokaista y € Y vastaa tdsmaélleen yksi sellainen @ € X, ettd y = f(x).
Siis télldin f~! on kuvaus, vieldpé bijektio. Kutsumme sitd f:n kddnteis-
kuvaukseksi. Bijektion f: X — Y kadnteiskuvaus on siis f~1: Y — X
ja
y=fl@)sx=f"y)

Merkintéjen samanlaisuudesta huolimatta kaddnteiskuvausta ei saa sekoit-
taa alkukuvaan. Jos f: X — Y on mielivaltainen kuvaus ja B C Y, niin
f71(B) on X:n tietty osajoukko. Kuvaus f~! ei kuitenkaan vilttimét-
té ole olemassa (mutta kiinteisrelaatio f~1 on). Jos taas f on bijektio,
niin kuvaus f~! on olemassa ja f~1(B) merkityksessi "joukon B alkuku-
va kuvauksessa f” on sama kuin f~!(B) merkityksessi "joukon B kuva
kuvauksessa f~1”.

Esimerkki 104. Olkoon X = {1,2,3}, Y = {a,b,c} ja f: X = Y ku-
vaus, jonka saanté on f(1) = a, f(2) = b, f(3) = ¢. Kuvaus f on bijektio,
ja kiidnteiskuvauksen f~!': Y — X sddnté on f~(a) = 1, f71(b) = 2,
) =3

Analyysissa méaritelladn eraitd funktioita tiettyjen funktioiden kaan-
teisfunktioina.

Esimerkki 105. Funktio f: Ryg — Ryg: f(2) = 2™, missd Ryo =R4 U
{0} ja n € Z,, on bijektio. Sen kiifinteisfunktio on f=': Ryg — Ryp:
f~(y) = /y. Toisin sanoen, kun & > 0, niin

y=a" &= Yy

Kadnteiskuvauksenkin muuttujaa voidaan haluttaessa merkita x:114. Voi-
daan siis myos kirjoittaa f~1(x) = {/x.

5.3. Kdinteiskuvaus ja yhdistetty kuvaus
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Esimerkki 106. Funktio f: R — Ry : f(z) = e® on bijektio, jonka kidéan-
teisfunktio on f~1: Ry — R: f~1(y) = Iny. Toisin sanoen

y=¢e" <z =Iny.
Esimerkki 107. Funktiot

s: [-mw/2,7/2] = [-1,1]: s(z) = sinz,
c: [0,7] = [-1,1]: ¢(x) = cosx,
t: |-7n/2,7/2[ = R: t(z) = tanzx

ovat bijektioita. Niiden kéénteisfunktiot ovat syklometriset funktiot eli
arkusfunktiot s—! = arcsin, ¢c~! = arccos, t~! = arctan.
2 Yhdistetty kuvaus

Kuvausten f: X — Y ja g: Y — Z yhdistetty kuvaus eli kuvaustulo on
kuvaus go f: X — Z, jonka sdénto on

(go f)(z) =g(f(x)).

Siis (g o f)(z) saadaan niin, ettd alkioon x sovelletaan ensin kuvaus f ja
tulokseen f(x) sitten kuvaus g.

Kuvausten yhdistdmisen merkintd on ristiriidassa relaatioiden yhdis-
tamismerkinnén (s. 76) kanssa, koska relaatioiden f ja g yhdistettyd re-
laatiota merkitddn f o g. Ristiriidan syynd on merkinnin f(z) "takape-
roisuus”: vaikka meilld on ensin alkio x, johon sitten sovelletaan kuvaus
f, niin kirjoittamisjérjestys on péinvastainen: ensin f, sitten x. Se, ettd
y = f(x), tarkoittaa relaatiossa oloa x f y, jolloin jalkimmaéisessé merkin-
néssé jarjestys on “oikea”. Néin olisi parempi kdyttaa merkinnén y = f(x)
sijasta merkintdd y = () f, jolloin voisimme merkita (x)(f o g) = ((z)f)g
ja kdyttdd fn ja g:n kuvaustulolle yhdistetyn relaation merkintda f o g.
Tama sopisi yhteen suoritusjirjestyksen ”ensin f, sitten g” kanssa. Mer-
kintd f(x), jonka otti kiiyttoon Euler?, johtuu pelkiistddn historiallisista
syista.

Erddt kirjoittajat kayttavitkin merkintdd (z)f, mutta enemmisto on
pysynyt vanhassa merkinnéssa f(z), joten vanhoillisuus nidyttd4 menneen
johdonmukaisuuden edelle. Me liitymme tdhdn enemmistéon, joten mei-
dén on valitettavasti kiytettavi kuvausten f ja g yhdistetylle kuvaukselle

2 Leonhard Buler (1707-1788), sveitsildinen matemaatikko.
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merkintdd g o f, vaikka kdytdmme relaatioiden f ja g yhdistetylle relaa-
tiolle merkintdd f o g.

Jotta kuvaukset f ja g voitaisiin yhdistd4, niin f:n maalijoukon taytyy
maédritelmidn mukaan olla sama kuin g:n méaarittelyjoukko. Koska maa-
lijoukot eivét useinkaan ole mielenkiintoisia ja niitd voidaan tarvittaessa
muuttaa upotuskuvauksella (teht. 295); on syyté sallia kuvausten yhdis-
tdminen silloinkin kun f:n maalijoukko ei ole g:n méérittelyjoukko, mutta
néilla joukoilla on yhteisié alkioita (vrt. relaatioiden yhdistdminen s. 78).
Tarkastelemme siis kuvauksia f: X — Y ja g: U — Z, missa Y NU # 0.
Merkitsemme X’ = {z € X | f(z) € U} ja méaérittelemme yhdistetyn
kuvauksen go f: X' — Z niin, ettd (go f)(x) = g(f(:c))

Seuraavissa esimerkeissd meitd kiinnostavat vain funktioiden lait, joten
jatdmme maédrittely- ja maalijoukkojen miettimisen harjoitustehtaviksi
(teht. 289).

Esimerkki 108. Olkoon f(x) = sinz, g(z) = x2. Télldin (go f)(x) =
g(sinz) = (sinx)? ja (f o g)(x) = f(2?) = sinx?. Edelleen (f o f)(x)
sinsinz ja (go g)(z) = (22)? = 2%,

Vastaavasti méaarittelemme useamman kuin kahden kuvauksen yhdis-
tamisen. Kuvausten

fi: Xo — X,
for Xh — X,

fn: Xn—l — Xn

vhdistetty kuvaus eli kuvaustulo on kuvaus f, o---o f1: Xg — X, jonka
saanto on

(fno---o f)(@) = fu(fur(-. (fa(fr(2))).. ).
Esimerkki 109. Olkoon f(z) = v/z, g(z) = e* + z, h(z) = 1/(z + 2).

Talloin

(hogo 1)) =
1

I
= =
—~
Q
~—
B
=
I

h(eﬁ+\/5) =
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Esimerkin 108 perusteella kuvaustulo ei noudata vaihdantalakia. Sen
sijaan se noudattaa liitdntélakia, silla lauseen 14 (s. 78) mukaan relaatioi-
den yhdistdminen noudattaa tatd lakia. Todistamme sen viela erikseen
kuvauksille. Koska

(ho(gof))(@) =h((go f)(x)) =h(g(f(x)) = (hogo f)(z)
ja
((hog)o f)(z) = (hog)(f(z)) =h(g(f(z))) = (hogo f)(x),
ho(gof)=(hog)of=hogof.
Harjoitustehtavia

281. Osoitettava, etté funktio f: R — R on bijektio, ja méaritettavé sen
kadnteisfunktio, kun f(x) on a) 2z, b) 3z +4, c¢) ax +b (a # 0).

282. Muodostettava tehtévéissd 264b (s. 117) méaritellyn bijektion f: 3N\
{0,3} = 5N: f(n) = 5(n — 6)/3 kadnteiskuvaus.

283. Olkoon X = [—-2,00[ ja Y = [1, 00[. Osoitettava, ettd funktio
[ X =Y f(z)=2>+4z+5
on bijektio, ja médritettavad sen kddnteisfunktio.

284. Piirrettiva samaan koordinaatistoon edellisen tehtévan funktioiden
f ja f~! kuvaajat. Miké yleinen ominaisuus on funktion ja kaanteisfunk-
tion kuvaajilla toisiinsa ndhden?

285. Mainittava jokin bijektio f: R — R, jolle f~! = f.
286. Olkoon f: X — Y bijektio. Osoitettava, ettd (f~1)~! = f.
287. Piirrettava trigonometristen ja syklometristen funktioiden kuvaajat.

288. Midritettévd f o g ja go f, kun funktioiden f: R > Rjag: R - R
lait ovat a) f(z) = 2z, g(x) = 3z, b) f(z) = 2, g(x) = 2%, <) f(z) =
mz, g(x) = nz, d) f(z) =", g(z) =a".

289. Muodostettava jotkin jérkevit méaarittely- ja maalijoukot esimerk-
kien 108 ja 109 funktioille.

290. Olkoon f(z) =1/(14z), g(z) = 1/(1 —z). Muodostettava funktion
fog—go f sddanto. (Siis mitd on (f o g)(x) — (g o f)(x)?) Tutkittava
maéadrittelyjoukkoja.

291. Olkoon X (# @) joukko. Olkoon F kaikkien kuvausten X — X ja
B kaikkien bijektioiden X — X joukko ja ¢ identtinen kuvaus X — X.
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Todistettava: a) Kaikilla f € F' on
foi=iof=f
b) Kaikilla f,g € B on
(1) frlof=foft=i, (2) (fog)t=g lof "

292. Ovatko edellisen tehtdvéan tulokset voimassa, jos kuvausten sijasta
tarkastellaan yleisid relaatioita?

293. Olkoot f ja g bijektioita X — X. Osoitettava, ettd on olemassa
bijektiot u ja v: X — X, joille fou=gjavo f=g.

294. Tarkastellaan kuvausta f: R? — R?: f(z,y) = (x+y,z—y). a) On-
ko f bijektio? b) Muodostettava f o f. ¢) Onko f o f bijektio?

295. Olkoon f: X — Y kuvaus ja () # Y C Z. Todistettava: On olemassa
sellainen kuvaus g: Y — Z, ettd kuvauksen h = go f: X — Z sdéntd on

h(z) = f(z).
296. Olkoot f: X — Y ja g: Y — Z bijektioita. Osoitettava, ettd g o f

on bijektio. Onko néin my6s joillakin lievemmill& oletuksilla?

297. Olkoot f: X — Y jag: Y — X kuvauksia. Todistettava: Jos go f =
i (joukon X identtinen kuvaus), niin f on injektio ja g surjektio.

298. Todistettava: Jos tehtavin 297 oletuksilla myos fog = 4 (i tarkoittaa
nyt joukon Y identtistd kuvausta), niin f ja g ovat bijektioita ja g = f~1.

299. Olkoot X ja Y joukkoja sekd f: X — Y kuvaus. Osoitettava, ettd
f voidaan esittdd muodossa

f=iogom,

missd ¢ on erds luonnollinen injektio (teht. 279), 7 erds luonnollinen sur-
jektio (teht. 280) ja g erds bijektio. Ohje: Tutki ekvivalenssirelaation
x1 ~ x3 & f(x1) = f(x2) ekvivalenssiluokkia ja méérittele 7 niin, et-
td alkio kuvautuu ekvivalenssiluokalleen.

300. Olkoon X = {1,2 3,45}, Y = {1,2,3,4}, f: X — Y: f(1) =
f(2) =1, f(3) = 2, f(4) = f(5) = 3. Muodostettava tehtavissd 299

mainitut kuvaukset z, g, T

5.3. Kdinteiskuvaus ja yhdistetty kuvaus
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5.4 Mahtavuudet. Numeroituvat joukot

1 Mahtavuudet

Jos meiddn on perusteltava, ettd joukossa A = {a,b,c} on yhtd mon-
ta alkiota kuin joukossa B = {d, e, f}, niin laskemme tietenkin alkiot ja
huomaamme, ettd kummassakin niitd on kolme. Voimme perustella té-
méan myos laskematta alkioiden lukumaéréa, sillda lukumaérien vertailu
on alkeellisempi toimitus kuin lukumaéarien laskeminen. T&lloin asetam-
me joukkojen A ja B alkiot ”"vastaamaan toisiaan” eli muodostamme bi-
jektion g: A — B esimerkiksi niin, ettd g(a) = d, g(b) = e, g(c) = f.

Yleisesti sanomme, ettd joukot A ja B ovat keskenadn yhtd mahtavia
eli nithin liittyy sama kardinaaliluku, jos on olemassa bijektio joukolta
A joukolle B. Merkitsemme talloin A ~ B. On vield sovittava erikseen
(miksi?), ettd @ ~ 0. Kédytdmme siis samaa merkintdd kuin ekvivalens-
sirelaatiolle, joten on odotettavissa, ettd mahtavuuksien yhtdsuuruus on
ekvivalenssi.

Lause 29. Olkoon X perusjoukko. Mahtavuuksien yhtdsuuruus on
ekvivalenssirelaatio joukossa P(X).

Todistus. Refleksiivisyys. Olkoon A C X. Jos A # (), niin identtinen ku-
vaus i: A — A on bijektio, joten A ~ A. Jos taas A = (), niin tekemédmme
sopimuksen mukaan A ~ A.

Symmetrisyys. Olkoon A,B C X ja A ~ B. Jos A = 0, niin taytyy
olla myds B = 0, joten B ~ A. Jos taas A # (), niin on olemassa bijektio
f: A — B. Talléin myos kidnteiskuvaus f~': B — A on bijektio, joten
B~ A.

Transitiivisuus. Olkoon A, B,C C X. Jos A ~ B ja B ~ C seki
A,B,C # {0, niin on olemassa bijektiot f: A — B ja g: B — C, jol-
loin yhdistetty kuvaus g o f: A — C on bijektio (teht. 296), ja téiten
A~ C. Jos taas A, B tai C on tyhji, niin tiytyy olla A = B = C = (),
joten silloinkin A ~ C.

Sanomme, etté joukko A on ddrellinen, jos A =0 tai A ~ {1,2,...,n}
jollakin n € Z . Muussa tapauksessa A on ddreton.

Esimerkki 110. Luonnollisten lukujen joukko N ja parillisten luonnol-
listen lukujen joukko 2N = {0,2,4,6, ...} ovat keskendén yhtd mahtavia.
Kuvaus f: N — 2N: f(n) = 2n on nimittain bijektio. Huomaamme vas-
taavuuden myos kirjoittamalla ndiden joukkojen alkiot vastaamaan toisi-
aan.

N: 0, 1,2 3,..., n,...

ON: 0, 2, 4, 6,..., 2n,...

Luonnollisia lukuja on siis tavallaan ”yhtd monta” kuin parillisia luon-
nollisia lukuja. Adrettomyyteen liittyvit ongelmat, joista timéi on yksi,
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askarruttivat jo antiikin kreikkalaisia, joiden mielesté kokonaisuus oli ai-
na osiansa ”suurempi”. Me selviydymme tésta toteamalla, etté selitys on
joukon N &darettomyydessa: vain darellisille joukoille mahtavuuksien yh-
tdsuuruus vastaa taysin meiddn intuitiivista ”yhtd monen” kasitettdm-
me. Jokainen &areton joukko on yhtd mahtava jonkin aidon osajoukkonsa
kanssa.

Esimerkki 111. Kaikki janat ovat keskendédn yhtd mahtavia pistejouk-
koja. Toisin sanoen kaikki suljetut reaalilukuvélit ovat keskenddn yhté
mahtavia. Todistukseksi riittd4 tutkia (miksi?) véleja [0, a] ja [0,b]. Ku-
vaus f:[0,a] — [0,b]: f(z) = bx/a on bijektio, joten [0,a] ~ [0,b]. Ks.
vasemmanpuoleinen kuvio. Voimme perustella tdmén viitteen myos geo-
metrisesti. Oikeanpuoleisen kuvion konstruktio méarittelee janojen AB ja
A’B’ vilisen bijektion f(P) = P’.

[ R Y= -z 0]

I

I

:

I

: A B
I

} A/B/
a

Maérittelemme vield, ettd joukon A mahtavuus on pienempi tai yhid-
suuri kuin joukon B mahtavuus, jos A on yhtd mahtava B:n jonkin osa-
joukon kanssa. Sanomme myos, ettd B:n mahtavuus on silloin suurempi
tai yhtasuuri kuin A:mn, ja merkitsemme A 3 B tai B = A. On helppo
huomata, ettd A = B, jos ja vain jos A = () tai on olemassa injektio
A:lta B:hen, miki on edelleen yhtipitiviai sen kanssa, ettd A = () tai on
olemassa surjektio B:ltd A:lle. Ks. teht. 309.

0

Lause 30. Olkoon X perusjoukko. Mahtavuuksien pienempi tai yh-
tdsuuri -relaatio méaariteltynd tehtdvan 235 (s. 104) mukaisesti on
jarjestysrelaatio ekvivalenssiluokkien joukossa P(X)/~, missi ~ tar-
koittaa mahtavuuksien yhtdsuuruusrelaatiota. Toisin sanoen

(r) A3 A kaikilla A € P(X),
(as) ASBAB3I A= A~ B,
(t) ASBABZC=AZ3C,
(v) A= BV B = A kaikilla A, B € P(X).

Todistus. Refleksiivisyys. Olkoon A C X. Koska A ~ A ja A C A, niin
A=A

Transitiivisuus. Olkoon A, B,C C X. Jos A 3 Bja B 2 C sekid A # 0,
niin on olemassa injektiot f: A — B ja g: B — C. Talloin yhdistetty
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kuvaus go f: A — C on injektio, joten A =X C. Jos taas A = (), niin
A C C, joten silloinkin A X C.

Antisymmetrisyyden ja vertailullisuuden todistukset ovat vaikeahkoja
ja sivuutamme ne. Ks. esim. Enderton [3], Jech [8]. Lausetta, jonka mu-
kaan antisymmetrisyys on voimassa, kutsutaan Schréderin—Bernsteinin*
lauseeksi.

Jos A =3 B, mutta ei ole A ~ B, niin A:n mahtavuus on pienempi kuin
B:n eli B:n mahtavuus on suurempi kuin A:n, jolloin merkitsemme A < B
tai B > A.

Esimerkki 112. Olkoon 4,, = {1,2,...,n},n=1,2,3,... Talloin Ay <
A, jos ja vain jos k < m, ja jokainen joukko A, on &érellinen, joten

D<A <Ay <A3<---<N.

2 Numeroituvat joukot

Joukko, joka on &darellinen tai yhtd mahtava luonnollisten lukujen joukon
kanssa, on numeroituva. Numeroituvan joukon alkiot voidaan luetella.

Lause 31. Kokonaislukujen joukko on numeroituva.

Todistus. Kirjoitamme joukkojen N ja Z alkiot vastaamaan toisiaan.

N: 0, 1, 2, 3, 4,...
Z: 0, 1,-1, 2, -2,...

Tamén vastaavuuden maédrittelee bijektio f: N — Z:

£(n) (n+1)/2, kun n on pariton,
n) =
—n/2, kun n on parillinen.

Rationaalilukujen joukko on lukusuoralla ”tihedssa”, joten sen nume-
roituvuus tuntuu uskomattomalta. Niin kuitenkin on.

Lause 32. Rationaalilukujen joukko on numeroituva.

Todistus. Riittaa tarkastella joukkoa Q. , silld sen numeroituvuudesta
seuraa Q:n numeroituvuus. Jos naet Q4 = {q1,¢2,93,...} nin Q =Q_ U
{0} U Q+ = {05 q1, —q1,92, =42, - - }

3Brnst Schroder (1841-1902), saksalainen matemaatikko ja loogikko.
 Feliz Bernstein (1878-1956), saksalainen matemaatikko.
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Tapa 1. Muodostamme seuraavan taulukon, jossa jokaisella Q:n al-
kiolla on oma paikkansa (itse asiassa ddrettoméan monta paikkaa).

1 - 2 3 — 4 5 — 6
v S S

/2 2/2 3/2 4/2 5/2 6/2 ...

O A A 4

1/3  2/3 3/3 4/3 5/3 6/3 ...
v S

1/4 2/4 3/4 4/4 5/4 6/4 ...

a4

1/5 2/5 3/5 4/5 5/5 6/5 ...
e

1/6 2/6 3/6 4/6 5/6 6/6 ...

Jarjestamme taulukon luvut jonoon nuolten osoittamalla tavalla. Jos koh-
dattu luku on jo jonossa, niin sivuutamme sen. Saamme jonon

1
) 37

5 4 3 2

1
1, 2 3, 4 =, 5,6 =
) ) ) ) ) ) ) 5 ) 3 3

[\ V]

1
27 37 47 57 67"'7

A~ =

N | —
wl o

jossa jokainen Q4 :n alkio esiintyy tdsmaélleen kerran. Siis Q4 ~ N.
Tapa 2. Voimme edetd myos seuraavien nuolten mukaan.

1 2 3 4 5 6

R R

1/2  2/2 3/2 4/2 5/2 6/2 ...
A A A

1/3 2/3 3/3 4/3 5/3 6/3...
S S

1/4  2/4 3/4 4/4 5/4 6/4 ...
s

1/5 2/5 3/5 4/5 5/5 6/5...
e

1/6 2/6 3/6 4/6 5/6 6/6 ...

Talloin saamme jonon

4
3

N | Ot

3
Za ) 565"'

Tapa 3. Kuvaus f: Qp — N: f(Z) = 23", missé syt(m,n) = 1, on
injektio (teht. 308), joten Q4 3 N. Myos kuvaus g: N — Q4: g(x) = z+1
on injektio, joten N < Q4. Relaation < antisymmetrisyydesti seuraa nyt,
ettd Q4 ~ N.
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3 Ylinumeroituvat joukot

Joukon Q numeroituvuus saattaa houkutella otaksumaan, ettéd kaikki jou-
kot ovat numeroituvia. Néin ei kuitenkaan ole, vaan on olemassa ylinu-
meroituvia joukkoja, joiden mahtavuus on suurempi kuin joukon N mah-
tavuus.

Lause 33. Reaalilukujen joukko on ylinumeroituva.

Todistus. Riittad tarkastella valia I =)0, 1], silld |0, 1] < R. Itse asiassa
]0,1] ~ R (teht. 303, 305). Jokainen = € ]0, 1] voidaan esittdd desimaali-
kehitelméana

xz=0,a1a2...,

missé oikea puoli tarkoittaa lukua, jonka desimaalinumerot ovat a1, as, . . .
Esimerkiksi 1/3 = 0,333..., 1 = 0,999..., 1/2 = 0,5000... = 0,4999...
Desimaalikehitelma ei siis ole yksikéasitteinen "paéttyville desimaaliluvuil-
le”. Sovimme, ettd télloin kaytetddn perdkkéisiin yhdeksikkoihin paédtty-
vad esitystd; siis 1/2 =0,4999..., 1/4 = 0,24999. ..

Teemme vastaoletuksen: I on numeroituva, jolloin sen alkiot voidaan
jarjestda jonoon x1, a,..., siis I = {x1,22,...}. Etsimme sellaisen lu-
vun x € I, joka ei ole téssé jonossa. Muodostamme lukujen z1, xo,...
desimaalikehitelmét

z1 = 0711712213 . . .,
T2 = 0,221 T22%23 . . .,

23 = 0,231732%33 . . .,

ja madrittelemme luvun y € I niin, etta sen desimaalikehitelmén 0,y1ys . . .
numerot ovat
7, kun xpp # 7,
Yk =
8, kun xpp =7.

Lukujen y ja x; ensimméiset desimaalit siis eroavat toisistaan, joten y #
x1. Toisten desimaalien eroamisen perusteella y # xo, kolmansien y # x3
jne. Taten y ei voi olla joukon I = {x1,z2,...} mikddn luku, ja niin
olemme ristiriidassa sen kanssa, ettd y € I. (Tatd ristiriitaa voitaisiin
yrittda kiertdd sanomalla, ettd jokin xj on kylld y, vaikka nailla on eri
desimaalikehitelmét. Mutta y:n desimaalikehitelma ei sisélla yhdeksikkoja
eikéd nollia, joten se on yksikéasitteinen.) Luvun y voimme konstruoida
muillakin tavoilla (miten?).

Kayttamamme Cantorin diagonaalimenetelmd on hyddyllinen monissa
ylinumeroituvuustodistuksissa.

Kontinuumihypoteesin mukaan ei ole olemassa sellaista joukkoa, jonka
mahtavuus on suurempi kuin joukon N mutta pienempi kuin joukon R.
Voidaan todistaa (ks. esim. Enderton [3], Jech [8]), ettd kontinuumihypo-
teesi on riippumaton joukko-opin aksioomista. Edelleen voidaan todistaa
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(ks. esim. Enderton [3], Jech [8], Lipschutz [11]), ettd joukon P(X) mah-
tavuus on aina suurempi kuin joukon X. Téten darettomié mahtavuuksia
on aarettoman monta.

*5.5 Valinta-aksiooma

Palaamme nyt valinta-aksioomaan, josta meilld on jo (s. 101) ollut alus-
tavasti puhe. Tamé aksiooma esitetdédn tavallisesti seuraavassa muodossa.

Valinta-aksiooma (tavanomainen muotoilu). Olkoon {Aj}rer
indeksoitu perhe epéatyhjia joukkoja. Talloin on olemassa sellainen
"valintafunktio” ¢: {Artrer = Upes Ak, ettd o(Ag) € Ay kaikilla
kel

Havainnollisesti tdmé tarkoittaa, ettd jokaisesta Ag-joukosta voidaan
"valita” yksi alkio ¢(Ayg), ja néistd alkioista voidaan muodostaa "uusi”
joukko {¢(Ag)}rer. Tuntuu itsestaéin selvalti, ettd niin téytyy olla. Toi-
sin sanoen valinta-aksiooma tédten muotoiltuna vaikuttaa uskottavalta.
Toisaalta olemme (s. 101) todenneet, ettd tdmé aksiooma on yhtapita-
va hyvinjarjestysperiaatteen kanssa. Kuitenkin tuntuu kummalliselta, et-
td esimerkiksi joukko R voidaan hyvinjirjestdd, joten valinta-aksiooma
muotoiltuna hyvinjirjestysperiaatteena ei vaikutakaan endé yhtd uskot-
tavalta.

Intuition varaan ei siis tdssa kannata rakentaa mitdan. Valinta-aksioo-
maa ei voida todistaa aksiomaattisessa joukko-opissa oikeaksi eika véa-
raksi, joten se tdytyy ottaa uudeksi aksioomaksi.

Tarkastelemme vield valinta-aksiooman erdsté toista muotoilua. Olkoon
R epétyhja relaatio joukosta X joukkoon Y. Tamaé relaatio ei ole valtté-
méttd kuvaus Mp — Y (missi Mg on R:n méiirittelyjoukko), silla joi-
takin Mp:n alkioita x voi vastata useampi kuin yksi Y:n alkio. Tuntuu
itsestaén selvalté, ettd voimme télloin ”valita” ndistd monesta alkiosta yh-
den ja asettaa sen vastaamaan z:84, ja ndin menettelemalld saamme ku-
vauksen f: Mpr — Y. Taméakin "itsestddnselvyys” on yhtéapitiva valinta-
aksiooman kanssa.

X X f Y

Valinta-aksiooma (relaatiomuotoilu). Olkoon R epatyhja relaa-
tio joukosta X joukkoon Y. T&ll6in on olemassa relaatio f C R, joka
on kuvaus Mr — Y.
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Lause 34. Valinta-aksiooman tavanomainen muotoilu (tm) ja relaa-
tiomuotoilu (rm) sekd hyvinjarjestysperiaate (hp) ovat yhtapitavia.

Tyydymme todistamaan vain helpot osat (hp) = (tm) ja (tm) =
(rm). Muiden osien todistukset ja valinta-aksiooman muita muotoja, ks.
esim. [3, §].

(hp) = (tm). Olkoon {Ag}res indeksoitu perhe epétyhjia joukkoja.
Miéarittelemme kaikissa néisséd joukoissa hyvinjéarjestyksen, jolloin funk-
tio p(Ax) = Ag:n pienin alkio kelpaa valintafunktioksi. (Siis ”valitsemme”
kustakin joukosta pienimman alkion ja muodostamme niistd "uuden” jou-
kon.)

(tm) = (rm). Olkoon R epétyhjé relaatio joukosta X joukkoon Y. Kun
x € Mp, niin olkoon S; = {y € Y | Ry }. Sovellamme (tm):&4 joukko-
perheeseen {S; }zenry; olkoon ¢ néin saatu valintafunktio. (Siis "valitsem-
me” yhden alkion kustakin sellaisesta joukosta Y :n alkioita, jotka ovat re-
laatiossa R X:n saman alkion kanssa, ja muodostamme niistd "uuden”
joukon.) Nyt f(z) = ¢(Sz) on vaadittu kuvaus.

Kaikissa valinnoissa ei tarvita valinta-aksioomaa. Sité tarvitaan, kun
tehdédan darettoman monta valintaa, mutta ei ole kiytettavissa tasmaéllisia
sdantoja niiden tekemiseksi.

Esimerkki 113. Olkoon R epétyhjé relaatio joukosta X joukkoon Y ja
olkoon = € Mpg. Téll6in voidaan ilman valinta-aksioomaa valita sellainen
Yz, €ttd x Ry,. Jos M on dareton, niin valinta-aksioomaa sen sijaan tarvi-
taan joukon U = { y, | © € My } muodostamiseksi. Toisin sanoen valinta-
aksioomaa tarvitaan, kun kaikille x € Mg halutaan "valita” relaatiossa R
oleva y, ja muodostaa niistd "uusi” joukko U.

Tarkastelemme lopuksi kahta ei-matemaattista esimerkkié valinta-aksi-
ooman mukaisesta ajattelusta. Esimerkin 114 on esittdnyt Russell.

Esimerkki 114. Olkoon meilla &darettémén monta kenképaria. Voimme
muodostaa kaikkien vasemman jalan kenkien joukon ilman valinta-aksioo-
maa. Meidan taytyy kyllakin tehdad darettomén monta valintaa, mutta
meilld on niihin tdsmallinen sdanto. Jos taas meilld on ddrettoman monta
sukkaparia, ja tehtdvanéd on muodostaa joukko, jossa on yksi sukka kusta-
kin parista, niin tarvitaan valinta-aksioomaa. Nimittdin nyt meilld ei ole
tdsmaéllistd valintasdantoa.

Esimerkki 115. Olkoon meilld &arettomén monta ihmisjoukkoa, joissa
jokaisessa on ainakin kaksi ihmistd. Valinta-aksioomaa tarvitaan sellai-
sen joukon muodostamiseksi, jossa on yksi ihminen jokaisesta naista jou-
koista. Sen sijaan téitd aksioomaa ei tarvita sellaisen joukon muodosta-
miseksi, jonka jisenid ovat niiden joukkojen nuorimmat (tai vastaavasti
vanhimmat, koyhimmét, rikkaimmat, tyhmimmét, viisaimmat tms.) ih-
miset. Talloin oletetaan, ettd kunkin joukon nuorin (tai vastaavasti muun
aseman omaava) voidaan tadsmaéllisesti maaritella.
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Harjoitustehtavia

301. Todistettava, ettd 5:114 jaollisten ja 7:ll4 jaollisten positiivisten ko-
konaislukujen joukot ovat keskendén yhtd mahtavia.

302. Edellisen tehtévén yleistys. Olkoon h, k € Z. ja hZy h:lla jaollisten
sekd kZ 4 k:lla jaollisten positiivisten kokonaislukujen joukko. Osoitettava,
etta hZ+ ~ kZ+

303. Olkoon a < b. Todistettava: a) Ja,b[ ~ R4, b) Ja,b[ ~ R, ¢) Ry ~
R.

304. Perusteltava seuraavien kuvioiden avulla geometrisesti, ettd a) ja-
nan ja puolisuoran sisipisteiden, b) janan sisépisteiden ja suoran pisteiden
joukot ovat yhtd mahtavia.

19} B
P

305. Osoitettava, ettd kaikki avoimet, suljetut ja puoliavoimet vélit ovat
yhtd mahtavia.

306. Osoitettava, ettd tason kaikkien origokeskisten ympyrdiden joukko
on yhtd mahtava kuin joukko R,.

307. Osoitettava, ettéd tason kaikkien ympyréiden joukko ja ylospéin au-
keavien paraabelien joukko ovat yhtd mahtavia.

308. Todistettava, ettd kuvaus f(m/n) = 2™3", miss syt(m,n) =1, on
injektio Q4 — N.

309. Olkoot A ja B epatyhjid joukkoja. Todistettava yhtépitaviksi
(1) On olemassa sellainen B’ C B, ettd A ~ B'.
(2) On olemassa injektio A — B.
(3) On olemassa surjektio B — A.

Tarvitaanko todistuksessa valinta-aksioomaa?

310. Olkoot A;, As,... numeroituvia joukkoja. Osoitettava, ettéd
a) Up_; Ak, b) Uje; Ak on numeroituva. Ohje b-kohtaan: Menettele
kuten Q4:n numeroituvuustodistuksessa. Tarvitaanko valinta-aksioomaa
i) a-kohdan, ii) b-kohdan, iii) Q4 :n ylinumeroituvuuden todistamisessa?

5.5. Valinta-aksiooma
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311. Onko a) kahden, b) n numeroituvan joukon tulojoukko numeroitu-
va?

312. Olkoot Ay, Ao, ... numeroituvia joukkoja. Onko joukko A; x Ay X
<o ={(21,29,...) | xr € Ak, Yk € Z4 } numeroituva?

313. Todistettava, ettd jokaisella darettomaélla joukolla on numeroituva
dareton osajoukko. Tarvitaanko todistuksessa valinta-aksioomaa?

314. Osoitettava, ettd irrationaalilukujen joukko on ylinumeroituva.

315. Miké on kaikkien mahdollisten sanojen joukon mahtavuus, kun sa-
nalla tarkoitetaan a) ddrellistd, b) myos ddretonta adrellisestd aakkostosta
muodostettua jonoa?

316. Vilenkinin kirjassa [28] on lainaus Stanislaw Lemin teoksesta "The
Interstellar Milkman, Ion the Quiet”, jossa numeroituvien ja ylinume-
roituvien joukkojen ominaisuuksia valaistaan hauskalla tavalla Hilbertin®
esittdméan esimerkin mukaisesti. Téssé kirjassa tapahtuu mm. seuraavaa.

Hotelli Kosmos sijaitsee jossakin tahtisumun ACD-1587 tienoilla. Tés-
sé hotellissa on (numeroituvasti) d4reton maard huoneita. Ton the Quiet
saapuu fotoniraketillaan Kosmoksen pihalle aikoen yopyéa hotellissa. Va-
litettavasti hotelli oli tdynné, silla parhaillaan oli meneillidn universaali
eldintieteilijikongressi. Sen osanottajat, joita oli (numeroituvasti) dére-
ton maéré, olivat varanneet koko hotellin. Onneksi paikalle osui hotellin
neuvokas johtaja, joka jarjesti asian: Ion péédsee huoneeseen numero 1,
huoneessa 1 ollut eléintieteilija siirretdan huoneeseen 2, huoneessa 2 ollut
huoneeseen 3 jne.

Seuraavana aamuna hotelliin pyrki uusia vieraita, nimittdin univer-
saalin filatelistikongressin osanottajat, joita oli (numeroituvasti) déreton
maara. Hetken mietittydan hotellin johtaja keksi keinon, milld ndmaéakin
vieraat saatiin sijoitetuksi tdpotayteen hotelli Kosmokseen. Mikd tama
keino oli?

317. Jatkoa edelliseen tehtavaan. Illalla vaikeudet jatkuivat. Jokaisessa
galaksissa, joita on kaikkiaan (numeroituvasti) déretén méard, on nimit-
tdin Kosmoksen kaltainen hotelli, jotka kaikki olivat tdynna. Jostakin
syysta kaikki muut hotellit paitsi Kosmos péatettiin sulkea, ja niiden
asukkaat kuljetettiin Kosmokseen. Johtaja oli epétoivoissaan: hanen oli
saatava (numeroituvasti) ddrettomén monen hotellin vieraat, joita ku-
takin hotellia kohti oli (numeroituvasti) déretén méa#rd, mahtumaan jo
entuudestaan tédyteen hotelli Kosmokseen. Johtaja, kokki ja kirjanpitaja
esittivit ratkaisunsa, jotka kaikki osoittautuivat vaériksi. Lopulta muu-
an filatelisti, erdén galaksin matemaattisen akatemian esimies, ratkaisi
ongelman. Miké tdmé ratkaisu oli?

318. Jatkoa edelliseen tehtavaan. Hotelliyhtymén johtokunta maérasi, et-
td Kosmoksessa on laadittava luettelo kaikista mahdollisista tavoista, joil-

5 David Hilbert (1862-1943), saksalainen matemaatikko.
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la sinne voidaan sijoittaa vieraita. Tayttd huonetta tarkoittaa numero 1
ja tyhjaa 0. Esimerkiksi
10101010...

tarkoittaa sité, ettd paritonnumeroiset huoneet ovat varattuja ja parillis-
numeroiset vapaita,
11111111...

tarkoittaa sité, ettd koko hotelli on tdynna, ja
00000000.. .

sité, ettd hotelli on tyhja.

Muutaman péivin ahkeran tyon jalkeen hotellin johtaja tuli Ion the
Quietin luo mukanaan ddrettomén pitka lista. Ton viitti, ettei listassa
voi olla kaikkia mahdollisia tapoja vieraiden sijoittamiseksi. Miten hén
perusteli véitteensa?

319. Osoitettava, ettd kaikkien dérettémien bittijonojen joukko on ylinu-
meroituva. Miké uusi todistus ndin saadaan joukon R ylinumeroituvuu-
delle?

320. Osoitettava, ettd P(N) on ylinumeroituva. Ohje: Mika vastaavuus
on joukon N osajoukkojen ja ddrettomien bittijonojen valilla?

5.5. Valinta-aksiooma
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Luku 6

Kombinatoriikkaa

Ja lukumdidrimies — sen nimen sai hin —
kumartaa, alistuvan murheisena
pois tassutellen Aniaran yohon.

(Martinson [12])

6.1 Summa- ja tuloperiaate.
Seula- ja laatikkoperiaate

1 Summa- ja tuloperiaate

Kombinatoriikassa tutkitaan menetelmié erilaisten darellisten joukkojen
alkioiden lukumaéérien laskemiseksi. Merkitkoon NN (A) darellisen joukon
A alkioiden lukuméérédi. Vaikka seuraava lause on aivan alkeellinen, se on
koko kombinatoriikan perusta.

Lause 35. Olkoot A ja B aérellisiad joukkoja. Talloin

N(AUB)=N(A)+ N(B), jos ANB=1( (summaperiaate),
N(Ax B)=N(A)N(B) (tuloperiaate).

Ax B

Alkioita
N(B)

Alkioita
N(A)N(B)

AUB
Alkioita
N(4)

B Alkioita
N(B)

Alkioita N (A) + N(B) Alkioita N (A)

Tama lause on voimassa silloinkin, kun joukkoja on enemmén kuin kak-
si (teht. 321). Jos B C A, niin summaperiaatteesta seuraa (teht. 322)
“erotusperiaate”

N(A\ B)=N(A) — N(B).

Esimerkki 116. Kuinka monta sellaista bittijonoa on olemassa, joiden
a) pituus on 4, b) pituus on n, ¢) pituus on 4, ensimméinen bitti on 0 ja

6.1. Summa- ja tuloperiaate. Seula- ja laatikkoperiaate

135



136

viimeinen bitti on 1, d) pituus on n ja ainakin ne bitit, joiden jarjestys-
numero on parillinen, ovat 17

a) Olkoon A = {0, 1}. Tarkasteltava jono on joukon A x A x A x A alkio.
Tuloperiaatteen mukaan tdmén joukon alkioiden lukuméaara on 2-2-2-2 =
16.

b) Vastaavasti saamme tulokseksi 2.

c) Tutkittava joukko on {0} x A x A x {1}. Sen alkioiden lukumé&éra
on tuloperiaatteen mukaan 1-2-2-1 = 4.

d) Jos n on parillinen, niin saamme vastaavasti 2-1-2-1---2.1 = 27/2,
Jos taas n on pariton, niin kysytty lukumééri on 2-1-2-1--.1.2 = 2(n+1)/2,

Esimerkki 117. Erddssd BASIC-ohjelmointikielen versiossa muuttujan
nimen saa muodostaa englantilaisten aakkosten 26 kirjaimesta A, B, ...,
Z ja numeroista 0, 1, ..., 9 niin, ettd nimessé on yksi tai kaksi téllaista
merkkié ja ensimméinen merkki on kirjain. Liséksi kielessé on viisi kah-
den merkin pituista varattua sanaa. Isoja ja pieniad kirjaimia ei eroteta
toisistaan. Kuinka monta muuttujan nimeé on téssi kielessa?

Olkoon A yhden merkin pituisten ja B kahden merkin pituisten sallit-
tujen nimien joukko, jolloin kaikkien sallittujen nimien joukko C' = AU B.
Selvisti N(A) = 26. Tuloperiaatteen mukaan ja poistamalla varatut sa-
nat saamme N(B) = 26(26 + 10) — 5 = 931. Koska A N B = (), niin
summaperiaatteen mukaan N(C) = N(A) + N(B) = 26 + 931 = 957.

Esimerkki 118. Erddn tietokoneen jokaisella kéayttdjilld on salasana,
jonka pituus voi olla 6, 7 tai 8 merkkid. Namé& merkit ovat (esimerkin 117
mukaisia) kirjaimia ja numeroita, joista ainakin yksi on numero. Kuinka
monta salasanaa on olemassa?

Olkoon Aj k:n pituisten salasanojen, By k:n pituisten merkkijono-
jen ja Cj k: pituisten kirjainjonojen joukko, missa k € {6,7,8}. Kos-
ka Ag = Bg \ Cg, saamme tulo- ja erotusperiaatteen mukaan N(Ag) =
N(Bg)—N(Cg) = 36°—26° = 1867866564. Vastaavasti N(A7) = N(Bz)—
N(C7) = 70332353920 ja N(As) = N(Bs) — N(Cs) = 2612282842880, jo-
ten salasanojen lukuméérd on N(Ag)+ N (A7)+ N(As) = 2684483063360.
Salasanoja riittéisi siis noin 500 jokaiselle maapallon asukkaalle!

Esimerkki 119. Johdettava tuloperiaatteella lauseke n-alkioisen joukon
osajoukkojen lukumaédrélle. Vrt. lause 7 (s. 53).

Olkoon A = {1,2,...,n}. Jokainen n-alkioinen bittijono méadrai jou-
kon A erdan osajoukon, nimittain sen, jonka alkioina ovat ykkosbittien
jarjestysluvut. Esimerkiksi bittijonoa 1100...00 vastaa osajoukko {1,2}
(jos n > 2), jonoa 00...0 tyhja joukko ja jonoa 11...1 A itse. Téiten
osajoukkojen lukumaéara on bittijonojen lukuméara 2™

Esimerkki 120. Kuinka monta kuvausta {1,2,...,m} — {1,2,...,n}
on olemassa?

Olkoon f tallainen kuvaus. Koska f(1) voidaan valita n eri tavalla (lu-
vuista 1,2,...,n) ja samoin f(2), f(3), ..., f(m), niin kuvausten luku-
médra on tuloperiaatteen mukaan n™.
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2 Seula- ja laatikkoperiaate

Olkoot A ja B aarellisid joukkoja. Joukot A ja B\ (AN B) ovat erillisi4,
joten summa- ja erotusperiaatteen mukaan

N(AUB)=N(AU(B\ (ANB))) = N(A)+ N(B\ (AN B))
=N(A)+ N(B) - N(AN B).
Voimme havainnollistaa téta seuraavalla ajattelulla: Jos laskemme luku-
méaéardn N(A U B) muodostamalla summan N(A) + N(B), niin joukon

A N B alkiot tulevat mukaan kahteen kertaan, joten niiden lukumééra
N(AN B) on vihennettévd summasta.

Olemme todistaneet seuraavan lauseen alkuosan.

Lause 36 (Seulaperiaate). Olkoot A ja B aéarellisid joukkoja. T4l-
16in
N(AUB)=N(A)+ N(B)- N(ANB),
N(AUBUC)=N(A)+N(B)+ N(C)—-N(ANB)
—NBNC)-—NANC)+NANBNC).

Loppuosa seuraa siité, etté
N(AUBUC)=N(AU(BUC)) =N(A)+ N(BUC)-N((AN(BUQ))
ja
N(AN(BUC))=N((ANB)U(ANC))
=NANB)+N(ANC)-N((AnB)N(ANC))
=NANB)+NANC)-NANBNCO).
Jos enemmén kuin k oliota on sijoitettava k laatikkoon, niin kaikille

ei riitd omaa laatikkoa. Téamé alkeellinen huomio on ylldttavin tehokas
erdissd kombinatoriikan tehtavissa.

ylikoliota e e e

k laatikkoa . . .

Ainakin yhteen laatikkoon
ainakin kaksi oliota
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Lause 37 (Laatikkoperiaate). Jos vahintd4n k+ 1 oliota on sijoi-
tettava k laatikkoon, niin ainakin yhteen laatikkoon tulee vahintaan
kaksi oliota.

Palautamme mieleen (s. 109, esim. 97), ettéd kattofunktio [x] tarkoittaa
pienintd kokonaislukua, joka on > .

Lause 38 (Yleistetty laatikkoperiaate). Jos n oliota on sijoitet-
tava k laatikkoon, niin ainakin yhteen laatikkoon tulee vdhintaan
[n/k] oliota.

Todistus. Teht. 332.

n oliota e o o - o o o
k Taatikkoa ]

Ainakin yhteen laatikkoon

vahintdén (%1 oliota
Esimerkki 121. Kuinka monta sellaista neljan bitin jonoa on, jotka eivét
sisalld kahta perdkkéistd ykkosta?

Tapa 1. Merkitk6on x mielivaltaista bittid. Olkoon A muotoa 1lzzx
olevien jonojen joukko. Merkitsemme lyhyesti A = {11az}. Vastaavasti
olkoon B = {z1lz}, C = {zx11}. Nyt AN B = {111z}, BNC = {«111},
ANC =ANBNC = {1111}. Tuloperiaatteen mukaan N(A) = N(B) =
N(C)=4,N(ANB)=N(BNC)=2,N(ANC)=NANBNC) =1,
ja edelleen seulaperiaatteen mukaan N(AUBUC)=4+4+4—-2—-2—
1+ 1 = 8. Siis on kahdeksan sellaista neljan bitin jonoa, jotka siséltavit
ainakin kaksi perdkkéistd ykkostd. Koska neljan bitin jonoja on kaikkiaan
16 (esim. 116a), niin sellaisia jonoja, jotka eivét sisélla kahta perdkkaisté
ykkosté, on 16 — 8 = 8.

Tapa 2. Kaymaélla lapi alla olevan puumallin kaikki mahdolliset reitit
?juuresta” ”lehtiin” huomaamme, etté sellaisten reittien lukuméara, joissa
ei ole kahta perdakkaista ykkosta, on 8.
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Esimerkki 122. Merkitsemme [n] = {1,2,...,n}. Kuinka monta surjek-
tiota [5] — [3] on olemassa?

Kun i € {1,2,3}, niin merkitsemme A; = { f: [5] — [3] | i ¢ f([5]) }
Esimerkiksi A; on niiden f:ien joukko, jotka eiviit saa arvoa 1, ja A3 N Ag
on niiden f:ien joukko, jotka eivit saa arvoa 1 eikd 2. Talloin A; U As U
As ={f:[5] = [3] | f ei surjektio }. Seulaperiaatteen mukaan

N(A; UAy U A3) = N(A;) + N(As) + N(A3)
—N(A1NAs) — N(A1NAs) — N(Az2 N A3)
+ N(A1NAyN As)
=3-2°-3.1°4+1-0°=93.

Kuvauksia f: [5] — [3] on 3% = 243 (esim. 120), joten surjektioita on
243 — 93 = 150.

Esimerkki 123. Erialld matematiikan kurssilla on 76 opiskelijaa. Va-
hintdén kuinka monella opiskelijalla on sama horoskooppimerkki?

Koska horoskooppimerkkejé on 12, saamme yleistetyn laatikkoperiaat-
teen mukaan tulokseksi [76/12] = 7.

Esimerkki 124. Kuntoilija K paattdd kiayda kesdkuussa lenkilld joka
paiva ja lenkkeilld kaikkiaan 45 kertaa. Osoitettava, ettd talléin on ole-
massa tiettyjen perdkkéisten paivien muodostama ajanjakso, jolloin hén
lenkkeilee tédsmélleen 14 kertaa.

Olkoon ay kaikkien niiden lenkkien lukumééra, jotka K on tehnyt ke-
sikuun k. paivané tai ennen sitd. Talloin 1 < a1 < ag < -+ < agp = 45,
joten 15 < a1 +14 < as + 14 < --- < a3z + 14 = 59. Kaikki luvut a
ja ai + 14 ovat siis positiivisia kokonaislukuja ja < 59. Koska naita luku-
ja on 60 kappaletta, niin laatikkoperiaatteen mukaan ainakin kaksi niista
ovat samoja. Koska luvut aj ovat keskenédén erisuuret ja samoin luvut
ar + 14, niin toisen samoista luvuista taytyy olla edellisté tyyppia ja toi-
sen jalkimmaéistd. Siis on olemassa sellaiset ¢ ja j, ettd a; = a; +14. Taten
a; —a; = 14 eli K tekee 14 lenkkié kesikuun (5 +1). ja ¢. pdivien vélisend
aikana (ndmé paiviat mukaan luettuina).

Esimerkki 125. Eréiissa juhlissa kuusi ihmisté istuutuu satunnaisesti sa-
man pOydéan déreen. Osoitettava, ettd heiddn joukossaan on kolmen hen-
gen ryhmaé, jonka jasenet joko ovat kaikki kéatelleet toinen toisiaan tai
joista yksikadn ei ole kétellyt ryhman kahta muuta jasenta.

Olkoon A tietty juhlija. Tarkastelemme kahta laatikkoa: { A:ta kitelleet }
ja {A:ta kitteleméttomat}. Yleistetyn laatikkoperiaatteen mukaisesti on
olemassa {%1 = 3 henkil64, jotka joko ovat kaikki kédtelleet A:ta tai joista
kukaan ei ole katellyt hdantd. Olkoot B, C' ja D namé henkilot.

Tapaus 1. B, C ja D ovat kételleet A:ta. Jos kukaan heisté ei ole kétellyt
toisiaan, niin asia on selvd. Jos taas kaksi heisté, vaikkapa B ja C, ovat
katelleet toisiaan, niin A, B ja C ovat kételleet toisiaan.

Tapaus 2. B, C ja D eivit ole kitelleet A:ta. Jos he kaikki ovat kételleet

toisiaan, niin asia on selvi. Jos taas kaksi heistd, vaikkapa B ja C, eivit
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ole kitelleet toisiaan, niin A, B ja C' muodostavat ryhmén, jossa kukaan
ei ole katellyt toistaan.

Harjoitustehtavia

321. Yleistettavd summa- ja tuloperiaate useammalle kuin kahdelle jou-
kolle ja todistettava ne induktiolla.

322. Todistettava erotusperiaate summaperiaatteen avulla.
323. Kuinka monta suomalaista auton rekisteritunnusta on olemassa?

324. Suunnilleen kuinka monta erilaista 1900-luvulla syntyneen suoma-
laisen henkil6tunnusta on olemassa? (Henkilotunnuksen viimeinen merkki
on tarkistusmerkki, joka mééardytyy edellisten merkkien perusteella.)

325. Kuinka monessa n bitin jonossa on a) kolme ensimmaéistd bittid
ykkosid ja muut nollia, b) kolme perdkkaistd ykkosta ja muut nollia?

326. a) Kuinka monessa n bitin jonossa kolmesta ensimmaéisestd bitista
ainakin kaksi on ykkosié ja kolmesta viimeisestéd bitistd korkeintaan yksi
on ykkénen? b) Kuten edelld, mutta sanan ’ja’ tilalla on ’tai’.

327. Palindromi on oikealta vasemmalle sama kuin vasemmalta oikealle.
a) Milld todennékoisyydelld satunnaisesti valittu n bitin jono on palindro-
mi? b) Mik& on tdméin todennékoisyyden raja-arvo, kun n — oo?

328. Milla todennékoisyydella n henkilon joukossa on ainakin kaksi, joilla
on sama syntymapaivi (mutta ei vilttiméatta sama syntymévuosi)? Ole-
tetaan, ettei kukaan ole syntynyt karkausvuonna ja etta kaikki syntyma-
péivét ovat yhtd todennékoisia.

329. Muuan kirjastonhoitaja ajatteli laatia koneellisesti ”yleiskirjaston”,
joka kasittaisi kaikki ne 500-sivuiset kirjat, jotka saataisiin kdyttadmalla
50 merkkia (kirjaimet, numerot, vilimerkit, sanan loppumista ilmoittava
merkki) kaikilla mahdollisilla tavoilla, kun yhdelle sivulle mahtuu 2000
merkkid. Suurin osa naistd kirjoista olisi tdysin jarjettomia sisdlloltaéan,
mutta joukossa olisivat myos mm. kaikki romaanit ja tieteelliset teokset,
jotka on jo kirjoitettu, ja myo6s kaikki ne, jotka koskaan tullaan kirjoitta-
maan. a) Kuinka monta kirjaa kirjastossa olisi? b) Jos yhden kirjan pak-
suus on 3 cm, niin kuinka korkea kirjapino niistd saataisiin? ¢) Jos kirjas-
tonhoitaja liikkuisi valon nopeudella ylospéin, niin kuinka kauan kestéaisi
hinen matkansa pinon juurelta huipulle?

330. Erddn yhtion myyntimiehen on kédytavé 15 kaupungissa. Matkakus-
tannukset kaikista kaupungeista kaikkiin muihin tiedetdan. Yhtion atk-
suunnittelija paattdd etsid edullisimman matkareitin. Selvitettyddn koe-
ohjelmalla, ettd yhden reitin kustannusten laskeminen vie tietokoneelta
0,01s aikaa, hén on varma siitd, ettd edullisin reitti 16ytyy helposti kay-
malld kaikki vaihtoehdot l&pi. Oletko samaa mielta?
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331. Yleistettiava (ilman todistusta) seulaperiaate n joukolle.
332. Todistettava yleistetty laatikkoperiaate.

333. Eriddstd matematiikan, tietojenkésittelyopin ja tilastotieteen opiske-
lijoiden joukosta 100 opiskeli matematiikkaa, 200 tietojenkésittelyoppia ja
50 tilastotiedetté. Néistd opiskelijoista 40 opiskeli seké tietojenkasittely-
oppia etta tilastotiedettd, 80 sekd matematiikkaa etté tietojenkésittelyop-
pia ja 30 sekd matematiikkaa etté tilastotiedetta. Kaikkia kolmea ainetta
opiskeli 20. Kuinka monta opiskelijaa tdssd joukossa oli kaikkiaan?

334. Kuusinumeroinen puhelinnumero alkaa 4:114 ja muut numerot ovat
médraytyneet sattumanvaraisesti. Milld todennakoisyydelld nédin saadussa
luvussa esiintyy ainakin kerran perdkkédin numerot 1 ja 3 téssa jarjestyk-
sessa?

335. Luvuista 1,2,..., 8 valitaan viisi lukua. Osoitettava, etté niiden jou-
kossa on ainakin yksi sellainen lukupari, jonka summa on 9.

336. Miten esimerkki 124 muuttuu, jos K teki saman suunnitelman vuo-
den 1996 helmikuuksi?

337. Kilpailujen 51 osallistujaa saa kukin numeron valiltd 1000-1099.
Osoitettava, ettd ainakin kaksi kilpailijaa saa perdkkéaiset numerot.

338. Onko Suomessa ainakin kaksi henkil64, joilla on télla hetkell& pank-
kitilillddn (tai tileillddn) tdsmélleen sama (nollasta eroava) méira rahaa?

339. Osoitettava, ettei esimerkin 125 véite pida paikkaansa, jos seuruees-
sa on vain viisi jasenta.

340. Osoitettava, ettd jokaisessa seurueessa on ainakin kaksi henkil6a,
jotka ovat kételleet yhtd monta seurueen jésenté.

6.2 Permutaatiot ja kombinaatiot

1 Permutaatiot

Joukon permutaatio on sen bijektio itselleen.

Esimerkki 126. Joukon A = {1,2,3} eris permutaatio on kuvaus f:
A — A: f(1) =3, f(2) = 2, f(3) = 1. Voimme maééritelld tdmén ku-
vauksen myo6s yksinkertaisesti muodostamalla joukon A alkioiden kuvien
jonon eli kirjoittamalla (3,2, 1).

Voimme siis havainnollisesti sanoa, ettd dérellisen joukon permutaatio
saadaan jarjestamalld tamé joukko eli kirjoittamalla sen alkiot jossakin
jarjestyksessa.

6.2. Permutaatiot ja kombinaatiot
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Esimerkki 126, jatkoa. Joukon {1,2,3} permutaatiot ovat (1,2,3),
(2,3,1), (3,1,2), (1,3,2), (3,2,1) ja (2,1,3).

Tarkastelemme dérellisté joukkoa A, jonka alkioiden lukuméérd N(A) =
n. Joukon A k-permutaatio (0 < k < n) on sen k-alkioisen osajoukon per-
mutaatio. Taten joukon A n-permutaatio on sen "tavallinen” permutaatio.
Lisdksi sovimme, ettd O-permutaatio on ”tyhjé permutaatio”.

Esimerkki 127. Joukon {1, 2,3} 2-permutaatiot ovat (1, 2), (2,1), (1,3),
(3,1), (2,3) ja (3,2).

Lause 39. Olkoon A #érellinen joukko. Jos N(A) =n ja0 < k < n,
niin joukon A k-permutaatioiden lukumééara on

n!

n(n—l)'u(n—(kz—l)):m.

Todistus. Jos k = 0, niin asia on selvi. (Vasemmanpuolisen “tyhjin
tulon” arvoksi mééritellddn 1.) Olkoon nyt & > 0. Tulkitsemme k-permu-
taation k-alkioiseksi jonoksi. Sen ensimmaéinen alkio voidaan valita n eri
tavalla (mikd tahansa A:n alkio), toinen alkio n — 1 eri tavalla (miké ta-
hansa muu alkio paitsi ensimmaéinen), kolmas alkio n — 2 eri tavalla (mika
tahansa muu paitsi ensimméinen ja toinen) jne. Vihdoin k. alkio voidaan
valita n — (k — 1) eri tavalla. Viitos seuraa nyt tuloperiaatteesta.

Asettamalla k = n saamme n-alkioisen joukon permutaatioiden luku-
madraksi n!.

Esimerkki 128. Korttipakasta otetaan viisi korttia. Milld todenn&kdi-
syydelld ne kaikki ovat patoja?

Otamme alkeistapauksiksi permutaatiot. Kiinnitdmme siis huomiota
korttien jarjestykseen. Alkeistapausten lukuméérd on 52 kortin joukon
5-permutaatioiden lukumaééra 52 - 51 - 50 - 49 - 48. Suotuisien alkeista-
pausten lukumaéré on 13 patakortin joukon 5-permutaatioiden lukumaéra
13-12-11-10-9. Kysytty todennékoisyys on taten

13-12-11-10-9
52-51-50-49 -48

~ 0,000495.

2 Kombinaatiot

Tarkastelemme edelleen joukkoa A, jolle N(A) = n. Joukon A k-kombi-
naatio (0 < k < n) on sen k-alkioinen osajoukko. Siis 0-kombinaatio on
tyhjé joukko ja n-kombinaatio on A itse.

Esimerkki 129. Joukon {1,2,3} 2-kombinaatiot ovat {1,2}, {1,3} ja
{2,3}.
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Kombinaatioiden lukuméaran laskemista varten médérittelemme bino-
mikertoimen

k! Kl(n— k)l

(n):n(n—l)---(n—(kz—l)) n!

Lause 40. Olkoon A &érellinen joukko. Jos N(A) =nja0 < k < n,
niin joukon A k-kombinaatioiden lukumééara on (Z)

Todistus. Tapaus k = 0 on selvé, joten oletamme, ettd k > 0. Olkoon
joukon A k-kombinaatioiden lukumaééara x. Joukon A k-alkioinen osajouk-
ko voidaan siis valita = eri tavalla. Tietty k-alkioinen osajoukko voidaan
lauseen 39 mukaan jarjestda k! eri tavalla, joten tuloperiaatteen mukaan
k-permutaatioiden lukumééra on klz. Toisaalta se on lauseen 39 mukaan
n(n—1)---(n—(k—1)). Yhtélosté klz =n(n—1)--- (n— (k—1)) seuraa
vaitos.

A:n k-alkioiset
osajoukot,
x kappaletta

Tietty k-alkioinen
osajoukko voidaan
jarjestaa k! eri tavalla

Esimerkki 128, jatkoa. Kisittelemme tehtédvan uudestaan ottamalla al-
keistapauksiksi kombinaatiot. Emme siis kiinnitd huomiota korttien jar-
jestykseen. Kaikkien alkeistapausten lukumaééra on 52 kortin joukon 5-
kombinaatioiden lukuméara (552). Suotuisien alkeistapausten lukumé&éara
on 13 patakortin joukon 5-kombinaatioiden lukuméaéré (153). Kysytty to-
denniikdisyys on titen (%) /(%) ~ 0,000495.

Kolmas tapa on kédyttdd puumallia. Ete-
nemadlld kuvion ”patahaaraa” pitkin saam-
me todennékoisyydeksi

13121110 9
————— ~ 0,000495.
5251504948 ’

Esimerkki 130. Kuinka monta erilaista "sanaa” (kirjainjonoa) voidaan
muodostaa sanasta MIMMI?

6.2. Permutaatiot ja kombinaatiot
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Tallaisia sanoja on yhté paljon kuin tapoja valita paikat I-kirjaimille
eli valita jarjestysnumeroista {1,2, 3,4, 5} kaksi. Niiden lukuméérd on 5-
alkioisen joukon 2-kombinaatioiden lukumaari (3) = 10.

3 Multinomikertoimet

Binomikerroin (Z) ilmoittaa, kuinka monella tavalla n-alkioinen joukko
voidaan jakaa kahteen osajoukkoon niin, ettd toiseen tulee k alkiota ja
toiseen n — k. Yleisemmin kysymme, kuinka monella tavalla n-alkioinen
joukko voidaan jakaa m osajoukkoon niin, ettd osien alkioiden lukuméaérat
ovat ki, ka, ..., km (k1 + ko + -+ + k,, = n). Vastataksemme t&hin
maédrittelemme multinomikertoimen

" o
k17k27'-';km _k1|k2'km'

Lause 41. Olkoon A &irellinen joukko. Jos N(A) = n, 0 <
ki,kay-o s km <mnjaky +ks+ -+ ky, =n, niin A voidaan esittda
(kl,k;._,km) eri tavalla yhdisteend A1 UAsU- - -UA,,, missd joukkojen
Aq, Ao, ..., A, alkioiden lukumaéarat ovat ki, ko, ..., kn.

Todistus. Olkoot Ay, Ao, ..., A, tillaiset joukot. Joukon A; alkiot voi-

daan valita ( IZ ) eri tavalla, minké jilkeen joukon As alkiot voidaan valita

(";2’“) eri tavalla. Jatkamalla vastaavasti ja soveltamalla tuloperiaatetta

saamme valintojen lukumaaraksi

n nfkl 7’L7k17k27"'7]€m,1
ki) \ ko km ’

josta sieventdmalld (teht. 349) seuraa vAitos.

Esimerkki 131. Korttipelissa jaetaan 52 korttia tasan neljille pelaajalle.
Kuinka monella eri tavalla kortit voivat jakautua?

Kortit voivat jakautua (13_1;213_13) ~ 5,4 -10%8 eri tavalla.

Esimerkki 132. Kuinka monta erilaista "sanaa” voidaan muodostaa sa-
nasta MIMMIMAMMA?

Tapa 1. Emme kaytd multinomikertoimia. M-kirjainten jérjestysnume-
rot voidaan valita (160) eri tavalla. Jéljelle jadneistd numeroista A-kirjain-
ten numerot voidaan valita (3) eri tavalla. Loput kaksi numeroa tulevat

I-kirjaimille. Kysytty lukumééra on nyt tuloperiaatteen mukaan

10\ /4 100 4l 10!
- - = 1260.
(6)(2) 6!-4121.21 622!

Tapa 2. Kdytdmme multinomikertoimia. Jaamme kirjainten jarjestys-
numeroiden joukon {1,...,10} kolmeen osajoukkoon niin, ettd ensimméi-
sessd (M-kirjainten paikat) on 6 alkiota, toisessa (A-kirjainten paikat) 2
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alkiota ja kolmannessa (I-kirjainten paikat) 2 alkiota. Téllaisten jakojen

lukuméaéara on 10 L0
=——— =1260.
<6, 2, 2) 6!-2!.2! 60

4 Monijoukot

Olemme aiemmin (s. 67, esim. 53) todenneet, ettd joukon alkion useam-
pikertaisella esiintymiselld ei ole vaikutusta. Joskus kuitenkin sen kan-
nattaa antaa vaikuttaa. Esimerkin 130 aihepiiriin liittyvissa tarkasteluis-
sa saattaa olla kitevad sopia, ettd sanan MIMMI kirjainten joukko on
{M,I, M, M, T} = {M,M,M,I,1}. Tavallisessa joukko-opissa emme kui-
tenkaan voi tehdd néin, vaan meiddn on kirjoitettava esimerkiksi {M;,
I;, My, M3, I} = {M7, My, M3, 13, I5}. Siksi tarvitsemme toisenlaista jouk-
ko-oppia, jonka tutkimuskohde on englanniksi multiset (ja suomeksi pa-
remman puutteessa monijoukko). Monijoukossa alkion useampikertaisella
esiintymisella on merkitys.

Esimerkki 133. Olkoon A = {1,1,2}, B = {1,2,2}. Jos A ja B ovat
joukkoja, niin A = B, mutta jos ne ovat monijoukkoja, niin A # B.
Kéaytdmme monijoukoille merkinnén {...} sijasta merkintda {...J}. Siis

{1,1,2} # {1,2,2}.

Esimerkki 134. Erédssd "hedelmépelissd” pelaaja saa omenoista, appel-
siineista ja padrynoistd neljin hedelman joukon. Kuinka monta téllaista
joukkoa on olemassa?

Voisimme luetella kaikki alkioiden 0 = omena, a = appelsiini ja p =
paarynd muodostamat nelialkioiset monijoukot ja huomata ettéd niitd on
15. Haluamme kuitenkin ratkaista tehtévéin tyylikkddmmin. Ajattelemme
pelaajan saamat hedelmat jarjestetyksi niin, ettd ensin ovat omenat, sit-
ten appelsiinit ja lopuksi pddrynét. Esimerkiksi * * / * /* tarkoittaa moni-
joukkoa {o, 0, a, p]}, kun taas /% x*x/ tarkoittaa monijoukkoa {a, a,a, a}.
Ongelma on, kuinka monella tavalla voimme ryhmitelld nelja hedelmé&a *
kahdella "erottimella” /. Voimme ajatella, ettd hedelmille ja erottimille on
kaikkiaan 6 ”paikkaa”, jolloin erottimien paikat voidaan valita (g) =15
eri tavalla. TAmé& on siis vastaus. (Saman tuloksen saisimme tutkimalla
hedelmien paikkoja. Miten?)

Esimerkki 135. Kuinka monella eri tavalla n-alkioisesta joukosta voi-
daan valita k-alkioinen monijoukko?

Kéytdmme esimerkin 134 menetelméé. Selvitdmme, kuinka monella ta-
valla k alkiota * voidaan ryhmitelld, kun kdytossi on n — 1 erotinta /. Jos
esimerkiksi n = 5 ja k = 4, niin ryhmittely =/ * x// % / tarkoittaa mo-
nijoukkoa {1,2,2,4]} ja ryhmittely //// % % * * monijoukkoa {5, 5,5, 5]}.
Alkioille ja erottimille on kaikkiaan k& + n — 1 paikkaa, joten erottimien

paikat voidaan valita (kzr_ﬁl) eri tavalla. Taméa on kysytty lukuméara.

Monijoukko voidaan mééritella tdsméllisesti jarjestettyné parina (A, f),
missd A on "tavallinen” joukko ja f on kuvaus A — N.
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Esimerkki 134, jatkoa. Téssd A = {o,a,p}. Monijoukolle (A4, f) = {o,
0,0, on [(0) =2, f(a) = f(p) = 1 ja monijoukolle (A, g) = {a,a,a, a}
on g(o) =0, g(a) =4, g(p) = 0.

Harjoitustehtavia

341. Erédassd yhdistyksessd on 25 jésentd. Kuinka monella tavalla sille
voidaan valita a) nelihenkinen johtokunta, b) puheenjohtaja, varapuheen-
johtaja, sihteeri ja rahastonhoitaja?

342. Sakkiturnaukseen osallistuu 12 pelaajaa. Jokainen pelaa jokaista
vastaan kerran mustilla ja kerran valkeilla. Kuinka monta pelid on tur-
nauksessa?

343. Pyored illallispoytéd on katettu 2n henkilélle. Illallisille osallistuvat
pariskunnat A, As, ..., A,. Istumajirjestys arvotaan. Milld todenné&koi-
syydelld a) hra A; pddsee istumaan vaimonsa viereen, b) ketkddn her-
roista eivit padse istumaan vierekk&in?

344. Kuinka monta erilaista bittijonoa voidaan muodostaa kéyttamalla
kuutta nollaa ja kahdeksaa ykkostéa?

345. Kuinka monta erilaista ”sanaa” voidaan muodostaa sanan MIMMI
kirjaimista, jos naitd kirjaimia voidaan myos jattaa kdyttamatta?

346. Kuinka monta erilaista "sanaa” voidaan muodostaa sanan ABRACA-
DABRA (kaikista) kirjaimista?

347. Korttipakasta jaetaan kuudelle pelaajalle kullekin viisi korttia. Kuin-
ka monella tavalla kortit voivat jakautua?

348. Olkoon n,k € N, k < n. Osoitettava, ettd (Z) = (nﬁk), a) suoraan
laskemalla, b) kombinatorisella perustelulla tutkimalla kahdella eri tavalla
sitd, ettd n henkilon yhdistys valitsee k£ henkilén johtokunnan.

349. Sievennettidvé lauseen 41 todistuksessa oleva lauseke ja todettava,
ettd tulokseksi saadaan (k1 kZ” X )

350. Kuinka monta ei-negatiivista kokonaislukuratkaisua on yhtalolla
r4+y+z=117

351. Kuinka monta sellaista (vakio)veikkausrivid on olemassa, jossa on 6
ykkosté, 3 ristid ja 4 kakkosta?

352. Olkoon n,k € N, 1 < k < n. a) Osoitettava, etté (”;:1) = (") +

(). b) Tulkittava tdmé yhtilo Pascalin' kolmion muodostamissiénton.

353. Olkoon n € Z4, a,b € R. Todistettava

! Blaise Pascal (1623-1662), ranskalainen matemaatikko ja filosofi.
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a) binomikaava (a+b)" = Y (})a"""b*,

b) binomikaavan yleistys

n
(a1+a2+' : +a/m)n = E (k k k )alfla’gz T a’]rc‘r;n‘
1,2y .00y vm

ki+ka+-t+km=n
0<k1,k2,....,km<n

Ohjeita: a) Kaytd induktiota tai kombinatorista paattelyé (jolloin ajatte-
let (a + b)™n kehitetyksi polynomiksi ja selvitit, miten saadaan termin
a™ kb* kerroin). b) Kiytd kombinatorista paittely.

n

354. Todistettava: a) Zn: () =2" b) > (-1)*(}) =0.
k=0 k=0

355. Olkoon m,n,r € N, r < m,n. Todistettava: ("™ *") = ET: (™) (-
k=0

356. Olkoon m,n € Z,. Kuinka monta injektiota [m] — [n] on olemassa
(k] =41,2,...,k})?

357. Olkoon m,n € Z4 ja olkoon sur(m,n) surjektioiden [m] — [n] lu-
kumaara. Osoitettava, ettd (vrt. esim. 122, s. 139)

n

sur(m,n) = Y (Z) (—=1)%(n — k)™.

k=0

358. a) Olkoon m € Z. . Todistettava: Joukon [m] ekvivalenssirelaatioi-

den lukumaééra on
m
Z sur(m, n)
n! '
n=1

b) Kuinka monta ekvivalenssirelaatiota on joukossa [5]?

359. Seurueessa on n henkilod, joiden kesken arvotaan k palkintoa (1 <
k < n). Kuinka monella tavalla palkinnot voivat jakautua, jos sama hen-
kilo a) ei voi, b) voi saada useampia palkintoja ja jos palkinnot ovat
i) samanlaisia, ii) kaikki erilaisia?

360. Miten monijoukkojen laskutoimitukset voidaan maéritelld vai voi-
daanko mitenkd&n? Jos voidaan, niin pysyvatko tavallisen joukko-opin
laskusdédnnot voimassa?

6.2. Permutaatiot ja kombinaatiot
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*Luku 7

Rekursioyhtiloistd

As I was going to St. Ives,

I met a man with seven wives.
Each wife had seven sacks,

Each sack had seven cats,

Each cat had seven kits.

Kits, cats, sacks and wives —

How many were going to St. Ives?

(Englantilainen laulu)

7.1 Lineaarinen homogeeninen
vakiokertoiminen rekursioyhtalo

1 Ratkaisun olemassaolo. Karakteristinen yhtilo

Olemme aiemmin (s. 45, teht. 85) késitelleet ensimmadisen kertaluvun line-
aarisia vakiokertoimisia rekursioyhtalditd. Tarkastelemme nyt toisen ker-
taluvun téallaista homogeenista yhtaloa

(H) Yn+2 + aYn+1 + byn = 0,

missé a ja b ovat annettuja reaalilukuja.

Lause 42. Kun gy ja y1 on annettu, niin rekursioyhtilolla (H) on
yksikasitteinen ratkaisu, joka toteuttaa ndma alkuehdot.

Tama lause seuraa siitd, ettd lukujonoja voidaan maéritella rekursiivi-
sesti (vrt. luku 2.2.3). Siis yo ja y1 médrdavat yo:n (= —ay1 — byo), y1 ja
Y2 Y3:0 jne.

Etsimme aluksi sellaisia lukuja r # 0, ettd funktio y, = r™ toteuttaa
(H)m. (Jos v = 0, niin (H) on aina toteutettu.) On mukavaa kdyttaa
(H):m vasemmalle puolelle lyhennysmerkintaa

L(yn) = Ynt2 + AYnt1 + bYn.

Koska
L(r™) = "2 4 ar™™ 4 br™ = (2 4 ar 4 b)r"

ja r # 0, niin taytyy olla

(K) r? +ar+b=0.

7.1. Lineaarinen homogeeninen vakiokertoiminen rekursioyhtilo
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Kutsumme tété tavallista toisen asteen yhtélod rekursioyhtélon (H) ka-
rakteristiseksi yhtaloksi. Saamme siis kysytyt m:n arvot ratkaisemalla ka-
rakteristisen yhtélon (K). Olkoot 1 ja ro sen ratkaisut.

Tapaus 1. Ratkaisut 71 ja ro ovat reaaliset ja erisuuret. Jokainen funktio

Yn = C177 + Cary,
missé ¢1 ja ¢y ovat mielivaltaisia vakioita, on (H):n ratkaisu, silld
L(err] + cary) = L(crry) + L(cory)
=1 L(r}) + 2 L(ry) = 10+ 20 = 0.

Tapaus 2. Ratkaisut r1 ja ro ovat reaaliset ja yhtasuuret. Merkitsemme
r =11 = ro. Siis y, = r" toteuttaa (H):n. Osoitamme, ettd myos y, =
nr™ toteuttaa sen. Koska r on (K)m kaksinkertainen ratkaisu, niin 72 +
ar +b =0 ja derivaatta 2r + a = 0, joten

L(nr™) = (n+2)r" ™2 + a(n + 1)r" ™ 4 bnr™
= (r* +ar +b)nr" + (2r +a)r"tt =0+0=0.
Edelleen jokainen funktio
Yn = 1" + conr”

on (H):n ratkaisu. Voimme osoittaa sen kuten tapauksessa 1 tai tehté-
van 361 perusteella.

Tapaus 3. Ratkaisut ry ja ro eivit ole reaalisia. Olkoon r; = o + i3,
missd o, € R, f # 0. Télloin ro = a — i5. Padsemme reaalialueelle
kayttamalld luvun ry napakoordinaattiesitystd (teht. 362)

r1 = R(cosf +isin ),
missa
R=+/a?2+ (2, tanf= é
«
(Jos a = 0, niin § = F.) Talloin
ro = R(cosf —isin#).

Olkoot d; ja dp mielivaltaisia kompleksilukuja. Talloin dir} + dory on
(H):n ratkaisu. Moivren kaavan (teht. 363) perusteella

dyr} + dary = dy(Rcosf 4+ iRsin0)" + da(Rcosf — iR sin 6)"
= dyR"(cosnb + isin nh) + da R"(cosnb — isinnd)
= R"((dy + d2) cosnf +i(dy — da) sin nd)
= R"(c¢1 cosnb + cosinnb),

missa
c1 = dy + da, CQZi(dl—dg).

Ajattelemalla kompleksiluvut dy ja do valituiksi niin, ettd c; ja co ovat
reaalisia, huomaamme, ettd jokainen funktio

yn = R™(c1 cosnb + co sinnb),

missé 1 ja co ovat mielivaltaisia reaalivakioita, on (H ):n ratkaisu (teht. 364).
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2 Yleinen ratkaisu

Seuraava lause ilmoittaa rekursioyhtélon (H) yleisen ratkaisun.

Lause 43. Olkoot r; ja ry rekursioyhtédlon
(H) Yn+2 + aYn+1 + by, =0
karakteristisen yhtalon

(K) r+ar+b=0
ratkaisut. Tall6in jokainen funktio

n n :
Yn = 177 + CaTy, jos r1 # 1o,
n = cir’ 4+ conr™ joOsTy =1y =71
b) b
Yn = R"(c1cosnf + cosinnh), josrm =a+if, ro=a—if, f#0

(R = /a®+ 2 jos a # 0, niin

tanf = g,jos « = 0, niin § = %),

missé ¢ ja ¢y ovat mielivaltaisia vakioita, on rekursioyhtilon (H)
ratkaisu. Kééanteisesti, jokainen (H ):n ratkaisu on tatd muotoa.

Todistus. Alkuosan todistimme edellé. Todistamme loppuosan olettaen,
ettd r1 ja ro ovat reaaliset ja erisuuret, ja jaitdmme muut tapaukset har-
joitustehtéviksi (teht. 373).

Olkoon (yy,) rekursioyhtélon (H) ratkaisu. Vaitdmme, ettd on olemassa
c1,c2 € R, joille y,, = 7] + cory kaikilla n € N. Sijoittamalla n = 0 ja
n = 1 saamme yhtéléparin

Yo =cC1+C2

Y1 = ric1 + roc2,

josta
Y1 —"m2Yo Y1 — Yo
=" =-—
rL—T2 r2 —T
Koska myo6s z, = c1r} + cory toteuttaa (H):m alkuehdoilla zg = o,

21 = Y1, niin lauseen 42 mukaan (y,) = (2,,), mistd viitos seuraa.

Esimerkki 136. Ratkaistava rekursioyhtdlo
a) Ynt+2 — 2Yn+1 — 3Yn = 0, b) Ynt2 — 4Ynt1 +4yn =0,
C) Ynt2 + 9yn = 0.

a) Karakteristisen yhtélén r? — 2r — 3 = 0 ratkaisut ovat r; = —1,
ro = 3, joten rekursioyhtdlon yleinen ratkaisu on y, = ¢1(—1)" + ¢23™.

b) Karakteristisen yhtdlon 2 — 4r 4+ 4 = 0 ratkaisu on r| = ry = 2,
joten kysytty ratkaisu on y, = c12" + can2”.

7.1. Lineaarinen homogeeninen vakiokertoiminen rekursioyhtilo
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c) Karakteristisen yhtilon 72 + 9 = 0 ratkaisut ovat r; = 3i, ro = —3i.
Siisa =0, =3, R=3, 0= 7, joten
Yn = 3" (c1 cos % + ¢o sin %)

Rekursioyht&lolla (H) on siis aina ddrettoméan monta ratkaisua (lause 43),
mutta yksi ja vain yksi tietyt alkuehdot toteuttava ratkaisu (lause 42).

Esimerkki 137. Maaritettava edellisen esimerkin c-kohdan rekursioyh-
talon se ratkaisu, joka toteuttaa alkuehdot yo =0, y; = 1.
Tapa 1. Maaritimme yleisen ratkaisun vakiot niin, ettd alkuehdot ovat

toteutetut. Saamme yhtaléryhmén ¢; = 0, 3¢ = 1, joten ¢ =0, ¢o = L

3
Kysytty ratkaisu on siis y, = 3" !sin =

Tapa 2. Emme méaritd yleistd ratkaisua, vaan ldhdemme liikkeelle al-
kuehdoista. Saamme yo =0, y1 = 1, y2 = —9yo = 0, y3 = —9y; = -9,
ya = —9y2 =0, ys = —9Yy3 = 81.

Induktiolla on nyt helppo osoittaa (teht. 371), ettd

yn =0, kun n on parillinen,
Yn = (—1)1/237=1 " kun n on pariton.

Tavoilla 1 ja 2 saadut ratkaisut ovat eri muodossa, mutta ne on helppo
(teht. 371) ndhd4 samoiksi.

Harjoitustehtavia
361. Olkoot y, = uy ja y, = v, rekursioyhtélon
Yn+2 + aYnt1 + byn =0

ratkaisuja ja olkoot c¢; ja co reaalilukuja. Osoitettava, ettd myos y, =
C1Uy + cov, on tdmén rekursioyhtédlon ratkaisu.

362. Johdettava kompleksiluvulle z = x + iy # 0 napakoordinaattiesitys
z = |z| (cosf +isinb),

missd luvun z itseisarvo |z| ja vaihekulma 6 maaritellddn niin, ettd

|z] = V2% + y2, tan@z%

(jos = 0, niin § = £7/2) ja 0 on valittu oikeasta neljinneksestd (mité
se tarkoittaa?).

363. Todistettava: a) Kahden kompleksiluvun tulon i) itseisarvo on néi-
den lukujen itseisarvojen tulo, ii) vaihekulma on néiden lukujen vaihekul-
mien summa (toisistaan 27:n monikerroilla eroavat vaihekulmat katsotaan
samoiksi). b) Moivren! kaava

(|z] (cos @ +isin0))"™ = |2|" (cosnd + isinnf).

! Abraham de Moivre (1667-1754), ranskalainen matemaatikko.
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364. Olkoon cq, co € R. Osoitettava, ettd on olemassa sellaiset dy,ds € C,
ettd ¢y =dy + do, o = i(dl — d2)

365. Ratkaistava rekursioyhtélo

a) Ynt2 = 3Yn+1 = 10yn =0, b) 8yns2 — 6yYnt1 +yn = 0.
366. Ratkaistava rekursioyhtalo

a) Ynt2 = 2Yn+1+Yn =0, b) ynio — 6yns1 +yn =0.
367. Ratkaistava rekursioyhtalo

a) Yn+2 = 2Un+1+2yn =0, b) 3ynio — 6yns1 + dyn =0.

368. Maaritettava tehtavien 365, 366 ja 367 a-kohtien rekursioyhtaloiden
ratkaisut alkuehdoilla yo =0, y; = 1.

369. Milli a:n (reaali)arvoilla rekursioyhtilon v, 12 — ayni1 — 262y, = 0
jokaiselle ratkaisulle on voimassa lim y,, = 07
n—roo

370. Johdettava Fibonaccin luvuille lausekkeet ratkaisemalla rekursioyh-
talod yn = Yn—1 + Yn—2 alkuehdoilla yo =0, y1 = 1.

371. Suoritettava esimerkissd 137 oleva induktiotodistus ja osoitettava,
ettd tapojen 1 ja 2 antamat tulokset ovat samat.

372. Ratkaistava kolmannen kertaluvun lineaarinen homogeeninen vakio-
kertoiminen rekursioyhtalo

a) Yn+3 — 6Yn+2 + 11ynq1 — 6yn =0,
b) Yn+3 — 3Yn+2 + 3Yn+1 — Yn = 0.
373. Todistettava lauseen 43 loppuosan kaksi jéljelld olevaa tapausta.

374. Todistettava: Jos rekursioyhtélon y,2 + ayp+1 + by, = 0 yleinen
ratkaisu on y, = R"™(c1 cosnf + co sinnf), niin se voidaan esittdd myos
muodossa y, = AR"™ cos(nf + ), missi A ja § ovat mielivaltaisia vakioita.

375. Puu kasvaa niin, ettd joka vuosi sen jokainen latvaoksa haarautuu
kahdeksi uudeksi latvaoksaksi. Olkoon ¥, latvaoksien lukuméara n. vuote-
na (y1 = 1). a) Kirjoitettava y,:lle rekursioyhtélo. b) Ratkaistava yhtalo.
¢) Kuinka monta latvaoksaa puussa on 10. vuotena?

YTy
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376. Rahaa heitetddn n kertaa. Olkoon p,, todennékéisyys sille, ettei saa-
da kahta perdkkaistd kruunua. a) Méériteltava lukujono (p,) rekursiivi-
sesti ja johdettava py:lle lauseke. b) Milla todennékoisyydella 12 heitossa
ei saada kahta perdkkéistd kruunua? c¢) Mikd yhteys on jonon (p,) ja
Fibonaccin jonon (teht. 370) valilla?

377. Osoitettava, ettd n:s Fibonaccin luku f,, (teht. 370) saadaan laske-
malla % (1+ V5)/ 2)” ja pyoristamaélla tulos lahimpéaén kokonaislukuun.

378. Todistettava Fibonaccin luvuille rekursioyhtdls f2 = (—1)"*! +
fnflfnJrl, missa n Z 2.

379. Kasiteltdva kysymys toisen kertaluvun lineaarisen homogeenisen va-
kiokertoimisen differentiaaliyhtdlon

y' +ay' +by=0

ratkaisemisesta. Ohje: Etsi sellaisia lukuja r, ettd (muuttujan z) funktio
y = €% on tdmén differentiaaliyhtdlon ratkaisu. Néin saat karakteristi-
sen yhtalon r:lle. Sen ei-reaalisten ratkaisujen tapauksessa kaytd Eulerin

kaavaa
el? = cosf + isin 6.

380. Ratkaistava differentiaaliyhtalo
a) y' =5y +6y=0, b) y"+4y +4y=0, c) y’' -2y +5y=0.

7.2 Lineaarinen vakiokertoiminen
rekursioyhtilo

1 Yhteys homogeeniseen yhtialoon

Tarkastelemme nyt toisen kertaluvun lineaarista vakiokertoimista rekur-
sioyhtaloa

(R) Ynt2 + AYni1 + byn = dy,

missé a ja b ovat vakioita ja d, on lukujono eli joukossa N maéaaritelty
funktio. Kédytdmme vasemmalle puolelle jalleen merkintaé L(y,,). Vastaa-
va homogeeninen yht&ls eli lyhemmin homogeeniyhtalé on L(y,) = 0 eli

(H) Yn+2 + aAYn+1 + byn =0.

Sanomme rekursioyhtalon yksityisratkaisuksi sen yhta ratkaisua. Siis yksi-
tyisratkaisu saadaan yleisestd ratkaisusta antamalla siiné oleville vakioille
tietyt arvot.

Lause 44. Rekursioyhtdlon (R) yleinen ratkaisu on sen yksityisrat-
kaisun ja vastaavan homogeeniyhtdlon (H) yleisen ratkaisun summa.

Luku 7. Rekursioyhtiloisti



Tarkemmin sanottuna tdmé lause tarkoittaa seuraavaa. Olkoon v, re-
kursioyhtdlon (R) jokin yksityisratkaisu, olkoon w,(c1,ce) vastaavan ho-
mogeeniyhtalon (H) yleinen ratkaisu, ja olkoon w, (R):n mielivaltainen
yksityisratkaisu. Talloin w,, on muotoa v, +un(c1, c2), missé c1:114 ja co:lla
on tietyt arvot. Kédnteisesti jokainen muotoa vy, +u,(c1, ¢2) oleva funktio
on (R):m ratkaisu.

Todistamme ensin alkuosan. Koska L(w,) = d, ja L(v,) = d,, niin
L(w, — vy) = L(wy) — L(v,) = dy, — d,, = 0, joten w, — v, toteuttaa
(H):m ja on siis muotoa uy,(cy, c2). Taten wy, = vy, + un(c1, ca).

Loppuosa seuraa siité, etté

L(vn + un(c, 02)) = L(v,) + L(un(cl, 02)) =d,+0

Lause 45. Kun yg ja y; on annettu, niin rekursioyhtalolla

(R) Ynt2 + aQYni1 + byn = dy

on yksikasitteinen ratkaisu, joka toteuttaa nama alkuehdot.

Todistus. Samanlainen kuin lauseen 42 todistus.

2 Esimerkkeja

Koska osaamme ratkaista (H):n, niin ainoa uusi tehtévd (R):n ratkaise-
misessa on yhden yksityisratkaisun etsiminen. Se onnistuu kokeilemalla
sellaisia funktioita, jotka ovat jotenkin samaa tyyppié kuin d,.

Esimerkki 138. y,4+2 — 2yp41 — 3y, = 2™

Olemme ratkaisseet homogeeniyhtélon vy, o — 2yp+1 — 3y, = 0 esimer-
kissd 136a saaden tulokseksi y, = ¢1(—1)™ + ¢23™. Yritdmme yksityisrat-
kaisuksi funktiota y, = A2" valitsemalla A:n sopivasti. Koska

L(A2™) = A2"T2 — 242" — 342" = —3A42",

niin taytyy olla A = —%, joten yksityisratkaisu on y, = —(
malla tdhan homogeeniyhtalon yleisen ratkaisun saamme y,
Cl(fl)n + CQ3".

)2". Lisii-
—(3)2" +

Wl

Esimerkki 139. y,42 — 2yp4+1 — 3y, = 3™

Homogeeniyhtédlo on sama kuin edelld. Muotoa y, = A3™ olevan yk-
sityisratkaisun etsiminen ei onnistu. Tadma& funktio toteuttaa nédet homo-
geeniyhtalon, joten vasemmaksi puoleksi tulee kaikilla A:n arvoilla 0 eika
siis milldédn 3™. Sen sijaan yritys y, = nA3™ onnistuu. Saamme

L(nA3™) = (n+2)A3"*2 —2(n + 1)A3" ! — 3nA3"™ = 1243",

joten A = 1—12, yksityisratkaisu on y, = 1—12n3” ja yleinen ratkaisu on

Yn = 1—12713” + (1) + 3™

7.2. Lineaarinen vakiokertoiminen rekursioyhtilo
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Esimerkki 140. y,12 — 4yp41 + 4y, = n.

Olemme ratkaisseet homogeeniyhtalon esimerkisséd 136b saaden tulok-
seksi ¥y, = ¢12" 4+ con2™. Muotoa y, = An olevaa yksityisratkaisua ei
kannata yrittad, silld sen sijoittaminen vasemmalle puolelle antaa myos
vakiotermin. Siksi yritimme funktiota y,, = An + B. Koska

L(An+ B) = A(n+2)+ B —4(A(n+1) + B) + 4(An + B)
= An — 2A + B,

niim A =1, 24+ B =0¢eli A = 1, B = 2. Siis yksityisratkaisu on
Yn = n + 2 ja yleinen ratkaisu on y, = n + 2 + ¢12" + con2”.

Esimerkki 141. y,42 + 9y, = cos 7.
Olemme ratkaisseet homogeeniyhtalon esimerkisséd 136¢ saaden tulok-

seksi y, = 3" (c1 cos 't + cg sin %) Muotoa y, = Acos X olevaa yksi-

4
tyisratkaisua ei kannata yrittaé, silli se antaa myos sinejé. Siksi yritdmme

funktiota 3, = Acos % + Bsin . Saamme

L(Acos% +Bsinﬂ)

4
2 2
:ACOSM—l—BsinW—i—Q(Acos%—i—Bsin%)
nw T .oonm . om
:A<cos—cos—fs1n—sm—)
4 2 4 2
+B(sin71—ﬂcosg+cos%sing)+9(Acos%+Bsin71—7r)
:fAsinTl—wqLB(‘,os%+9ACOSTZ—7TqLS)BsinTl—7r

= (9A + B) cos % + (—A+9B)sin Tl—ﬁ,

joten9A+B=1,—-A4+9B=0¢li A = 8%, B = 8%. Tehtédvamme ratkaisu

on siis y, = 89—2COSnT7T + S%Sin% +3"(clcos% +CQSin”—2’T).

Luvuissa 7.1 ja 7.2 esitetyilld menetelmilla voidaan ratkaista muidenkin
kertalukujen lineaarisia vakiokertoimisia rekursioyhtéaloité.
Harjoitustehtavia
381. Ratkaistava rekursioyhtélo

a) Yn+2 — 3Yn+1+2Yn = 3", b) Ynto — 3ynt1 + 2y, = 2.

382. Ratkaistava rekursioyhtélo
a) Ynt2 = 3Yn41+2Yn =1, b) dynpo —Ayni1 +yn =2.

383. Ratkaistava tehtdvien 38la ja 382a rekursioyhtélot alkuehdoilla
Yo = O, Y1 = 1.

384. Ratkaistava rekursioyhtélo
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a) Ynt2 = Ynt1 +2Un = 1% b) Ynio — 2yni1 +yn =5+ 3n.
385. Ratkaistava rekursioyhtélo

nm nm
a) Yni2 + yn =sin X b) 8ynt2 — 6Ynt1 + yn = Hsin -

386. Ratkaistava tehtdvien 384a ja 38ba rekursioyhtélot alkuehdoilla
Yo =11 = 2.

387. Ratkaistava rekursioyhtdlo y,4+2 — 4yn+t1 + 4y, = 27.
388. Ratkaistava rekursioyhtild a) y,41— 5y, = n?, b) yn11—5yn = 5"

389. Maaritettava rekursioyhtalon y,41 + ay, = b yleinen ratkaisu ja se
yksityisratkaisu, joka saadaan, kun yo on annettu. Vrt. teht. 85.

390. Ratkaistava rekursioyhtélo y,+3 — 6yn+2 + 11yp41 — 6y, = n.

391. Ratkaistava rekursioyhtalod y,4+1 — 2y, = yn¥Yn+1 palauttamalla se
sopivalla sijoituksella lineaariseksi.

392. Milla a:n arvoilla rekursioyhtalolld y,4+2 + yn+1 — ay, = 1 on vakio-
ratkaisu?

393. Olkoon Y; erddin maan kansantulo vuonna ¢. Samuelsonin® mallin
mukaan
Yi=a(l+p)Yi—1 —aBYi_2 +1,

missd « ja B ovat positiivisia vakioita. Tutkittava kansantulon kehitysté,
kuna) « =0,5, =1, b) a =08, 8 =2.

394. Eldinpopulaation kasvua kuvataan rekursioyht&lolld p,+1 = ¢(1 —
TDn)Pn, Missé p, on populaation koko n. vuotena, ¢ > 1 on kasvukerroin
ja r > 0 on hidastumiskerroin. Eraéssé mallissa ¢ = 2,7 ja r = 0,001. Tut-
kittava populaation kehitystd 10 vuoden aikana ja esitettavé se graafisesti,
kun alkupopulaatio pg on a) 100, b) 25, c) 800.

395. Pelaajat A ja B heittdvat vuorotellen rahaa. Pelin voittaa se, joka
saa ensimmaisend kruunun. Edellisen pelin voittaja saa aloittaa seuraa-
van pelin. Ensimmaéisen pelin aloittaa A. Olkoon p,, todennékoisyys sille,
ettd hén voittaa n:nnen pelin. a) Laskettava p;. b) Muodostettava p,,:lle
rekursioyhtélo. ¢) Ratkaistava tdmé rekursioyhtéls. d) Milla todennékoi-
syydelld A voittaa i) viidennen, ii) kymmenennen pelin?

396. K. R. Gabriel ja J. Neumann [Quart. J. R. Met. Soc. 88 (1962),
90-95] ovat tutkineet, voidaanko siitd, sataako Tel Avivissa tdndan vai
ei, ennustaa sitd, sataako sielld huomenna vai ei. Vuosien 1923-1950 ai-
neiston perusteella he padttelivit, ettd marraskuussa sadepdivia seuraa
sadepdivéd todennédkoisyydelld 0,60 ja poutapéivdéd seuraa poutapéiva to-
dennékoisyydelld 0,87. Oletetaan, ettd Tel Avivissa on sateinen marras-
kuun péiva. Milla todennédkoisyydella sielld on sadetta a) ylihuomenna,

2 Paul Samuelson (1915~ ), yhdysvaltalainen taloustieteilijd.

7.2. Lineaarinen vakiokertoiminen rekursioyhtilo
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b) viikon kuluttua, c¢) koko viikon, d) vuoden kuluttua? Ohje: Olkoon p,,
todennakoisyys sille, ettéd n paivan kuluttua sataa. Muodosta ensimmaéisen
kertaluvun rekursioyhtélo p,:lle ja ratkaise se.

397 (Uhkapelurin vararikko-ongelma). Peluri voittaa yhdessé pelis-
sd yhden euron todennikoéisyydelld p ja hdvidad yhden euron todennékdi-
syydelld ¢ = 1 — p. Hanen alkupddomansa on k euroa ja tavoitteensa on
n euroa (n > k). Jos pelurin rahat loppuvat, niin hidnen on lopetettava
pelaaminen. Milld todennékoisyydelld peluri saavuttaa tavoitteensa?

398. Seuraavassa "todistetaan” lause 45 vadraksi. Tarkastellaan rekursio-
yhtéloa yn+2 + y, = 2 alkuehdoilla yg = 1 ja yo = 1. Jokainen funktio
Yn = csin 5F + 1, missd ¢ on mielivaltainen vakio, on sen ratkaisu, joten
ratkaisu ei olekaan yksikéasitteinen. Missa vika?

399 (Hanoin tornit). Kolme keppid A, B ja C on pystytetty maahan.
Kepissid A on n rengasta pééllekkdin suuruusjirjestyksessa alhaalta ylos-
pain. Tehtdviné on saada kaikki renkaat keppiin C siirtdméalla yhta ker-
rallaan niin, ettd missddn vaiheessa niité ei ole pienemmaén renkaan paalld
ja ettd jokainen rengas on aina jossakin kepeistd A, B ja C. Alla olevissa
kuvissa on tehtavan ratkaisu tapauksessa n = 2 seka alkutilanne tapauk-
sessa n = 4.

1] 4

c 2] a4 B c

Sy

(—

14

4

a) Ratkaistava tehtavi tapauksessa n = 4.

) &
) QY
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b) Miten voidaan edellisen perusteella kisitelld tapaus n = 57

c) Jos tehtévd on ratkaistu tapauksessa n = k, niin miten se silloin
voidaan ratkaista tapauksessa n =k + 17

d) Osoitettava, ettd n renkaan tapauksessa timé tehtivd voidaan suo-
rittaa 2™ — 1 siirrolla.

400. Lineaarisia vakiokertoimisia differentiaaliyhtdlditd ratkaistaan sa-
malla periaatteella kuin rekursioyhtaloité (ks. teht. 379). Ratkaistava dif-
ferentiaaliyhtalo

x

a) y'+2y +y=uz, b)y'+9y=cosz, )y —y +2y=e"

7.2. Lineaarinen vakiokertoiminen rekursioyhtilo
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*Luku 8

Automaatit ja
muodolliset kielet

Kuvan alla oli kolme pientd hyonteistid: BOY
(poika). Hin oli juuri keksinyt, ettd nuo kolme
kirjainta toistuivat kirjan sivulla monta kertaa
samassa jirjestyksessi. ... Niin Tarzan edistyi
kovin hitaasti, silli hin oli tietidmittiin ottanut
itselleen erittiin vaikean ja vaivalloisen urakan
... oppia lukemaan tietamittd yhtian mitidin
kirjaimista tai kirjakielestd tai edes aavistamatta
sellaisen olevan olemassa.

(Burroughs [1])

8.1 Saannolliset lausekkeet
ja saannolliset kielet

1 Johdanto

Luonnolliset kielet, kuten esimerkiksi suomi ja englanti, ovat syntyneet
kaiken inhimillisen kommunikaation tarpeisiin. Sen sijaan muodolliset kie-
let ovat tarkoitetut tiettyyn taysin rajattuun kommunikaatioon. Luonnol-
listen kielten kehitys on vienyt tuhansia vuosia, kun taas muodolliset kie-
let on tavallisesti laadittu lyhyehkossé ajassa. Luonnolliset kielet ovat ke-
hittyneet melko vapaasti, kunnes niisté tuli "sivistyskielid”, jolloin niiden
kehitysta alettiin ohjailla. Sen sijaan muodollisia kieli& ovat tehneet tdysin
madratyt henkilot aivan haluamallaan tavalla.

Kielen syntaksi eli kielioppi selvittad, mitka ilmaisut kuuluvat tdhan
kieleen eli ovat "kieliopillisesti” oikeita. Kielen semantiikka eli merkitysop-
pi selvittdd, mitd ndmaé ilmaisut tarkoittavat. Luonnollisen kielen syntak-
si on erittdin monimutkainen ja semantiikka vieldkin monimutkaisempi,
kun taas muodolliset kielet pyritdén laatimaan niin, ettd niiden syntaksi
ja semantiikka olisivat mahdollisimman yksinkertaiset.

Luonnollista kieltd puhutaan ja kirjoitetaan asettamalla sanoja perék-
kéin, joten tédllaisen kielen perusyksikko on sana. Voitaisiin ajatella, ettd
perusyksikon pitéisi olla kirjain tai &dnne, koska sanat saadaan asettamal-
la niitd perdkkain. Néin ei kuitenkaan ole, koska yksittéiselld kirjaimella
tai dédnteelld ei ole omaa itsenéistd merkitysté.

Olkoon ¥ epatyhja déarellinen joukko. Kutsumme sité aakkostoksi ja sen
alkioita aakkosiksi, kirjaimiksi tai merkeiksi. Merkitsemme 3" :114 kaikkien
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niiden aérellisten jonojen joukkoa, jotka saadaan kirjoittamalla aakkosia
perdakkiin. Kutsumme joukon X* osajoukkoa L muodolliseksi kieleksi. Sii-
hen voi kuulua my6s tyhjd jono e, jossa ei ole yhtdén aakkosta. (Tyhja
jono ei kylldkadn ole jarjestetty jono s. 110 maéritelman mielessé, koska
emme pidd "tyhjaéa kuvausta” kuvauksena.) Kutsumme joukon L alkioita
kielen L sanoiksi. Tyhjissd kielessi () ei ole yhtdin sanaa, ei edes tyh-
jaa sanaa. Kieli {} on epityhja, vaikka siihen kuuluu vain tyhji sana e.
Samastamme yksikirjaimiset jonot ja kirjaimet. Siis kirjaimet ovat yksi-
kirjaimisia sanoja.

Jos joukon ¥ alkiot ovat luonnollisen kielen sanoja, saattaa tuntua ou-
dolta kutsua niitd aakkosiksi. Talloin voimme kutsua niitd sanoiksi ja
joukon L alkioita kielen L lauseiksi.

Kieli L on ddrellinen tai ddreton sen mukaan, onko siiné darellinen vai
dareton maard sanoja. Jos L on aarellinen ja sen sanojen lukumaééra on
pienehkd, sen syntaksi voidaan esittédd luettelemalla sen kaikki sanat.

Esimerkki 142. Veikattaessa vakioveikkauksen yhté kohdetta (mahdol-
lisesti jarjestelméalli) kdytetadn yksinkertaista muodollista kieltd L, jon-
ka aakkosto ¥ = {1, x,2}. Kielen L syntaksin saamme luettelemalla ta-
mén kielen kaikki sanat eli muodostamalla joukon L = {1, x,2,1x,12,
x2,1x2}. Tamén kielen semantiikka on seuraava:

Merkinta | Tulkinta
1 "kotijoukkue voittaa’
X ‘tulee tasapeli’
2 'vierasjoukkue voittaa’
1x "kotijoukkue voittaa tai tulee tasapeli’
12 "kotijoukkue tai vierasjoukkue voittaa’
X2 'vierasjoukkue voittaa tai tulee tasapeli’
1x2 ‘ottelu voi paattyd miten tahansa’

Esimerkki 143. Armeijan nk. sulkeisten komentokieli L on tdsmallises-
ti médritelty, joten voimme pitéé sitd muodollisena kielené. Sen aakkosto
¥ = {asento, lepo, kiidnnds, vasempaan, oikeaan, ...} (mutta darellinen).
Esimerkiksi 'asento’ ja ’kdénnos vasempaan pdin’ kuuluvat kieleen L, mut-
ta ’kaadnnos vasempaan’ ei kuulu. Tamén kielen semantiikassa jokaisella
sanalla on taysin maératty merkitys. Esimerkiksi "lepo’ ei tarkoita taval-
lista lepdamista.

Esimerkki 144. Lauselogiikan kieli L on muodollinen kieli. Sen aakkos-
to X ={p,q,...,p0,P1,02s---,7,V, A\, =, <, (,)} Voimme pitaa tatéa aak-
kostoa &dérellisend, silld vaikka lausemuuttujia po, p1, po,... onkin aére-
ton maaré, ne voidaan esittad kayttamaélla vain kahta merkkia esimerkiksi
seuraavasti: pg = p’, p1 = p’, po = p"’, ... Méirittelimme aiemmin (s. 42)
taman kielen syntaksin niin, ettd L on kaikkien propositiolauseiden eli hy-
vinmuodostettujen kaavojen joukko. Semantiikan saamme totuusarvoilla,
jotka voimme mééritelld tdsméllisesti totuusjakauman eli valuaation ké-
sitteen kautta (s. 44).

Esimerkki 145. Tietokoneiden ohjelmointikielet ovat muodollisia kielia.

Luku 8. Automaatit ja muodolliset kielet



2 Kielten laskutoimituksia

Tastéd eteenpéin tarkoitamme kielelld muodollista kielté, ellei tosin mai-
nita.

Koska muodolliset kielet ovat joukkoja, niin voimme maéaritelld niille
tavanomaiset joukko-opin laskutoimitukset, joista kiinnostavin on yhdis-
te. Kielet eivit kuitenkaan ole mita tahansa joukkoja, vaan sellaisia, joiden
alkiot ovat merkkijonoja. Siksi maéarittelemme niille pari uutta laskutoi-
mitusta.

Sanojen « ja [ ketju eli konkatenaatio o - § saadaan kirjoittamalla pe-
rakkédin ndma sanat. Vastaavasti méarittelemme useamman kuin kahden
sanan ketjun. Selvésti on voimassa liitdntélaki a-(8-v) = (a-f)-y = a-5-.

Kielten L ja K ketjun eli konkatenaation L - K sanat ovat L:n sanan
ja K:n sanan ketjuja. Siis

L - K={«a-flacL, feK}.

Voimme kéayttad merkintojen - 8 ja L- K sijasta lyhempid merkintoja a3

ja LK. Vastaavasti maarittelemme useamman kuin kahden kielen ketjun.

Selvésti on voimassa liitantalaki L- (K -H)=(L-K)-H=L-K-H.
Seuraavaksi maérittelemme sanan « potenssin

n

Q
I

a (n kappaletta),

O RRE
1 a,

e e
I

0—e¢.

Vastaavasti méaérittelemme kielen L potenssin

L"=L---L (n kappaletta),
L'=1,
LY = {&}.

Lopuksi méérittelemme, etté kielen L Kleenen' sulkeuma on L:n kaik-
kien potenssien yhdiste

L*=L°uL'UL*U--.
Esimerkki 146. Kun a € ¥, niin
{a}*={a" | n e N} ={¢,q,aa,aaqa,...}.
Esimerkki 147. 0* = {e}.
Esimerkki 148. Kielille L = {a,b} ja K = {z,y} on

L : K = {az’ ay7 bx? by}’
L? = {a®, ab, ba, b*},

L* = {e,a,b,a?, ab,ba,b? a®, a®b, aba, ab? ba?, bab, b*a, b3 a*, .. }.

! Stephen C. Kleene (1909-1994), yhdysvaltalainen loogikko.

8.1. Sddnndlliset lausekkeet ja siinnélliset kielet 163



164

3 Saannollinen lauseke

Olkoon L kieli, jonka aakkosto on X, eli olkoon L joukon ¥* osajoukko.
Voimme joskus (mutta emme aina, ks. teht. 420) mééaritelld L:n kdytta-
maélla luonnollista kieltd tai tavanomaisia joukkomerkintoja.

Esimerkki 149. Olkoon Y suomen kielen aakkosto. Maarittelemme erdan
kielen L kolmella muodollisesti erilaisella tavalla. a) Kaytdmme luonnol-
lista kieltéd. Kieli L on kaikkien niiden sanojen joukko, jotka alkavat a:lla
ja paattyvat ¢:hon. b) Kirjoitamme ddrettoméina luettelona

2 ..

L = {aé,a%6,abo, . .., aé* a6, abo,. .., aé% a*s, ...},

mutta L:n muodostamissidanto ei ndy siitd kovin hyvin. ¢) Parempi mer-
kinta on

L={a&|€cx}.

Kun muodollisia kielid tutkitaan, ne pyritddn méarittelemaédn lyhyes-
ti ja tdsmaéllisesti. Luonnollinen kieli ei sovi hyvin tdhan tarkoitukseen.
Joukkomerkinta kylldkin sopii erdiden kielten méérittelyyn, mutta tiet-
tyja kielid voidaan méaritelld parhaiten sddnndllisilli lausekkeilla. Nama
lausekkeet muodostavat erdanlaisen metakielen eli sellaisen muodollisen
kielen, jolla mééaritellddn muodollisia kielid. Olkoon ¥ aakkosto. Sdannol-
listen lausekkeiden kielen L aakkosto on ¥ U {0,¢,(,),U,-,* } ja syntaksi
on seuraava.

1. @ on saannéllinen lauseke.

2. € on saannollinen lauseke.

3. Jos a € X, niin a on sddnnodllinen lauseke.
4

. Jos £ ja n ovat sddnnollisid lausekkeita, niin (£ U n) ja (€ - n) ovat
sdannollisié lausekkeita.

5. Jos x on sdannollinen lauseke, niin x* on sddnnollinen lauseke.
6. Muita sdannollisié lausekkeita ei ole.

Miéarittelemme nyt kielen L semantiikan. Kéytdmme sddnnollisestéa
lausekkeesta lyhennysta s.l.

1. S.1. § tarkoittaa tyhjia joukkoa (.
2. S.I e tarkoittaa tyhjin sanan muodostamaa joukkoa {e}.
3. Jos a € ¥, niin s.l. a tarkoittaa joukkoa {a}.

4. Jos s.l. £ tarkoittaa joukkoa X ja s.l. n joukkoa Y, niin s.1. (€ Un)
tarkoittaa joukkoa X UY ja s.l. (£ -7n) joukkoa X -Y eli lyhemmin
joukkoa XY.

5. Jos s.l. £ tarkoittaa joukkoa X, niin s.l. £* tarkoittaa joukkoa X*.

Seuraavissa esimerkeissd > on suomen kielen aakkosten joukko.
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Esimerkki 150. a) S.I. (a U (b U ¢)) tarkoittaa joukkoa {a} U ({b} U
{c}) = {a,b,c}. b) S.L (U (RUI)) - (u-(p-u))) tarkoittaa joukkoa
{tupu, hupu, lupu}. ¢) S.I. (D U a) tarkoittaa joukkoa {a}, mutta (¢ U a)
tarkoittaa joukkoa {e,a}. d) S.I. (0-a) tarkoittaa joukkoa (), mutta (¢ - a)
tarkoittaa joukkoa {a}. e) S.I. (aU(bU(cU(... (¢U0))))...) (kirjoitettuna
kokonaisuudessaan) tarkoittaa joukkoa 3.

Esimerkki 151. a) S.I. (a-b)* tarkoittaa joukkoa {e, ab, (ab)?, (ab)3,...}.
b) S... (a~ (& - ()')), misséd £ on esimerkin 150e s.1., tarkoittaa niiden sano-
jen joukkoa, jotka alkavat a:lla ja padttyvit ¢:hon, vrt. esim. 149. ¢) S.1.
(E- ((aUd) -f*)), missé & on kuten edelld, tarkoittaa niiden sanojen jouk-
koa, joissa on ainakin kaksi kirjainta ja jarjestyksessa toinen kirjain on a
tai 0.

Olkoot &, n ja ¢ sdannollisid lausekkeita, jotka tarkoittavat joukkoja
X, Y ja Z. Téllsin sadnnélliset lausekkeet (€U (nU()) ja ((€Un) UC)
tarkoittavat samaa joukkoa. Nimittdin edellisen merkitys on X U (Y U Z)
ja jalkimméisen (X UY) U Z, ja yhdisteen liitantélain perusteella nimé
joukot ovat samat. Siksi voimme jattda kaikki sulut pois ja kirjoittaa
£UnU(. Vastaavasti huomaamme, ettd sdannolliset lausekkeet (E “(n-¢ ))
ja ((€+m)- () tarkoittavat samaa joukkoa X - Y - Z, joten voimme nytkin
kirjoittaa ilman sulkuja & - - . Voimme menetelld samoin silloinkin, kun
saannollisid lausekkeita on enemmén kuin kolme.

Esimerkki 152. S.1. (aUbUc)-d* -e- f tarkoittaa niiden sanojen jouk-
koa, joiden kirjaimista ensimméinen on a, b tai ¢, viimeistd edellinen on
e, viilmeinen on f, ja kaikki muut, mikali niitd on, ovat d:it4.

4 Saannollinen kieli

Kutsumme sadannolliseksi kieleksi (lyhennettyné s.k.) sellaista kieltd, jo-
ka voidaan méaritelld sdannollisella lausekkeella. Kaikki edellisissé esi-
merkeissa tarkastelemamme kielet ovat sdannéllisia. Myo6s ei-sadannollisia
kielid on olemassa (teht. 419 ja esim. 156).

Saannollisyys sailyy yhdisteesséd, ketjussa ja Kleenen sulkeumassa.

Lause 46. Olkoon ¥ aakkosto. Tall6in
1. @ on s.k.
2. {e} on s.k.
3. Jos a € ¥, niin {a} on s.k.
4

. Jos L ja K ovat sadnnollisid kielid, niin L U K ja L - K ovat
sdannollisia kielid.

e

Jos L on s.k., niin L* on s.k.

6. Muita sdannollisia kielia ei ole.

8.1. Sddnndlliset lausekkeet ja sdiinnélliset kielet
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Todistamme lauseen alkuosan ja jatdmme loppuosan harjoitustehtavik-
si (teht. 412-413).

1. Tyhja kieli § on s.k., koska sen madrittelee s.1. (.

2. Kieli {e} on s.k., koska sen méérittelee s.l. €.

3. Kun a € ¥, niin {a} on s.k., koska sen méarittelee s.1. a.

4 (yhdiste). Jos s.l. & mééirittelee kielen L ja s.]. n kielen K, niin s.1.
(€ Un) méarittelee kielen L U K.

Ominaisuus 4 on voimassa useammallekin kuin kahdelle kielelle (teht.
414). My6s komplementti L ja leikkaus LN K ovat sdannollisia (teht. 435—
436).

Harjoitustehtavia

401. Muodostettava kielen L maaritteleva s.l., kun L koostuu niista bit-
tijonoista, a) joiden pituus on kaksi bittid, b) jotka alkavat ja paattyvét
ykkoselld, ¢) joissa on tdsmélleen kaksi ykkosté, d) joissa ei ole periakkai-
sid ykkosié.

402. Kuvailtava luonnollisella kielell& tai joukkona se kieli, jonka méarit-
telee s.1. a) (0U1)-0-1, b) PUeUOUL, ¢) 12-(0U1)*, d) (OU1)*-(0U1)3.

403. Olkoon X = {a, b, c}. Muodostettava kielen L mééritteleva s.1., kun
L koostuu niisté sanoista, joissa a-kirjaimia on a) ainakin kaksi, b) kor-
keintaan kaksi, ¢) parillinen mééréi, d) pariton maara.

404. Olkoon X = {a, b, c}. Kuvailtava luonnollisella kielelld tai joukkona
se kieli, jonka médrittelee s.1. a) (aUb)-c?, b) (aUbUc)*-a-(aUbUc)*,
c) (aUbUc)*-a-(aUbUc), d) a-a*-b-b*

405. Tarkoittakoon & = n sitd, ettd sdannollisilla lausekkeilla € ja n on
sama merkitys eli ne vastaavat samaa joukkoa. Olemme todenneet, etté
liittantéalait EU (nUC) = (EUn)UCja - (n-¢) = (€-n) - ¢ ovat yleisesti
voimassa. Ovatko voimassa a) vaihdantalait EUn=nU&ja-n=mn-¢,
b) osittelulait £- (nUC) = (-n)U(E-Q)Ja(EUn)-¢=(E- QU Q)7

406. Mita sddntojé kielten vélinen ketju noudattaa edellisen tehtavén pe-
rusteella ja mitd se ei noudata?

407. Maariteltdva rekursiivisesti a) sanan, b) kielen potenssi.

408. Olkoon L kieli ja m,n € N. Onko yleisesti voimassa a) samankan-
taisten potenssien ketjusiintd L™ - L™ = L™¥" b) potenssin potenssin
saanto (L™)" = L™"?

409. Olkoot L ja K kielid ja olkoon n € N. Onko ketjun potenssin sdanto
(L-K)" = L"- K™ yleisesti voimassa?

410. Onko sdénnollisille lausekkeille yleisesti voimassa a) (£*)*

b) ((Un)* =& Un*, c) (§-n) =& -7

= &
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411. Mita sdantoja kielen Kleenen sulkeuma noudattaa edellisen tehtavin
perusteella ja mitd se ei noudata?

412. Todistettava, ettd a) kahden sadnnéllisen kielen ketju, b) sdédnnol-
lisen kielen Kleenen sulkeuma on sdannollinen.

413. Todistettava, ettei ole olemassa muita sddnnéllisid kielid kuin lau-
seessa 46 mainitut.

414. Todistettava, ettd sdannollisten kielten dérellinen a) yhdiste, b) ket-
ju, ¢) potenssi on sddnnollinen.

415. Olkoon ¥ aakkosto. Sanan a € ¥* pituus I(«) tarkoittaa sen kir-
jainten lukuméédrdd. a) Médriteltavd tdméa kasite rekursiivisesti. b) To-
distettava: Sanoille a ja 8 on l(« - B) = I(«) + 1(B). ¢) Yleistettéava tAmé
n:lle sanalle ja osoitettava sen perusteella, ettd I(a™) = nl(«).

416. Olkoon X aakkosto. Sanan o € ¥* toisinpdinen sana o' saadaan kir-
joittamalla c:n kirjaimet péinvastaisessa jarjestyksessd. a) Madriteltavi
tama késite rekursiivisesti. b) Todistettava: Sanoille o ja § on (a - B)' =

B -a.

417. Kielen L toisinpdinen kieli L’ on sen toisinpéisten sanojen joukko.
Siis L' = {« | @ € L}. Olkoot L ja K kielid. Todistettava oikeaksi tai
vaaraksi: a) (LUK) =L'UK', b) (L-K) =L"-K'

418. Todistettava, ettd sddnndllisen kielen toisinpéinen kieli on sdanndl-
linen.

419. Osoitettava, ettéd (tietyssid aakkostossa) a) i) saannollisten lausek-
keiden, ii) sddnnollisten kielten joukko on numeroituva, mutta b) kaikkien
kielten joukko on ylinumeroituva. ¢) Padteltavi téstd, ettd on olemassa
ei-sdannollisia kielid.

420. Osoitettava, ettd (tietyssd aakkostossa) a) kaikki sdannolliset kielet
voidaan periaatteessa méadritelld luonnollisella kielelld, mutta b) kaikkia
kielié ei voida.

8.1. Sddnndlliset lausekkeet ja sdiinnélliset kielet
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8.2 Automaatit

1 Automaatin kasite

Jos tietylla ohjelmointikielella L laaditussa tietokoneohjelmassa on syn-
taktinen virhe eli kieleen L kuulumaton sana, niin kone antaa virheilmoi-
tuksen. Tietokone siis "tunnistaa” kielen L “hyviksymalla” sen sanat ja
“hylkddmalld” muut. Alamme nyt tutkia kysymysté, voidaanko muodol-
lisia kielid yleensakin tunnistaa abstrakteilla ”"koneilla”.

Esimerkki 153. Tarkastelimme esimerkissd 149 sité kieltd L, jonka sa-
nat ovat a-alkuisia ja o-loppuisia suomen kielen kirjaimista muodostettu-
ja sanoja. Teemme abstraktin "koneen” M, joka hyviksyy kielen L kaik-
ki sanat ja vain ne. Aluksi M on "alkutilassa qq”, jossa se lukee sanan
ensimméisen kirjaimen. Jos kirjain ei ole a, niin M hylkda sanan siirty-
mélld "hylkéystilaan ¢;”. Jos taas se on a, niin M siirtyy "uuteen tilaan
q2”, jossa se lukee seuraavan kirjaimen. Jos tdmé kirjain on 6, niin M
siirtyy "lopputilaan q3”. Jos sana péaattyy tdhan, niin M hyvéiksyy sen.
Muussa tapauksessa M lukee seuraavan kirjaimen ja pysyy tilassa gs tai
siirtyy tilaan ¢o sen mukaan, onko luettu kirjain ¢ vai jokin muu. Néain
jatketaan, kunnes sanan kaikki kirjaimet on luettu. Jos ja vain jos M on
silloin tilassa g3, niin se hyviksyy sanan. Voimme esittdd tdmén kaiken
tiladiagrammilla, jossa alkutila on viivoitettu ja lopputila on ympyroity
kahdesti.

muu
kuin ¢ o

muu
muu kuin ¢

miké tahansa

Yleisesti kutsumme ddrelliseksi automaatiksi yhdelméa M = (Q, X, 6,
qo, F'). Téssé tilojen joukko Q ja (sydte)aakkosto ¥ ovat epatyhjid darellisia
joukkoja, sitrtymdfunktio 6 on kuvaus Q X% — Q, alkutila qgo on tilajoukon
Q alkio, ja lopputilojen joukko F on tdmén joukon osajoukko. Jos ¢ € @
ja s € ¥, niin §(q, s) ilmoittaa, mihin tilaan M siirtyy luettuaan tilassa g
merkin s.

Emme késittele muita automaatteja kuin déarellisia. Siksi puhumme ly-
hyesti automaatista, kun tarkoitamme &érellistd automaattia.

Automaatti M hyvdksyy eli tunnistaa sanan o € X*, jos se on o:n
lukemisen jélkeen jossakin lopputilassa. Automaatin M hyviksymét sanat
muodostavat sen médrittelemén eli hyviksymén eli tunnistaman kielen.
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Esimerkki 153, jatkoa. "Kone” M on automaatti M = (Q, X, d, qo, F),
missé Q = {qu q1, 42, Q3}7 Y= {a/a ba ) 0}7 F= {q3}7 ja

5((107 (I) = 42, 5((1055) =41, kun 5 7é a,
(th) =q1 kaikilla § S E,

( 0 qs, 5(Q2;€) = q2, kun € 7& 6)
(

S O

q250)
o g3, 0) = g3, 5((1355) = g2, kun 5 7é 0.

Jos M joutuu tilaan g;, niin se pysyy siind eikéd missédédn tapauksessa tule
hyviksymaéaan késittelemédansa sanaa. Meidédn ei valttamatta tarvitse piir-
tda tuollaista "roskatilaa” ndkyviin. Sovimme, ettd ne merkit, joita vastaa-
via nuolia ei ole tiladiagrammissa, johtavat "roskatilaan” eli aiheuttavat
hylk&damisen.

muu
kuin ¢ o

muu
kuin ¢

Lopputiloja voi olla enemménkin kuin yksi. On my6s mahdollista, ettei
niité ole yhtdén, mutta sellaiset automaatit eivat ole kiinnostavia.

Esimerkki 154. Kuvion automaatin tunnistama kieli koostuu niisté bit-
tijonoista, jotka paattyvit (ainakin) kahteen perdkkéiseen nollaan tai (ai-
nakin) kahteen perdkkéiseen ykkoseen.

2 Automaattien ja sddnnollisten kielten yhteys

Saannollisen kielen méaéritelmén mukaan sddnnolliset lausekkeet ja sdéan-
nolliset kielet vastaavat toisiaan. Tarkastelemme nyt naiden ja automaat-
tien vastaavuutta.

Olkoon a,b € ¥. Kdymme lidpi yksinkertaisimmat sdénnolliset lausek-
keet seké niitd vastaavat automaatit ja kielet.

8.2. Automaatit
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o (i) 0

e /./ {c}
o« (i) {a)
v (49) b fa.0}
b (0 ) () )

a* /l/- {e,a,a% a3,...}

Koska jokainen automaatti voidaan muodostaa yll4 olevista "rakennus-
palikoista”; niin olemme havainnollisesti perustelleet seuraavan lauseen.
(Tasméllinen todistus, ks. esim. [17, 19, 21].) Muistamme, ettd tarkoi-
tamme automaatilla darellistd automaattia.

Lause 47. Kieli on sdannollinen, jos ja vain jos se voidaan tunnistaa
automaatilla.

Olkoot M ja N automaatteja sekd olkoot L ja K niiden tunnistamat
kielet. Lauseen 46 mukaan kielet L U K, L - K ja L* ovat sdannollisia,
joten kysymme, mitkd automaatit tunnistavat ndmaé kielet.

Sovimme, ettd automaatti voi vaihtaa tilaa myos lukematta mitdén
merkkié eli lukemalla "tyhjin merkin” ¢ (jota emme kuitenkaan pida aak-
kosena). Sanomme, etti t&lloin tapahtuu e-siirto.

Yleisemmin méaarittelemme epddeterministisen automaatin, joka voi ol-
la (e-siirron jéilkeen) samanaikaisesti useammassa kuin yhdessi tilassa tai
ei yhdessidkaén tilassa. Automaatti, jossa on e-siirto, on epadeterministi-
nen, koska se on samanaikaisesti seka e-siirtoa edeltdvissa etta sitd seu-
raavassa tilassa.

Voidaan todistaa (ks. esim. [17, 19, 21]), etté jokaista epadeterministis-
td automaattia vastaa sen kanssa yhtdpitdvi deterministinen automaatti
(joka siis on aina yhdessé tilassa). Automaattien yhtapitdvyys tarkoittaa,
ettd ne tunnistavat saman kielen.

Epéadeterministisen automaatin tasmaéllinen mééritelmé on muuten sa-
ma kuin deterministisen (s. 168), paitsi ettd ¢ on kuvaus Q x (X U{e}) —
P(Q), joten 4 liittad jokaiseen tila-syotepariin yhden tai useamman tilan
tai ei yhtdén tilaa. Triviaalisti ¢ € 0(q,¢) kaikilla ¢ € @, mutta emme
merkitse niité.
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Esimerkki 155. Kuvion epddeterministinen automaatti M on saman-
aikaisesti tiloissa gg ja g2. Se voi olla my6s samanaikaisesti tiloissa ¢o
ja g3 (luettuaan ¢p:ssé b:n), mutta ei samanaikaisesti naissi kolmessa ti-
lassa. TAmé automaatti tunnistaa kielen L = {ab, abc, c}. Tasméllisesti
M = (Q,%,9,q0, F), missd Q = {qo,q1,92,q3}, ¥ = {a,b,c}, F' = {g3}, ja

8(q0,a) ={m},  0(q0,€) = {q0. 42},
5(q1ab) = {q2aq3}a 5(QQ,C) = {Q3}-

Kuviossa on myos yhtépitéivi deterministinen automaatti M’ = (P, X, ¢,
pOaFl)v missa P = {p07p17p27p3}7 Y= {avbac}v F' = {p25p3}5 ja’

5/([)0,(1) = D1, 5/(p17b) = P2, 5/(p070) = 5/(p270) = P3.

MI

Voimme nyt vastata kysymykseemme. Saamme kielen L- K tunnistavan
automaatin "kytkemaélla M ja N sarjaan” eli siirtymalla M :n lopputiloista
N:n alkutilaan e-siirroilla. Saamme kielen L U K tunnistavan automaatin
"kytkemalld M ja N rinnan” eli maérittelemalld uuden alkutilan, josta
siirrytdan M:n ja N:n alkutiloihin e-siirroilla. Kielen L* tunnistavan au-
tomaatin muodostamisen jatdmme harjoitustehtéviksi (teht. 434).

8.2. Automaatit
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Harjoitustehtavia

421. Minka kielen kuvion automaatti tunnistaa?

@ hyvin
ole

ei
helppo

vaikea

422. Tavara, jonka hinta on 3 euroa, saadaan automaatista, joka toimii
1 ja 2 euron kolikoilla. Jos automaatti on saanut ainakin 3 euroa, niin se
antaa tavaran, mutta ei palauta mahdollisia yliméaaraisié kolikoita. Muo-
dostettava tita automaattia vastaava abstrakti automaatti, jonka aakkos-
to ¥ = {1,2} ja joka on lopputilassa, kun luettujen aakkosten summa on
ainakin 3.

423. Mika s.l. vastaa kuvion automaattia?

) () o(2)

N
0
" e
” o)
Os-C

424. Olkoon ¥ = {a, b, c}. Muodostettava kielen L tunnistava automaat-
ti, kun L a) on {a3,a?b,a’c}, b) koostuu niisté sanoista, joissa on kaksi
a:ta ja muut b:itd, c) koostuu niistd sanoista, joissa on kaksi perakkaistd
a:ta ja muut b:ita.

425. Olkoon ¥ = {0,1}. Muodostettava automaatti, jonka tunnistaman
kielen méarittelee s.l. a) 10*1, b) (10*1)*, ¢) (10*1)*1.

426. Olkoon ¥ = {0,1}. Muodostettava automaatti, jonka tunnistaman
kielen méérittelee s.1. a) (10*1)*(0U1), b) (10*1)*(0U1)*, c¢) (10*1)*(0*U
1%).

427. Minka kielen kuvion automaatti tunnistaa?
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b)

428. Olkoon ¥ suomen kielen aakkosten joukko. Muodostettava auto-
maatti, jonka tunnistama kieli L on sanan yo kaikkien yksikén sijamuo-
tojen joukko. Toisin sanoen L = {yd, yon, yotd, yond, yoksi, yossd, yostd,
yohon, yolla, yolta, yolle, yottd, dineen, din}.

429. Olkoon ¥ = {a, b, c}. Kuviossa on jitetty merkitsemétta ne nuolet,
joita pitkin edetessd automaatti ei missdan tapauksessa hyviksy luettavaa
sanaa. Tdydennettavd kuvio (lisddmaélla “"roskatila”) niin, ettd jokaista
tila-aakkosparia vastaa nuoli.

430. Muodostettava kuvion epadeterministisen automaatin kanssa yhté-
pitdvé deterministinen automaatti.

a) 0 1

b)
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431. a) Esitettdva tiladiagrammina automaatti M = (Q, X, d, go, F'), mis-
Ssé Q = {QOaQ1aQQaQ3aQ4aQ5}7 Y= {Oa 1}7 F= {q4aq5}a ja'

8(q0,0) = 6(q2,0) = 6(g3,0) = 6(qa,0) = 6(g5,0) = qo,
8(q1,0) = q2, 0(qo,1) =0(q2,1) = q1, d(q1,1) = g3,
6(g3,1) = q1, (@, 1) =g5, 0(g5,1) = qu.

b) Muodostettava sellainen automaatin M kanssa yhtépitavd automaatti,
jossa on mahdollisimman vahan tiloja.

432. Olkoon ¥ = {a, b, c}. Olkoon L niista sanoista koostuva kieli, joissa
on tdsmalleen yksi a, ja olkoon K niistd sanoista koostuva kieli, joissa on
tasmélleen yksi b. Muodostettava a) kielen L tunnistava automaatti M,
b) kielen K tunnistava automaatti N, c) kielen L U K tunnistava auto-
maatti "kytkemélld M ja N rinnan”, d) kielen L-K tunnistava automaatti
"kytkemalla M ja N sarjaan”

433. Jatkoa. Muodostettava c- ja d-kohtien automaattien kanssa yhtéapi-
téavit deterministiset automaatit.

434. Olkoon M sddnnollisen kielen L tunnistava automaatti. a) Miten
voidaan muodostaa kielen L* tunnistava automaatti? b) Tarkasteltava
esimerkkind tehtavan 432 automaattia M.

435. Olkoon M sddnnollisen kielen L tunnistava automaatti. a) Miten
voidaan muodostaa komplementtikielen L tunnistava automaatti? b) Tar-
kasteltava esimerkkiné tehtévin 432 automaattia M. c¢) Todettava a-koh-
dan perusteella, ettd sddnnollisen kielen komplementti on sddnnéllinen.

436. Olkoot L ja K sadnnollisia kielia sekd olkoot M ja IV vastaavat auto-
maatit. a) Miten voidaan muodostaa kielen LN K tunnistava automaatti?
b) Kasiteltdvd esimerkkind tehtdvin 432 automaatteja M ja N. c¢) To-
dettava a-kohdan perusteella, ettd kahden sdénnollisen kielen leikkaus on
sdannollinen, ja yleistettdva tdmé tulos kaikille dérellisille leikkauksille.

437. Mealyn kone on yhdelmid M = (Q, X%, 0,9, A, qo), missé tilojen jouk-
ko Q, sydteaakkosten joukko X ja tulosteaakkosten joukko © ovat epétyhjid
aarellisia joukkoja, siirtymdfunktio § on kuvaus Q x X — @, tulostusfunk-
tio A on kuvaus Q x ¥ — O U {e}, ja alkutila qo on tilajoukon @ alkio.
Siis jokaista merkkié lukiessaan M tulostaa tietyn merkin, joka riippuu
M tilasta ja luetusta merkistd. Se, ettd M tilassa ¢ lukiessaan merkin
s tulostaa merkin z ja siirtyy tilaan r, esitetdén tiladiagrammissa kuvion

osoittamalla tavalla.
(O—""=)

Tavara, jonka hinta on 3 euroa, saadaan automaatista, joka toimii 1 ja 2
euron kolikoilla. Muodostettava taté automaattia vastaava abstrakti Mea-
lyn kone M, kun ¥ = {1,2,p} ja © = {1,t}, missi p tarkoittaa napin pai-
namista ja t tavaraa. Jos M lukee p:n, tapahtuu seuraavaa. Jos M on
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saanut alle 3 euroa, se ei tulosta mitédén (eli tulostaa £:n). Jos se on saa-
nut 3 euroa, se tulostaa t:n ja palaa alkutilaan. Jos se on saanut yli 3
euroa, se tulostaa t:n ja vaihtorahat seké palaa alkutilaan.

438. Muodostettava Mealyn kone, joka lukee kaksi ei-negatiivista binda-
rilukua ja tulostaa niiden summan bindarilukuna. Yhteenlaskettavat il-
moitetaan yhtdmoninumeroisina kummastakin vuorotellen numero kerral-
laan oikealta vasemmalle. Jos toisessa yhteenlaskettavassa on vihemmaén
numeroita, niin sen alkuun lisdtdén nollia. Jos esimerkiksi on laskettava
yvhteen luvut 101 ja 11, niin jalkimmainen luku esitetddn muodossa 011 ja
numerot annetaan jarjestyksessa 11 01 1 0.

439. Mooren kone on yhdelma M = (Q, X, 0,4, A, qo), missi tilojen jouk-
ko Q, syoteaakkosten joukko X ja tulosteaakkosten joukko © ovat epéatyhjid
aarellisia joukkoja, siirtymdfunktio § on kuvaus Q x X — @, tulostusfunk-
tio A on kuvaus Q — © U {e}, ja alkutila qo on tilajoukon @ alkio. Siis
jokaista merkkié lukiessaan M tulostaa tietyn merkin, joka riippuu M:n
tilasta (mutta ei luetusta merkistd). Se, ettd M tilassa ¢ tulostaa merkin
x ja lukiessaan merkin s siirtyy tilaan r, jossa se tulostaa y:n, esitetddn
tiladiagrammissa kuvion osoittamalla tavalla.

(@——()
Vertailtava keskendan alla vasemmalla olevan Mealyn koneen ja oikealla
olevan Mooren koneen toimintaa.

0,1

@)

1,0

440. Olkoon ¥ = © = {0, 1}. Muodostettava a) Mealyn, b) Mooren kone,
joka tulostaa numeron 0, jos siihen asti luettujen ykkosten lukumééara on
parillinen, ja numeron 1, jos se on pariton.

8.3 Muodolliset kieliopit

1 Johdanto

Olemme huomanneet (lause 47), ettd saannollisid kielid voidaan mééritel-
14 paitsi sddnnollisilla lausekkeilla my6s automaateilla. Jos kaikki kielet
olisivat sdannollisia, voisimme tyytyd tdhdn. Kuitenkin olemme myos jo
huomanneet (teht. 419), etteivit kaikki kielet ole sdannollisia. Tarkaste-
lemme seuraavaksi esimerkkia sellaisesta kielesta.
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Esimerkki 156. Olkoon ¥ = {a,b}. Osoitettava, ettéd kieli L = {a™b™ |
n € Zy } = {ab,a®b?,a3b3, ...} ei ole sdinnéllinen.

Teemme vastaoletuksen, ettd L on sddnnollinen. Talloin se voidaan tun-
nistaa erdalld automaatilla M. Olkoon g; se tila, jossa M on luettuaan sa-
nan a’b’ alkuosan a’ (i € Z). Koska tiloja on vain dérellinen méérd, on
oltava sellaiset indeksit j ja k, ettéd j # k, mutta g; = g. Tdten M péadsee
alkutilasta tilaan g; seké j:n pituisella ettd k:mn pituisella a-jonolla. Koska
M ei g;:ssé ollessaan "muista”, mitd kautta se on sinne tullut, niin se ei
voi hyviksyé sanaa a’b’ € L, jos se hylkdi sanan a’bF ¢ L. Siis vastaoletus
on vadré, joten L ei ole sdannollinen.

G~ DO

Esimerkki 157. Olkoon ¥ = {vanha, nuori, mies, nainen, lukee, kirjaa,
lehted}. Kieli L = {vanha, nuori}*{mies, nainen}{lukee}{e, kirjaa, lehted},
jonka sanoja (tai pikemminkin lauseita) ovat esimerkiksi nuori nainen
lukee kirjaa ja vanha nuori vanha mies lukee lehted, on siéannollinen, mutta
madarittelemme sen uudella tavalla.

1. lause on subjektiosa predikaattiosa (Tamaé tarkoittaa, ettd lause
saadaan kirjoittamalla ensin subjektiosa ja sitten predikaattiosa.)

subjektiosa on attribuutti subjekti
subjektiosa on subjekti
predikaattiosa on predikaatti objekti
predikaattiosa on predikaatti
attribuutti on vanha attribuutti
attribuutti on nuor: attribuutti

attribuutti on vanha

© ® N e o W N

attribuutti on nuori

—_
o

. subjekti on mies

—_
—_

. subjekti on nainen

—_
[\

. predikaatti on lukee

—
w

. objekti on kirjaa
14. objekti on lehted.

Niiden sddntdjen perusteella voimme johtaa kielen L kaikki lauseet. Ku-
vion johtamispuulla saamme lauseen vanha vanha mies lukee. SAannot 6
ja 7 ovat rekursiivisia. Niiden mukaan attribuutti saadaan kirjoittamal-
la attribuutin eteen vanha tai nuori. Soveltamalla niitd toistuvasti ja
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kayttdmalld lopuksi sddntoja 8 ja 9 saamme minkd tahansa (dérellisen)
jonon sanoista vanha ja nuori.

lause

subjektiosa predikaattiosa

attribuutti predikaatti

vanha lukee

vanha

2 Muodollisen kieliopin kiasite

Muodollinen kielioppi on yhdelmi G = (X,V, R, S). Siind pdadtemerkkien
eli terminaalisymbolien joukko ¥ ja vdlikemerkkien eli nonterminaalisym-
bolien joukko V ovat erillisid darellisia joukkoja. Sddntdjoukko R on joukon
(W*.V-W*) x W* darellinen osajoukko, missia merkkijoukko eli symboli-
joukko W = X UV. Sadnnot ovat joukon R alkioita eli jarjestettyja pareja
(o, B), missd aw € W* -V - W* (eli sisiltda ainakin yhden vélikemerkin) ja
B € W*. Jos (o, 8) € R eli (a, 8) on sdéntd, niin merkitsemme a — £.
Alkumerkki eli alkusymboli S on tietty vélikemerkki. Puhuessamme kie-
liopista tarkoitamme seuraavassa muodollista kielioppia.

Kieliopin G méarittelema eli tuottama kieli L koostuu niistd sanoista,
jotka voidaan johtaa ldhtemélld alkumerkistd S ja soveltamalla sdanto-
joukon R sdantojé, kunnes saadaan jono, jossa on pelkkia pédatemerkkeja.
Kieliopin G pédatemerkit vastaavat kielen L aakkosia. Sovimme, ettd myos
tyhja merkki € on padtemerkki, vaikka emme pidéa sitd joukon X alkiona.

Esimerkki 156, jatkoa. Jos kielen L sanan alkuun lisdtdin a ja lop-
puun b, niin saadaan L:n sana. Aloittamalla sanasta ab ja toistamalla
tatd saamme L:n kaikki sanat ja vain ne. Toisin sanoen sana saadaan
muodostamalla ¢ sana b, mutta sana on my6s ab. Alkumerkki S eli sa-
na on ainoa vilikemerkki, joten V' = {S}. Pédédtemerkit ovat a ja b, joten
Y ={a,b}. Koska sana on a sana b, niin S — aSb. Koska my6s sana on
ab, niin S — ab. Siis R = {S — aSb, S — ab}. Jos kirjoitamme sdannot
allekkain, emme kayta joukkosulkeita, vaan merkitsemme

S — aSb
S — ab.
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Esimerkki 157, jatkoa. Piidtemerkkien joukko ¥ = {vanha, nuori, mies,
nainen, lukee, kirjaa, lehted}. Vilikemerkkien joukko V = {S, SO, PO, AT,
SU, PR, OB}, missi alkumerkki S tarkoittaa sanaa, merkki SO subjek-
tiosaa jne. Sdantojoukko R on

S — SO PO

SO — AT SU
SO — SU

PO — PR OB
PO — PR

AT — vanha AT
AT — nuori AT
AT — vanha
AT — nuori

SU — mies

SU — nainen
PR — lukee

OB — kirjaa
OB — lehted.

3 Chomskyn kielityypit

Kieliopin G sdantojoukko R voidaan valita vapaasti, mutta jos halutaan
esimerkiksi, ettd G:n tuottama kieli L on sdannéllinen, niin R:lle taytyy
asettaa ehtoja. Yleisesti voidaan kysyé, mitd ehtoja R:n pitéisi toteuttaa,
jotta L:11a olisi haluttuja ominaisuuksia. Voidaan kysya myos toisinpain:
Jos G toteuttaa tietyt ehdot, mitd ominaisuuksia silloin on L:1147 N&ama
kysymykset johtavat Chomskyn? kielityyppeihin.

Merkitsemme péaatemerkkeja pienilld latinalaisilla kirjaimilla, valike-
merkkeja isoilla latinalaisilla kirjaimilla ja merkkijonoja pienilla kreikka-
laisilla kirjaimilla. Téallainen jono voi sisaltaa seké péaate- etta valikemerk-
keja tai vain toisia niistéd. Se voi myés olla tyhjé jono e.

Tyypin 0 kieliopin sddnnéille o — B ei aseteta ehtoja. Kuitenkin a:ssa
tdytyy R:n méédritelmén mukaan olla ainakin yksi vélikemerkki. Siis eri-
tyisesti « ei saa olla €.

Tyypin 1 kieliopin sdannét ovat muotoa aAf — ayf (v # ) tai A — e.
Sanomme, etté téllainen kielioppi, kuten myos sen méarittelemé kieli, on
kontekstiriippuva (engl. context sensitive). Nimittiin se, mita A:lle tapah-
tuu tuollaista sdantoa sovellettaessa, riippuu A:n "kontekstista” eli "ym-
péristostd” « ja S (ellei @ = 8 = ¢).

Tyypin 2 kieliopin sddnnot ovat muotoa A — . Téllainen kielioppi,
kuten myos sen méarittelema kieli, on kontekstiriippumaton (engl. context

2Noam Chomsky (1928- ), yhdysvaltalainen kieliticteiliji.
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free). Nimittéin se, mitd A:lle tapahtuu, ei riipu A:n "ympéristosta”.
Tyypin 3 kieliopin sddnnot ovat muotoa A — aB tai A — a. (Koska

piddmme e:ia padtemerkkind, niin erityisesti sdanté A — ¢ on sallittu.)

Tallainen kielioppi on sddnnollinen, mika nimitys johtuu lauseesta 48.

Esimerkki 158. Jos R sisdltdd mm. sdannot (1) A — aA ja (2) aAb —
aBb, niin jokaisessa saadussa merkkijonossa A voidaan korvata aA:lla,
mutta myos aAb voidaan korvata aBb:lla. Jos esimerkiksi on saatu merk-
kijono aAb, niin sithen voidaan soveltaa vaikkapa ensiksi sdantod (1), jol-
loin saadaan aa Ab, ja samaa saddntoi toisen kerran, jolloin saadaan aaaAb,
ja sitten sdantod (2), jolloin saadaan aaaBb. Soveltamalla heti sdantod (2)
tulos on aBb.

Lause 48. Kieli on sdénnoéllinen, jos ja vain jos sen tuottaa tyypin
3 kielioppi.

Todistus (ks. esim. [17, 21, 19]) perustuu siihen, ettd kieliopin vélike-
merkit vastaavat kielen tunnistavan automaatin tiloja.

Esimerkki 159. Olkoon ¥ = {a,b,c}. Kielen L = {ac,abe, ab’c, ab’c,

..} = {ab"c | n € N} méérittelee s.l. ab*c. Tamén kielen tunnistaa
automaatti M, jonka tiladiagrammi on
b

Muodostamme L:n tuottavan kieliopin GG. Sen vélikemerkit vastaavat M:n
tiloja, joten kidytdmme samoja merkint6ji. Siis G = (X, V, R, qo), missi
padtemerkkien joukko ¥ = {a, b, ¢}, vilikemerkkien joukko V' = {qo, ¢1, ¢},
alkumerkki on qo, ja sddntéjoukko R on

o — aq1
@ — bq
q1 — Cq2
q2 — €.

Saamme yksinkertaisemman yhtdpitivin (eli saman kielen L méaaritte-
levdn) kieliopin jattdméalla M:n lopputilaa ¢o vastaavan vélikemerkin gq
pois. Talloin V' = {qo,¢1} ja R on

qgo — aqi
q1 — bqy
q1 — C.
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Esimerkki 156, jatkoa. Kielioppi G = (£,V, S, R), missd ¥ = {a, b},
V ={S}ja Ron

S — aSh
S — ab,

on tyypin 2 kielioppi eli kontekstiriippumaton kielioppi, joten sen tuotta-
ma kieli L = {a"b™ | n € Z } on tyypin 2 kieli eli kontekstiriippumaton
kieli. (Maéarittelemme, etta kieli on tyyppid ¢, jos sen tuottaa tyypin ¢
kielioppi.)

Chomskyn kielityypittely on hierarkkinen sikéli, ettd korkeamman tyy-
pin kielten joukko on alemman tyypin kielten joukon aito osajoukko
(teht. 451). On kylldkin hieman omituista sanoa, ettd tyypin 2 kieli on
seké kontekstiriippumaton ettd kontekstiriippuva, mutta téllainen termi-
nologia on vakiintunut.

TO Tl T2 @

Lauseista 47 ja 48 seuraa, ettd kieli on tyyppid 3, jos ja vain jos se voi-
daan tunnistaa (dérelliselld) automaatilla. Myos muilla kielilld on yhteyk-
sid automaatteihin, jotka eivét silloin voi olla darellisia. Kieli on tyyppié
2, jos ja vain jos se voidaan tunnistaa pinoautomaatilla (engl. pushdown
automaton). Kieli on tyyppid 0, jos ja vain jos se voidaan tunnistaa Tu-
ringin® koneella. Tyypin 1 kielet voidaan tunnistaa sellaisella Turingin
koneella, joka pysdhtyy kaikilla syotteilla. Naméa késitteet ja asiat eivét
kuulu meidéan alkeisesityksemme piiriin, joten tyydymme viittaamaan kir-
jallisuuteen (esim. [17, 19, 21]).

Harjoitustehtavia

441. Muodostettava kielioppi, joka tuottaa a) tyhjin kielen, b) sen kie-
len, jossa on vain tyhji sana, c) sen kielen, jossa on vain sana a.

442. Olkoon a, b € 3. Muodostettava kielioppi, joka tuottaa saman kielen
kuin s.l. a) aUD, b) a-b, ¢) a*.

443. Olkoon ¥ = {a,b}. Muodostettava kielioppi, joka tuottaa kielen
a) {a™" |n € N} (vrt. esim. 156), b) {a™b™ | m,n € N}.

3 Alan Turing (1912-1954), englantilainen matemaatikko, tietojenkdsittelytie-
teen pioneeri.
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444. Olkoon ¥ = {a,b, c}. Muodostettava kielioppi, joka tuottaa kielen
a) {a"b"c|neN}, b) {ca"" |neN}

445. Olkoon ¥ = {0,1}. Muodostettava kielioppi, joka tuottaa saman
kielen kuin kuvion automaatti.

a)

b)

446. Muodostettava kieli, jonka tuottaa kielioppi G = (X,V, S, R), kun
¥ ={a,b}, V ={S,A, B} ja Ron a) {S - AB,A — ab,B — bb},
b) {S— AB,S — aA, A — a,B — ba}.

447. Muodostettava kieli, jonka tuottaa kielioppi G = (X,V, S, R), kun
Y ={a,b},V={S,AB}jaRona){S— AS— BA—awdA—
a,B—bB,B — b}, b) {S — AB,A — aAb,B — bBa,A — ¢, B — ¢}.

448. Muodostettava kieli, jonka tuottaa kielioppi G = (X,V, S, R), kun
Y ={a,b}jaa) V={{S}, R={S = aS,S — aSh,;S — ¢}, b) V =
{S,A}, R={S = aA, A — aAb, A — ¢}.

449. Muodostettava esimerkin 157 kielen sanan (tai paremmin lauseen)
a) nuori nainen lukee kirjaa, b) vanha nuori vanha mies lukee lehted
johtamispuu.

450. Muutettava esimerkin 157 kieliopin sdant6ja niin, ettei tdma kie-
lioppi tuota sellaisia lauseita, joissa lukija on samanaikaisesti vanha ja
nuori.

451. Muodostettava a) tyypin 0 kielioppi, joka ei ole tyyppié 1, b) tyypin
1 kielioppi, joka ei ole tyyppid 2, ¢) tyypin 2 kielioppi, joka ei ole tyyppia 3.

452. Ovatko edellisen tehtdvédn kielioppien tuottamat kielet myds kor-
keampaa tyyppiéd kuin ndmaé kieliopit?

453. Osoitettava, etté kielioppi G = (X, V, S, R), missd ¥ = {a,b,c},V =
{S,B,C},ja R ={S = aSBC,S — aBC,aB — ab,CB — BC,bB —
bb,bC — be,cC — cc}, tuottaa kielen L = {a"™b"c™ | n € Z4 }. Voidaan
todistaa, ettd G, joka on tyyppid 1, ei ole yhtdpitdvd minkadn tyyppia 2
olevan kieliopin kanssa. Téten L on tyypin 1 kieli, joka ei ole tyyppia 2.

8.3. Muodolliset kieliopit
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454. Olkoot G ja H kielioppeja sekd olkoot L ja K niiden tuottamat
kielet. a) Miten voidaan muodostaa kielioppi, joka tuottaa kielen L U K?
b) Jos L ja K ovat tiettyd samaa tyyppid, niin onko myés L U K sitd

tyyppia?

455. Kuten edelld, mutta yhdisteen L U K sijasta tarkastellaan ketjua
L K.

456. Olkoon G kielioppi ja L sen tuottama kieli. a) Miten voidaan muo-
dostaa kielioppi, joka tuottaa toisinpéisen kielen L’? b) Ovatko L ja L'
samaa tyyppia?

457. Sana « on palindromi, jos se on sama kuin sen toisinpdinen sana o'.
a) Muodostettava kielioppi, jonka tuottama kieli on niiden bittijonojen
joukko, jotka i) ovat, ii) eiviit ole palindromeja. b) Mitd tyyppid nidmé
kielet ovat?

458. Todistettava oikeaksi tai vadréksi: Kaikki dédrelliset kielet ovat tyyp-
pia 3.

459. Olkoon ¥ = {a, b}. Minké tyypin kielen muodostavat ne sanat, joissa
on yhtéd monta a:ta kuin b:ta?

460. Mita tyyppid ovat luonnolliset kielet vai ovatko mitdan?

Luku 8. Automaatit ja muodolliset kielet
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