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Naisista yliopistoissa
Piskirjoitus

Naisten védhyydestd akateemisissa ammateissa puhu-
taan jilleen yhden fysiikan Nobeleista mentyé pitkésta
aikaa naiselle. Oikeastaan kyseessi on ikuinen puheen-
aihe, joka ei koskaan mene pois muodista, ja hyva niin.
Kyseessé on todellinen ongelma. Se on kuitenkin tiedos-
tettu ja asiat nédyttaisivit olevan menossa parempaan
suuntaan, mutta tyotd on vield paljon jaljella.

Aihe on monitahoinen. Rakenteelliset ongelmat. Seksu-
aalinen héairinta. Naisten vahyyden oikeuttaminen evo-
luutioteorialla. Taysin epéaasialliset sukupuolisidonnai-
set kommentit, joita todenn&koisesti jokainen nainen
on joskus saanut. Tadmén tekstin puitteissa en voi enka
edes yritéd késitelld kaikkia ndkokulmia. Niistd on mo-
ni muu kirjoittanut jo paljon terdvimmin kuin mina
ikind kykenisin. Haluan siis keskittyd vain yhteen pie-
neen nikoékulmaan, eli muiden naisten suhtautumiseen
ja siithen, mitd me naiset voimme tehdé itse.

Aikoinaan minut esiteltiin eradlle pitkdn akateemisen
uran tehneelle kunnianarvoisalle naiselle matematiikan
olympiavalmennuksen aktiivina. Sitd olinkin, ja olin
silloinkin pitdméssd olympiavalmennuksesta esitelmén
samassa tapahtumassa. Hdnen kommenttinsa kuiten-
kin oli vain hieman halveksuvalla danelld todettu “on-
han se hyva kun tytoillakin on esikuvia”. Vaikka mi-
nusta olisi mukavaa olla esikuva, ei luokittelu vain esi-
kuvaksi ole mielekéstd. Olen kuitenkin mukana aktii-
visena toimijana enkd vain esimerkkind, ettd tytotkin
voivat kilpailla. En tiedd, miten monta kertaa olen jou-
tunut selittdméédn muille naisille sitd, miten matema-
tiikka on myo6s naisille sopiva laji.

Ennen lasten hankkimista kuulin muilta naisilta varoit-
telua, miten lasten kanssa ei sitten voi tehda yhtdan
mitddn. Melkein uskoin. Onneksi olin ndhnyt riittavésti
vastaesimerkkeja. Lasten kanssa voi tehdd paljonkin,
kuten vaikkapa opiskella pedagogiikkaa parin kuukau-
den ikdinen tyyppi sylissé mukana. Myo6s yliopistojen
hallinnossa tyodskentelevien naisten ohjeet kuulostivat
hieman siltd kuin he olettaisivat minun hévidvén totaa-
lisesti pitkédksi aikaa. Témén asenteen ongelmallisuus
on siind, ettd mikéli naiset pitdvéat pitkdt vanhempain-
vapaat miesten tehdessd t6itd, niin havaintojen mu-
kaan my0s sairastavien lasten kanssa kotiin jaaviat nai-
set. Tdmé& heikentdd naisten palkattavuutta, varsinkin
pienyrityksissa.

Ei kovin kauan aikaa sitten kuulin sattumalta erdin
naisen lopettaneen jatko-opinnot matematiikassa, kos-
ka kuulemma parisuhteen molemmat osapuolet eivét
yhté aikaa voi olla jatko-opiskelijoita. En tied&, mihin
tdmaé ajatus perustuu, enké varsinkaan tiedd, miksi nai-
sen pitéé silloin uhrautua. Talld kyseisella yksilolla olisi
todellakin ollut potentiaalia. Fysiikan nobelisti Donna
Stricklandkin mainitsi naisten tyypillisesti uhrautuvan
ns. two body problemin edessd: kun optimitilanteessa
kahden pitédisi onnistua sijoittumaan samaan yliopis-
toon, mutta kahta sopivaa tyopaikkaa samalla yliopis-
tolla ei vain ole.

Koko merkillinen sukupuolijakauma ei tietenkédédn ole
vain naisten aiheuttama vaan perustuu pitkélti vanhoi-
hin rakenteisiin ja asenteisiin ja muihin hitaasti mur-
tuviin jdanteisiin. En kuitenkaan usko, ettd naiset it-
se ovat toimineet parhaalla mahdollisella tavalla asian
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korjaamiseksi. Kaikki luettelemani esimerkit ovat to-
si pienid asioita, mutta yhteisvaikutus on huomattava.
Lisdksi ainakin minua itsedni ovat toisten naisten kom-
mentit hdirinneet selvisti enemmén kuin miehilta tul-
leet sovinistiset tai idioottimaiset kommentit, silld tois-
ten naisten kuitenkin olettaisin ymmaértavin tilanteen
paremmin. Suurin osa varmasti ymmaéartédakin, mutta

Solmun matematiikkadiplomit

pahaan saumaan tullut huolimaton kommentti voi olla
musertava.

Valitaan sanamme huolellisesti, ei pelotella nuorempia
ja kokemattomampia, ja ennen kaikkea, kannustetaan
toisiamme.

Anne-Maria Ernvall-Hytonen

Solmun matematiikkadiplomit [-X tehtdvineen ovat tulostettavissa osoitteessa

matematiikkalehtisolmu.fi/diplomi.html

Alimmat tasot ovat koulun alkuun, ylimmissé riittda pohtimista lukiolaisillekin.

Opettajille ldhetetdén pyynnostd vastaukset koulun séhképostiin. Pyynnén voi

lahettaa osoitteeseen

juha piste ruokolainen at yahoo piste com

Ym. verkko-osoitteessa on diplomitehtéville oheislukemistoa, joka varmasti kiinnostaa

muitakin kuin diplomien tekijoita:

Kombinaatio-oppia

Lukujérjestelmista

Desimaaliluvut, mitd ne oikeastaan ovat?
Murtolukujen laskutoimituksia
Negatiivisista luvuista

Hiukan osittelulaista

Lausekkeet, kaavat ja yhtalot

Aérettomistd joukoista

Erkki Luoma-aho: Matematiikan peruskésitteiden historia

Funktiosta

Gaussin jalanjéljissa

K. Viisila: Algebra

Ylakoulun geometriaa

Geometrisen todistamisen harjoitus
K. Viisild: Geometria

Lukuteorian diplomitehtavét
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Tason viarityksestia — Hadwigerin-Nelsonin ongelma

Neea Palojirvi
Abo Akademi

Hadwigerin-Nelsonin ongelmassa tarkastellaan tason
véritystd. Kysymys on, mikd on pienin méara vareja,
joka tarvitaan tason varittdmiseen, kun halutaan et-
tei mitddn kahta pistetté, jotka ovat etéisyydellé 1 toi-
sistaan, véritetd samalla véarilla. Tunnettujen tulosten
mukaan téallainen véaritys on mahdollista saada aikaan
seitsem&d varid kdyttéden (ks. [2, 4]). Siispd Hadwigerin-
Nelsonin ongelman oikea vastaus on korkeintaan seit-
semin. Toisaalta tiedetddn (ks. [1]), ettd halutun
véarityksen tekemiseen tarvitaan vdhintddn viisi varia.
Avoimena kysymyksené on, onko viisi, kuusi vai seit-
semén oikea vastaus Hadwigerin-Nelsonin ongelmaan.
Téassé kirjoituksessa tarkastellaan virien médran ala-
rajaan liittyvid tuloksia ja osoitetaan, ettd ongelman
pystyy ratkaisemaan seitsemallé véarilla.

Ongelman muotoilu graafiteorian avulla

Hadwigerin-Nelsonin ongelma voidaan muotoilla myos
graafiteorian avulla. Tarkastellaan véritettdvid tasoa
ddrettoméand graafina, jossa solmuina ovat tason pis-
teet ja kahden solmun valilla on kaari tdsmélleen sil-
loin, kun ne ovat tasossa tédsmélleen etdisyydelld 1
toisistaan. Nimetddn tdmé graafiksi G. Nyt kysymys
kuuluu, miké on pienin méérd véireja, jotka voidaan
liittdéd graafin G solmuihin niin, etteivéit mitkaan kak-
si vierekkdistd solmua ole samanvériset. Tatd vérien
lukuméérad kutsutaan graafin variluvuksi. Esimerkik-
si kuvan 1 graafin GGy vériluku on kolme ja graafin G
kaksi.

Kuva 1: Graafin G1 vdriluku on kolme ja graafin Go
variluku on kaksi.

Tarvittavan virien maiarin alarajasta

Tarkastellaan ensin, kuinka monta véria ainakin tarvi-
taan, jotta taso voidaan véarittdd Hadwigerin-Nelsonin
ongelmassa vaaditulla tavalla. Hyddynnetdan tahin
edellisessd, luvussa kerrottua tulkintaa ongelmasta
graafiteorian avulla ja erityisesti siind maéariteltyé graa-
fia G. Jos pystytdan 10ytdméaédn graafin G aligraafi, jon-
ka variluku on n, niin luonnollisesti my6s koko graa-
fin G variluku on ainakin n. Tavoitteena on siis tutkia
graafin G aligraafien varilukuja.

Leo ja William Moserin [3] todistusten mukaan havai-
taan, ettd graafin G vériluvun on oltava ainakin nelj.
Todistus perustuu Moserin graafin hy6dyntdmiseen.
Moserin graafi on kuvassa 2 oleva graafi, joka koostuu
seitsemdstd solmusta ja niistd yhdistdvéstd 11 kaares-
ta. Jokaisen kaaren pituus on 1 ja téten se on graa-
fin G aligraafi. Kuten kuvasta 2 nékyy, Moserin graa-
fin pystyy varittdméan neljalla vérilld niin, etteivét
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mitkddn kaksi vierekkéistd solmua ole samanvériset.
Eri varit on kuvattu kuvassa solmujen eri muotoina.
Toisaalta Moserin graafin varittdmiseen tarvitaan aina-
kin nelja véaria. Nimittdin, jos graafin yrittaisi varittaa
kéayttamalla enintddn kolmea varid, niin tutkimalla ta-
sasivuisia kolmioita huomataan, ettd kuvassa luvulla
1 merkittyjen solmujen pitéisi olla samanvarisid. Mut-
ta tdméd on mahdotonta, silld kahden alimman sol-
mun véalilla on kaari. Taten Moserin graafin véariluku
on neljd. Moserin graafin avulla saadaan siis graafin G
variluvuksi vahintdén nelja.

(1)

(1) (1)
Kuva 2: Moserin graafin variuku on nelja.

Kuten jo alussa todettiin, alaraja nelja ei kuitenkaan
ole paras tunnettu tulos virien mééarille. TAméan vuo-
den huhtikuussa brittildinen harrastelijamatemaatikko
Aubrey de Grey osoitti [1], ettd graafilla G on 1581-
solmuinen aligraafi, jonka vériluku on viisi. Téten siis
graafin G variluku on vahintdan viisi. Kun kerran on
olemassa jokin arvio tarvittavien vérien méardn ala-
rajalle, olisi my6s kiinnostava tietdéd, mitéd tarvittavien
vérien ylarajasta tiedetdan.

Vireja tarvitaan korkeintaan seitsemén

Tamén luvun pddméidrana on osoittaa, ettd taso voi-
daan varittdd seitsemdlld vérilld niin, ettd mitkddn
kaksi etdisyydella 1 toisistaan olevaa pistettéd eivét ole
samanvarisid. Taméa tehdddn kahdessa osassa. Ensin
taso véritetddn sopivasti seitsemélld varilla ja sitten
todistetaan, ettd tdma varitys toteuttaa halutut ehdot.
Todistus perustuu John Isbellin (ks. esimerkiksi [2, 4])
keksimédédn tason véritykseen, jonka perusteella hén
osoitti, ettd seitsemélld varilla pystytddn varittdméan
taso Hadwigerin-Nelsonin ongelmassa vaadittujen eh-
tojen mukaisesti.

Tason virittdminen

Tarkastellaan nyt sellaista tason varitystd, jon-
ka huomataan seuraavassa alaluvussa toteuttavan
Hadwigerin-Nelsonin ongelman vaatimat ehdot. Ta-
voitteena on jakaa taso alueisiin, joissa kussakin on
vain yhtd vérid. Koska halutaan, ettd kaksi pistetté,
joiden etdisyys on yksi, eivit saa olla samanvériset, niin
yvhden samanvérisen alueen on aidosti mahduttava %—
siteisen ympyrin sisddn. Toisaalta samanvériset alu-
eet eiviit saa olla liian ldhelld toisiaan, joten alueiden
on oltava riittdvan suuria.

Isbellin konstruktion mukaan haluttu varitys voidaan
toteuttaa tdyttadmalld taso sdénndllisen kuusikulmion
muotoisilla alueilla. Edellisessié kappaleessa tehtyjen
havaintojen mukaan kuusikulmioiden halkaisijan on ol-
tava pienempi kuin 1, mutta toisaalta riittdvén suu-
ri. Sanokaamme vaikkapa, ettd yhden kuusikulmion
halkaisija on 0,90. Merkitddn r = 045 eli r on
kuusikulmion side. Annetaan kaytettiaville seitsemaélle
véarille nimet 0,1,...,6. Asetetaan kuusikulmiot li-
mittdin ja varitetddn ne kuvan 3 mukaisesti. Tarkas-
tellaan varitysta vield yksityiskohtaisemmin.

Kuva 3: Tason viritys.

Halutaan, ettd kuusikulmioiden varitykset noudattavat
kuvassa 3 esitettyd sddnnonmukaisuutta. Valitaan siis,
ettd origokeskeisen kuusikulmion véri on 0, sen oikeal-
la puolella olevan véri on 1 ja niin edelleen. Havaitaan,
ettd kun kuusikulmiot asetetaan limittdin, niin aina
joka toisella rivilld kuusikulmioiden keskipisteilld on
samat z-koordinaatit. Asetetaan ensin niihin riveihin
sdannolliset kuusikulmiot, joissa kuusikulmioiden kes-
kipisteiden z-koordinaatit ovat samat kuin silld rivilla,
jossa on origokeskeinen kuusikulmio. Kun siirrytédan ri-
vilta ylospédin sellaiselle riville, jolla on seuraavaksi sa-
man z-koordinaatin omaava keskipiste, niin keskipis-
teen y-koordinaatti kasvaa luvun 3r verran. Kahta ri-
vid ylempéand kuusikulmion vérin numeron modulo 7
on kasvettava kahdella. Toisaalta, aina oikealle siir-
ryttdessd kuusikulmion vérin numeron on kasvettava
yvhdelld modulo 7 ja Pythagoraan lauseen nojalla x-
koordinaatti kasvaa luvun +/3r verran. Luonnollises-
ti y-koordinaatti pysyy oikealle siirryttéesséd samana.

siséllysluetteloon
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Asetetaan siis tasoon (v/3rz, %ry)-keskeiset kuusikul-
miot, missé x on kokonaisluku ja y parillinen kokonais-
luku seké véritetddn ne vérilla « + y (mod 7). Talla
tavoin saadaan véritettya joka toinen kuusikulmiorivi
origosta ylos- ja alaspdin katsoen. Vield taytyy tarkas-
tella limittaisid riveja.

Toimitaan limittdisten rivien kohdalla vastaavas-
ti kuin edellisessd kappaleessa. Limittaisilla riveilla
kuusikulmion keskipisteen x-koordinaatti on Pytha-
goraan lauseen nojalla luvun @r verran enemman
kuin sen vasemmassa alakulmassa olevan kuusikul-
mion x-koordinaatti. Toisaalta taas kuusikulmion
keskipisteen y-koordinaatti on téssd tilanteessa lu-

vun %r verran enemman. Asetetaan sils tasoon

(V3r(z + 3), 2r(y + 1))-keskeiset kuusikulmiot, missé
x on kokonaisluku ja gy parillinen kokonaisluku, seka
véritetddn kukin niistd varilla  +y + 5 (mod 7). Nyt
on saatu my0s limittédiset rivit késiteltyd. Téten saa-
daan kuvan 3 kaltainen kuvio. On vield osoitettava,
ettd tdmaé véritys todella toteuttaa halutut ehdot.

Viritys toteuttaa halutut ehdot

alaluvussa
Hadwigerin-

Osoitetaan  nyt, ettd  edellisessd
madritelty tason véritys toteuttaa
Nelsonin ongelman vaatimat ehdot. Ajatuksena
on, ettd ensin osoitetaan varityksen toteuttavan
hyoédyllisen sddnnénmukaisuuden ja sitten tadmén
sdannonmukaisuuden avulla todistetaan itse paatulos.
Késitteiden lyhentdmiseksi maéaritelladn, ettd kuusi-
kulmion wvierekkdiset kuusikulmiot ovat ne kuusikul-
miot, joilla on tarkasteltavan kuusikulmion kanssa yksi
yhteinen sivu. Seuraavassa lauseessa todistetaan vie-
rekkéisiin kuusikulmioihin liittyva ominaisuus.

Lause 1. Kuusikulmion ja sen vierekkaisten kuuden
kuusikulmion varit kdyvat lapi kaikki varit 0,1,...,6.

Todistus. Oletetaan, ettd tarkasteltavan kuusikulmion
keskipiste on pisteessi (v/3rz, %Ty), missd = on koko-
naisluku ja y parillinen kokonaisluku. Viite voidaan
todistaa vastaavalla tavalla myos tapauksessa, jossa
kuusikulmion keskipiste on pisteessé

(ﬁm F3) oyt 1)) |

Nyt siis tarkasteltava kuusikulmio on véritetty varilla
x + y (mod 7). Sen vierekkiiset kuusikulmiot on siis
véaritetty modulo 7 vareilla

(@+1)+y, (@-1)+y,

T +y+5,
z+(y—2)+5 ja

(x—1)+y+5,
(x—=1)+(y—2)+5.

Téaten ne kayvat lapi kaikki muut jadnnoésluokat modu-
lo 7 paitsi  +y (mod 7). Siis véite on todistettu. O

Edellisesté lauseesta seuraa, ettei mikadn kuusikulmion
vierekkéisistd, kuusikulmioista voi olla alkuperiisen
kuusikulmion kanssa samanvéirinen. Liséksi ainoa
nédiden vierekkdisten kuusikulmioiden vierekkéisistéa
kuusikulmioista, joka on samanvéirinen kuin alku-
perainen kuusikulmio, on tdmé& kuusikulmio itse. Ni-
mittdin edellisen nojalla kaikki vierekkiiset kuusikul-
miot ovat erivérisid kuin kuusikulmio itse ja toisaal-
ta ndiden kuusikulmioiden vieressi on tdsmaélleen yk-
si kuusikulmio, joka on véritetty samalla véarilla kuin
tarkasteltava kuusikulmio. Siis tdmé& ainoa kyseiselld
varilla véritetty kuusikulmio on tarkasteltava kuusikul-
mio. Tétd on havainnollistettu kuvassa 4, missd kes-
kimmaisen kuusikulmion véri on 5.

Kutsutaan késitteiston lyhentdmiseksi edellisessa kap-
paleessa mainittuja vierekkaisten kuusikulmioiden vie-
rekkéisten kuusikulmioita, jotka eivit ole alunperin
tarkasteltava kuusikulmio, alkuperiisen kuusikulmion
uloimmiksi kuusikulmioiksi. Ne on merkitty kuvassa 4
mustalla. Todistetaan nyt edellisten havaintojen avulla
paéatulos.

Kuva 4: Keskelld olevan, vdrilla 5 wvdaritetyn kuusi-
kulmion, vierekkdisistd tai uloimmista kuusikulmioista
mikddn ei ole varitetty varilld 5.

Lause 2. Edellisessd alaluvussa mééritellyssa ta-
son varityksessd mitkddn kaksi pistettd, jotka ovat
etdisyydelld 1 toisistaan, eivit ole samanvériset.

Todistus. Ensimmaéinen havainto on, etté jos kaksi pis-
tetté, joiden etdisyys on 1, ovat samanvériset, ne eivét
voi olla saman kuusikulmion sisélld. Nimittdin kuusi-
kulmion halkaisija on alle 1. Voidaan siis olettaa, ettd
jos etdisyydeltd 1 16ytyy kaksi samanvéristd pistetté,
niin ne ovat eri kuusikulmioiden sisalla.

Todistuksen loppuosan ajatuksena on, ettd jos
loydetddn kaksi samanvéristd pistettd, jotka ovat
etéisyydellé 1 toisistaan, niin sopivan ympyrén séteelle
saadaan kaksi eri arvoa. Ympyréan séteelld ei luonnol-
lisestikaan voi olla kahta eri arvoa, joten seurauksena
on ristiriita sen kanssa, etteivit kaksi samanvérista pis-
tettéd voi olla etéisyydelld 1 toisistaan.

siséllysluetteloon



8 sisdllysluetteloon

Solmu 3/2018

Tarkastellaan jotain tason pistettd p ja oletetaan, etta
se on véritetty vérilld c. Se on jonkin kuusikulmion
sisdlld ja olkoon tdmén kuusikulmion keskipiste O.
Nyt lauseen 1 ja sen jilkeisen huomion perusteella
mikddn tdmén kuusikulmion vierekkéisistd tai uloim-
mista kuusikulmioista ei voi olla véritetty vérilla c.
Tamaé tarkoittaa, ettd jos pisteestd p etéisyydella 1 on
olemassa piste p’, joka on véaritetty varilla ¢, niin se
ei voi olla edelld mainittujen kuusikulmioiden sisalla.
Piirretddn nyt ympyré, jonka keskipiste on p ja sdde
1. Ympyré kulkee pisteen p’ kautta. Koska pisteen p
etdisyys pisteestd O on enintdén r, niin 1 + r-séteisen
ja O-keskeisen ympyrin on kuljettava pisteen p’ kaut-
ta tai pisteen p’ on oltava tidmin ympyrin sisilli.
Lisdksi tdmén havainnon nojalla tarkasteltavan ym-
pyrén on kuljettava tai peitettdva O-keskeisen kuusi-
kulmion kuuden ldhimmén uloimman kuusikulmion
keskipisteet. Téta on havainnollistettu kuvassa 5, missa
¢ = 5. Siis tarkasteltavan ympyran sidteen on Pythago-
raan lauseen ja sijoituksen r = 0,45 nojalla oltava ai-
nakin

3\? 35

(3r)2 + (7") =—r>145=1+4r.

2 2
Mutta tdmé on mahdotonta, silld ympyrén séteen tuli-
si olla samanaikaisesti 1+ ja yli 14! Siis etdisyydella
1 pisteesté p ei voi olla samanvéarista pistetta. O

Kuva 5: O-keskeisen ja 1+ r-sdteisen ympyrdn on pei-
tettdvd tai kuljettava osan uloimpien kuusikulmioiden
keskipisteen kautta.

Nyt siis on osoitettu, ettd taso pystytdén varittdmain
seitsemdlld vérilld niin, etteivdt mitkdédn kaksi sa-
manvéristd pistettd ole etéisyydelld 1 toisistaan.
Siispd Hadwigerin-Nelsonin ongelman oikea vastaus on
enintdan seitseman.

Harjoitustehtivia

1. Mik& on kuvan Petersenin graafin variluku?

2. Todista lauseen 1 viite tapauksessa, jossa kuusikul-
mion keskipiste on pisteessé (v3r(z + 3), 3r(y + 1)),
missé x on kokonaisluku ja y parillinen kokonaisluku.

3. Téassd artikkelissa todistettiin kuusikulmioiden
avulla, ettd Hadwigerin-Nelsonin ongelman vaati-
mukset toteuttavaan tason véritykseen tarvitaan
enintddn seitsemén varid. Mikali kuusikulmioiden si-
jasta kaytettéisiinkin neliditd, mikd yldraja vérien
médrille saadaan? Onko mahdollista saada neliGita
kdyttamalla tarvittavalle vérien mééardlle ylarajaksi
seitseman?

Viitteet

[1] de Grey, A. D. N. J.: The chromatic number of the
plane is at least 5. ArXiv e-prints, huhtikuu 2018.

[2] Hadwiger, H.: Ungeléste Probleme No. /0. Elem.
Math., 16:103-104, 1961.

[3] Moser, L. and Moser, W.: Solution to Problem 10.
Can. Math. Bull., 4:187-189, 1961.

[4] Soifer, A.: Chromatic number of the plane & its re-
latives. Part I: The problem & its history. Geombi-
natorics, 12:131-148, 2003.
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Miten vaikeita tehtaviia ratkotaan?

Ville Tilvis
Maunulan yhteiskoulu ja Helsingin matematiikkalukio

Vaikka matematiikkaa olisi opiskellut peruskoulussa
ja lukiossa hyvélld menestykselld, kokemus vaikean
tehtavéin pitkastd tyostdmisestd on voinut jaada ko-
kematta. Miten ratkaista ongelma, jonka ratkaisu vaa-
tii esimerkiksi 3 tuntia? Téllaisista ratkaisustrategiois-
ta ei oppikirjoissa juuri puhuta, eivitka loogisesti ete-
nevéat malliratkaisut yleensd muistuta ongelman todel-
lista, usein kaoottista ratkaisuprosessia.

Asiaa valottaakseni kerron téssd artikkelissa, kuinka
ratkaisin erdén ongelman.

Taikasaari

Kehittelin syksylld 2013 tehtdvad Kenguru-matema-
tiikkakilpailun lukiosarjaan. Halusin hauskan teeman,
jossa eldimet syovat toisiaan ja muuttuvat maagises-
ti uusiksi eldimiksi. Pian minulla oli tehtdva, mutta ei
ratkaisua! Néin tehtdva (jilkeenpéin tehdyn hionnan
jalkeen) kuului:

Taikasaaren metsisséd vaeltelee kolmenlaisia eldimié:
vuohia, susia ja leijonia. Sudet voivat sydtdd vuohia ja
leijjonat sekéd vuohia etté susia.

Koska kyseessd on Taikasaari:

e Jos susi sy6 vuohen, susi muuttuu leijonaksi.

e Jos leijona sy6 vuohen, leijona muuttuu sudeksi.

e Jos leijona sy suden, leijona muuttuu vuoheksi.
Nyt saarella on 17 vuohta, 55 sutta ja 6 leijonaa. Kuin-

ka monta eldintd saarella korkeintaan on jéljelld siind
vaiheessa, kun kukaan ei voi endé syoda ketdan?

Jouduin ratkaisemaan oman tehtédvéni selvittddkseni,
kuinka vaikea ja mielenkiintoinen se on.

Tutustuminen

Aloitin kokeilemalla, miten satunnaiset syonnit vai-
kuttavat tilanteeseen. Onkohan lopputulos aina sama?
Tein taulukon:

[/LLDJAM

SUSIQ

L €¢'fcqu

SUS 546 vuohes, —aie."’“».«
/ex‘J‘ama 596 Suclen = ioly;

fe"joma 530_ Viuohen - Sus,

-_ - -
4 5

'«%?‘
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Téassé ndytti menevan aivan liian kauan, joten lopetin
kesken. Eldinten maaréd kylld vdheni joka kierroksella,
joten johonkin tdma prosessi padttyisi.

Mietin seuraavaksi, millaiseen tilanteeseen sydéminen
voisi loppua. Voisiko jéljella olla enemmén kuin yhtéa
tyyppid eldimid? Varmaankaan ei, silld leijona voi
syodé suden, ja vuohen voi sy6dd kumpi tahansa pe-
to. Jaljelle jadvan eldimen tyyppikdan ei ole selvilla,
silld mikd tahansa kolmesta sytomistapahtumasta voi
olla viimeinen. Hankalaa!

Eteenpdin padsemiseksi taytyi kokeilla jotakin muuta.

Yksinkertaistus

Paatin tarkastella tilannetta, jossa eldimid on jdljella
vain vdhén. Pienin alkuperiistd tehtdvanantoa muis-
tuttava tilanne oli yksi vuohi, yksi leijona ja kaksi sut-
ta. Kokeilin kahta eri tapaa:

VoS L
—
b L LTV = §
O i B 9]

Lopputuloksista tuli erilaiset, joten ainakaan prosessi
ei aina pddty samaan midrdin eldimid. Molemmissa
kokeiluissa jéi jéljelle susia. Olikohan se sattumaa?

Hypoteesien testaus

Kokeilin vield kolmatta tapaa selvittddkseni, jaisiko
siindkin jaljelle susia:

[+$=>V

7 | O S+VU>L
", : 8,

Jaljelle jéi susia! Ehké se ei ollut sattumaa? Palasin
tutkimaan alkuperéisid syomissdéntoja selvittddkseni,
olisiko niissé jotakin susia suosivaa:

Nyt ei kdynyt hyvin. Tarkemmin katsottuna syéminen
on taysin symmetrista: kaksi erityyppista eldinta kato-
aa (toinen syddddn ja toisen tyyppi muuttuu), ja tilal-
le ilmestyy kolmatta tyyppié oleva eldin. Susilla ei siis
olekaan mitdan erityisasemaa. Harmi!

Téssé kohtaa olin epdvarma etenemissuunnista, silld lu-
paava idea oli kuivunut kasaan.

Uusi lahestymistapa

Paremman puutteessa péédtin kirjata syomisprosessin
jollakin uudella, toivottavasti oivalluksen antavalla ta-
valla. Tarkastelin muutoksia, jotka syomisessd tapah-

vV o5 L

- -] +1 V4§ =L
- o - VLS
+1 - -1 S+L—>\/

Joka sy6nnilld kahden eldinlajin mééra kulkee alaspéin,
yvhden yléspéin. Jokaisen eldintyypin lukuméérd muut-
tuu siis yhdelld. Ajatus: voisiko parillisuuden tarkaste-
lusta olla iloa?
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Jokaisessa syonnissd parilliset lukuméérat muuttuvat
parittomiksi ja parittomat parillisiksi (eli pariteetti
muuttuu). Alkuperéaisessé tehtdvanannossa (17 vuohta,
55 sutta, 6 leijonaa) susia ja vuohia on pariton méara,
leijonia parillinen. Ensimmaéisen syonnin jélkeen susia
ja vuohia on parillinen maéra ja leijonia pariton. Vuo-
hien ja susien méérilla on siis aina keskendén sama pa-
riteetti, ja leijonilla eri.

Mutta hetkinen! Lopussa kahden elaintyypin lu-
kumaééran tulee olla nolla. N&ill& lukuméérilld on siis
lopussa sama pariteetti, joten niilld pitdd olla sa-
ma pariteetti koko prosessin ajan, myos alussa. Alku-
perdisessé tehtdvinannossa jaljelle pitéisi siis jaada lei-
jonia, koska leijonien ja jonkin toisen tyypin lukumééra
ei voi yhté aikaa olla nolla.

Tarkistin paattelyni vield yksinkertaistetun esimerkki-
ni kanssa (1 vuohi, 2 sutta, 1 leijona). Siind leijonilla ja
vuohilla on sama pariteetti (alussa molemmat paritto-
mia), joten vain ne voivat olla yhté aikaa nollia. Jéljelle
voi siis jadda vain susia, kuten kokeilu oli osoittanut.
Lupaavaa!

Viimeistely

Ratkaiseva oivallus tuntui 16ytyneen, joten kiirehdin
viimeisteleméédn ratkaisun. Alkuperéisessd tehtavissi
jéljelle voi jadada vain leijonia, joten niiden méara tu-
lisi maksimoida. Leijonia syntyy lisda vain, kun sudet
syovat vuohia. Vuohien mééra on susia pienempi, joten
se on rajoittava tekija.

Voisiko vuohia saada jostakin lisédd? Vain silloin, kun
leijona sy6 suden ja muuttuu vuoheksi. Tall6in mene-
tetddn yksi leijona. Vuohien ja leijonien yhteisméaéra ei
siis voi kasvaa mitenkédan. Leijonien maksimimddrd lo-
pussa on siis vuohien ja leijonien yhteisméaran 1746 =
23 suuruinen. Mutta voidaanko tdma saavuttaa? Ko-
keilin:

VoS L

L 55 (¢ [+5=>V
(3 7-9'-7. T S+V-L
[/

—~ - V4

F 53 ¢

K B ¢ (s+v->L])x?
| /

o o %

Kaikki toimi halutulla tavalla: susien maéaardda voi
vahentéd kaksi kerrallaan prosessin "leijona syo suden,
susi syo vuohen” kautta, ja kun padstddn 17 suteen,
ne syovat 17 vuohta. Ratkaisu on siis valmis: eldimid
voi jaada jaljelle korkeintaan 23 kappaletta (ja ne ovat
leijonia).

Joitakin huomioita

On térkedd huomata, ettd ongelman ratkaissut paril-
lisuusoivallus ei ollut suoraa seurausta mistddn sita
edeltidvista tyostd. Alempi ponnistelu oli kuitenkin
syOttanyt aivoille riittdvasti materiaalia, jotta intuitio
saattoi toimia. Epdonnistuneet yritykset eivét siis men-
neet hukkaan.

Usein ratkaisun avain on se, ettei liikaa epérdi. On-
gelmanratkaisu on jatkuvaa jumissa olemista ja pien-
ten epédonnistumisten kestdmistd. Sopiva mielenlaatu
on rauhallinen ja vakaan keskittynyt. Fokus tulee ol-
la ongelmassa, ei itsessi. Mieleen nousevat ajatukset
kuten "Minusta ei ole tdhéan!”, ”Olenko liian tyhméa?”,
"En ole varmasti yhtédéan oikeilla jiljilla!” ovat luonnol-
lisia, mutta ne kannattaa sivuuttaa ja keskittyd seu-
raavaan liahestymistapaan.

Korostan vield keskittymisen merkitystd. Parasta
jilked tulee, kun sulkee netin, sulkee oven, sulkee musii-
kin', ja tekee vain yhté asiaa. Ajattelu on tyolistd puu-
haa, ja mieli siirtyy kovin liukkaasti helpompiin toi-
miin, jos niitd on tarjolla. Puoli tuntia rauhallista, mut-
ta voimallista keskittymistd saa aikaan enemmén kuin
kaksi tuntia multitasking-tyoskentelyd. Taméa pétee
ldhes kaikkeen yksin tehtdvadn ajatustyohon. Esimer-
kiksi tdmé artikkeli on kirjoitettu varhain hiljaisena aa-
muna huoneessa, jossa ei ole kinnykkéé, tietokoneella,
jolla ei ole internet-yhteytté.

Téassd vield ongelmanratkaisijan tyoskentelytaidot
pahkindnkuoressa:

e Raivaa héairiotekijit pois ja keskity yhteen asiaan.

e Ajattele ongelmaa, ald itsedsi. Tyonné epdvarmuu-
den tunteet pois tieltéa.

e Tydstd ongelmaa monesta suunnasta. Jokainen um-
pikuja antaa lisdd kokemusta.

e Nauti kykyjesi tdysimédraisestd kaytosta.

1T4ss4 taidan olla vihemmistdssda. Musiikin kuuntelu auttaa monia keskittyméan. Itsellani musiikki kylld tekee tyoskentelysté,
miellyttdvampad, mutta vie parhaan terdn keskittymisestd. Kuuntelen musiikkia rutiinitehtdvia siivittddkseni, mutta en vaativissa

toissa.
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Transkendenttiluvut ja Hermiten lause

Esa V. Vesalainen
Matematik och statistik, Abo Akademi

Matematiikassa erittdin usein esiintyvd Neperin vakio
eli luonnollisen logaritmin kanta on luku

—Z +1+1+1+1+
2l "3l Al

111
=14+1+-+-+—+.

sttt : .~ 2,718281828459 . ..

Y14 esiintyvéat kertomat ovat 0! =1, 1! =1, 21 =12,
3l=1-2-3,4 =1-2-3-4 ja niin edelleen. Tassa
artikkelissa tarkoituksena on esittdéd yksityiskohtainen
ja alkeellinen todistus Hermiten lauseelle:

Lause 1 (Hermiten lause). Luku e on transkendentti-
nen. Toisin sanoen, jos P(z) on kokonaislukukertoimi-
nen polynomi, joka ei ole nollapolynomi, niin P(e) # 0.

Samalla yritimme taustoittaa téta hieman vertailemal-
la kokonaislukukertoimisten polynomien nollakohtiin,
ja kertoa hieman yleistyksisté.

Ennen aloittamista lienee syytd kertoa, ettd diffe-
rentiaali- ja integraalilaskentaa tuntemattoman luki-
jan ei ole syytd pelastyd myohemmin esiintyvia lu-
kuisia derivaattalausekkeita. Nimittédin, seuraavassa
késitellddn vain polynomien derivaattoja, jotka voi
téssd madritelld suoraan alkeellisella tavalla, jolloin nii-
den tarvittavat perusominaisuudet ovat myo6s helppoja
todistaa. Matemaattisesta analyysistd ei tarvita juuri
mitddn muita tietoja, kuin ettd eksponenttifunktiolla

on Taylor-kehitelmé

xh 1 T T
E 7'— +$+§+3+..,

miké pétee ja on kaikin puolin matemaattisesti mie-
lekds kaikilla reaaliluvuilla z. Kaytdnnon kannalta
voimme késitelld tatd daretontd sarjaa varsin samaan
tapaan kuin &darellistd summaakin.

Alla monta perusasiaa on todistettu erikseen ja naihin
yksityiskohtiin kuluukin monta sivua ennen Hermiten
lauseen todistamista. Lukijan ei tule eparéidd hypéta
joidenkin todistusten yli varsinkaan, jos késiteltdvéa
asia on jo tuttu.

Algebralliset luvut

Reaaliluku, ja yleisemmin kompleksiluku, o on al-
gebrallinen luku, jos on olemassa kokonaislukukertoimi-
nen polynomi P(x), joka ei ole nollapolynomi ja jolle
P(«) = 0. Pienintd mahdollista polynomin P(z) astet-
ta kutsutaan algebrallisen luvun « asteeksi. Jos a ei ole
algebrallinen, niin se on transkendenttinen.

Rationaaliluvut ovat aina algebrallisia. Nimittéin, jos
a on kokonaisluku ja b positiivinen kokonaisluku, niin
rationaaliluku a/b on aina kokonaislukukertoimisen po-
lynomin bx — a nollakohta, ja siten ensimmaéisen asteen
algebrallinen luku. Kéantéen, kokonaislukukertoimisen
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ensimmaéisen asteen polynomin bz — a nollakohta on ai-
na rationaaliluku, nimittdin a/b. Siis ensimméisen as-
teen algebrallisia lukuja ovat tdsmaélleen rationaalilu-
vut.

Mielenkiintoisempi esimerkki on luku v/2, joka on al-
gebrallinen luku, koska se on polynomin x2 — 2 nol-
lakohta. Kompleksiluku ¢ on myds algebrallinen luku,
koska se on polynomin 22 + 1 nollakohta. Koska /2 on
tunnetusti irrationaalinen, ja koska 7 ei ole edes reaali-
luku ja siten ei myoskéin rationaaliluku, eivit v/2 ja i
voi olla ensimmaéisen asteen algebrallisia lukuja, joten
ne ovat toisen asteen algebrallisia lukuja.

Esimerkkejd tunnetuista transkendenttisistd luvuista
ovat e, w, €7, 2\/57 tai vaikkapa luku

0,123456789101112131415.. ..

Lisda esimerkkejd annetaan tdmén artikkelin lopussa,
kun keskustellaan Hermiten lauseen yleistyksisté.

Algebrallisten lukujen perusominaisuuk-
sia

Kuvailemme téssé ensiksi algebrallisten lukujen perus-
ominaisuuksia. Ensimmaéiseksi on luonnollista kysya,
mitd tapahtuu algebrallisille luvuille peruslaskutoimi-
tuksissa? On mahdollista todistaa, etté lopputuloksena
saadaan aina algebrallisia lukuja:

Lause. Jos « ja 5 ovat algebrallisia lukuja, niin silloin
myos luvut a+ B, a— B ja af ovat algebrallisia lukuja.
Jos lisiksi 8 # 0, niin myds a/B on algebrallinen luku.

Syvéllisempi kysymys olisi, millaisia ratkaisuita saa-
daan polynomiyhtéloistd, joissa kertoimet ovat al-
gebrallisia lukuja. Jélleen kaikki toimii mukavasti:

Lause. Jos a on reaaliluku (tai yleisemmin kompleksi-
luku), jos P(z) on polynomi, jonka kertoimetl ovat al-
gebrallisia lukuja, jos P(x) ei ole nollapolynoms, ja jos
P(a) = 0, niin itse asiassa « on myds algebrallinen
luku.

Tama motivoi kauniisti transkendenttilukujen ni-
men: transkendenttiluvut ovat kaikkien algebrallis-
ten operaatioiden (peruslaskutoimitusten ja polyno-
miyhtéloiden ratkaisun) ulottumattomissa. Tai toisin
sanoen, jos ldhdetdédn liikkeelle vaikkapa rationaali-
luvuista, niin peruslaskutoimituksilla ja ratkaisemalla
polynomiyhtél6ita jo konstruoiduista luvuista voi aina
konstruoida vain algebrallisia lukuja.

Esimerkkeja algebrallisten lukujen teo-
rian sovellutuksista

Emme voi mitenkaén tehda téssa oikeutta algebrallisil-
le luvuille, mutta ehkédpéd muutama valaiseva esimerk-

ki niiden esiintymisestd matematiikassa olisi kuitenkin
paikallaan.

Konstruktiot harpilla ja viivaimella. Algebrallis-
ten lukujen motivaatioksi annamme joitakin esimerk-
kejé niiden sovelluksista. Aloitetaan seuraavista kuu-
luisista kolmesta konstruktio-ongelmasta:

o Kulman kolmijako: Jaettava annettu kulma harpilla
ja viivaimella kolmeen yhté& suureen osaan.

o Kuution kahdentaminen: Jos on annettu kuution
sdrmén mittainen jana, konstruoitava siitd harpilla ja
viivaimella sellainen jana, jonka pituus on yhté pitka
kuin sellaisen kuution sdrmaé, jonka tilavuus on kak-
si kertaa niin iso kuin alkuperiisen kuution tilavuus
oli.

o Ympyran neliéinti: Jos on annettu ympyré, on kon-

struoitava harpilla ja viivaimella sellainen nelio, jolla
on sama ala kuin annetulla ympyréalla.

Néma kaikki kolme ongelmaa osoittautuvat mahdotto-
miksi, ja ndméd mahdottomuudet nikee konseptuaali-
sesti miellyttavalld tavalla algebrallisten lukujen teo-
rian kautta. Nimittdin, jos ldhdetédan liikkeelle jostakin
vhdestad yksikon mittaisesta janasta, niin on mahdol-
lista todistaa, etta kaikkien siitd harpilla ja viivaimella
konstruoitavien janojen pituudet ovat aina algebrallisia
lukuja, joiden asteet ovat luvun 2 potensseja.

Kulman kolmijaon mahdottomuus seuraa nyt vaikkapa
siitd, ettd jos kulman voisi jakaa kolmeen osaan, niin
erityisesti 60° kulman voisi jakaa kolmeen osaan, jol-
loin voisi konstruoida 20° suuruisen kulman, ja siten
esimerkiksi janan, jonka pituus olisi cos20°. Kuiten-
kin tdméa luku on yht#lon 823 — 62 — 1 = 0 ratkaisu, ja
osoittautuu, ettd cos 20° on kolmannen asteen algebral-
linen luku. Koska 3 ei ole luvun 2 potenssi, on kulman
kolmijako siis mahdotonta.

Kuution kahdentamisen mahdottomuus sujuu samassa
hengessé: Jos kuution kahdentaminen olisi aina mah-
dollista, niin silloin yksikkokuution kahdentaminen oli-
si mahdollista. Mutta tdmé& tarkoittaisi sellaisen ja-
nan konstruointia, jonka pituus olisi ¥/2. Ei ole kovin
yllattavaa, ettd tdma luku, joka on yhtdlén 22 —2 =0
ratkaisu, osoittautuu myo6s kolmannen asteen algebral-
liseksi luvuksi, ja on siten myo6s harpin ja viivaimen
ulottumattomissa.

Ympyrdn nelidinnin mahdottomuus on hieman kimu-
rantimpi todistaa. Jos alkuperdisen ympyrén side on
vaikkapa 1, niin silloin ympyrdn ala on =, ja halu-
tun nelion ala olisi myos m, jolloin oleellisesti ottaen
pitaisi konstruoida nelion sivuksi jana, jonka pituus
olisi /m. Talloin /7 olisi algebrallinen luku, ja kos-
ka algebrallisten lukujen tulot ovat algebrallisia, myds
\/7/m = m olisi algebrallinen luku. Mutta osoittautuu,
ettd m on transkendenttinen, ja siten ympyran nelidinti
ei ole mahdollista.
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Mainittakoon vield yksi tulos, jonka ymmaértdmisessa
tietynlaiset algebralliset luvut — nimittéin yhtédléiden
" = 1 ratkaisut — nédyttelevat tdrkedd osaa: Jos
n = 3 on kokonaisluku, niin harpilla ja viivaimella
voi piirtdd sddnnollisen n-kulmion tdsmélleen silloin,
kun n = 2¥p1ps - - - p,, missé v on epénegatiivinen ko-
konaisluku, 7 epénegatiivinen kokonaisluku, ja p1, ps,

.., pr ovat Fermat’n alkulukuja, joista mitkdéan kak-
si eivét ole yhté suuria. Fermat’n alkuluvulla tarkoite-
taan alkulukua, joka on yhté suuri kuin 22° 41 jollakin
epianegatiivisella kokonaisluvulla ae. Tunnetut Fermat’n
alkuluvut ovat 3, 5, 17, 257 ja 65537.

Lukuteoria. Algebrallisten lukujen teoria on lukuteo-
rian suuri ja térked osa-alue, jolle emme myo6skddn
voi tehda téssd oikeutta. Yksi tapa, jolla algebralli-
set luvut tekevit elamédn helpommaksi, on se, ettd
kun kokonaislukuja laajentaa sopivilla algebrallisilla lu-
vuilla, saadaan néin lisda tekijoihinjakoja, jolloin on
enemmaén tyokaluja kaytettédvissd kokonaisluku- ja ra-
tionaalilukuratkaisuiden etsimiseen erilaisille Diofan-
toksen yhtéléille. Esimerkiksi, jos tavallisia kokonais-
lukuja laajentaa yhtélon 2 + 2 + 1 = 0 ratkaisulla w,
ja muilla siitd ja kokonaisluvuista peruslaskutoimituk-
silla saatavilla luvuilla, niin Fermat’n suuren lauseen
yhtild eksponentilla 3, eli yht#lo 23 + y3 = 23 voidaan
kirjoittaa muodossa

23 = (a:+y) (x—l—wy) (m+w2y).

Tastéd on hyotya sen osoittamisessa, ettéd kyseisellé kol-
mannen asteen Diofantoksen yhtéalolla ei ole ratkaisuita
positiivisten kokonaislukujen joukossa. Nimittéin, oi-
kean puolen tekijéilld voi olla enimmilldédn vain hyvin
pieni suurin yhteinen tekijé, jolloin ne kaikki ovat joi-
tain mahdollisia hyvin pienia lisdtekijoitd vaille kuu-
tiolukuja, miké rajoittaa mahdollisia ratkaisuita mer-
kittavésti.

Algebrallisten lukujen teoria on luonnollisella tavalla
hyodyllistd myos tutkittaessa neliomuotojen teoriaa,
kuten mitks alkuluvut ovat muotoa =2 4 232 tai mitka
kokonaisluvut ovat kahden nelion summia. My6s kau-
niin neliénjddnnosten teorian yleistdminen on ollut al-
gebrallisen lukuteorian suuria teemoja.

Algebralliset yhtidlot. Ei ole yllattavasa, ettd al-
gebrallisten yhtédléiden ymmaértadmisessd algebralliset
luvut ovat tarkeita. Erds kuuluisa esimerkki on se seik-
ka, joka usein muotoillaan jotenkin néin: yleiset viiden-
nen ja korkeamman asteen yhtélot eivét ole algebralli-
sesti ratkeavia. Erityisesti, on olemassa rationaaliluku-
kertoimisia viidennen ja korkeamman asteen yhtaloita,
joiden juuret eivit ole mitdén rationaaliluvuista perus-
laskutoimituksilla ja juurenotoilla saatavia lukuja.

Kertomat ja binomikertoimet

Tarvitsemme useita eri tyokaluja Hermiten lauseen to-
distusta varten. Ensinndkin on tarpeen palauttaa mie-
leen, mitd ovat kertomat ja binomikertoimet. Jos n on
positiivinen kokonaisluku, niin luvun n kertoma on yk-
sinkertaisesti tulo

nl=1-2-3-...-n.

Lisaksi asetamme 0! = 1. Esimerkiksi 5! =1-2-3-4-5 =
120.

Jos n on epénegatiivinen kokonaisluku ja k£ on jokin
luvuista 0, 1, 2, ..., n, niin binomikerroin (Z) kertoo,
kuinka monella eri tavalla n eri olion joukosta voi vali-
ta k olion osajoukon. Erés kombinatoriikan perustulos
sanoo, etta itse asiassa

(n) oonl am-1)(n-2) - (n—k+1)

k) " K(n—k)! !

Eris toinen kombinatoriikan perustulos sanoo, etta kun
lisdksi k < m, niin

Télla seikalla on varsin havainnollinen merkitys: bino-
mikertoimet voi asettaa kolmioksi, jossa jokainen bino-
mikerroin (reunoilla olevia lukuun ottamatta) on kah-
den yldpuolella olevan summas:

1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
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Lemma 2. Olkoot ¢, ¢ ja m positiivisia kokonaisluku-
ja, joille £ > ¢q. Té&lloin

glmm+1)(m+2)---(m+£-1).

Tai toisin sanoen, ¢! jakaa aina £ perdkkéisen positiivi-
sen kokonaisluvun tulon.

Todistus. Tamé& seuraa suoraan siitd tiedosta, ettd bi-
nomikertoimet ovat kokonaislukuja. Nimittdin, voimme
laskea, etté

m+l—1\ (m4+L—-1)(m+L—-2)---(m+1)m
( 1 >_ 4 ’

eli itse asiassa ¢! jakaa tulon m (m +1)---(m + £ — 1),
jolloin myo6s luvun ¢! on jaettava se. O

Myo6hemmin esitettdvd Hermiten lauseen todistus pe-
rustuu oleellisella tavalla siihen, ettd kertoma n! kas-
vaa nopeammin kuin mikéd&n eksponenttifunktio B™,
kun positiivinen kokonaisluku n kasvaa rajatta:

Lemma 3. Olkoot A, B ja € positiivisia reaalilukuja.
Télloin 1oytyy (luvuista A, B ja e riippuva) positiivinen
kokonaisluku = niin, etta
A-B"
n!

<e

kaikilla kokonaisluvuilla n > Z.

Todistus. Olkoon ensin M = [B] pienin kokonaisluku,
jolle M > B, ja tarkastellaan kokonaislukua n, jolle
n > 2M. T&lloin
A-B" A.B*M . pn—2M
nl M) -(2M +1)2M +2)---(n—1)n
A.B*M B B B
(M) 2M+1 2M+2

n—1

Asian ydin on, ettd viimeiset tekijit B/(2M + 1), ...,
B/n ovat kaikki pienempid kuin 1/2 ja voimme siten
arvioida

A-Br  A.B2M N\ 4L BEM92M /N
n S @M) (2) T (2M)! (2)

Nyt varmasti pétee

A-B™
<&,
n!
jos patee
A- B2]\/f . 22M 1 n
— ) <=
(201)! (2) )
Mutta tdmén viimeisen voi kirjoittaa muodossa
A. B2M . 92M
2"y ——
e (2M)!
Riitté4 siis valita haluttu kokonaisluku = niin, etta
_ A- BQM . 22M
22> ——————  ja Z=Z>2M. O
= (2Mmy

s |

Polynomien derivaatat

Tarkastellaan polynomia

d
P(x) = Z e x,
v=0

missd d on epédnegatiivinen kokonaisluku, ja c¢g, c1,
..., ¢q ovat reaalilukuja. Tavalliseen tapaan x° tarkoit-
taa vakiota 1, koska se on niin kdytdannollistd. Talloin
mééarittelemme polynomin P(z) derivaatan P’'(x) aset-
tamalla

d
P'(z) = Z covat L
v=1

Jos d = 0, summassa ei ole termeja ja P’(x) = 0. Mer-
kitsemme derivaattaa myos

d 1 _ p!
o Pl = PO (z) = P'(x).

Esimerkiksi, suoraan maaritelmén nojalla

d
— (32 —4a® + 7w —5) =92° — 8z + 7.

dz
Samoin
d d d d

—1=0, —x=1, —a? =2z, — a3 =322

dz rdz” az O’ T

ja yleisesti
ix =var !
dz

jokaisella epédnegatiivisella kokonaisluvulla v. Téssé
02z~ tarkoittaa nollapolynomia.

Voimme luonnollisesti derivoida polynomia useampaan

kertaan, ja merkitsemme toista derivaattaa
d2
@P(ﬂf) = P'(z) = P(Q)(l“),

ja yleisemmin /. derivaattaa, kun ¢ on epdnegatiivinen
kokonaisluku,

dé
o P = PO ().
Erityisesti
dO
120 P(z) = PO(z) = P(x).

Esimerkiksi, aiemman polynomin 3z3 — 422 4+ 7z — 5
toinen derivaatta on
d—g (3:63—41‘24—736—5) = i (9x2—8x+7)
dx? dz
= 18x — 8§,
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ja sen kolmas derivaatta on

3 d
a® —42% + 72 —5) = — (182 — 8) = 18.

s @ B

Sen neljés ja kaikki korkeammat derivaatat ovat nolla-
polynomeja.

Jos v on epédnegatiivinen kokonaisluku ja £ on positii-
vinen kokonaisluku, niin

dé
@x”:V(Vf1)(1/72)~~~(Vf£+1)x”*e,
jos £ < v, ja
at
W =

jos £ > v. Yleisemminkin pétee, ettd jos P(x) on reaa-
likertoiminen polynomi, joka on vakio, tai jonka aste
on pienempi kuin ¢, niin

On mielenkiintoista huomata, ettd positiivisilla koko-
naisluvuilla v lausekkeella ¥ /v! on se ominaisuus, etti

1

V.’l?y_l :L.l/—l

v-v—1! w-1nI

d ¥

de vl W

va’~

Téasté seuraa, ettd yleisemmin

dé xvi quf
da? v (v=0)
kun ¢ < v, ja
d* v
dat v
kun ¢ > v.

Polynomien derivaattojen perusominai-
suuksia

Tarvitsemme hieman perustietoja siitd, miten derivoin-
ti kdyttaytyy, kun polynomeista otetaan summia ja tu-
loja, tai kun niissd tehdddn muuttujanvaihtoja z —
x + a reaalivakioilla a.

Lause 4. Jos P(x) ja Q(x) ovat reaalilukukertoimisia
polynomeja, ja jos a on reaaliluku, niin

2 (P@) + Q) = P'(a) + Q'(2)
ja
a ,
s (a P(z)) = a P'(z).

Todistus. Taydentamélld polynomeja P(x) ja Q(z)
tarvittaessa termeilld, jotka ovat muotoa 0zx¥
epédnegatiivisilla kokonaisluvuilla v, voimme Kkirjoittaa
ne summina

d d
P(z)=> p,a’ ja Qx)=) g 1",
v=0 v=0

missd d on positiivinen kokonaisluku ja pg, p1, .- .
qo, q1, - - -, gq ovat reaalilukuja. Nyt

d d d d
= (P@) + Q) = + (Z e+ a )
v=0 v=0

d d
d _
:FZ(pV"‘V_qy)xV:Z(py"i‘qu)VxV !

» Pd,

X v=0 v=1
d d
=S pra Y gvath = Pla)+ Q)
v=1 v=1

Lause 5. Jos P(z) ja Q(z) ovat reaalilukukertoimisia
polynomeja, niin

L (P@) Q) = P(x) Q) + Pa) Q'(x).

Todistus. Olkoot
a b
P@) =S pa’ ja Q@)=Y gt
v=0 pn=0

missé luonnollisesti a ja b ovat epdnegatiivisia kokonais-
lukuja, ja po, P1, - - -, Pas G0, q1, - - - , p OVat reaalilukuja.
T&ll6in edellisen tuloksen nojalla

d d a , b

LpwQun =2 (pr > x)
a b d

=D pvgu - a

v=0 p=0

a b
=3 peau v+t

v=0 pu=0

a b a b

v=0 pu=0 v=0 p=0
= P'(z) Q(z) + P(z) Q'(x). O

Lause 6. Jos P(z) ja Q(z) ovat reaalilukukertoimisia
polynomeja siten, ettd P(x) = Q(z + a) jollakin reaa-
livakiolla a, niin silloin

PO() = Q¥ (x +a)

jokaisella positiivisella kokonaisluvulla £.
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Todistus. Ei ole vaikea havaita, ettd riittda osoittaa
tdmé arvolla ¢ = 1, jolloin véite suuremmilla luvun
¢ arvoilla seuraa soveltamalla tapauksen ¢ = 1 tulos-
ta toistuvasti. Ei ole myoskaédn vaikea vakuuttua siité,
ettd riittad osoittaa véite yhdelle monomille. Loppujen
lopuksi meidén riittdé osoittaa, etté

d v v—1
— (> +a) =v

3 @ta)

jokaisella positiivisella kokonaisluvulla v. Tdmé onnis-
tuu nédpparasti induktiolla. Ensinnékin,

(z+a)

= =1=1- 0
dx(x+a) (x+a),

joten véite patee, kun v = 1. Jos v sitten on sellainen
positiivinen kokonaisluku, etta

-1

(z+a)" =v(z+a) ",

dz

niin tulon derivoimiskaavalla

v

— ((z+a)" (z+a))

(:c+a)”+(:c+a)”%(:c+a)

+ (z+a)”
=w+1)(z+a),

ja induktioaskel on valmis. O
Polynomien korkeamman kertaluvun de-

rivaattojen ominaisuuksia

Binomikaava sanoo, etté jos a ja b ovat reaalilukuja, ja
jos £ on positiivinen kokonaisluku, niin

Lol
Z <m> a™ b67m7

m=0

(a+b) =

mika selittddkin binomikertoimien nimen. Tulon £. de-
rivaatalle patee varsin samanhenkinen kaava:

Lemma 7. Olkoot P(x) ja Q(z) reaalilukukertoimi-
sia polynomeja, ja olkoon £ positiivinen kokonaisluku.
T&ll6in

d* e

_ (m) (e=m)
e (PRGN = 3 ()P )
Todistus. Todistamme tdman induktiolla parametrin ¢
suhteen. Kun ¢ = 1, kaava sanoo vain, etta

2 (P@) Q) = P'() Q) + () Q'(2),

miké onkin aiemmin mainittu derivaatan perusominai-
suus. Oletetaan sitten, ettd positiivinen kokonaisluku ¢
on sellainen, ettéd pétee

e e = 32 (1)

2) QU™ ().

Talloin

dé+1

L (P@) Q@) = - —
L ()
(

i m) (m+1) )Q(ﬁ—m)(m)

m=0
¢

+ Z( >P<m ) QU™ (z)

m=0

41 E

m=1

+ Z( >P<m ) QU™ (1)

m=0

141

> (e Q)

m=0

missd kiytdmme viimeisessa yhtédsuuruudessa niita
seikkoja, etté

6= (3= ()= () -+
(i)~ ()= ()

kun m € {1,2,...,¢}. O

ja

Lemma 8. Olkoon a reaaliluku, olkoon 7 positiivinen
kokonaisluku, olkoon R(z) reaalilukukertoiminen poly-
nomi, ja tarkastellaan polynomia

Q(z) = (z —a)" R(x).

Talloin

ja
QM (a) = r! R(a).

Todistus. On ilmeistd, ettd Q(a) = 0. Olkoon siis
¢ € {1,2,...,r}, ja tarkastellaan lauseketta Q) (a).
Lemman 7 mukaan

{OICII

3 (i)r(r—l)~--(r—m+l)

0
Az —a)"" R ().

M~

QW () =

m

|

Jos ¢ < r, niin silloin jokaisessa termissi esiintyy ai-
nakin yksi tekiji 2 — a, ja on oltava Q)(a) = 0. Jos
taas ¢ = r, niin silloin tekijd x — a esiintyy jokaisessa
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termissé, jossa m < £, ja jéljelle ja& vain se termi, jossa
m =14, ja

Q") (a) = r! R(a),
kuten pitikin. O

Epiyhtaloita

Tarvitsemme hieman tyokaluja epayhtéloistd. En-
simméinen on kolmioepayhtélo, johon torméad matema-
tiikassa varsin monissa tilanteissa varsin usein.

Lemma 9 (Kolmioepdyhtéls). Olkoon n positiivinen
kokonaisluku, ja olkoot a1, as, ..., a, reaalilukuja. Téal-
16in on aina

lar +as+ ...+ an| < |ar| + |az|+ ... + |an] -

Todistus. Kdaytamme jélleen induktiota, nyt lu-
kumédrdn n suhteen. Tapauksessa n = 1 epayhtélon
molemmat puolet ovat yhtd kuin |ay]|, ja asia on selvé.
Tapauksessa n = 2 viite seuraa siité, ettd on oltava

2a1az < |2a1az| = 2]a1| - |az,
jolloin
la1 + as|® = (a1 + a2)® = @ + a2 + 2a1a,
< af + a3 +2a1] - |az]
= [a1]* + [az]* + 2 a1 ] - [as|
= (Ja1| + |a2))*.

Muistaen, ettd luvut |a; + as| ja |a1| + |az| ovat mo-
lemmat epdnegatiivisia, voimme ottaa neliGjuuret puo-
littain, jolloin saadaan haluttu kolmioepéayhtalo

lar + az] < lay| + |az].

Lopuksi, jos n on positiivinen kokonaisluku, n > 2, ja
ai, g, ..., Ay, ap41 ovat reaalilukuja siten, ettd
lar +az + ...+ an| < |a1]| + |az| + ... + |an],

niin soveltamalla tdtd ja kahden muuttujan kolmio-
epayhtélod saadaan

lay +as + ...+ ap + any1]
<\01+a2+...+an|+\an+1|
< lag| + lag| + - .. + |an| + |lans1],

ja olemme valmiita. O

Itse asiassa kdytdmme kolmioepdyhtdlod myos erdé-
seen adrettomaédn sarjaan:

Korollaari 10 (Kolmioepdyhtélo sarjoille). Olkoon
ai, as, ... jono reaalilukuja, jolle daretdn sarja

o0
D
p=1

suppenee. Talléin

oo
Z au
p=1

o0
< Z lau -
p=1

Emme perustele tatd sen kummemmin tédsséd, mutta tu-
los seuraa suoraan darettomien sarjojen méadritelmista
osasummien raja-arvojen kautta.

Toinen epédyhtalotulos, jota tarvitsemme, on varsin eri-
tyislaatuinen polynomien derivaattoihin ja eksponent-
tifunktioon liittyva arvio. Hermiten lauseen todistuk-
sessa konstruoitavan luvun N méaritelméssa esiintyvét
korkeamman kertaluvun derivaatat ovat hyodyllisia
mm. siksi, ettd seuraavan lemman todistuksessa rivilla
(%) supistuu eksponenttifunktion Taylor-kehitelmésta
alku pois.

Lemma 11. Tarkastellaan reaalilukukertoimista as-
teen d € Z, polynomia

d
P(.’I}) = Z Ccy J;V7
v=0
ja olkoon z reaaliluku. Téall6in polynomille

patee
d
|P*(2) = & PH(0)] < [z] € Y " feu] - |2
v=0

Todistus. Kirjoitamme polynomin kertoimet P(x) hie-
man toisella tavalla asettamalla

_ W

Cy 7'
V.

jokaiselle v € {0,1,2,...,d}, jolloin siis

d ZCV
Pa)=Y %

v!
v=0

Tamén notaation taustalla on se ajatus, ettd kun v €
Z,, niin termin z¥/v! derivaatta on yksinkertaisesti
v~ 1/(v — 1)!. Nyt voimme laskea, etti

P*(z) = P(z) 4+ P'(x) + P"(z) + ... + P (2)

_ zd: Wl Zd: L e P
et v! — (v—1)! ~ (v—2)!
—d
Y
+...+
> w—d)
d v
oh
Sy
v=0 pn=0
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Erityisesti siis
d
PO)=3
v=0

Nyt voimme arvioida eksponenttifunktion Taylor-kehi-
telmaélla, etta

|P*(2) — P*(0) 7]

oo

d v o d o
=W g2 w X
v=0 =0 v=0 =0
d 0o
por
|3 s 5 2
v=0 p=v+1
SR SNE
< Z 17| Z ik
v=0 p=v+1
missd  viimeisessd askeleessa  kaytettiin  kolmio-

epayhtédlod. Viimeistéd sarjaa voimme lisdksi arvioida

L p
! v+l (w+1)(v+2)
N

WD +2) (v +3)

v+1 2
< T
=l 1! 21

+>

Yhdistamalld tdmé aiempaan arvioomme saamme siis

S
P(2) ~ PH(0) ] < 3 Pl el
v=0
d
= [zl " le] - 21"
v=0
kuten pitikin. O

Vietan kaavat ja erids niiden seuraus

Ei ole hankala laskea, ettd milla tahansa reaaliluvuilla
a, b, c ja d pétee

(r—a)(z—b)=2°— (a+b)z +ab,
ja

(x—a)(x—0b)(zx—c)=2>— (a+b+c)a?
+ (ab+ be + ca) x — abe,

ja vield

(x—a)(x—=b)(x—c)(x—d)
=zt —(a+b+c+d)a?

+ (ab + ac + ad + be + bd + cd) x*

— (abc + abd + acd + bed) x + abed.

Yleisessd tapauksessa néitd yhteyksid polynomin nolla-
kohtien ja sen kertoimien valilla kutsutaan Vietan kaa-
voiksi:

Lause 12 (Vietan kaavat). Olkoon d positiivinen ko-
konaisluku, ja olkoot a, a1, ao, ..., aq, co, c1, C2, ...,
cq reaalilukuja siten, etté

a(x—ay)(z—az) - (x—aq)
:c0+clx+02m2+...+cdxd.

Télloin jokaisella v € {0,1,2,...,d — 1} pétee

> e
IC{1,2,...,d}, i€l
HI=d—v

c=a-(-1)""

missé siis viimeisessd summassa I kiy lapi kaikki jou-
kon {1,2,...,d} tdsmélleen d — v lukua siséltavit osa-
joukot ja J]-lausekkeessa otetaan yhti sellaista jouk-
koa I vastaavien lukujen a; tulo. Toisin sanoen, > []-
lausekkeessa otetaan luvuista aq, ..., ag kaikkien d — v
luvun osajoukkojen tulojen summa.

Vietan kaavat ovat tarpeen seuraavan lemman vuoksi.
Sovellettaessa kolmioepédyhtélod vastaan tulee polyno-
mi, joka on saatu erddstd toisesta polynomista otta-
malla jokaisesta kertoimesta itseisarvot. On oleellista,
etté seuraavassa lemmassa nollakohdat aq, ..., ag ovat
juuri epédnegatiivisia reaalilukuja.

Lemma 13. Olkoon d positiivinen kokonaisluku, ol-
koon a nollasta poikkeava reaaliluku, olkoot aq, aso, ...,
agq epéanegatiivisia reaalilukuja ja olkoot cg, c1, ..., ¢4
reaalilukuja niin, etté

co—|—c1x—|—02x2—|—...—|—cd_1xd71—|—cdxd
=a(x—a)(x—as) - (x—aq).
Talloin
lco| + |e1| @ + |ea| 22 + ... + |ca| 2@
=la|(z+a1) (x+a2) - (z+aq).

Todistus. Ensinnékin ¢y = a, ja Vietan kaavojen mu-
kaan jokaisella v € {0,1,...,d — 1} pétee

> e

IC{1,2,...,d}, i€l
#I=d—v
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Koska tdsséd summassa kaikki termit ovat epénegatiivi-
sia, on siis oltava

> I«

I1C{1,2,...,d}, i€l
v

#I=d—
> [,

IC{1,2,...,d}, i€l
#I=d—v

lev| = |al

= la] (~1)"™

missd hyédynndmme sitd tietoa, ettd jokaisessa []-
tulossa on tdsmaélleen d — v tekijdd. Mutta Vietan kaa-
vojen mukaan siis

d

D levla”

v=0

= lal(z = (-a1)) (z = (=az2)) - (= = (—aa)) ,

kuten pitikin. O

Hermiten lauseen todistus

Alku ja strategia. Aloitamme tekemalld sen vastaole-
tuksen, ettd e on algebrallinen. T&ll6in on olemassa po-
sitiivinen kokonaisluku n ja kokonaisluvut ag, a1, ...,
a, niin, etta

ap+are+ase+...+a e =0,

ja a, # 0. Voimme luonnollisesti olettaa, ettd n on

pienin téllainen luku. Nyt ag # 0, silld jos olisi k €

{0,1,...,n— 1}, jolle
a=a1=...=ar=0 ja agt1 #0,

niin voisimme jakaa luvun e toteuttaman yhtdlén lu-
vulla e**t! saaden uuden yht#lon

2 —k—1
Gg+1 + agroe+agrze” + ...+ a,e” =0,
minké aste olisi pienempi kuin n.

Valitsemme alkuluvun p, jolle p > n ja p > |ag|. Tu-
lemme aivan lopuksi vield vaatimaan, ettd p on isompi
kuin jokin Z + 1, missd = tulee lemmasta 3.

Madrittelemme rationaalilukukertoimisen polynomin
P(z) asettamalla

1
(p—1)!

Tamén polynomin aste on d = (n+1)p — 1.

P(x) = 2P — 1P (x—2)P - (z —n)P.

Seuraavaksi méarittelemme luvuista p ja n riippuvan
rationaaliluvun N asettamalla

n

d
N=>" axPO(k).

£=0 k=0

Tavoitteemme on osoittaa ensin, ettd N # 0, ja sit-
ten, ettd N = 0, kunhan vain p on riittdvén iso. Tama
ristiriita osoittaa luvun e transkendenttisuuden.

Miksi N # 0?7 Osoittaaksemme, ettd N # 0, osoitam-
me, ettd itse asiassa IV on kokonaisluku, joka ei ole jaol-
linen luvulla p. TAmé saavutetaan osoittamalla, etté, it-
se asiassa jokainen termi luvun N méérittelevéssa sum-
massa on kokonaisluku, ja ettd termid ag PP~ (0) lu-
kuun ottamatta ne kaikki ovat jaollisia luvulla p.

Lemman 8 nojalla

P(0) = P'(0) =...= PP2(0) = 0,
ja samoin
P(k)y=P'(k)=...= PP (k) =0
jokaisella k € {1,2,...,n}. Saman lemman mukaan
PI(0) = s (= DU (2 ()
= (=1 (n))".

Tiedimme siis, ettd ag PP~ (0) on kokonaisluku, ja
koska p > m ja p > |agl|, sen on oltava alkuluvulla p
jaoton kokonaisluku.

Meidén on vield kisiteltivi termit ap P (k), missi
te{p,p+1,...,d}jake{0,1,2,...,n}. Kirjoitetaan
tata varten

1 d
P(z) = o1 Z ey x,

: v=p—1

missé luvut c,_1, ¢p, . .., ¢q ovat kokonaislukuja. Voim-

me laskea, etté

d

chy(y—l)n-(zj—é—i—l)k”_z.

v={

POR =5y

Koska lemman 2 nojalla tulo v--- (v —¢+41) on £ >
p—1 perédkkiisen kokonaisluvun tulona jaollinen luvulla
(p — 1)!, on luvun P® (k) oltava kokonaisluku. Lisiksi,
koska ¢ > p, on tulossa vdhintddn p perdkkéistd te-
kijaa, joten ainakin yksi tekijoistd on jaollinen luvulla
p. Koska p on alkuluku, ei nimittaja (p — 1)! ole jaolli-
nen luvulla p. Titen luvun P (k) on oltava jaollinen
luvulla p.

Olemme siis todistaneet, ettd N on kokonaisluku, joka
ei ole jaollinen luvulla p, joten on oltava N # 0.

Miksi N = 07 Yritetddn seuraavaksi arvioida luvun N
kokoa. Kirjoittamalla

P*(z)=P@)+P(x)+P'(x)+...+ p@ (x)
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voimme kirjoittaa

N =aoP*(0) + a1 P*(1) + aoP*(2) + ... + an P*(n)
=aoP*(0)+ a1 P*(1) + ...+ a,P*(n)
— P*(0) (ap + are+ ...+ ape™)
= ay (P*(1) — eP*(0)) + az (P*(2) — 2 P*(0))
+...4+a, (P*(n)—e"P*(0)).
Siten voimme arvioida kolmioepayhtal6lld ja lemman
11 nojalla, etta

n

INI< D law] - [P (k) — " P*(0))
k=1

n d
1
<Y ag| ket —— ey | k.
Ic2::1| | (p - 1)' V:prl

Lemman 13 nojalla voimme arvioida viimeistd summaa

d
S ek =k (k4 1) (B +2)" - (k+n)’
< (2n))".

Siten saamme arvion

INT < ne™ Y fal
k=1

~ (@2n))’
EEE

Valitsemalla lemmassa 3

e=1, A=ne") |ax|(2n)! ja B=(2n)
k=1

16ytyy positiivinen kokonaisluku Z siten, ettd |[N| < 1
kunhan vain alkuluvun p valinnassa pidetdén huolta,
ettd p—1 > =. Koska N oli kokonaisluku, on epayhtalo
|N| < 1 mahdollinen vain silloin, kun N = 0, ja olemme
valmiit.

Yleistyksid seurauksineen

Itse asiassa ylla annettu Hermiten lauseen todistus on
voimallisempi kuin voisi ajatella. Nimittdin, samassa
hengessd pystyy todistamaan huomattavasti yleisem-
pid ja vahvempia tuloksia, vaikka emme olekaan teh-
neet téssd niin. Eréds oleellisesti vahvempi tulos, jon-
ka voi todistaa varsin samanlaisilla tyokaluilla, jos
lisdksi kaytettdvissd on hieman symmetristen polyno-
mien ominaisuuksia ja algebrallisten lukujen perusomi-
naisuuksia, on téllainen:

Lause (Hermiten-Lindemannin lause). Jos « on al-
gebrallinen luku ja a # 0, niin e® on transkendentaali-
nen luku.

Vaikka emme todista taté lausetta téssa, on kenties va-
laisevaa ndhdé, mitéa kaikkea siitd seuraa:

Korollaari. Luku e on transkendentaalinen.

Todistus. Koska luku 1 on selvésti nollasta poikkeava
ja algebrallinen, on luvun e = e! oltava transkenden-
taalinen. O

Korollaari. Luku 7 on transkendentaalinen.

Todistus. Jos luku 7 olisi algebrallinen, olisi my6s lu-
ku im kahden algebrallisen luvun tulona algebrallinen.
Se on myos selvisti nollasta poikkeava. Siten luvun ™
pitéisi olla transkendentaalinen. Mutta Eulerin kauniin
kaavan nojalla '™ = —1 ja —1 ei ole transkendentaali-
nen luku. Siten 7 on transkendentaalinen luku. O

Korollaari. Jos a on algebrallinen luku, a # 0 ja
a # 1, niin log o on transkendentaalinen.

Todistus. Jos olisi loga = [ jollakin algebrallisel-
la luvulla S, niin olisi toisaalta 5 # 0, ja toisaal-
ta luku e® = «a olisi algebrallinen vastoin Hermiten—
Lindemannin lausetta. O

Korollaari. Jos a on algebrallinen luku ja a # 0, niin
sina ja cos a ovat transkendentaalisia lukuja.

Todistus. Koska tunnetusti
sin? a4 cos® a = 1,

seuraa tistéd, ettd jos toinen luvuista sina ja cosa on
algebrallinen, niin toinen on ratkaisu sellaiselle poly-
nomiyhtélolle, jonka kertoimet ovat algebrallisia luku-
ja, ja siten myos algebrallinen. Jos sin v ja cosa ovat
transkendenttisia, niin olemme valmiita. Oletetaan siis,
ettd sin o ja cos a ovat algebrallisia. Talloin my6s luku

isin o + cos «

olisi algebrallinen. Mutta toisaalta

tsina 4 cosa =4 - - +
24 2
ja viimeksi mainitun luvun on oltava transkendentti-
nen. Tama ristiriita osoittaa, ettd sina ja cosa eivét
voi olla algebrallisia. O

Korollaari. Jos « on algebrallinen luku ja « # 0, niin
tan a on transkendentaalinen luku.

Todistus. Huomautetaan, ettd cosa # 0, koska muu-
toin « olisi luvun 7 monikerran puolikkaana transken-
denttinen. Samasta syystd on oltava sina # 0. Ole-
tetaan siis, etté olisi tana = 3 jollakin algebrallisella
luvulla 8 # 0. Talloin olisi

1e%

et —e @ 2

’ ela + e—ia’

. 1
S =tana =sina - = -
cos & 21

ja edelleen

Z'/Bela +iﬁe—’ta — e’LOt _ e—za7
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ja vield sieventamalla
(1 —ifB)e™™ = (1+ifB)e ",

Jos 1 —4f8 =0, niin 1 +1¢8 = 0, koska eksponenttifunk-

tion kaikki arvot ovat nollasta poikkeavia, ja talldin
olisi

1+ 1—iB

b= 2i

Siten on oltava 1 — i # 0, ja voimme sieventia vield
kerran saadaksemme

eZia — 1+ lﬁ
1—iB
Téassa 2ia on nollasta poikkeava algebrallinen luku, ja

yhtélon oikea puoli on algebrallinen, ja siten olemme
saavuttaneet ristiriidan. O

0-0=0.

Samanlaisia transkendentaalisuustuloksia voisi esittda
my6s muille tutuille transkendentaalisille funktioille,
kuten sinh, cosh, tanh, arcsin, arccos, arctan, arsinh,
arcosh ja artanh, mutta sivuutamme yksityiskohdat
tassa.

Mainittakoon lopuksi vield yksi vahvempi tulos, jon-
ka voi todistaa varsin samassa hengessd ja samoin
tyokaluin kuin Hermiten—Lindemannin lauseen:

Lause (Lindemannin-Weierstrassin lause). Jos n on
positiivinen kokonaisluku, jos ay, as, ..., a, ovat al-
gebrallisia lukuja, joista mitkdan kaksi eivdt ole yhta
suuria, ja jos 1, B2, ..., Bn ovat nollasta poikkeavia
algebrallisia lukuja, niin

Bre™ + Bae™ + ... 4 Bre #0.

Kirjallisuudesta

Hermiten lause todistetaan monissa eri teoksissa, ku-
ten vaikkapa [1, 3, 5, 7]. Téllaisissa transkendentti-
todistuksissa yleinen integraalien tai véliarvolauseen
soveltaminen on korvattu eksponenttifunktion Taylor-
kehitelmén kaytolla kirjan [5] lukujen e ja 7 transken-
denttisuuksien todistuksia seuraten.

Hermiten-Lindemannin ja Lindemannin—Weierstrassin
lauseen todistuksia loytyy vaikkapa teoksista [1, 3,
7], joista loytyy myos algebrallisten lukujen perus-
teoriaa. Algebrallisista luvuista perustietoa 16ytyy

my0s mainiosta kirjasta [6]. Vanha klassikkoteos [8]
sisdltdd helposti ldhestyttdvissd muodossa materiaalia
niin algebrallisista luvuista kuin sovellutuksista mm.
yhtéloon 23 +y3 = 23, yhtilsiden algebralliseen ratkea-
vuuteen ja harpilla ja viivaimella tehtdviin konstruk-
tioihin.

Solmunkin sivuilla on aiemmin ilmestynyt aiheeseen
liittyvia artikkeleita. Artikkelissa [2] irrationaalisista,
algebrallisista ja transkendentaalisista luvuista 10ytyy
todistukset luvun e irrationaalisuudelle ja Liouvillen
kauniille lauseelle, joka on yksinkertaisin tapa kon-
struoida konkreettisia transkendenttisia lukuja. Artik-
kelissa [4] on esitetty todistus lukujen 7 ja 72 irratio-
naalisuudelle. Hermiten lauseen todistusta voi halutes-
saan verrata néihin lukujen e ja 7 irrationaalisuuksien
todistuksiin.

Eksponenttifunktion perusteoriaa esitellaan tamén nu-
meron sivuilla 23-27 P. Alestalon artikkelissa Fkspo-
nenttifunktio.
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Eksponenttifunktio

Pekka Alestalo
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos
Aalto-yliopisto

Johdanto

Eksponenttifunktio e® on erds tdrkeimmistd matema-
tiikassa ja varsinkin sen sovelluksissa esiintyvistd funk-
tioista. Ainoa syy téhin on sen toteuttama differen-
tiaaliyhtdlo D e® = e*, jota ilman (hieman liioitellen)
kukaan ei olisi koskaan kuullutkaan Neperin luvusta e.
Lukiokirjoissa eksponenttifunktiota kéasitelladn véalilla
hyvinkin huolettomasti, ja suppeimmasta padsta tai-
taa olla seuraava "maédritelma”: Eksponenttifunktion
e” arvo voidaan laskea laskimella jokaisella muuttujan
x arvolla.

Syksyn 2017 pitkdn matematiikan ylioppilaskokeen
tehtévassd 8 tutkittiin polynomeja

2 3 n n k

X X X X X
-y

Py =14 Dy T D D
k=0

ja niiden yhteyttd eksponenttifunktioon e®. Tehtdvéin
b-kohdassa taytyi osoittaa, ettd P/ (z) = P,—1(x) kai-
killa z € R ja kaikilla indekseilla n = 2,3,..., jo-
ka muistuttaa eksponenttifunktion derivoimiskaavaa

D e® = e*. Laskun tarkein valivaihe on kaavan
n 1

nl (n—1)!

keksiminen, mutta muuten siind tarvitaan vain
polynomien derivoimissddntéja. Tamén  kirjoituk-

sen tarkoituksena on selittdd, kuinka polynomeis-
ta P,(x) padstddn eksponenttifunktion tdsmaélliseen
madritelmédn, ja todistaa tarkasti kaikki sen ominai-
suudet. Esitietona kannattaa tutustua kirjoitukseeni
[1] Neperin luvusta, ja lisiksi tarvitaan joitakin pe-
rustietoja sarjojen kasittelysté; osa niisté kerrataan ly-
hyesti. Loppuosan ominaisuuksien perustelu noudattaa
perinteista tyylid ja 16ytyy esimerkiksi viitteistd [7, lu-
ku VI], [4, Chapter 25] ja [5, Chapter 21]. Kaikissa
néissé oletetaan kuitenkin aikaisemmin todistetut po-
tenssisarjojen derivoimissddnnot, jotka tdmén kirjoitel-
man yksinkertaisemmassa tilanteessa voidaan kiertas.!

Maaritelma

Huolimattomasti paatellen yhtalostd P/ (z) = P,—1(x)
voidaan ottaa raja-arvo, kun n — oo, jolloin paddytaan
funktioon P(z) = lim, . Pn(z), ja se toteuttaa vaa-
ditun differentiaaliyhtélon P’'(z) = P(z). Raja-arvon
olemassaolon lisdksi tdhén liittyy kuitenkin vakavampi
ongelma. Tarkasti ottaen raja-arvoa n — oo sovelle-
taan yhtaloon

DP,(z) = Py—1(x).
Oikealla puolella

lim P,_i(z) = P(x)

n— oo

1Jos téstd kirjoituksesta jitetdasn kaikki ylimédrdinen pois, niin varsinaiset todistukset tiivistyvit alle kahteen sivuun.
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ilman suurempia ongelmia, mutta vasemmalla puolella
tarvittaisiin ominaisuutta

lim DP,(z)

n— oo

=D lim P,(z)

n—oo

= DP(x).

Toisaalta derivaatta D on (erotusosaméérin) raja-
arvo, ja yleensd kahden raja-arvon jarjestyksen vaih-
taminen tuottaa hankaluuksia.

Esimerkki 1. Lausekkeelle W on voimassa

lim(lim F )zlimOzO
k—oo \n—oon + k

ja

k) :nh_{%Ol:l.

Kun néinkin yksinkertainen esimerkki osoittaa raja-
arvojen vaihtamiseen liittyvin ongelman, niin on oi-
keastaan hyvin yllattdvas, ettd derivaatan kohdalla
operaatio on (yleensi) sallittu! Mutta tamé vaatii huo-
lellista analysointia, johon seuraavaksi ryhdymme.

lim (lim
n—oo \ k—oo N +

Maisdritelmd 2. Eksponenttifunktio exp: R — R
madritellaidn kaavalla

- 1 1
exp(z) = EI =1l+x+ gz + ?I
k=0

kun z € R.

Siirtyminen polynomista sarjaan ei ole kuitenkaan ai-
van ongelmatonta: Onko selvdd, ettd sarja suppenee
kaikilla muuttujan arvoilla x € R? Méaritelman pe-
rusteella ainoa helppo tapaus on exp(0) = 1.

Vastauksen antaa téssid tapauksessa sarjoihin liittyva
suhdetesti.

Lause 3. (Suhdetesti) Jos sarjan Y- ; ax termeille

on voimassa

Ak+1
ar

lim

k—o0

niin sarja suppenee.

Suhdetestin intuitiivinen perustelu on seuraava: Geo-
metriselle sarjalle kahden perdkkéisen termin suhde
QZ—:l = ¢ on sarjan suhdeluku, josta sen suppenemi-
nen maardytyy. Suhdetestin mukaan yleinen sarja sup-
penee, jos sen termit kdyttaytyvit asymptoottisesti sa-

malla tavalla kuin suppenevassa geometrisessa sarjassa.

Tarkemmin: Sarjan alkupéi ei vaikuta sen suppenemi-
seen, joten voidaan olettaa, ettd |agi1/ar] < ¢ < 1
jollekin vakiolle ¢ ja kaikille k. Tésté seuraa

lar| < lar—1lg < |ar—2]q® < -+ < |aolq”,

joten sarjalle saadaan suppeneva geometrinen majo-
rantti. Néin ollen sarja Z;io ar suppenee Majorant-
tiperiaatteen® nojalla.

Funktion exp tapauksessa ay = 2 /k!, jolloin

ok L/ (K + 11)
xk [k

kun k — oo, joten sarja suppenee kaikilla x € R.

_ el
k+1

Ak+1
Qg

— 0,

Ensimmaéiinen yritys

Puutteellisia yrityksid karttava lukija voi sivuuttaa
tdman kappaleen kokonaan, katsoa apulauseen 4 ja siir-
tyd suoraan lauseeseen 6. Toisaalta tdma kappale saat-
taa antaa motivointia mychemmille laskuille.

Nyt kun sarjan suppeneminen on selvitetty, voidaan
ryhtyd tutkimaan exp-funktion derivaattaa erotus-
osamaaran

exp(x + h) — exp(z)
h

avulla. Yhdistdmaélla sarjat saadaan

eom(z, h) =

eom(x,h) = ((x + h)k — k)

==
?T“H

M T

?’T“)—\

((x + h)k — k),

S

k

Il
-

koska indeksin arvolla k = 0 on (z+h)k—z* = 0. Sarjan
sisdlld olevaa erotusta voidaan késitelld véliarvolauseen
(viite [2])

f(®) = fla) = f(e)(b—a)
avulla valitsemalla f(r) = 2%, b = 2 +h ja a = x. Niin
saadaan kaikilla k£ > 1

(x+h)* — 2k = ke,
jossa ci on lukujen x ja x 4+ h vélissd; tarkasti ottaen
¢k = ci(z, h) riippuu my6s muuttujista « ja h. Taémén
perusteella

eom(z, h) kilh

D‘M—‘
?’T“)—n

oo
k=1

o0 oo

1 k—1 L
=2 CED D itk

k=1 k=0
viimeisessd vaiheessa on siirretty summausindeksia k —
1 — k, joka muuttaa myo6s alkukohdan k =1 — k£ = 0.
Jos z > 0jah >0, nin ¢ < cpy1 < o+ h kaikilla k,

joten erotusosaméarille saadaan arviot

1
exp(x) < eom(z, h) < Zk—x—i—h = exp(z + h),

2Jos |ag| < py kaikilla k ja sarja Zk Pk suppenee, niin sarja Zk aj suppenee.
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silla kaikki termit ovat positiivisia. Vastaavasti tapauk-
sessa © > 0 ja h < 0 voidaan ensinnikin olettaa, ettd
x + h > 0, koska tutkimme raja-arvoa h — 0. T&ll6in
x+h < cpy1 <z, ja saadaan

exp(z + h) < eom(z, h) < exp(z).

Jos osoitetaan, ettd exp-funktio on jatkuva, niin naista
kahdesta epayhtélosta seuraa (hienosti sanottuna sup-
piloperiaatteen® nojalla), etté

lim eom(z, h) = exp(z),

h—0
joka tarkoittaa samaa kuin D exp(x) = exp(x).

Jatkuvuuden todistaminen ei ole erityisen vaikeaa,
mutta sitd suurempi ongelma on alun oletus =z > 0.
Tapauksessa < 0 ylld olevan laskun epdyhtdlot me-
nevéat sekaisin, eikd péadttely endd suju. Koska tdma
menetelma ei ndyté johtavan exp-funktion tdydelliseen
késittelyyn, niin sivuutamme jatkuvuustodistuksen ja
kokeilemme véliarvolauseen sijasta hieman tarkempaa
approksimaatiota.

Aputulos

Funktion exp derivaatta taytyy laskea méaéritelméan eli
erotusosamadran avulla. Sitd helpottaa seuraava apu-
tulos.

Apulause 4. Jos z,h € R ja k € N, niin on olemassa
sellainen ¢y, € [z, z + h], ettd

1
(z+h)F = 2% + kb 1h + Skl = D22 (1)

Yl1l&a oleva kaava saattaa nédyttdd omituiselta, mutta
sen taustalla on yksinkertainen idea perustilanteessa
x,h > 0. Oikean puolen kaksi ensimmadistd termia ovat
samat kuin binomikaavassa

k . k k—mipm
(x+h)" = E " TR™
m
m=0

silla (Ig) =1ja (]1“) = k. Koska (g) = 3k(k—1), niin kol-
mas termi muistuttaa binomikaavan kolmatta termié
(g) x2F~2h2. Ja nyt vain yksi pointti: Korvaamalla téssi
(jatkuvassa ja aidosti kasvavassa lausekkeessa) x sitd
hieman suuremmalla luvulla ¢, saadaan kaavaan (1)

yhtasuuruus ilman binomikaavan loppuosan termeja!

Apulauseen perustelu tapauksessa z,h > 0; muut
tapaukset voidaan késitelld samaan tyyliin, mutta ti-
lanne muuttuu hankalammaksi. Sen vuoksi alla esi-
tetddn myos toinen todistus, jossa eri tapauksia ei tar-
vitse lainkaan erotella.

Edelld jo todettiin, miksi tdllainen luku ¢; on olemas-
sa. Lisdksi ¢, > z, silla valinnalla ¢, = = oikea puo-
li sisdltdd vain binomikaavan kolme ensimmaéista ter-
mié ja jaa sen vuoksi liian pieneksi (paitsi tapauksessa
k = 2). Osoitetaan viel4, ettd arvolla ¢ = x + h oikean
puolen lausekkeesta tulee liian suuri, joten ¢ < x + h,
ja viite seuraa. Sijoittamalla lausekkeeseen (5)z#~2h?
luvun x paikalle x + A ndhddén binomikaavan avulla,
ettd termin zF~™h™ kertoimeksi tulee

;k(k—l)(:;_Z)

Taméa on suurempi kuin vastaava kerroin kaavan (1)
vasemmalla puolella, joka on binomikaavan mukaan
(7). Kaavan yhtisuuruus pitee siis jollakin arvolla

z<c¢, <z+h.

Tehtédva 5. Perustele epayhtalo

(52 ()

Apulauseen todistus: Apulause seuraa alla olevasta
lauseesta 6 soveltamalla sitd funktioon f(z) = z*. O

Lause 6. Olkoon f: R — R kaksi kertaa derivoitu-
va funktio; ts. f”(x) on olemassa kaikilla x € R. Jos
x,h € R, niin on olemassa sellainen ¢ € [z, z + h], ettd

Fla k)= f@) + @+ L f W (@)

Todistus*. Tarkastellaan apufunktiota

r(t) = f(t) - f(a) = f'()(t —x) = bt — 2)*,
joka arvolla t = x4+ h muistuttaa kaavan (2) vasemman
ja oikean puolen erotusta; vakio b taytyy valita sopival-
la tavalla my6hemmin, koska emme vielé tieda luvun c
merkitysta. Téalloin

r'(t) = f'(t) — f'(x) — 2b(t — @) ja
' (t) = f"(t) — 2b.

Tavoitteena on loytdéd sellainen piste ¢, ettd r”/(c) =
0. Derivaatan nollakohtia 16ytyy varsinaisen funktion
nollakohtien vélistd, joten valitaan vakio b niin, etta
r(r + h) = 0; tdmd on mahdollista funktion r(t)
méidritelmén perusteella. Téalloin r(x) = r(x + h) = 0,
joten néiden lukujen vélissd on derivaatan nollakohta
c1, jolle siis 7/(¢1) = 0. Toisaalta my6s /() = 0, joten
lukujen z ja ¢y vélissd on toisen derivaatan nollakoh-
ta ca: " (c2) = 0. Yhtdlostd 0 = r"(ca) = f"(c) — 2b
saadaan vakion b arvoksi
1

if//(c)~

Lauseen 6 kaava seuraa nyt yhtélostd r(x + h) = 0
sijoittamalla siithen vakiolle b saatu lauseke ja valitse-
malla ¢ = ¢y. (I

b:

3Jos u(h) < v(h) < w(h) jollakin valilld h € [ho — &, ho + 6] \ {ho} ja limp_p, u(h) = limp_p, w(h) = L, niin limp_,p, v(h) = L.
4(Osa lukijoista tunnistaa tdssi Taylorin kaavan helpoimman version todistuksen. Todistus on hieman lyhyempi osittaisintegroin-
nin tai ns. Cauchyn véliarvolauseen avulla, mutta téssi esitetty perustelu saattaa olla helpompi keksié.
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Ominaisuudet

Lause 7. Eksponenttifunktiolle on voimassa
D exp(x) = exp(x)
kaikilla € R.

Todistus. Olkoon = € R ja h # 0. Téll6in Apulauseen
perusteella®

exp(e +h) —exp(a) 1S ! i
k=0
I =1, .,
k=1
1 _
+ h(k — 1)ey2n?),

koska indeksin arvolla k = 0 on (z+h)* —2* = 0. Sarja
jakaantuu siis kahteen osaan, joista ensimméinen sie-
venee muotoon

]' . k k—1 . ]' k—1 1 k
- - b= - - —
h;k!x ;(k—mx ”

= exp(x);

vélivaiheessa on siirretty summausindeksia & — 1 — k,
joka muuttaa myos alkukohdan £# = 1 — k£ = 0.
Jalkimmaisen sarjan summaus voidaan kertoimen k—1
vuoksi aloittaa kohdasta k = 2, joten se on muotoa

k 2h2

he 1 _
E:th 21;2(1@—2)!022

A1,
2525%2
k=0

kahden askeleen indeksinsiirrolla. Tassd cxio2 =
ck+2(x, h) on lukujen z ja x + h vilissi, ja koska tut-
kimme raja-arvoa h — 0, niin voidaan olettaa, ettad
|h| < |z|4+1; lisdys +1 tarvitaan erikoistapauksen z = 0
vuoksi. Talloin |cxia| < |z| + |h] < 1+ 2|z|, joten
jalkimmadiselle sarjalle saadaan arvio

Al o~ 1 P - L k
|E| < 7ZE|01¢+2| < 72@(1‘5‘2@‘)
k=0 k=0

h
= ‘—2| exp(1l + 2|z]).
Kiintedllda x € R tdmén ylarajan raja-arvo on nolla,
kun h — 0, joten exp-funktion erotusosaméérin raja-

arvo kohdassa z on exp(z). O

Olemme nyt valmiit kokoamaan yhteen exp-funktion
tdrkeimmét ominaisuudet ja todistamaan ne. Vii-
meisessd, kohdassa selvidd myos exp-funktion yhteys
lausekkeeseen e”*: ne ovat aivan samat!

Lause 8. Eksponenttifunktiolla on seuraavat ominai-
suudet:

(i) D exp(x) = exp(x) kaikilla x € R.
(ii) exp(—z) = 1/ exp(z) kaikilla z € R.
(iii) limg o exp(z) =

(iv) exp: R — ]0, 00[ on jatkuva ja aidosti kasvava bi-
jektio.

)
)
) 00 ja limy o exp(z) = 0.

)

(v) exp(z + y) = exp(x) exp(y) kaikilla z,y € R.

(vi) exp(z) = €® kaikilla x € R, kun e = exp(1l) =
2,71828 ... on Neperin luku.

Todistus. (i) Tama& todistettiin jo aikaisemmin, mutta
mainitaan tdrkeimpédnd ominaisuutena viela uudelleen.

(ii) Olkoon f(x) = exp(z) exp(—

f(x) = exp’ () exp(
= exp(x) exp(—

z), kun x € R. T&lloin

—z) + exp(x)D exp(—x)
) — exp(z) exp(—z) = 0,

joten f on vakiofunktio. Koska
f(0) = exp(0)exp(—0) =1-1=1,

niin f(x) = 1 kaikilla € R, josta ominaisuus (ii) seu-
raa.

(iii) Mé&éritelmén perusteella

exp(z)=14+z+--->1+uz,

kun z > 0. Koska lim,_,o(1 + ) = oo, niin sama
pétee sitd suuremmalle lausekkeelle exp(z). Raja-arvo
tapauksessa r — —oo seuraa tastd kdyttdmalla kohdan
(ii) kaavaa.

(iv) Funktion derivoituvuudesta seuraa sen jatkuvuus.
Maéritelmén perusteella exp(z) > exp(0) = 1, kun
x > 0, jolloin kohdan (ii) kaavasta seuraa exp(z) > 0
kaikilla # € R. Koska D exp(z) = exp(z) > 0, niin
exp-funktio on aidosti kasvava. Arvojoukkoa ja bijek-
tiivisyyttd koskeva véite seuraa tdmaén jilkeen jatku-
vuudesta ja kohdasta (iii).

(v) Olkoon y € R jokin kiinnitetty luku. Tarkastellaan
apufunktiota

exp(z +y)
exp(x) exp(y)’

g(x) =

kun z € R. Kohdan (iv) perusteella lausekkeen ni-
mittdjd ei ole nolla, joten g on hyvin mé&dritelty.
Osaméérdn derivaattakaavan mukaan (lyhennetééan
téssd e(z) = exp(x) jne.)

e(x +yle(x)e(y) — e(x + y)e(x)e(y)
(e(z)e(y))?

g/(x) = =0,

5 Apulauseen merkitys nikyy nyt hyvin, koska sarjan sisdin jad vain kaksi termii, eikd koko binomikaavaa.
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joten g on vakiofunktio ja sen arvo on

exp(0+y) _
exp(0) exp(y)

9(0) =

Koska y € R voi olla miki tahansa, niin kaava (v) seu-
raa tasta.

(vi) Tarkastellaan aluksi positiivista rationaalilukua
x =p/q, kun p,q € N. Kaavan (v) perusteella

e=exp(l) =exp(l/q+---+1/q) = exp(1/q)?,
|

q kpl
joten exp(1/q) = /4. Tamén avulla saadaan

exp(p/q) = exp(1/q+---+1/q) = exp(1/q)*
p kpl

- (el/q)p — eP/4.

Vastaava tulos negatiivisille rationaaliluvuille p/q seu-
raa tdmén jalkeen kaavasta (ii). Koska yht&lo exp(x) =
e” péatee kaikille rationaaliluvuille x € Q, niin exp-
funktion jatkuvuuden nojalla se pitee® myos kaikilla
x € R.

Kaikki kohdat on nyt todistettu. [J

Pohdiskelua

Seuraavassa vield kommentteja muista vaihtoehdoista
exp-funktion méaritelméksi:

e Miaritelmé rationaalisten eksponenttien e” raja-
arvona, kun r — x: Periaatteessa luonnollista, mutta
miksi tutkitaan jonkin kummallisen luvun e potens-
seja? Tam4 ldhestymistapa on selvitetty perusteelli-
sesti viitteessd [3, kappaleet 6.1-2] tai [6, luku VI].

e Miaritelmé raja-arvona

n
lim (1 + E) .
n—o00 n

exp(z) =
Téssdkin on ideaa, mutta kallista aikaa kuluu kum-
mallisten raja-arvojen pyorittelyyn. Sarjakehitelmén
kéytto sen sijaan johdattelee suoraan yleisempiin po-
tenssisarjoihin ja niiden ominaisuuksiin.

e Madritellddn ensin logaritmi funktion f(t) = 1/t
rajaamana pinta-alana valillda 1 < ¢t < =z ja eks-
ponenttifunktio tdmén kadnteisfunktiona: Moninker-
taista jalkiviisautta ja vaatii tarkasti ottaen inte-
graalilaskentaa tai ainakin pinta-alan tadsméllisen
madritelmén.

Loppukaneetti

Téssd on vield lopuksi hyva tilaisuus korjata aikaisem-
paan Neperin lukua koskevaan kirjoitukseeni [1] jadnyt
painovirhe: sivun 22 vasemman palstan kaavarivilté (4)
puuttuu osa kertoimista. Kaavassa lukee

(1),

mutta oikea lauseke on muotoa

(nJlrl)! (1_n—1u) (1_n—2+1>'”<1_n11>'
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6T4ss4 oletetaan, ettd arvoilla a > 0 lauseke a® on maéiritelty ja jatkuva muuttujan z € R suhteen; vrt. esimerkiksi viite [3,
kapple 6.1]. Toinen vaihtoehto on mééaritelld yleisesti ab = exp(blna), jolloin pidddytain samaan tulokseen.
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Bijektio kilpailijoiden ja tehtidvien valilla: IMO 2018

Otte Heindvaara, Joonatan Honkamaa, Hermanni Huhtamdki, Akseli Jussinmdaki, Olli
Jarviniemi, Neea Palojdrvi, Nerissa Shakespeare ja Selim Virtanen

Johdanto

Vuoden 2018 kansainvéliset matematiikkaolympia-
laiset (IMO) jérjestettiin heindkuun alussa Cluj-
Napocassa, Romaniassa. Suomea kilpailussa edusti-
vat Joonatan Honkamaa, Hermanni Huhtaméki, Ak-
seli Jussinméki, OIlli Jarviniemi, Nerissa Shakespea-
re ja Selim Virtanen. Joukkueenjohtajana toimi Neea
Palojérvi ja varajohtajana Otte Heindvaara. Honka-
maa ja Jéarviniemi palkittiin pronssimitalein sekd Jus-
sinméki ja Virtanen kunniamaininnoin. Mainiota me-
nestystd tdydensi vield Suomen sijoittuminen sijalle
59, kun kilpailijamaita oli 107. Osallistuvien maiden
madrdan suhteutettuna tdmaéa on paras tulos vuoden
2006 jalkeen!

Kilpailuun tietenkin valmistauduttiin ankaralla har-
joittelulla. Joukkue leireili ennen kilpailua Abo Aka-
demissa, Turussa ja Sorgssa, Tanskassa. Liséksi
Jarviniemi vietti toisenkin viikon Tanskassa — t&lla
kertaa tosin itsenédiselld harjoitusleirilli. Tdnd vuon-
na olympiajoukkueen matka Romaniaan herédtti myds
kiinnostusta Image-lehdessa. Lehden toimittaja vierai-
li matematiikkavalmennuksessa, matkasi kilpailijoiden
kanssa Romaniaan ja kirjoitti tdstd jutun Imageen.
Kirjoituksen voi lukea lehden lokakuun numerosta.

Taménkertaisissa tehtdvien esittelyissd ratkaisuineen
nakyy kilpailijoiden kynéanjalki. Kuuden kilpailijan ja
kuuden tehtdvan vélille voidaan nimittdin muodos-
taa bijektio. Yksi téllainen on muodostettu ja kukin

kilpailija esittddkin yhden ratkaisun yhteen kilpailu-
tehtdvaan. Aktiivinen lukija voi viela pohtia, mité kaik-
kia muita bijektioita kilpailijoiden ja tehtdvien vélille
voi muodostaa.

Kokouksia, keskustelua ja kulttuuria —
IMO joukkueenjohtajan silmin

Toimin Suomen joukkueenjohtajana vuoden 2018 ma-
tematiikkaolympialaisissa Romaniassa. Minulle jouk-
kueenjohtajuus kansainvélisissid matematiikkaolympia-
laisissa oli ensimmaéiinen laatuaan ja kuvailen téssé
tekstissd kokemustani kolmella k-kirjaimella alkavalla
sanalla. Nama sanat ovat kokoukset, keskustelu ja kult-
tuuri.

Kokoukset. Joukkueenjohtajien ajasta valtaosa kuluu
kokouksissa. Tavoitteena on valita kilpailuun tulevat
tehtdvit, muotoilla ne sopivaan muotoon kokeita aja-
tellen, kddntad ne kunkin maan kielelle, hyvéiksyéa pis-
teytyskaaviot sekd padttdd mitalien pisterajoista. Ta-
vallisesti kokouksissa esiintyi paljon puheenvuoroja ja
ddnestyksid. Pisteytyskaavioiden késittelyd lukuun ot-
tamatta kokoukset olivat varsin mielenkiintoisia niissé
esiintyvien ndkemystenvaihdon seké vaikutusmahdolli-
suuksien takia. Téasta padstddnkin seuraavaan kohtaan
eli keskusteluun.

Keskustelu. Kokouksissa joukkueenjohtajat esittivét
paljon ndkemyksié eri asioista. Mieleenjadvimpiné oli-

siséllysluetteloon



Solmu 3/2018

sisdllysluetteloon 29

vat keskustelut kilpailutehtavistd. Suurin osa tésté kes-
kustelusta pyori tehtédvien vaikeustason ympérillé, eiké
eri tehtévien vaikeustasoista oltu lainkaan yksimielisia.
Esimerkiksi osa piti tehtdvdd 1 aivan liian helppona,
kun taas toiset joukkueenjohtajat olivat sitd mielta,
ettei se ole lainkaan helppo, vaan jopa ldhempéana
keskivaikeaa tehtdvad kuin helppoa. Tehtdvéan 3 osal-
ta taas joukkueenjohtajien ja tehtévienvalintakomitean
vélilla esiintyi mielenkiintoinen ristiriita tehtavéin vai-
keustason arvioinnissa: Tehtdvanvalintakomitean mie-
lesté tehtavéa 3 oli keskivaikea tehtava, kun taas joukku-
eenjohtajat pitivét sité erittédin vaikeana tehtédvéna. Sa-
noisin joukkueenjohtajien olleen oikeammassa arvios-
saan, silla alle kaksi prosenttia kilpailijoista ylsi jom-
paan kumpaan kahdesta korkeimmasta pisteméarasta
tehtavéssa 3 eli osasi mahdollisia minimaalisia virheita
lukuun ottamatta ratkaista tehtédvén.

Tehtévien vaikeustason lisdksi myo6s tehtdvien muo-
toilu nosti esiin keskustelua. Tehtdvassa 4 piti alun
perin pelata shakkilaudalla ratsuilla ja kuningattaril-
la erivaristen kivien sijasta. Tehtdvanantoa kuitenkin
muutettiin, silld kaikissa maissa ei kuulemma harraste-
ta hirvittdvésti shakinpeluuta ja shakkiviittauksen kat-
sottiin antavan liikaa etua pelin pelaamista harrastavil-
le.

Virallisten keskustelujen liséksi joukkueenjohtajat kes-
kustelivat toki myos kokousten ulkopuolella. Keskus-
telua syntyi niin kaikesta kilpailuihin liittyvéstd kuin
erilaisista vapaa-ajan aktiviteeteistakin. Kdynnissa ole-
vien jalkapallon MM-kisojen takia keskustelu pyori
ajoittain jalkapallon ympérilla. Osa joukkueenjoh-
tajista osoittautui suuriksi jalkapallofaneiksi ja he
jarjestivat illalla kokousten jélkeen kokoushuoneeseen
jalkapallokatsomon, vaikka jalkapalloa olisi voinut kat-
soa my6s muutaman metrin padssé hotellin baarissa tai
omissa huoneissa olevista televisioista. Itse laitoin nuk-
kumisen ja kilpatehtdvien parissa tyoskentelyn etusi-
jalle, enké osallistunut kisakatsomoihin.

Kulttuuri. Jalkapallon liséksi kulttuurista péasi naut-
timaan jarjestdjien jérjestdmén ohjelman avulla. En-
simmaisend kokonaisena paivind meidét vietiin koko
péivéksi retkelle romanialaiselle maaseudulle sydméaéan
romanialaista ruokaa, seuraamaan kansantansseja ja
ratkomaan kilpailun ehdokastehtiavia. Sa&d oli onneksi
suotuisa ja retki sujuikin leppoisissa merkeissé, joskin
noin neljén tunnin edesti kansantanssiesitysten seuraa-
mista oli hieman puuduttavaa.

Suurin kokemani herétys kulttuurin suhteen ei kuiten-
kaan tullut kansantanssiesityksistd, vaan siitd, kuin-
ka suuressa arvossa kilpailua tunnuttiin Romanias-
sa pidettavan. Jotain osviittaa asiasta antaa ehké se,
ettd Romania on Bulgarian ohella ainoa maa, joka
on osallistunut kaikkiin jarjestettyihin 59 matematiik-
kaolympialaisiin, seké kilpailut on pidetty jopa kuu-
desti Romaniassa. Jopa Romanian presidentti saa-

pui paikalle avajaisseremoniaan pitdméaan puheen. Va-
rapadministeri taas kehotti kilpailijoita harkitsemaan
poliitikon uraa, silld politiikkaan tarvitaan hdnen mu-
kaansa ihmisié, jotka osaavat ajatella. Mielestdni tdma
kertoo jotain siitd, ettd matematiikkaa osataan arvos-
taa myoOs ajattelun kehittdjané, eikéd sitd pidetd vain
mekaanisten kaavojen toisteluna. Kilpailu oli ilmeises-
ti aika ndkyvissd asemassa kaupungilla, silla taksi-
kuskitkin halusivat keskustella siitd ja ymmartdakseni
paikallinen televisiokanava ndytti ainakin avajaiset ja
paattijaiset internetissa live-lahetyksena.

Kaiken kaikkiaan joukkueenjohtajuus oli minusta hie-
no kokemus. Oli ylellistd majoittua viiden tdhden hotel-
lissa mukavien joukkueenjohtajien kanssa sekéd nauttia
suomalaisten hyvistéd vastauksista kilpatehtéviin. Posi-
tiivisen kokemuksen kruunasivat vield hauska Suomen
joukkue ja sen oikein hyva menestys kilpailussa.

Neea Palojarvi

Matkakertomus — omatoiminen harjoi-
tusleiri Tanskassa

Aloitin kolmen viikon pituisen matkani sunnuntai-
na 24.6. yksin Tampereen rautatieasemalta. Otin ju-
nan Helsingin lentoasemalle ja nousin koneeseen koh-
ti Kéopenhaminaa. Laukkuni noutamisen jilkeen ta-
pasinkin jo tanskalaisen Alexin, joka ajoi meidéat
Farumiin, noin puolen tunnin paddhdn Tanskan
padkaupungista. Farumissa olevalla koululla oli seuraa-
van viikon aikana luvassa vaativien kilpailumatematii-
kan tehtédvien ratkomista.

Ensimmaéinen péivd meni suurilta osin asettumiseen,
lepddmiseen ja ruuanlaittoon. Noin seitsemén hengen
porukassa maittava ruoka saatiin kohtuullisella vaival-
la lautaselle. Myohemmin illalla pidimme vield parin
tunnin harjoittelusession, jonka jéilkeen oli aika menni
nukkumaan. Yopymistd varten kaytossimme oli kou-
lun litkuntasali, jonne sain patjakseni valtavan jump-
papatjan varastosta.

Koulun sali oli varattu joka aamu kello kahdeksaksi
kuoroharjoituksia varten, joten viikon aamurutiineihin
kuului hampaidenpesun ja aamupalan syémisen lisdksi
tavaroidemme raahaaminen salin ldheiseen pukuhuo-
neeseen. Yllatyksekseni tanskalaisilla ei vield ollut al-
kanut kesdloma: samalla viikolla tulisi olemaan koulun
oppilaiden kevétjuhlia”. Tamé ei kuitenkaan toimin-
taamme hairinnyt.

Maanantaina saimme leirin kunnolla kdyntiin: harjoit-
telu jatkui ruokataukoja ja lepohetkid lukuun otta-
matta tauotta aamusta iltayhdeksiddn saakka. Mate-
matiikasta hyvaa irtaantumista antoi poytéjalkapallo
ja kavelylenkki.
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Seuraavat pédiviat etenivdt hyvinkin samanlaisella
rutiinilla: aamujumppa tavaroiden siirtelyn paris-
sa, hampaiden pesu, aamupala, matematiikkaa, ruo-
kaa, matematiikkaa, ruokaa, kavelyd, matematiik-
kaa, poytdjalkapalloa, nukkumaanmeno. Leirin ede-
tessd aloin itse kddntymddn yhd enemmén kokkaa-
misen sijasta pakastepitsan puolelle taloudellisista ja
ajankaytollisistd syistd. Paikalla olleet kymmenisen
matematiikan harrastajaa olivat suurilta osin tanska-
laisia, ja osan ajasta olinkin ainoa ei-tanskalainen lei-
rilld, mutta myo6s Norja ja Ruotsi olivat edustettuina.

Viikon aikana ratkaisemistani tehtdvistd mieleenpainu-
vin oli seuraava:

USA:n harjoitteluleirin koe ELMO, 2018, T5

Olkoon m positiivinen kokonaisluku, ja olkoot
ai,as, ..., 0, positiivisia kokonaislukuja. Osoita, etta
on olemassa sellaiset positiiviset kokonaisluvut b, c ja
N, joilla

m

| vaFa) = ot

i=1

kaikilla kokonaisluvuilla n > N. Téssé |z] kuvaa suu-
rinta kokonaislukua, joka on enintdén x.

Viikon aikana matematiikan lisdksi ndin tanskalaista
kulttuuria. Merkittdvd huomio on koulujen loppumi-
nen vasta kesdkuun lopussa. Padsin ndkemééan koulun
yldastelaisten kesdlomalle siirtymisté, ja tdméa oli var-
sinainen shokki: koulu oli jarjestdnyt juhlat, jossa oli
runsas méaré alkoholia tarjolla. Juhlien valvojina olivat
opettajat ja juhlijoiden vanhemmat. Kuulemma tdma
on Tanskassa tdysin normaali jokavuotinen tapahtuma.
Tanskan lain mukaan kuka vain saa juoda alkoholia,
mutta me emme tietenkdén juhliin osallistuneet.

Viikon péaétteeksi oli aika siirtyd Sgrossa sijaitseval-
le pohjoismaiselle valmennusleirille. Matkustin junal-
la Suomen joukkuetta vastaan Kéopenhaminan lento-
kentélle, josta jatkoimme yhdessé leirille.

Olli Jarviniemi

Ensimmaiisen koepéivan tehtédvit ratkai-
suineen

Tehtidvi 1. Olkoon I' terdvéikulmaisen kolmion ABC
ymparipiirretty ympyra. Pisteet D ja E ovat vastaavas-
ti sellaisia janojen AB ja AC pisteita, ettd AD = AFE.
Janojen BD ja CE keskinormaalit leikkaavat ympyréan
T" Iyhyemmét kaaret AB ja AC pisteissa I ja G vastaa-
vasti. Osoita, ettd suorat DE ja FG ovat yhdensuun-
taiset (tai ovat sama suora).

Ratkaisu. Olkoon kuvassa K annettujen keskinormaa-
lien leikkauspiste. Piirtdmélla pari mallikuvaa voidaan
huomata, ettd kolmio KFG néyttdd olevan tasakylki-
nen. Pienelld kulmanjahtauksella voidaan ndhdé, etta
talloin todistettava viite pétee, ja itse asiassa kolmion
KFG tulee olla tasakylkinen, ettd véaite patisi. Nyt siis
yritdimme osoittaa, ettd KFG on tasakylkinen. Itse huo-
masin tissd vaiheessa, ettd ympyrdn I' keskipiste O
on kulman ZGKF puolittajalla, ja osoitin sitten, ettd
AOKF = NOKG. Téassa esitetddn nyt kuitenkin yk-
sinkertaisempi ratkaisu, jonka idea on Joonatan Hon-
kamaalta.

Koska ZOFG = ZFGO, niin riittdd osoittaa, etta
ZKFO = ZOGF. Tamin todistamiseksi osoitetaan,
ettd AOFS = AOGT, missd S on O:n kautta kulke-
van, AB:n suuntaisen suoran ja janan K F' leikkauspiste
ja T vastaavasti O:n kautta kulkevan, janan AC' suun-
taisen suoran ja janan GK leikkauspiste. OF = OG ja
ZOSF = ZGTO = 90°. Vield halutaan osoittaa, etta
SO = TO. Tama kohta todistetaan oman vastaukse-
ni mukaan. Olkoot M K F'n ja AB:n leikkauspiste, P
janan AB keskipiste, N KG:n ja AC:n leikkauspiste
ja Q AC:n keskipiste. Télloin PO on janan AB kohti-
suora ja OQ janan AC kohtisuora, mistd seuraa, etté
OS = PM ja OT = @QN. Lasketaan nyt PM ja QN.

PM =AM — AP =AD+ DM — AP
AB—AD _AB _AD

=AD
+ 2 2 2

ja

QN = AN — AQ = AE + EN — AQ
AC-AE AC _AE

= AF .
+ 2 2 2
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Mutta oletuksen nojalla AD = AE, eli PM = QN
ja OS = OT. Taten AOFS = AOGT (ssk). Sivu-
sivu-kulma on validi perustelu, koska kyseinen kulma

on 90°, joten mahdollisia konfiguraatioita on vain yksi.
Nyt siis ZSFO = ZOGT, eli Z/ZKFG = /ZFGK.

C

Olkoon U FG:n ja AB:n leikkauspiste. Haluamme nyt
osoittaa, etth LZEDA = LZGUA.

LGUA=/ZFUM =90° — ZMFU =90° — ZKFG

=907~ 2 2 2
Koska ZANK + ZKMN = 2-90° = 180°, on ne-

likulmio AMKN jannenelikulmio, joten /ZNKM =
180° — LM AN. Siis

180° — /MAN  180° — Z/DAE
2 o 2
Siis /GUA = /EDA ja FG || DE.

LGUA =

Akseli Jussinmdki

Tehtivi 2. Etsi kaikki kokonaisluvut n > 3, joita koh-
tion olemassa sellaiset reaaliluvut a1, aq, . .., anyo, etta
(p41 = 01 j& Gpyo = a3 ja

A;A541 +1= Ai4+2
kaikilla i = 1,2,...,n.

Ratkaisu. Lukujonon kahta ensimmaéistd jasentd lu-
kuun ottamatta kaikki jonon jasenet maadrdytyvat kah-
den edellisen jasenen perusteella. Lisédksi ndhdaén, etta
a1 = Gpy1 = Apap—1+1jaas = apyo = @10y +1, jo-
ten luvut a; ja as tavallaan médrdytyvat lukujen a,,—1
ja an seké a, ja ap avulla. Lukujono voidaankin ajatel-
la lukuympyréksi, jossa on n kappaletta lukuja, ja jossa
seuraava luku on aina kahden edellisen tulo lisdttyna

180° - ZGKF _ /GKF _/NKM

= /EDA.

yhdella. Tehtdvamme on etsid kaikki luvut n > 3, joilla
téllainen lukuympyra on olemassa.

Jaetaan nyt ratkaisu kahteen osaan:

Osa 1: Kaikilla kokonaisluvuilla n, joilla 3 | n, haluttu
lukuympyré on olemassa.

Kun n = 3, valitaan a3 = 2 ja ay = —1. Té&lléin
az = —1, ja on helppo tarkistaa, ettd ndma luvut toimi-
vat. Tamé konstruktio toimii myos yleisesti, kun 3 | n,
koska riittdd, ettd lukuympyrd voidaan jakaa kolmen
pituisiin pétkiin, joissa kaikissa on luvut 2, —1 ja —1
keskendén samassa jarjestyksessd. Tamaé taas onnistuu,
kun 3 | n.

Huomautus. Edella olevan konstruktion voi 16ytaé esi-
merkiksi tutkimalla tapausta n = 3, ja ratkaisemalla
tastd saatavan kolmen muuttujan yhtaloryhmén.

Osa 2: Milladn kokonaisluvulla, jolla 3 1 n, haluttua
lukuympyrédéd ei ole olemassa.

Jaetaan todistus pienempiin osiin. Ideana on keksia lu-
kuympyrélle rajoittavia ehtoja.

Lemma 1. Missddn kohtaa lukuympyrédé ei voi olla
kahta perdkkéistd positiivista lukua.

Todistus. Oletetaan, ettd jossakin lukuympyrdn koh-
dassa on kaksi perdkkaistd positiivista lukua, olkoot
ne a; ja ai41. Nyt Qiyro = 1+ ;41 > 1, ja a;j43 =
14+ a;41a;42 > 1, joten pétee ajr4 = ajy3a42 +1 >
a;+3. Induktiivisesti voidaan péatelld, ettd ympyrassa
jokaiselle positiiviselle kokonaisluvulle & > 3 pétee
Qi+l > Gi+k—1, €li lukujono on jostain pisteestdin
ldhtien aidosti kasvava. T&ll6in on selvisti mahdoton-
ta, ettd lukuympyrédssdmme olisi vain darellinen maara
lukuja. Paddymme siis ristiriitaan vastaoletuksen kans-
sa, joten lemman 1 taytyy péatea. O

Lemma 2. Missddn kohtaa lukuympyraé ei voi olla
lukua 0.

Todistus. Oletetaan, ettd lukuympyrissa olisi luku 0.
Nyt tatd nollaa seuraavat kaksi lukua olisivat ykkosia,
miké johtaisi ristiriitaan lemman 1 kanssa. Siis myos
lemma 2 pétee. O

Lemma 3. Jokaista ympyran kahta perdkkéistd nega-
tiivista lukua seuraa positiivinen luku.

Todistus. Olkoot jotkin ympyrén kaksi perdkkéista ne-
gatiivista lukua a; ja a;4+1. Nyt a;40 = a;a,41 +1 >
a;a;+1 > 0 eli positiivinen. Siis lemma 3 pétee. O

Lemma 4. Lukuympyré ei voi olla sellainen, etté joka
toinen luku on negatiivinen ja joka toinen positiivinen.

Todistus. Oletetaan, etta tallainen ympyra on olemas-
sa. Koska lukuympyréssé on vain aérellinen méara po-
sitiivisia lukuja, tdytyy jossakin kohtaa ympyréda olla
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sellaiset kahden etéisyydelld toisistaan olevat positii-
viset luvut a; ja a;i2, ettd a; > a;42. Nyt a;41 ja
a;+3 ovat negatiivisia. Siispd a;+2 > a;y3. Toisaalta
;i1 < Aj420i41, joten a;a;+1 + 1< Ai2Qi+1 + 1, eli
ai+2 < a;13. Pdadyimme siis ristiriitaan, joten lemma
4 pétee. O

Lemma 5. Lukuympyréssé ei voi olla kahta positii-
vista lukua kahden etéisyydelld toisistaan.

Todistus. Oletetaan, ettd lukuympyrdssd on téallaiset
luvut, olkoot vaikka a; ja a;4+2. Lemmojen 1 ja 2 no-
jalla a;—1 < 0, a;4+1 < 0 ja a;4+3 < 0. Lisdksi voimme
lemman 4 nojalla olettaa, ettd lukuympyréassa on sel-
lainen kohta, jossa edellisten tietojen lisédksi a;—o < 0.
Jos téllaista kohtaa nimittiin ei olisi, niin lemmojen 1
ja 2 takia ainoa mahdollinen lukuympyrdn muoto oli-
si sellainen, jossa joka toinen luku olisi negatiivinen ja
joka toinen positiivinen.

Nyt tieddmme, ettd a; = a;—1a,—2 + 1 > 1. Edelleen

Q42 > Q43
a;ait1 +1>a;410542+1
aii+1 > Qi+105+42
Qi > 04
i > 1.

Toisaalta a;+1a; < 0, joten a;4o = aza;41 +1 < 1.
Paddymme siis ristiriitaan, joten lemman 5 taytyy
patea. L]

Oletetaan sitten, ettd 3 t n. Nyt lemmojen 1, 2 ja 5
nojalla jokaista positiivista lukua tulee seurata kaksi
negatiivista lukua, ja lemman 3 nojalla jokaisen kah-
den negatiivisen luvun jéilkeen tulee positiivinen luku.
Siis lukuympyrésséd tasan joka kolmas luku on positii-
vinen. Tdmé& on kuitenkin mahdollista vain, jos 3 | n.
Pédiddymme siis ristiriitaan, joten ei ole olemassa luku-
ympyréd, jonka lukujen mééara ei olisi kolmella jaolli-
nen. Vastaus tehtdvén kysymykseen on siis kaikki ko-
konaisluvut n, joilla 3 | n.

Joonatan Honkamaa

Tehtdvi 3. Anti-Pascalin kolmio on tasasivuinen kol-
mion muotoinen taulukko lukuja, missd alimmaista
rivid lukuun ottamatta jokainen numero on kahden
vélittomaésti sen alla olevan luvun erotuksen itseisarvo.
Esimerkiksi seuraava taulukko on anti-Pascalin kolmio,
jossa on nelja rivid ja joka sisdltdd jokaisen kokonais-
luvun luvusta 1 lukuun 10.

Onko olemassa sellainen anti-Pascalin kolmio, jossa on
2018 rivid ja joka sisdltdéd jokaisen kokonaisluvun lu-
vusta 1 lukuun 142+ --- + 20187

Ratkaisu. Jokaiselle anti-Pascalin kolmiolle on mah-
dollista varittdé jono seuraavalla tavalla (katso kuva 1):

1. Jonon ensimméinen jésen on kolmion ylin luku (mal-
likuvassa luku 5).

2. Jonon seuraavat jasenet saadaan valitsemalla edelli-
sen alapuolella olevista kahdesta luvusta suurempi.

@
9 00
00 00

Kuva 1.

O
m@o
9 00

Merkitaén jonon jasenien lisdksi pienemmét luvut, jot-
ka ovat valittomaésti jonkin jonon jiasenen alapuolella
(kuva 2).

Muodostetaan vield kuva, johon merkataan kaikki
edelld mainitut pienemmaét luvut ja niiden lisdksi kol-
mion ylin luku (kuva 3).

® -
o N
@ -
@)
S DOOIMH

Kuva 3.

Huomataan, ettd jonon ensimmaéinen jdsen on kolman-
nen kuvan ensimméinen luku, jonon toinen jésen on
kolmannen kuvan kahden ensimméisen luvun summa ja
jonon n:s jasen on kolmannen kuvan n:n ensimmaéisen
luvun summa. Tadmé voidaan todistaa induktiolla seu-
raavasti:

1. Jonon ensimmaéinen jésen on maééritelmén mukaan
kolmion ylin luku eli myds kolmannen kuvan ylin
luku.

2. Jonon toinen jisen voidaan ilmoittaa jonon en-
simméisen jésenen ja kolmannen kuvan toisen
jdsenen summana, koska anti-Pascalin kolmion
médritelmén mukaan ylempi luku (merk. y) on kah-
den sen alapuolella olevan luvun erotuksen itseisarvo
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(merk. a1 ja ag, sovitaan a; > ag). Todistus mate-
maattisin merkinndin:

\a1*02|:y
ay —az2 =Yy
a1 =Y+ az

Koska jonon ensimméinen jésen oli myds kolman-
nen kuvan ensimméinen jésen, voidaan jonon toi-
nen jisen ilmoittaa kahden kolmannen kuvan en-
simmaéisen luvun summana.

3. Vastaavalla tavalla voidaan todistaa ettd jonon n +
1:s jdsen on jonon m:nnen jasenen ja kolmannen ku-
van n + 1:nnen luvun summa. Ja induktio-oletuksen
mukaan jonon n:s jdsen voitiin esittdd kolmannen
kuvan n:n ensimmaéisen luvun summana, joten myos
jonon n+1:s jéasen on mahdollista esittdd kolmannen
kuvan n + 1:n ensimméisen luvun summana.

Esimerkiksi mallikuvissa edellinen huomio havaitaan
laskemalla, silld jonon ensimméinen jasen on 5, joka
on myds kolmannen kuvan ensimméinen jésen. Jonon
toinen jésen 9 = 5+ 4, kolmas 11 = 5 + 4 + 2, neljis
12=5+4+4+2+1javiiddes15=5+4+2+1+3.

Y = [A; — Ay Jn = T — Pog
Y = A=A, jos Ay > Ay o= Jpi1— Poyr s koska Jnyy 2> Pop
A=Y + A, o1 = Ju+ Pt

Jn‘ .
Jn+1 % RH—I

Kuva 3,5.

Jonon viimeinen jisen on siis kolmannen kuvan mu-
kaisesti merkittyjen lukujen summa. Koska néita luku-
ja on yhtd monta kuin anti-Pascalin kolmiossa rivejs,
taytyy jonon viimeisen jdsenen suuruus olla vahintdan
14+ 2+ .-+ n, jossa n on rivien madrd. Koska
tehtdvanannon mukaan 2018-rivisen kolmion suurin
sallittu luku on 142+ - -+ 2018, mutta se on my0s pie-
nin mahdollinen jonon viimeinen luku, tdytyy kolman-

nen kuvan mukaisten lukujen olla pienimmét mahdol-
liset. Tassa tapauksessa ne ovat siis 1,2,...,2018.

Palataan kuvaan 2, jossa oli merkattuina kaikki jonoon
kuuluvat luvut ja myos jonon jasenten alla olevat pie-
nemmat luvut. Huomataan, ettd jokaisella rivilla en-
simmaistd lukuun ottamatta on merkattuna tasan kak-
si lukua, yksi jonon jésen ja yksi pienempi luku sen vie-
ressd. Lisdksi, koska jokainen jonon jédsen on edellisen
alapuolella, kaartuu jono joka kohdassa tasan 60° kul-
massa joko oikealle tai vasemmalle (vaakatasoon ver-
rattuna).

Valitaan varittdmattd jadneistd luvuista mahdollisim-
man suuri tasasivuinen kolmio, jonka yhden sivun muo-
dostavat alareunan varittdméattoméat luvut siltd puo-
lelta kahta merkittyd lukua, jolla niitd on enemmén.

Téllaisen kolmion sivun pituus on vdhintddn 1008 lu-
kua, koska:

1. Alhaalla on 2018 lukua, joista kaksi on merkattu.

2. Nama kaksi lukua sijaitsevat vierekkéin, jonka vuok-
si jaljelle jaavat 2018 — 2 = 2016 lukua sijaitsevat
korkeintaan kahdessa eri ryhméssa.

3. Kun 2016 lukua jaetaan kahteen osaan, toisessa
niistd on oltava véhintddn 1008 lukua (laatikkope-
riaate).

Mika&n jonon jédsen ei voi sijaita tdllaisen kolmion
sisillé, koska tasasivuisen kolmion kulmat ovat 60°, jo-
ka oli my6s jonon suurin mahdollinen kulma. Lisdksi
tulisi osoittaa, ettd myoskddn pienemmét luvut eivét
voi olla kolmion sisélld. Tamé on kuitenkin selvéa, silla
alin pieni luku laitettiin kolmion ulkopuolelle, mistéa
seuraa, ettd jonon toisiksi viimeisen jésenen molemmil-
le puolille jaa kaksi lukua, joista kumpikaan ei ole kol-
mion sisilld (Kuva 4; T; ja Ty). Tésta taas seuraa, ettd
jokaisen ylemmén jonon jésenen kummallekin puolelle
jad myos téllaiset luvut, koska jonon kulma on korkein-
taan 60°.

pienempi luku

Kuva 4.

.jonon jasen

Nyt on siis todistettu, ettd on olemassa alkuperdista
kolmiota pienempi kolmio, joka ei sisdlld mitdén jonon
jasentd eikd mitdan luvuista 1,2, ...2018 ja jonka sivun
pituus on vihintdan 1008 lukua (Kuva 5).

Pieni kolmio on anti-Pascalin kolmio, koska se on osa
isoa anti-Pascalin kolmiota. Sille voidaan siis muodos-
taa jono. Osoitetaan, ettd sen viimeiseksi luvuksi tulisi
liian suuri, jotta tehtdvanannon ehdot voisivat toteu-
tua.

1. Pieni kolmio ei sisélld mitddn luvuista 1,2, ...2018,
mutta sithen voidaan muodostaa kuitenkin
véhintd4n 1008:n pituinen jono (kolmion rivimééra).

2. Jonon viimeinen jdsen voidaan siis esittdd vahintdan
1008 erisuuren kononaisluvun summana, joista jo-
kainen on suurempi kuin 2018.

3. Viimeisen jésenen suuruudeksi tulee vahintdan
(2018 + 1) + (2018 +2) + - - - + (2018 + 1008)
= 1008 - 2018 + (1 + 2 + - -- + 1008).

4. Tamaé on kuitenkin suurempi kuin tehtdvanannossa
mainittu luku 1 + 2+ --- 4+ 2018.

siséllysluetteloon



34 sisdllysluetteloon

Solmu 3/2018

Todistus.

142+ +2018
= (1424 -+ 2016) + 2017 + 2018
2016 - 201
= w+2017+2018

= 1008 - 2017 + 2017 + 2018

Vihennetddn tadmé luku viimeisen jésenen pie-
nimmaéstd mahdollisesta suuruudesta:

1008 - 2018 + (1 + - - - + 1008)
— (1008 - 2017 + 2017 + 2018)

Véhennetdan 1008 - 2017:
= 1008 + (1 + --- + 1008) — 2017 — 2018
Viahennetddn 1008 + 2 + 1008 = 2018:
=1+@B3+4+---41007) — 2017
Vahennetdén 4 4+ 1006 + 1007 = 2017:

=143+ (5+6+---+1005) > 0.

O

Koska pieneen kolmioon kuuluvasta luvusta tulisi
valttaméatta isompi kuin tehtdvdnannossa kerrottu suu-
rin luku, ei ole mahdollista muodostaa 2018-rivista
anti-Pascalin kolmiota, joka téyttdisi tehtdvdnannon
vaatimukset.

Kuva 5

Hermanni Huhtamdki

Toisen koepiivin tehtiavat ratkaisuineen

Tehtédvi 4. Tontti on miki tahansa tason piste (x,y),
missé x ja y ovat molemmat positiivisia kokonaisluku-
ja, jotka ovat pienempié tai yhtéd suuria kuin 20.

Aluksi kukin 400 tontista on vapaa. Amy ja Ben laitta-
vat tonteilla vuorotellen kivid ja Amy aloittaa. Omalla

vuorollaan Amy laittaa uuden punaisen kiven sellaiselle
vapaalle tontille, jonka etéisyys mistd tahansa varatus-
ta tontista, missi on punainen kivi, ei ole /5. Omal-
la vuorollaan Ben laittaa uuden sinisen kiven vapaalle
tontille. (Tontti, jossa on sininen kivi, voi olla milla ta~
hansa etaisyydelld mistd tahansa muusta tontista.) Pe-
li loppuu, kun jompikumpi pelaajista ei voi endé liséta
kivea.

Etsi suurin K, jolla Amy voi varmasti laittaa ainakin
K punaista kived riippumatta siitd, miten Ben laittaa
siniset kivensa.

Ratkaisu. Hankitaan ensin konstruktiolla alaraja K <
100, ja sen jilkeen todistetaan, ettd sama arvo on myos
ylaraja.

Tontteja voidaan tarkastella 20 x 20-ruudukkona. Pu-
naisesta kivestd X torjuttu ruutu O on /5 pidssi Pyt-
hagoraan lauseen mukaisesti tasan silloin, kun etéisyys
on yhteen suuntaan 1 ja toiseen 2. Toisin sanoen X
torjuu samoin kuin shakin ratsu.

Varitetdan ruudukko shakkilaudan tavoin, jolloin seké
mustia ettd valkoisia ruutuja on puolet eli 200. Jos X
on mustalla ruudulla, ovat kaikki O:t valkoisia. Néin ol-
len jos Ben ei pelaisi, voisi jokaiseen mustaan ruutuun
laittaa X:n. Benin on kuitenkin mahdollista torjua jo-
kaista X kohden yksi musta ruutu. Nain ollen X:n saa
puoleen mustista, joten vain mustiin pelaamalla Amy
saa varmasti laudalle 100 kivea. Siispd K > 100.

Todistetaan, ettd K < 100 osoittamalla, ettd Ben voi
pelata siten, ettd Amy ei voi saada laudalle yli 100
kived. Jaetaan lauta pienempiin 4 x 4-ruudukkoihin,
joita on 25. Pelatkoon Ben vuoroparilla aina samaan
ruudukkoon kuin Amy. Riittdéd osoittaa, ettd Ben voi
pelata siten, ettd Amy ei saa yhteen ruudukkoon yli
4 kived, jolloin hén ei voi saada koko laudalle yli 100
kives.

Téahén vaiheeseen on olemassa sekd helppo, mutta ai-
kaavievi, ettéd fiksu tapa.

Itse tein kisassa helpolla tavalla: “brute forcella”; eli
kaymalld 1api kaikki tapaukset. Sanotaan, ettd Ben
voittaa, jos Amylla on ruudukossa korkeintaan 4 kives,
eikd hén voi laittaa yhtdan lisda. Kokeilemalla huoma-
taan, ettd Amyn edellisen siirron peilaaminen ruudu-
kon keskikohdan kautta lienee Benille voittostrategia.
Seuraavaksi kdyddan symmetriat huomioiden lapi kaik-
ki mahdolliset tapaukset.

Ensimmaéiselld vuoroparilla Amylld on 3 symmetriat
huomioiden uniikkia siirtoa, mutta naiivisti edetessa
erilaisten tapausten mééara kasvaa seuraavalle kierrok-
selle jo 21:een. Jos kuitenkin tarkastellaan laudan ti-
laa sen suhteen, mihin ruutuihin Amyn on mahdol-
lista vield siirtdd, tuottavat jotkut tapauksista samo-
ja tiloja, joita voi todeta siirtojen jérjestyksellisten ja
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vaikutuksellisten symmetrioiden perusteella tai tarkas-
telemalla yksittdistapauksia, jolloin uniikkeja tiloja on
toisen vuoroparin jéalkeen 11. Toisaalta tilat, joissa on
ainoastaan samoja vapaita ruutuja kuin toisessa vai-
keammassa tilassa, voidaan sisdllyttaéd vaikeampaan ti-
laan, silld ylimédrdiset varatut ruudut eivit edesauta
Amyn voittoa, joten 11 tilaa supistuu kolmannelle vuo-
roparille kolmeksi tuottaen 10 mahdollista siirtoa. Sa-
mankaltaisella yhdistdmiselld ja sisdllyttdmiselld saa-
daan neljattd vuoroparia varten 2 tilaa, jotka on help-
po todeta Benin voittoasemiksi.

Téastéd tavasta seuraa parin sivun mittainen epéselvien
merkintéjen ja puutteellisten perustelujen viidakko, jo-
ta tarkastajien on mukava tulkata pisteista taistelles-
saan. Kellon ndyttédessa kahta jéljella olevaa tuntia oli
kova taktinen valinta sen vililla, yrittddko brutea, jon-
ka tietdd aikaavieviaksi, vai miettiikd ovelampaa tapaa
jattden yhd viahemmaén aikaa brutelle, mikéali ei kek-
si. Itsellani aikaa kului tdhén yli puolitoista tuntia, ja
vélilld meinasikin usko loppua kesken, mutta lopulta
saatiin napattua tdydet pisteet.

Fiksumpi tapa on 4 x 4-ruudukkojen varittdminen 4
véarilla seuraavasti:

Pelatessaan ruutuun Amy torjuu myos kaksi muuta sa-
manvaristd ruutua, jonka jalkeen Ben voi pelata viimei-
seen samanvériseen ruutuun. Néin ollen jokaisella vuo-
roparilla Amyn on pelattava erivériseen ruutuun, joten
hén saa ruudukkoon korkeintaan 4 kivea.

On siis osoitettu, ettd Amy voi saada 4 x 4-ruudukkoon
korkeintaan 4 kived eli 20 x 20-ruudukkoon korkeintaan
100 kived, mutta toisaalta ettd hénelld on varma stra-
tegia vahintddn 100 saamiseen. Siispd 100 < K < 100
eli K = 100.

Vastaus: K = 100.
Selim Virtanen
Tehtdvid 5. Olkoon aq,aq,... padttyméiton jono po-

sitiivisia kokonaislukuja. Oletetaan, ettd on olemassa
kokonaisluku N > 1, jolle jokaista m > N kohti luku

a1 az Qp—1 Gnp
ag as An, ai

on kokonaisluku. Osoita, ettd on olemassa sellainen po-
sitiivinen kokonaisluku M, ettd a,, = a,,+1 kaikilla
m > M.

Toinen kisapidivi kisaajan silmin

Léhdin kisapéivadn melko huonolla mielialalla: olin aa-
miaspOydédssd tajunnut ykkostehtdvian ratkaisuni ole-
van virheellinen. Toiveeni hopeamitalista alkoivat hii-
pumaan, ja pyrin saamaan edes pronssimitalin. Tama

kuitenkin vaatisi paremman suorituksen kuin en-
simmaisend paivana.

Edellisené péivénd olin kommentoinut, ettd huomisen
koepaperi voi olla ”tupla tai kuitti”: oli tiedossa, ettd
neljas ja viides tehtédva tulisivat olemaan kombinato-
riikkkaa ja lukuteoriaa, koska ensimmaéisen pédivin en-
simmaéiset tehtévit olivat olleet geometriaa ja algebraa.
Jos kombinatoriikka sattuisi olemaan neljantend ja lu-
kuteoria viidentend, olisi mahdollista, ettd saisin jo-
ko molemmat tai en kumpaakaan tehtyd. Tamén ta-
kia sykkeeni nousi hetkellisesti kilpailun alkaessa ja
néhdesséni lukuteorian asettuneen viidennen tehtavén
kohdalle.

Vaikka lukuteoria on selvésti vahvin osa-alueeni, paétin
silti ensin yrittdd helpoimmaksi rankattua kombinato-
rilkan tehtdvéda. Ajatukseni kuitenkin véistdmétta al-
koivat pomppia lukuteoriaan, ja 45 minuuttia nelos-
tehtavadn kdytettydni annoin periksi lukuteorian veto-
voimalle.

Ensimmaéinen ideani oli tutkia kahden vastaavan sum-
man erotusta. Tama tuntui selviltd heti tehtdvén
nihdessédni, mutta antoi pienelléd jatkolla jo yhden pis-
teen. Sitten pédstiin itse vaikeaan osuuteen tehtavésté,
mikd kuitenkin ratkesi vastaavalla idealla kuin muuta-
ma harjoitustehtdva, johon olin térmédnnyt aiemmin.
Noin puoli tuntia tehtdvad mietittyédni minulla olikin
jo karkea ratkaisu tehtdvéadn. Aloitin ratkaisun kir-
joittamisen puhtaaksi, ja kaikki tuntui sujuvan hy-
vin, kunnes jokin asia jii tokkim&in. Luulin joita-
kin minuutteja, ettd tarvitsisin uuden idean ratkaisun
lapiviemiseksi, mutta korjattuani kirjoitusvirheen kol-
mannelta sivulta ratkaisuani sain todistukseni toimi-
maan.

Koko tehtavaan kului alusta loppuun reilu tunti, ja hy-
vin pian ratkaisun kirjoitettuani sain my&s neljannen
tehtdvén ratkaistua. Minulla oli tdmén jilkeen pa-
ri tuntia aikaa kutostehtdvén parissa, johon en kui-
tenkaan saanut juurikaan edistystd. Ykkostehtdvéa
koskevasta virheestd viisastuneena tarkistin ratkaisuni
neljanteen ja viidenteen tehtavaén useammin kuin mita
olisin jaksanut normaalioloissa, ja sainkin néista tédydet
pisteet. Kutostehtdvéstdkin onnistuin kerddméén yh-
den irtopisteen.

Ratkaisu. Todistetaan tehtdvénannon véite vastaole-
tuksella. Oletetaan, ettd jono a, ei ole vakio mistdan
pisteestd ldhtien. Ratkaisun ajan muuttujalla p viita-
taan aina alkulukuun.

Olkoon

a a
Sn)=—+ =+ + :
ao as (07 aj
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Silla S(n) on kokonaisluku kaikilla n > N, on my®s ero-
tus S(n + 1) — S(n) kokonaisluku suurilla n:n arvoilla.
Erotuksen lauseke on seuraavanlainen:

Qn Qn 25
Stn+1)—S(n) =—2 4 2L _n
An+1 a a

2
_ ApQ1 + Gy — Aplptl

a10n+1

Tieddmme siis, ettd ajan,y1 jakaa lausekkeen ana; +
aZ 1 — apan4q kaikilla n > N. Mééritelldéin helppo-
lukuisuuden vuoksi f(n) = ajan41 ja g(n) = anar +
a?wrl — @pap41. Siispd f(n) | g(n).

Olkoon p mielivaltainen alkuluku. Méaritelladn v, (k)
olemaan se kokonaisluku m, jolla p™ jakaa luvun k,
mutta p™ ! ei jaa. v,(k) on hyvin médritelty kaikille
kokonaisluvuille k. Maarittelemme v,(0) = oo kaikille
p.

Lemma 1. On olemassa sellainen p, jolla v,(an41) #
vp(ay) dérettémén monella n.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd on vain &airellisen
monta alkulukua, jotka jakavat jonkin jonon a, ter-
meisti. Tieddmme, ettd f(n) | g(n). Koska a,41 | f(n),
an+1 jakaa luvun g(n) = apy1(any1 —an)+anar. Téten
ant1 | anay. Osoitetaan nyt, ettd jokaisen luvun a,,
missd n > N, alkutekijit esiintyvit joko luvun ay
tai a; alkutekijoissd. Todistetaan tdmé vastaoletuksel-
la: nyt on olemassa pienin luku ¢ > N, jolla luvulla a;
on jokin alkutekijd p, joka ei jaa tuloa aya;. Mutta
a; | a;—1a1, eli p | a;—1a;. Silla p ei jaa lukua aq, sen
tulee jakaa luku a;_1. Tdma on ristiriidassa sen kanssa,
etté i on pienin ehdon toteuttava indeksi. Silld luvuilla
ai,as,...,anN on vain dédrellisen monta alkutekijia, on
olemassa vain direllisen monta alkulukua, jotka jaka-
vat jonkin jonon a, termeisté.

Oletetaan nyt, ettd halutunlaista p ei ole olemassa. Va-
litaan nyt mielivaltainen q. Jos ¢ ei jaa mitddn termia
jonosta a1, as, . . ., on tietysti vy (ant1) = vq(an) kaikilla
n. Tutkitaan nyt niita ¢, jotka jakavat jonkin jonon ter-
meistéd. Naitd on edellisen nojalla vain &arellisen monta.
Jokaista téllaista ¢ kohden on olemassa jokin M, jolla
Vg(an41) = vg(ay,) kaikilla n > M,. Voimme nyt valita
maksimin luvuista My, ja tdmé kelpaisi tehtdvanannon
kaltaiseksi luvuksi M. Tdmé on ristiriidassa aiemmin
tehdyn oletuksen kanssa, jonka mukaan jono a, ei ole
vakio mistdan pisteestd lahtien. Siispa téllainen p on
olemassa, ja lemman véite on todistettu. O

Olkoon nyt t jokin lemman 1 mukainen alkuluku.
Maaéritelldadn b, = vi(a,) kaikilla n. Tutkitaan nyt lu-
kujonon b,, ominaisuuksia. Tieddmme, ettd b,41 # by,
darettoméan monella n. Muita ominaisuuksia varten to-
distamme ensin seuraavan lemman.

Lemma 2. v,(a+b) > min(v,(a),v,(b)) kaikilla p, a, b.
Lisdksi aito epayhtdlo vaatii v,(a) = v, (b).

Todistus. Olkoon ¢ = min(v,(a),v,(b)). p° | a £ b, jo-
ten v,(a £b) > c. Jos vy(a) # vp(b), niin p°*! jakaa
tésmélleen toisen luvuista a ja b. Télloin pt! ei jaa
lukua a £ b, joten vp(a £ b) = c. O

Lemma 3. Jos b, 1 > b, jan > N, niin b,41 = by.

Todistus. Tieddmme, ettd f(n) | g(n). Titen
ve(f(n)) < v(g(n)). Osoitetaan, ettéd jos bpy1 # by,
niin onkin v (f(n)) > v,(g(n)), miké todistaa véitteen.
Jos bpi1 > by, niin v(g(n)) = vt(aiﬂ + apa; —
Gp+t10y,). Laskemme jokaiselle summattavalle vastaa-
van t:n eksponentin: vt(a%_,_l) = 2bp41, vilanar) =
by + b1, ja vi(ant1an) = bpy1 + by. Tehtyjen oletuk-
sien avulla saamme 2b,,+1 > by41 + b, > by +b,,. Lem-
maa 2 kiyttden nyt on v;(g(n)) = by +b1 < bpy1+b1 =
ve(f(n)), ristiriita. Késittelemme tapauksen b, 1 < by
vastaavasti. Talloin v¢(g(n)) = bpy1+bp < bpy1+b1 =
v¢(f(n)). Lemman tulos siis pétee. O

Lemma 4. Jos b1 < b, jan > N, niin b,11 > by.

Todistus. Oletetaan, ettd b,y1 < b1, tavoitteena saada
ristiriita. Talléin vy(g(n)) = 2b,41, silld vy(a2 ) <
vi(anar) ja vt(aiﬂ) < vi(apti1ay). Mutta 2b,41 <
bpt1 + b1 = v(f(n)), ristiriita. Lemman tulos siis
pétee. O

Lemma 5. On olemassa sellainen n > N, jolla b,, = b;.

Todistus. Tehdédédn vastaoletus, tavoitteena saada risti-
riita. Nyt, jos b,41 > b, jollain n > N, on lemman 3
nojalla b,4+1 = by, mikéd ei kiy. Siis b,11 < b, kaikilla
n > N. Tadmaé on ristiriidassa sen kanssa, ettéd b, > 0
kaikilla n > N, ja b,y # b, ddrettémin monella n.
Lemman tulos siis pétee. O

Valitaan sellainen k£ > N, jolla by = by. Jos b1 = by,
kasvatamme k:ta yhdelld, kunnes paddymme kohtaan,
jossa brpy1 # by = b1. Tami tapahtuu adrellisessé
madarisséd askelia, silld b,4+1 # b, ddrettémin monella
n. Voimme siis olettaa by41 # bg. Tutkitaan nyt luvun
br+1 mahdollisia arvoja.

Jos bg41 > by, on lemman 3 nojalla by = bgyq > by =
by, ristiriita.

Jos bi+1 < bg, on lemma 4 nojalla by < biy1 < by = by,
ristiriita.

Olemme saaneet ristiriidan. Siis oletus siité, ettd jono
an €i ole vakio mistédan pisteestd lahtien, on mahdoton,
ja néin ollen tehtdvénannon viite péatee.

Olli Jarviniemsi

Tehtiva 6. Konveksilla nelikulmiolla ABCD on voi-
massa AB-CD = BC'-DA. Nelikulmion ABCD sisalla
on sellainen piste X, etta

/XAB=/XCD ja /XBC=/ZXDA.
Osoita, ettd /ZBXA+ ZDXC = 180°.
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Téahén tehtdvadn on olemassa monta ratkaisua ja tésta
konfiguraatiosta voi saada mielenkiintoisia ominaisuuk-
sia, jotka eivét auta tehtdvdn ratkaisuun. Esittelen
tassd erddn ratkaisun.

Ratkaisu. Madritellddn piste K janalla BD siten, etta
/CAB = /ZKAD.

Lemma 1. Olkoon kolmion ABC' sivulla BC' pisteet
X ja Y. Talloin ZBAY = ZCAX, jos ja vain jos
AB\? BX BY
AC) CXcoY’

Todistus. Sinilauseen nojalla
sin/BAX  sin/AXB

BX AB

sin ZAYC  sin ZCAY
AC ~  CY

sin ZAXC  sinZCAX
AC T T COX

sin /BAY  sinZAY B
BY  AB

Kertomalla ndmé yhtélot keskenddn saamme

2
<jg) sin /BAX sin ZAY C'sin ZAXC'sin ZBAY

BX BY

= ———sin/AXBsin ZCAY sin ZCAX sin ZAY B.

- CXCOY

Nyt jos ZBAY = ZCAX, niin my6és ZBAX = LCAY,
ja lisdksi sin(ZLAY C) = sin(£LAY B) ja sin(LAXC) =
sin(ZAX B). Sinilausekkeet kumoavat siis pareittain
toisensa ja taten

(AB>2_ BX BY W

AC) X cCY”

Toisaalta jos (1) pétee, niin aikaisempien sinilauseiden
avulla saamme

BX BY BX BY sin ZCAY sin ZCAX

CXCY CXCY sin/ZBAX sin ZBAY '

(2)

Mutta nyt on oltava, ettda LZCAY = ZBAX. Nimittain
jos esimerkiksi ZCOAY > /BAX, niin myts ZCAX >
ZBAY , jolloin (2) ei voi pétei. O

Lemma 2. Olkoon ABCD kuten tehtdvdnannossa ja
K kuten méaaritelmésséa. Talloin LZAKB = ZCKB.

B

Todistus. Olkoon kulman /D AB puolittajan kantapis-
te janalla DB I ja kulman ZBC' D vastaavasti J. Koska
nelikulmiossa patee AB-CD = BC'- DA, niin kulman-
puolittajalauseen nojalla

BI AB BC BJ

ID AD CD JD’
Tésta seuraa, etta

BI-JD=DBJ-ID.

Jos I ja J ovat eri pisteet, niin voimme olettaa me-
nettdmatta yleistavyyttd, ettd BI > ID. Tésté seuraa
my6s JD > BJ. Téalloin BI-JD > BJ-1D, joka on ris-
tiriita, joten I = J. Kulmanpuolittajat siis leikkaavat
samassa pisteessa.

Olkoon L lavistajien AC ja BD leikkauspiste. Kolmiolle
ABC pitee lemma 1, jonka nojalla

BD) ~ LDKD’
Koska AB/DA = BC/CD, on

(AB)2 _ BL BK

BC\" _ BL BK
CD) LDKD’
Siispd /BCA = /DCK.

Sovelletaan sinilausetta vield kolmioihin ABL, BCL,
AKD ja KCD:

sin/ALB _ sin/ZLAB
AB N BL

sin/BLC  sinZLCB
BC ~ BL

sin/DAK  sin/ZDKA
DK N DA

sin/KCD sin/ZDKC
KD ~ DC
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Jakamalla ensin kaksi ensimméistd yhtdlod puolit-
tain, sieventdmaélla, ja sitten jakamalla kaksi viimeista
yhtélod puolittain saamme
BC sin/LAB sin/DAK DCsin/DKA
AB ~ sin/BCL sin/DCK  ADsin/DKC"
Mutta koska BC/AB = DC/AD, on oltava ZDKA =
/ZDKC, jolloin my6s ZAKB = ZCKB. O

Todistetaan, ettd X on uniikki. Oletetaan, ettd on ole-
massa jokin piste X’, jolle pdtee sama ehto kuin pis-
teelle X. Tutkitaan, milla alueilla X’ voi esiintya. Ol-
koon /ZBAX = «. X’ ei voi menné alueelle, jossa
/ZBAX' > «aja ZDCX' < « tai painvastoin. Jatke-
taan janoja AX, BX, CX ja DX nelikulmion ABCD si-
vuille. Olkoot niiden kantapisteet A’, B’, C’ ja D’ vas-
taavasti. Nyt X’ ei voi sijaita nelikulmioissa BC’XA’
tai AXCD, koska muuten kulmaehdot eivat toteutuisi.
Eli X’ sijaitsee joko kolmiossa AC’X tai CA’X. Vastaa-
vasti saadaan, ettd X’ sijaitsee joko kolmiossa BD’X tai
B’DX. Niiden kolmioiden leikkaus on X, joten X’=X.

Uutta Verkko-Solmussa

Oppimateriaalit-sivulla

Nyt péddstddn itse tehtdvian ratkaisuun. Jahdataan
kulmia aikaisempien huomioiden ja keh&dkulmalauseen
avulla. Olkoon piste X’ ympyroiden (AKB) ja (DKC)
toinen leikkauspiste. Haluamme todistaa, ettd X’=X.

Nyt

/X'AB=/X'KB=180°-/X'KD = /X'CD.
Olkoot E sivun AD ja ympyrdn (DKC), sekd F si-
vun BC ja ympyrdn (AKB) toiset leikkauspisteet.
Suunnatuilla kulmilla on mahdollista pédstd eroon

konfiguraatio-ongelmista, mutta kiytdmme perinteisia
kulmia téssé. Koska

/AFB =180° — ZAKB =180° — ZCKB = ZCEA,

on AFCE on jannenelikulmio, ja tésta seuraa, etta
/KFC=/KAB=/DAC = ZFEFC,

eli pisteet F, K ja E ovat samalla suoralla. Siispa

/X'BC =180° — /X'BF
=/FKX'
=180° — ZEKX'
=180° — ZEDX'
=/X'DA.

Nyt /BX'A+/DX'C = /BKA+/DKC. Lemman 2
nojalla /BKA + /ZDKC = 180°. Eli X’ on sama kuin
tehtdvanannon X, ja /ZBXA+ /ZDXC = 180°.

Nerissa Shakespeare

https://matematiikkalehtisolmu.fi/oppimateriaalit.html

on ilmestynyt Jorma Merikosken, Ari Virtasen ja Pertti Koiviston kirja Johdatus diskreettiin matematiikkaan:

https://matematiikkalehtisolmu.fi/2018/jdm-2017-12-19.pdf
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