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Bijektio kilpailijoiden ja tehtavien valilla: IMO 2018

Otte Heindvaara, Joonatan Honkamaa, Hermanni Huhtamdki, Akseli Jussinmdaki, Olli
Jarviniemi, Neea Palojdrvi, Nerissa Shakespeare ja Selim Virtanen

Johdanto

Vuoden 2018 kansainvéliset matematiikkaolympia-
laiset (IMO) jérjestettiin heindkuun alussa Cluj-
Napocassa, Romaniassa. Suomea kilpailussa edusti-
vat Joonatan Honkamaa, Hermanni Huhtaméki, Ak-
seli Jussinméki, Olli Jarviniemi, Nerissa Shakespeare
ja Selim Virtanen. Joukkueenjohtajana toimi Neea Pa-
lojarvi ja varajohtajana Otte Heindvaara. Honkamaa
ja Jarviniemi palkittiin pronssimitalein sek& Jussinmé-
ki ja Virtanen kunniamaininnoin. Mainiota menestys-
td tdydensi vield Suomen sijoittuminen sijalle 59, kun
kilpailijamaita oli 107. Osallistuvien maiden méaérdan
suhteutettuna tdmé on paras tulos vuoden 2006 jil-
keen!

Kilpailuun tietenkin valmistauduttiin ankaralla har-
joittelulla. Joukkue leireili ennen kilpailua Abo Aka-
demissa, Turussa ja Sorgssa, Tanskassa. Lisdksi Jarvi-
niemi vietti toisenkin viikon Tanskassa — talld kertaa
tosin itsendiselld harjoitusleirilld. Tdnd vuonna olym-
piajoukkueen matka Romaniaan herdtti myos kiinnos-
tusta Image-lehdesséd. Lehden toimittaja vieraili mate-
matiikkavalmennuksessa, matkasi kilpailijoiden kanssa
Romaniaan ja kirjoitti tdstd jutun Imageen. Kirjoituk-
sen voi lukea lehden lokakuun numerosta.

Taménkertaisissa tehtdvien esittelyissd ratkaisuineen
nakyy kilpailijoiden kynéanjalki. Kuuden kilpailijan ja
kuuden tehtévan vilille voidaan nimittdin muodostaa
bijektio. Yksi téllainen on muodostettu ja kukin kil-

pailija esittddkin yhden ratkaisun yhteen kilpailuteh-
tavadn. Aktiivinen lukija voi vield pohtia, mita kaikkia
muita bijektioita kilpailijoiden ja tehtévien valille voi
muodostaa.

Kokouksia, keskustelua ja kulttuuria —
IMO joukkueenjohtajan silmin

Toimin Suomen joukkueenjohtajana vuoden 2018 ma-
tematiikkaolympialaisissa Romaniassa. Minulle jouk-
kueenjohtajuus kansainvélisissd matematiikkaolympia-
laisissa oli ensimmainen laatuaan ja kuvailen téssa
tekstissd kokemustani kolmella k-kirjaimella alkavalla
sanalla. Ndma sanat ovat kokoukset, keskustelu ja kult-
tuuri.

Kokoukset. Joukkueenjohtajien ajasta valtaosa kuluu
kokouksissa. Tavoitteena on valita kilpailuun tulevat
tehtéavit, muotoilla ne sopivaan muotoon kokeita aja-
tellen, kadntdd ne kunkin maan kielelle, hyviksya pis-
teytyskaaviot sekd padttad mitalien pisterajoista. Ta-
vallisesti kokouksissa esiintyi paljon puheenvuoroja ja
ddnestyksid. Pisteytyskaavioiden késittelyd lukuun ot-
tamatta kokoukset olivat varsin mielenkiintoisia niissé
esiintyvien ndkemystenvaihdon seké vaikutusmahdolli-
suuksien takia. Tésta padstddnkin seuraavaan kohtaan
eli keskusteluun.

Keskustelu. Kokouksissa joukkueenjohtajat esittivét
paljon ndkemyksié eri asioista. Mieleenjadvimpina oli-
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vat keskustelut kilpailutehtavistd. Suurin osa tésté kes-
kustelusta pyori tehtédvien vaikeustason ympaérilla, ei-
k& eri tehtédvien vaikeustasoista oltu lainkaan yksimie-
lisia. Esimerkiksi osa piti tehtdvad 1 aivan liian helppo-
na, kun taas toiset joukkueenjohtajat olivat sitd miel-
té, ettei se ole lainkaan helppo, vaan jopa ldhempéana
keskivaikeaa tehtdvédd kuin helppoa. Tehtdvin 3 osal-
ta taas joukkueenjohtajien ja tehtdvienvalintakomitean
valilla esiintyi mielenkiintoinen ristiriita tehtédvan vai-
keustason arvioinnissa: Tehtdvanvalintakomitean mie-
lesté tehtéava 3 oli keskivaikea tehtava, kun taas joukku-
eenjohtajat pitivit sité erittdin vaikeana tehtéviné. Sa-
noisin joukkueenjohtajien olleen oikeammassa arvios-
saan, silla alle kaksi prosenttia kilpailijoista ylsi jom-
paan kumpaan kahdesta korkeimmasta pisteméarasta
tehtavéssa 3 eli osasi mahdollisia minimaalisia virheita
lukuun ottamatta ratkaista tehtéavén.

Tehtévien vaikeustason lisdksi myos tehtdvien muotoi-
lu nosti esiin keskustelua. Tehtéavéssa 4 piti alun perin
pelata shakkilaudalla ratsuilla ja kuningattarilla erivé-
risten kivien sijasta. Tehtédvanantoa kuitenkin muutet-
tiin, silla kaikissa maissa ei kuulemma harrasteta hir-
vittavasti shakinpeluuta ja shakkiviittauksen katsottiin
antavan litkaa etua pelin pelaamista harrastaville.

Virallisten keskustelujen lisédksi joukkueenjohtajat kes-
kustelivat toki myos kokousten ulkopuolella. Keskus-
telua syntyi niin kaikesta kilpailuihin liittyvista kuin
erilaisista vapaa-ajan aktiviteeteistakin. Kdynnissa ole-
vien jalkapallon MM-kisojen takia keskustelu pyori
ajoittain jalkapallon ymparilld. Osa joukkueenjohtajis-
ta osoittautui suuriksi jalkapallofaneiksi ja he jérjes-
tivat illalla kokousten jéalkeen kokoushuoneeseen jalka-
pallokatsomon, vaikka jalkapalloa olisi voinut katsoa
my6s muutaman metrin pédsséd hotellin baarissa tai
omissa huoneissa olevista televisioista. Itse laitoin nuk-
kumisen ja kilpatehtédvien parissa tyoskentelyn etusijal-
le, enké osallistunut kisakatsomoihin.

Kulttuuri. Jalkapallon lisédksi kulttuurista paasi naut-
timaan jarjestdjien jarjestdmén ohjelman avulla. En-
simmaéisend kokonaisena péiviand meidét vietiin koko
péivéksi retkelle romanialaiselle maaseudulle sydméaéan
romanialaista ruokaa, seuraamaan kansantansseja ja
ratkomaan kilpailun ehdokastehtdvid. Saa oli onneksi
suotuisa ja retki sujuikin leppoisissa merkeissa, joskin
noin neljén tunnin edestd kansantanssiesitysten seuraa-
mista oli hieman puuduttavaa.

Suurin kokemani herétys kulttuurin suhteen ei kuiten-
kaan tullut kansantanssiesityksisté, vaan siitd, kuinka
suuressa arvossa kilpailua tunnuttiin Romaniassa pi-
dettdvin. Jotain osviittaa asiasta antaa ehkéa se, etta
Romania on Bulgarian ohella ainoa maa, joka on osal-
listunut kaikkiin jarjestettyihin 59 matematiikkaolym-
pialaisiin, sekd kilpailut on pidetty jopa kuudesti Ro-
maniassa. Jopa Romanian presidentti saapui paikalle
avajaisseremoniaan pitdmadn puheen. Varapadaminis-
teri taas kehotti kilpailijoita harkitsemaan poliitikon

uraa, silld politiikkaan tarvitaan hdnen mukaansa ih-
misid, jotka osaavat ajatella. Mielestdni tdmé kertoo
jotain siitd, ettd matematiikkaa osataan arvostaa myos
ajattelun kehittdjana, eiké sitd pidetd vain mekaanis-
ten kaavojen toisteluna. Kilpailu oli ilmeisesti aika néa-
kyvéassd asemassa kaupungilla, silld taksikuskitkin ha-
lusivat keskustella siitd ja ymmaértddkseni paikallinen
televisiokanava naytti ainakin avajaiset ja paattajiiset
internetissa live-lahetyksena.

Kaiken kaikkiaan joukkueenjohtajuus oli minusta hie-
no kokemus. Oli ylellistd majoittua viiden tdhden hotel-
lissa mukavien joukkueenjohtajien kanssa seké nauttia
suomalaisten hyvistd vastauksista kilpatehtéviin. Posi-
tiivisen kokemuksen kruunasivat vield hauska Suomen
joukkue ja sen oikein hyvéd menestys kilpailussa.

Neea Palojiarvi

Matkakertomus — omatoiminen harjoi-
tusleiri Tanskassa

Aloitin kolmen viikon pituisen matkani sunnuntaina
24.6. yksin Tampereen rautatieasemalta. Otin junan
Helsingin lentoasemalle ja nousin koneeseen kohti K66-
penhaminaa. Laukkuni noutamisen jalkeen tapasinkin
jo tanskalaisen Alexin, joka ajoi meiddt Farumiin, noin
puolen tunnin pad&dhédn Tanskan paddkaupungista. Faru-
missa olevalla koululla oli seuraavan viikon aikana lu-
vassa vaativien kilpailumatematiikan tehtédvien ratko-
mista.

Ensimmainen péivd meni suurilta osin asettumiseen,
lepddmiseen ja ruuanlaittoon. Noin seitsemén hengen
porukassa maittava ruoka saatiin kohtuullisella vaival-
la lautaselle. Myohemmin illalla pidimme vield parin
tunnin harjoittelusession, jonka jélkeen oli aika menna
nukkumaan. Yopymistéd varten kaytossamme oli kou-
lun liikuntasali, jonne sain patjakseni valtavan jump-
papatjan varastosta.

Koulun sali oli varattu joka aamu kello kahdeksaksi
kuoroharjoituksia varten, joten viikon aamurutiineihin
kuului hampaidenpesun ja aamupalan syomisen lisék-
si tavaroidemme raahaaminen salin laheiseen pukuhuo-
neeseen. Ylldtyksekseni tanskalaisilla ei vield ollut al-
kanut kesdloma: samalla viikolla tulisi olemaan koulun
oppilaiden “kevéatjuhlia”. Témé ei kuitenkaan toimin-
taamme hairinnyt.

Maanantaina saimme leirin kunnolla kdyntiin: harjoit-
telu jatkui ruokataukoja ja lepohetkia lukuun ottamat-
ta tauotta aamusta iltayhdeksddn saakka. Matematii-
kasta hyvéé irtaantumista antoi poytajalkapallo ja ké-
velylenkki.

Seuraavat péivit etenivit hyvinkin samanlaisella rutii-
nilla: aamujumppa tavaroiden siirtelyn parissa, ham-
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paiden pesu, aamupala, matematiikkaa, ruokaa, ma-
tematiikkaa, ruokaa, kévelyd, matematiikkaa, poyta-
jalkapalloa, nukkumaanmeno. Leirin edetessé aloin it-
se kddntymédn yhd enemmaén kokkaamisen sijasta pa-
kastepitsan puolelle taloudellisista ja ajankéytollisista
syistd. Paikalla olleet kymmenisen matematiikan har-
rastajaa olivat suurilta osin tanskalaisia, ja osan ajasta
olinkin ainoa ei-tanskalainen leirilld, mutta my6s Norja
ja Ruotsi olivat edustettuina.

Viikon aikana ratkaisemistani tehtévista mieleenpainu-
vin oli seuraava:

USA:n harjoitteluleirin koe ELMO, 2018, T5

Olkoon m positiivinen kokonaisluku, ja olkoot
ai,as, ..., 0, positiivisia kokonaislukuja. Osoita, etta
on olemassa sellaiset positiiviset kokonaisluvut b, c ja
N, joilla

m

| > vaFa) = ot

i=1

kaikilla kokonaisluvuilla n > N. Téssi |x] kuvaa suu-
rinta kokonaislukua, joka on enintdén x.

Viikon aikana matematiikan liséksi ndin tanskalaista
kulttuuria. Merkittdvd huomio on koulujen loppumi-
nen vasta kesdkuun lopussa. Pdésin ndkemééan koulun
yldastelaisten kesdlomalle siirtymisté, ja tdmé oli var-
sinainen shokki: koulu oli jérjestdnyt juhlat, jossa oli
runsas maéra alkoholia tarjolla. Juhlien valvojina oli-
vat opettajat ja juhlijoiden vanhemmat. Kuulemma té-
mé on Tanskassa tdysin normaali jokavuotinen tapah-
tuma. Tanskan lain mukaan kuka vain saa juoda alko-
holia, mutta me emme tietenkéén juhliin osallistuneet.

Viikon péaétteeksi oli aika siirtyd Sgrossa sijaitseval-
le pohjoismaiselle valmennusleirille. Matkustin junalla
Suomen joukkuetta vastaan Kéopenhaminan lentoken-
télle, josta jatkoimme yhdesséa leirille.

Olli Jdrviniem?

Ensimmaiisen koepaivian tehtavat ratkai-
suineen

Tehtava 1. Olkoon I' terdviakulmaisen kolmion ABC
ymparipiirretty ympyra. Pisteet D ja E ovat vastaavas-
ti sellaisia janojen AB ja AC pisteita, ettd AD = AFE.
Janojen BD ja CFE keskinormaalit leikkaavat ympy-
rén I lyhyemmaét kaaret AB ja AC pisteissd I ja G
vastaavasti. Osoita, ettd suorat DE ja F'G ovat yhden-
suuntaiset (tai ovat sama suora).

Ratkaisu. Olkoon kuvassa K annettujen keskinormaa-
lien leikkauspiste. Piirtdmalla pari mallikuvaa voidaan

huomata, ettd kolmio KFG néyttdéd olevan tasakylki-
nen. Pienelld kulmanjahtauksella voidaan ndhda, et-
ta télloin todistettava viite pétee, ja itse asiassa kol-
mion KFG tulee olla tasakylkinen, etta véite pétisi. Nyt
siis yritdimme osoittaa, ettd KFG on tasakylkinen. It-
se huomasin téssa vaiheessa, ettd ympyran I' keskipis-
te O on kulman ZGK F puolittajalla, ja osoitin sitten,
ettdi AOKF = ANOKG. Téassd esitetddn nyt kuiten-
kin yksinkertaisempi ratkaisu, jonka idea on Joonatan
Honkamaalta.

Koska ZOFG = ZFGO, niin riittaa osoittaa, ettd
/L/KFO = ZOGF. Taméan todistamiseksi osoitetaan,
ettd AOFS = AOGT, missd, S on O:n kautta kulke-
van, AB:n suuntaisen suoran ja janan K F' leikkauspiste
ja T vastaavasti O:n kautta kulkevan, janan AC' suun-
taisen suoran ja janan GK leikkauspiste. OF = OG ja
ZOSF = /ZGTO = 90°. Vield halutaan osoittaa, etti
SO = TO. Tamé kohta todistetaan oman vastaukse-
ni mukaan. Olkoot M K F:n ja AB:n leikkauspiste, P
janan AB keskipiste, N KG:n ja AC:n leikkauspiste
ja @ AC:n keskipiste. Télloin PO on janan AB kohti-
suora ja OQ janan AC kohtisuora, mistd seuraa, ettd
OS = PM ja OT = QN. Lasketaan nyt PM ja QN.

PM =AM — AP =AD + DM — AP
AB — AD AB AD
=AD A+ —— — =

ja
QN = AN — AQ = AE + EN — AQ
AC—AE AC AE

= AFE .
+ 2 2 2

Mutta oletuksen nojalla AD = AE, eli PM = QN
ja OS = OT. Taten AOFS = AOGT (ssk). Sivu-
sivu-kulma on validi perustelu, koska kyseinen kulma
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on 90°, joten mahdollisia konfiguraatioita on vain yksi.
Nyt siis ZSFO = ZOGT, eli ZKFG = LFGK.

C

Olkoon U FG:n ja AB:n leikkauspiste. Haluamme nyt
osoittaa, ettd ZEDA = ZGU A.

LGUA=/ZFUM =90° — LZMFU =90° — ZKFG

=90° —

2 2 2
Koska ZANK + ZKMN = 2-90° = 180°, on ne-

likulmio AMKN jannenelikulmio, joten ZNKM =
180° — ZM AN. Siis

180° — /MAN  180° — Z/DAE
2 o 2

Siis /GUA = /EDA ja FG || DE.

LGUA =

Akseli Jussinmaki

Tehtavi 2. Etsi kaikki kokonaisluvut n > 3, joita kohti
on olemassa sellaiset reaaliluvut aj,as,...,an42, ettd
An41 = Q1 & Gpy2 = G2 ja

a;aiy1 +1=a;4o
kaikilla ¢ = 1,2,...,n.

Ratkaisu. Lukujonon kahta ensimmaéistd jésentéd lu-
kuun ottamatta kaikki jonon jasenet maardytyvat kah-
den edellisen jésenen perusteella. Lisdksi ndhdéén, etta
] = Apt+1 = ApQp—1+1ja as = apto = apy1an+1, jo-
ten luvut aq ja as tavallaan méaardytyvat lukujen a,,_1
ja a, sekd a, ja aj avulla. Lukujono voidaankin aja-
tella lukuympyréksi, jossa on n kappaletta lukuja, ja
jossa seuraava luku on aina kahden edellisen tulo lisét-
tynd yhdelld. Tehtdvimme on etsid kaikki luvut n > 3,
joilla tallainen lukuympyra on olemassa.

Jaetaan nyt ratkaisu kahteen osaan:

180° - /GKF /GKF /NKM

= /EDA.

Osa 1: Kaikilla kokonaisluvuilla n, joilla 3 | n, haluttu
lukuympyré on olemassa.

Kun n = 3, valitaan a; = 2 ja ao = —1. Téllin
a3 = —1, ja on helppo tarkistaa, ettd ndma luvut toimi-
vat. Tamé konstruktio toimii myds yleisesti, kun 3 | n,
koska riittéd, ettd lukuympyréd voidaan jakaa kolmen
pituisiin patkiin, joissa kaikissa on luvut 2,—1 ja —1
keskendédn samassa jarjestyksessd. Tamé taas onnistuu,
kun 3 | n.

Huomautus. Edellé olevan konstruktion voi 10ytaé esi-
merkiksi tutkimalla tapausta n = 3, ja ratkaisemalla
tésta saatavan kolmen muuttujan yhtaléryhmén.

Osa 2: Millddn kokonaisluvulla, jolla 3 1 n, haluttua
lukuympyréé ei ole olemassa.

Jaetaan todistus pienempiin osiin. Ideana on keksié lu-
kuympyrélle rajoittavia ehtoja.

Lemma 1. Missddn kohtaa lukuympyrdd ei voi olla
kahta perdkkdistd positiivista lukua.

Todistus. Oletetaan, ettd jossakin lukuympyrdn koh-
dassa on kaksi perdkkaistd positiivista lukua, olkoot
ne a; ja ajy1.- Nyt a;42 = 1+ a;a,41 > 1, ja aj43 =
14+ a;+1ai42 > 1, joten pétee ajy4 = aijy3a42 +1 >
a;+3. Induktiivisesti voidaan padtelld, ettd ympyras-
sé jokaiselle positiiviselle kokonaisluvulle &k > 3 pétee
Qi+l > @irk—1, eli lukujono on jostain pisteestdén lah-
tien aidosti kasvava. Talloin on selvasti mahdotonta,
ettd lukuympyréissdmme olisi vain darellinen méaré lu-
kuja. Paddymme siis ristiriitaan vastaoletuksen kanssa,
joten lemman 1 téytyy péatea. O

Lemma 2. Missddn kohtaa lukuympyrdd ei voi olla
lukua 0.

Todistus. Oletetaan, ettd lukuympyrassa olisi luku 0.
Nyt téata nollaa seuraavat kaksi lukua olisivat ykkosia,
mik4 johtaisi ristiriitaan lemman 1 kanssa. Siis myo6s
lemma 2 pétee. O

Lemma 3. Jokaista ympyrdin kahta perdkkdistd nega-
titvista lukua seuraa positiivinen luku.

Todistus. Olkoot jotkin ympyran kaksi perdkkéistéd ne-
gatiivista lukua a; ja a;4+1. Nyt a;42 = a;a;41 +1 >
a;a;+1 > 0 eli positiivinen. Siis lemma 3 pétee. O

Lemma 4. Lukuympyrd ei voi olla sellainen, ettd joka
toinen luku on negatiivinen ja joka toinen positiivinen.

Todistus. Oletetaan, ettd tillainen ympyréd on olemas-
sa. Koska lukuympyréssé on vain aérellinen méara po-
sitiivisia lukuja, tédytyy jossakin kohtaa ympyréda olla
sellaiset kahden etéisyydelld toisistaan olevat positii-
viset luvut a; ja a;4o, ettd a; > a;yo. Nyt a;41 ja
a;+3 ovat negatiivisia. Siispd a;42 > a;y3. Toisaalta
Qi1 < Aigy20541, joten a;a;+1 + 1< Q20541 + 1, eli
ai+2 < a;4+3. Pdadyimme siis ristiriitaan, joten lemma
4 pétee. O
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Lemma 5. Lukuympyrdssd ei voi olla kahta positiivis-
ta lukua kahden etdisyydelld toisistaan.

Todistus. Oletetaan, ettd lukuympyrdssd on téallaiset
luvut, olkoot vaikka a; ja a;42. Lemmojen 1 ja 2 no-
jalla a;—1 < 0, a;4+1 < 0 ja a;4+3 < 0. Lisdksi voimme
lemman 4 nojalla olettaa, ettd lukuympyréssé on sel-
lainen kohta, jossa edellisten tietojen lisédksi a;_o < 0.
Jos téllaista kohtaa nimittain ei olisi, niin lemmojen 1
ja 2 takia ainoa mahdollinen lukuympyran muoto oli-
si sellainen, jossa joka toinen luku olisi negatiivinen ja
joka toinen positiivinen.

Nyt tieddmme, ettd a; = a;_1a,_2 + 1 > 1. Edelleen

Q2 > @43
aiaip1 + 1> a;410i40 + 1
AiAit1 > Q1042
Qjy2 > Q;
Qi > 1.

Toisaalta a;11a; < 0, joten a;4o = a;a;41 +1 < 1.
Péadymme siis ristiriitaan, joten lemman 5 taytyy pa-
ted. O

Oletetaan sitten, ettd 3 4 n. Nyt lemmojen 1, 2 ja 5 no-
jalla jokaista positiivista lukua tulee seurata kaksi ne-
gatiivista lukua, ja lemman 3 nojalla jokaisen kahden
negatiivisen luvun jélkeen tulee positiivinen luku. Siis
lukuympyrassa tasan joka kolmas luku on positiivinen.
Tamaé on kuitenkin mahdollista vain, jos 3 | n. Paadym-
me siis ristiriitaan, joten ei ole olemassa lukuympyraé,
jonka lukujen méara ei olisi kolmella jaollinen. Vastaus
tehtavin kysymykseen on siis kaikki kokonaisluvut n,
joilla 3 | n.

Joonatan Honkamaa

Tehtava 3. Anti-Pascalin kolmio on tasasivuinen kol-
mion muotoinen taulukko lukuja, missé alimmaista ri-
vid lukuun ottamatta jokainen numero on kahden vé-
littomasti sen alla olevan luvun erotuksen itseisarvo.
Esimerkiksi seuraava taulukko on anti-Pascalin kolmio,
jossa on nelja rivid ja joka sisdltdd jokaisen kokonais-
luvun luvusta 1 lukuun 10.

8 3 10 9

Onko olemassa sellainen anti-Pascalin kolmio, jossa on
2018 rivid ja joka sisdltdd jokaisen kokonaisluvun lu-
vusta 1 lukuun 1424 .-+ + 20187

Ratkaisu. Jokaiselle anti-Pascalin kolmiolle on mah-
dollista vérittda jono seuraavalla tavalla (katso kuva 1):

1. Jonon ensimmaéinen jasen on kolmion ylin luku (mal-
likuvassa luku 5).

2. Jonon seuraavat jasenet saadaan valitsemalla edelli-
sen alapuolella olevista kahdesta luvusta suurempi.

()
QO 00
00 00

O
&0
<
9 00

Kuva 2.

Merkitaén jonon jasenien lisdksi pienemmét luvut, jot-
ka ovat valittoméasti jonkin jonon jisenen alapuolella
(kuva 2).

Muodostetaan vield kuva, johon merkataan kaikki edel-
14 mainitut pienemmét luvut ja niiden lisdksi kolmion
ylin luku (kuva 3).

® -
@
@ -
S OOOME

Kuva 3.

Huomataan, ettd jonon ensimméinen jdsen on kolman-
nen kuvan ensimméinen luku, jonon toinen jésen on
kolmannen kuvan kahden ensimmaéisen luvun summa,
ja jonon n:s jasen on kolmannen kuvan n:n ensimmaéi-
sen luvun summa. Tama voidaan todistaa induktiolla
seuraavasti:

1. Jonon ensimmaéinen jdsen on méidritelmidn mukaan
kolmion ylin luku eli my6s kolmannen kuvan ylin lu-
ku.

2. Jonon toinen jasen voidaan ilmoittaa jonon ensim-
maisen jasenen ja kolmannen kuvan toisen jisenen
summana, koska anti-Pascalin kolmion méaritelmén
mukaan ylempi luku (merk. y) on kahden sen ala-
puolella olevan luvun erotuksen itseisarvo (merk. a;
ja ag, sovitaan a; > az). Todistus matemaattisin
merkinnéin:

|a1—a2|:y
a1 —a2 =Y

a1 =Y+ az
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Koska jonon ensimméinen jasen oli my6s kolmannen
kuvan ensimmaéinen jédsen, voidaan jonon toinen j&-
sen ilmoittaa kahden kolmannen kuvan ensimméisen
luvun summana.

3. Vastaavalla tavalla voidaan todistaa ettd jonon n +
1:s jdsen on jonon n:nnen jisenen ja kolmannen ku-
van n + l:nnen luvun summa. Ja induktio-oletuksen
mukaan jonon n:s jisen voitiin esittdd kolmannen
kuvan n:n ensimméisen luvun summana, joten myos
jonon n+1:s jasen on mahdollista esittda kolmannen
kuvan n + 1:n ensimméisen luvun summana.

Esimerkiksi mallikuvissa edellinen huomio havaitaan
laskemalla, silld jonon ensimmaéinen jasen on 5, joka
on myo6s kolmannen kuvan ensimméinen jésen. Jonon
toinen jésen 9 = 5 + 4, kolmas 11 = 5 + 4 + 2, neljés
12=5+4+2+1javiides15=5+4+2+1+3.

Y =[A1— Ay Ju = g1 = Pon|
Y =A;— Ay, jos Ay > Ay Jo = Jny1 — Poy1, koska J, 1 > Py
A=Y + Ay Jn+1:>]n+Pn+1

Jonon viimeinen jésen on siis kolmannen kuvan mu-
kaisesti merkittyjen lukujen summa. Koska néita luku-
ja on yhtd monta kuin anti-Pascalin kolmiossa riveja,
taytyy jonon viimeisen jasenen suuruus olla vihintdan
1424 ---4n, jossa n on rivien maara. Koska tehté-
vanannon mukaan 2018-rivisen kolmion suurin sallittu
luku on 1+ 2 4 - + 2018, mutta se on myds pienin
mahdollinen jonon viimeinen luku, tdytyy kolmannen

kuvan mukaisten lukujen olla pienimmét mahdolliset.
Téassé tapauksessa ne ovat siis 1,2,...,2018.

Kuva 3,5.

Palataan kuvaan 2, jossa oli merkattuina kaikki jonoon
kuuluvat luvut ja my6s jonon jésenten alla olevat pie-
nemmat luvut. Huomataan, ettd jokaisella rivilla en-
simmaéistd lukuun ottamatta on merkattuna tasan kak-
si lukua, yksi jonon jasen ja yksi pienempi luku sen vie-
ressd. Lisdksi, koska jokainen jonon jédsen on edellisen
alapuolella, kaartuu jono joka kohdassa tasan 60° kul-
massa joko oikealle tai vasemmalle (vaakatasoon ver-
rattuna).

Valitaan varittdmatta jaaneistd luvuista mahdollisim-
man suuri tasasivuinen kolmio, jonka yhden sivun muo-
dostavat alareunan varittdméttomat luvut siltd puolel-
ta kahta merkittyd lukua, jolla niitd on enemmaén. Tal-
laisen kolmion sivun pituus on vahintdédn 1008 lukua,
koska:

1. Alhaalla on 2018 lukua, joista kaksi on merkattu.

2. Nama kaksi lukua sijaitsevat vierekkain, jonka vuok-
si jaljelle jaavat 2018 — 2 = 2016 lukua sijaitsevat
korkeintaan kahdessa eri ryhmaéssa.

3. Kun 2016 lukua jaetaan kahteen osaan, toisessa niis-
té on oltava vahintddn 1008 lukua (laatikkoperiaa-
te).

Mikéén jonon jisen ei voi sijaita téllaisen kolmion si-
sélld, koska tasasivuisen kolmion kulmat ovat 60°, joka
oli my6s jonon suurin mahdollinen kulma. Liséksi tulisi
osoittaa, ettd myoskddan pienemmét luvut eivit voi olla
kolmion sisalld. Tamé on kuitenkin selvaa, silla alin pie-
ni luku laitettiin kolmion ulkopuolelle, misté seuraa, et-
té jonon toisiksi viimeisen jédsenen molemmille puolille
jaa kaksi lukua, joista kumpikaan ei ole kolmion sisél-
14 (Kuva 4; Ty ja Ty). Téstd taas seuraa, etté jokaisen
ylemmaén jonon jasenen kummallekin puolelle ja& myos
tallaiset luvut, koska jonon kulma on korkeintaan 60°.

% pienempi luku

Kuva 4.

.jonon jasen

Nyt on siis todistettu, ettd on olemassa alkuperdista
kolmiota pienempi kolmio, joka ei sisélla mitédén jonon
jasentd eikd mitdan luvuista 1,2, ...2018 ja jonka sivun
pituus on vahintédén 1008 lukua (Kuva 5).

Pieni kolmio on anti-Pascalin kolmio, koska se on osa
isoa anti-Pascalin kolmiota. Sille voidaan siis muodos-
taa jono. Osoitetaan, ettd sen viimeiseksi luvuksi tulisi
liian suuri, jotta tehtdvinannon ehdot voisivat toteu-
tua.

1. Pieni kolmio ei sisilld mitddn luvuista 1,2,...2018,
mutta sithen voidaan muodostaa kuitenkin véhin-
tddn 1008:n pituinen jono (kolmion rivimaéra).

2. Jonon viimeinen jdsen voidaan siis esittdd vihintdan
1008 erisuuren kononaisluvun summana, joista jo-
kainen on suurempi kuin 2018.

3. Viimeisen jésenen suuruudeksi tulee vahintadan

(2018 + 1) + (2018 +2) + - - - + (2018 + 1008)
= 1008 - 2018 + (1 +2 + - - - + 1008).

4. Téma on kuitenkin suurempi kuin tehtdvianannossa
mainittu luku 142+ --- + 2018.

Todistus.

1+2+4---+2018
=(1+2+---+2016) + 2017 + 2018
2016 - 2017
=— + 2017 4 2018

= 1008 - 2017 4- 2017 + 2018
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Vahennetddn tdméd luku viimeisen jésenen pienim-
méstd mahdollisesta suuruudesta:

1008 - 2018 4 (1 + - - - + 1008)
— (1008 - 2017 + 2017 + 2018)

Vahennetdan 1008 - 2017:
= 1008 + (1 + - -- 4 1008) — 2017 — 2018
Véhennetéddn 1008 4 2 + 1008 = 2018:
=1+@B+4+---41007) — 2017
Vahennetdan 4 + 1006 4 1007 = 2017:

=1+3+(5+6+-+1005) > 0.

O

Koska pieneen kolmioon kuuluvasta luvusta tulisi valt-
tdméatta isompi kuin tehtdvinannossa kerrottu suurin
luku, ei ole mahdollista muodostaa 2018-rivistd anti-
Pascalin kolmiota, joka téayttaisi tehtdvanannon vaati-
mukset.

Kuva 5

a (D

> 1008

Hermanni Huhtamdksi

Toisen koepaivan tehtavat ratkaisuineen

Tehtéva 4. Tontti on mikéd tahansa tason piste (z,y),
missé x ja y ovat molemmat positiivisia kokonaisluku-
ja, jotka ovat pienempié tai yhtéd suuria kuin 20.

Aluksi kukin 400 tontista on vapaa. Amy ja Ben laitta-
vat tonteilla vuorotellen kivid ja Amy aloittaa. Omalla
vuorollaan Amy laittaa uuden punaisen kiven sellaiselle
vapaalle tontille, jonka etdisyys mista tahansa varatus-
ta tontista, missd on punainen kivi, ei ole v/5. Omal-
la vuorollaan Ben laittaa uuden sinisen kiven vapaalle
tontille. (Tontti, jossa on sininen kivi, voi olla milla ta-
hansa etiisyydelld mistd tahansa muusta tontista.) Pe-
li loppuu, kun jompikumpi pelaajista ei voi enaé lisata
kivea.

Etsi suurin K, jolla Amy voi varmasti laittaa ainakin
K punaista kived riippumatta siitd, miten Ben laittaa
siniset kivensa.

Ratkaisu. Hankitaan ensin konstruktiolla alaraja K <
100, ja sen jalkeen todistetaan, ettd sama arvo on myos
ylaraja.

Tontteja voidaan tarkastella 20 x 20-ruudukkona. Pu-
naisesta kivestd X torjuttu ruutu O on /5 pidssi Pyt-
hagoraan lauseen mukaisesti tasan silloin, kun etéisyys
on yhteen suuntaan 1 ja toiseen 2. Toisin sanoen X
torjuu samoin kuin shakin ratsu.

Viritetadn ruudukko shakkilaudan tavoin, jolloin seké
mustia ettd valkoisia ruutuja on puolet eli 200. Jos X
on mustalla ruudulla, ovat kaikki O:t valkoisia. Néin ol-
len jos Ben ei pelaisi, voisi jokaiseen mustaan ruutuun
laittaa X:n. Benin on kuitenkin mahdollista torjua jo-
kaista X kohden yksi musta ruutu. Nain ollen X:n saa
puoleen mustista, joten vain mustiin pelaamalla Amy
saa varmasti laudalle 100 kivea. Siispd K > 100.

Todistetaan, ettd K < 100 osoittamalla, ettd Ben voi
pelata siten, ettd Amy ei voi saada laudalle yli 100
kived. Jaetaan lauta pienempiin 4 x 4-ruudukkoihin,
joita on 25. Pelatkoon Ben vuoroparilla aina samaan
ruudukkoon kuin Amy. Riittdd osoittaa, ettd Ben voi
pelata siten, ettd Amy ei saa yhteen ruudukkoon yli
4 kived, jolloin hén ei voi saada koko laudalle yli 100
kivea.

Tahén vaiheeseen on olemassa sekéd helppo, mutta ai-
kaavieva, ettd fiksu tapa.

Itse tein kisassa helpolla tavalla: “brute forcella”; eli
kaymalld ldpi kaikki tapaukset. Sanotaan, ettd Ben
voittaa, jos Amylla on ruudukossa korkeintaan 4 kives,
eikd hén voi laittaa yhtdan lisda. Kokeilemalla huoma-
taan, ettd Amyn edellisen siirron peilaaminen ruudu-
kon keskikohdan kautta lienee Benille voittostrategia.
Seuraavaksi kiyddan symmetriat huomioiden 14pi kaik-
ki mahdolliset tapaukset.

Ensimmaéiselld vuoroparilla Amylla on 3 symmetriat
huomioiden uniikkia siirtoa, mutta naiivisti edetessé
erilaisten tapausten méara kasvaa seuraavalle kierrok-
selle jo 21:een. Jos kuitenkin tarkastellaan laudan ti-
laa sen suhteen, mihin ruutuihin Amyn on mahdollista
vield siirtdd, tuottavat jotkut tapauksista samoja tiloja,
joita voi todeta siirtojen jarjestyksellisten ja vaikutuk-
sellisten symmetrioiden perusteella tai tarkastelemal-
la yksittaistapauksia, jolloin uniikkeja tiloja on toisen
vuoroparin jalkeen 11. Toisaalta tilat, joissa on ainoas-
taan samoja vapaita ruutuja kuin toisessa vaikeammas-
sa tilassa, voidaan siséllyttda vaikeampaan tilaan, silla
yliméériiset varatut ruudut eivit edesauta Amyn voit-
toa, joten 11 tilaa supistuu kolmannelle vuoroparille
kolmeksi tuottaen 10 mahdollista siirtoa. Samankaltai-
sella yhdistamiselld ja siséllyttdmiselld saadaan neljat-
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td vuoroparia varten 2 tilaa, jotka on helppo todeta
Benin voittoasemiksi.

Téasté tavasta seuraa parin sivun mittainen epéselvien
merkintéjen ja puutteellisten perustelujen viidakko, jo-
ta tarkastajien on mukava tulkata pisteista taistelles-
saan. Kellon nédyttéessd kahta jéljella olevaa tuntia oli
kova taktinen valinta sen vililla, yrittdako brutea, jon-
ka tietdd aikaavievéksi, vai miettiikd ovelampaa tapaa
jattden yha vihemmén aikaa brutelle, mikali ei kek-
si. Itsellani aikaa kului tdhén yli puolitoista tuntia, ja
valilld meinasikin usko loppua kesken, mutta lopulta
saatiin napattua tdydet pisteet.

Fiksumpi tapa on 4 x 4-ruudukkojen véarittdminen 4
varilla seuraavasti:

Pelatessaan ruutuun Amy torjuu myos kaksi muuta sa-
manvaristd ruutua, jonka jalkeen Ben voi pelata viimei-
seen samanvériseen ruutuun. Nain ollen jokaisella vuo-
roparilla Amyn on pelattava eriviriseen ruutuun, joten
hén saa ruudukkoon korkeintaan 4 kivea.

On siis osoitettu, ettd Amy voi saada 4 x 4-ruudukkoon
korkeintaan 4 kived eli 20 x 20-ruudukkoon korkeintaan
100 kived, mutta toisaalta ettd hénelld on varma stra-
tegia vdhintddn 100 saamiseen. Siispd 100 < K < 100
eli K = 100.

Vastaus: K = 100.

Selim Virtanen

Tehtava 5. Olkoon aq,as,... padttyméaton jono po-
sitiivisia kokonaislukuja. Oletetaan, ettd on olemassa
kokonaisluku N > 1, jolle jokaista n > N kohti luku

on kokonaisluku. Osoita, ettéd on olemassa sellainen po-
sitiivinen kokonaisluku M, ettd a,, = a,,+1 kaikilla
m > M.

Toinen kisapiaiva kisaajan silmin

Lahdin kisapéaivaan melko huonolla mielialalla: olin aa-
miaspOydéassd tajunnut ykkostehtédvian ratkaisuni ole-
van virheellinen. Toiveeni hopeamitalista alkoivat hii-
pumaan, ja pyrin saamaan edes pronssimitalin. Tama
kuitenkin vaatisi paremman suorituksen kuin ensim-
maisena paivana.

Edellisené péiviana olin kommentoinut, ettd huomisen
koepaperi voi olla "tupla tai kuitti”: oli tiedossa, et-
ta neljas ja viides tehtavé tulisivat olemaan kombina-
toriikkaa ja lukuteoriaa, koska ensimmaéisen paivan en-
simmaiset tehtavét olivat olleet geometriaa ja algebraa.

Jos kombinatoriikka sattuisi olemaan neljantend ja lu-
kuteoria viidentend, olisi mahdollista, ettd saisin joko
molemmat tai en kumpaakaan tehtyd. Tamaéan takia
sykkeeni nousi hetkellisesti kilpailun alkaessa ja néh-
dessani lukuteorian asettuneen viidennen tehtéavan koh-
dalle.

Vaikka lukuteoria on selvisti vahvin osa-alueeni, péa-
tin silti ensin yrittdd helpoimmaksi rankattua kombi-
natoriikan tehtdvad. Ajatukseni kuitenkin véistaméatta
alkoivat pomppia lukuteoriaan, ja 45 minuuttia nelos-
tehtavaan kéytettydni annoin periksi lukuteorian veto-
voimalle.

Ensimmainen ideani oli tutkia kahden vastaavan sum-
man erotusta. TAmé& tuntui selviltd heti tehtdvan néh-
dessdni, mutta antoi pienelld jatkolla jo yhden pisteen.
Sitten péddstiin itse vaikeaan osuuteen tehtévisti, mi-
k& kuitenkin ratkesi vastaavalla idealla kuin muutama
harjoitustehtava, johon olin térméannyt aiemmin. Noin
puoli tuntia tehtédvia mietittydni minulla olikin jo kar-
kea ratkaisu tehtdvddn. Aloitin ratkaisun kirjoittami-
sen puhtaaksi, ja kaikki tuntui sujuvan hyvin, kunnes
jokin asia jai tokkimé&an. Luulin joitakin minuutteja,
ettd tarvitsisin uuden idean ratkaisun lapiviemiseksi,
mutta korjattuani kirjoitusvirheen kolmannelta sivulta
ratkaisuani sain todistukseni toimimaan.

Koko tehtavddan kului alusta loppuun reilu tunti, ja
hyvin pian ratkaisun kirjoitettuani sain myd&s neljan-
nen tehtédvan ratkaistua. Minulla oli tdmén jalkeen pa-
ri tuntia aikaa kutostehtédvén parissa, johon en kuiten-
kaan saanut juurikaan edistysté. Ykkostehtéavia koske-
vasta virheestd viisastuneena tarkistin ratkaisuni nel-
janteen ja viidenteen tehtdvadn useammin kuin mité
olisin jaksanut normaalioloissa, ja sainkin néista téy-
det pisteet. Kutostehtdvistakin onnistuin kerddméan
vhden irtopisteen.

Ratkaisu. Todistetaan tehtdvinannon véaite vastaole-
tuksella. Oletetaan, ettd jono a, ei ole vakio mistdéan
pisteesta ldhtien. Ratkaisun ajan muuttujalla p viita-
taan aina alkulukuun.

Olkoon

Silla S(n) on kokonaisluku kaikilla n > N, on myds ero-
tus S(n + 1) — S(n) kokonaisluku suurilla n:n arvoilla.
Erotuksen lauseke on seuraavanlainen:
S(n+1) — S(n) =20 4 dnttn
An+1 a ai
ana1 + a?LH — QpQp+1

a10n+1

Tieddmme siis, ettd aja,i1 jakaa lausekkeen a,a; +
a% 11 — Gnanp41 kaikilla n > N. Maaritelldan helppo-
lukuisuuden vuoksi f(n) = a1an4+1 ja g(n) = anar +
aZ 4 — apany. Siispi f(n) | g(n).
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Olkoon p mielivaltainen alkuluku. Mééaritelladn v, (k)
olemaan se kokonaisluku m, jolla p™ jakaa luvun k,
mutta p™ ! ei jaa. v,(k) on hyvin mééritelty kaikille
kokonaisluvuille k. Méarittelemme v,(0) = oo kaikille
p.

Lemma 1. On olemassa sellainen p, jolla vy(ant1) #
vp(ay) ddrettomdan monella n.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd on vain &érellisen
monta alkulukua, jotka jakavat jonkin jonon a, ter-
meistd. Tieddmme, ettd f(n) | g(n). Koska a1 | f(n),
an+1 jakaa luvun g(n) = apy1(ane1 — an) + anay. Ta-
ten any1 | ana;. Osoitetaan nyt, ettd jokaisen luvun
an, missd n > N, alkutekijit esiintyvét joko luvun ay
tai a; alkutekijoissd. Todistetaan tdmé vastaoletuksel-
la: nyt on olemassa pienin luku ¢ > N, jolla luvulla a;
on jokin alkutekiji p, joka ei jaa tuloa aya;. Mutta
a; | a;—1a1, eli p | a;—1ay. Silla p ei jaa lukua a;, sen
tulee jakaa luku a;_;. Ta4ma4 on ristiriidassa sen kanssa,
etté 7 on pienin ehdon toteuttava indeksi. Silld luvuilla
ai,as,...,any on vain darellisen monta alkutekijaa, on
olemassa vain darellisen monta alkulukua, jotka jaka-
vat jonkin jonon a,, termeisté.

Oletetaan nyt, ettd halutunlaista p ei ole olemassa. Va-
litaan nyt mielivaltainen q. Jos ¢ ei jaa mitdan termia
jonosta a1, as, . . ., on tietysti vy (ant1) = vq(an) kaikilla
n. Tutkitaan nyt niita ¢, jotka jakavat jonkin jonon ter-
meistéd. Naita on edellisen nojalla vain darellisen monta.
Jokaista téllaista ¢ kohden on olemassa jokin My, jolla
Vg(an41) = vg(ay,) kaikilla n > M,. Voimme nyt valita
maksimin luvuista My, ja tdma kelpaisi tehtédvadnannon
kaltaiseksi luvuksi M. Taéma on ristiriidassa aiemmin
tehdyn oletuksen kanssa, jonka mukaan jono a,, ei ole
vakio mistddn pisteestd lahtien. Siispa téllainen p on
olemassa, ja lemman véite on todistettu. O

Olkoon nyt ¢ jokin lemman 1 mukainen alkuluku. M&a-
ritelldén b, = v¢(a,,) kaikilla n. Tutkitaan nyt lukujo-
non b, ominaisuuksia. Tieddmme, ettd b,,1 # b, 4é-
rettoméan monella n. Muita ominaisuuksia varten to-
distamme ensin seuraavan lemman.

Lemma 2. v,(a£b) > min(v,(a), v, (b)) kaikilla p, a,b.
Lisdksi aito epdyhtdalo vaatii vy(a) = vp(b).

Todistus. Olkoon ¢ = min(v,(a),v,(b)). p° | a £ b, jo-
ten v,(a £ b) > c. Jos vy(a) # v,(b), niin p! jakaa
tasmalleen toisen luvuista a ja b. Tallsin pt! ei jaa
lukua a £ b, joten v,(a +b) = c. O

Lemma 3. Jos b,+1 > b, jan > N, niin b,41 = by.

Todistus. Tieddmme, ettd f(n) | g(n). Téten
ve(f(n)) < vi(g(n)). Osoitetaan, ettd jos b,y1 # by,
niin onkin v:(f(n)) > wv(g(n)), mikd todistaa vait-
teen. Jos bpy1 > by, niin v(g9(n)) = vi(a?,; + anar —
ap+1Gy). Laskemme jokaiselle summattavalle vastaa-
van t:n eksponentin: vt(a%H) = 2b,41, vi(anar) =

by + b1, ja ve(ant1an) = bpy1 + by. Tehtyjen oletuk-
sien avulla saamme 2b,11 > b, 11 + b, > b1 +b,,. Lem-
maa 2 kdyttéden nyt on vi(g(n)) = b, +b1 < bpy1+b1 =
ve(f(n)), ristiriita. Késittelemme tapauksen b, 1 < by
vastaavasti. Talloin v¢(g(n)) = bpy1+bn < bpy1+b1 =
v¢(f(n)). Lemman tulos siis pétee. O

Lemma 4. Jos b1 < b, jan > N, niin by, > by.

Todistus. Oletetaan, ettd b,41 < b1, tavoitteena saada
ristiriita. TAloin v (g(n)) = 2by41, silld ve(a,,) <
ve(anar) ja vt(aiﬂ) < vi(apyrayn). Mutta 2b,41 <
bnt1 + b1 = ve(f(n)), ristiriita. Lemman tulos siis pé-
tee. O

Lemma 5. On olemassa sellainen n > N, jolla b, =
by.

Todistus. Tehdaédn vastaoletus, tavoitteena saada risti-
riita. Nyt, jos b,4+1 > b, jollain n > N, on lemman 3
nojalla b, 41 = by, miké ei kéy. Siis b,4+1 < b, kaikilla
n > N. Tamaé on ristiriidassa sen kanssa, ettd b, > 0
kaikilla n > N, ja by41 # b, ddrettémén monella n.
Lemman tulos siis pétee. O

Valitaan sellainen k > N, jolla by = by. Jos bg11 = bk,
kasvatamme k:ta yhdelld, kunnes padddymme kohtaan,
jossa bgy1 # b = by. TAma tapahtuu darellisessd maa-
rissa askelia, silld b, # b, ddrettémén monella n.
Voimme siis olettaa bx11 # bg. Tutkitaan nyt luvun
br+1 mahdollisia arvoja.

Jos bg41 > by, on lemman 3 nojalla by = bgy1q > by =
by, ristiriita.

Jos bi+1 < bg, on lemma 4 nojalla by < byy1 < b = by,
ristiriita.

Olemme saaneet ristiriidan. Siis oletus siitd, ettd jono
an €i ole vakio mistédan pisteesta lahtien, on mahdoton,
ja nain ollen tehtdvinannon viite pétee.

Olli Jdrviniems

Tehtava 6. Konveksilla nelikulmiolla ABC D on voi-
massa AB-CD = BC'-DA. Nelikulmion ABCD sisalla
on sellainen piste X, etté

/XAB=/XCD ja /XBC=/XDA.
Osoita, ettd /ZBXA+ ZDXC = 180°.

Tahan tehtdvddn on olemassa monta ratkaisua ja tés-
td konfiguraatiosta voi saada mielenkiintoisia ominai-
suuksia, jotka eivit auta tehtdvan ratkaisuun. Esittelen
téssd erddn ratkaisun.

Ratkaisu. Méaritelldan piste K janalla BD siten, etté
/LCAB = ZKAD.

Lemma 1. Olkoon kolmion ABC sivulla BC' pisteet
X ja Y. Talloin /ZBAY = ZCAX, jos ja vain jos

AB\* _ BX BY

AC) CcXcoYy’
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Todistus. Sinilauseen nojalla

sin/BAX  sin/AXB

BX AB
sin ZAYC  sin ZCAY
AC T CY
sin ZAXC sin/ZCAX
AC T X
sin /BAY  sinZAY B
BY  AB

Kertomalla ndmé yhtélot keskendén saamme

2
<jg) sin /BAX sin ZAY C'sin ZAXC' sin ZBAY

_ BX BY

—— —sin ZAX Bsin ZCAY sin Z/CAX sin ZAY B.

- CXCOY

Nyt jos ZBAY = ZCAX, niin my6s ZBAX = LZCAY,
ja lisdksi sin(ZAY C) = sin(£LAY B) ja sin(LAXC) =
sin(ZAX B). Sinilausekkeet kumoavat siis pareittain
toisensa ja taten

AB\* _ BX BY W
AC)  CXCOY'

Toisaalta jos (1) pétee, niin aikaisempien sinilauseiden
avulla saamme

BX BY  BX BY sin ZCAY sin ZCAX @)
CXCY CXCY sin/BAX sin /ZBAY '

Mutta nyt on oltava, etti Z/CAY = /BAX. Nimittiin
jos esimerkiksi ZCAY > /BAX, niin myés ZCAX >
ZBAY , jolloin (2) ei voi pétea. O

Lemma 2. Olkoon ABCD kuten tehtdvinannossa ja
K kuten madritelmassa. Tdalléin Z/AKB = ZCKB.

Todistus. Olkoon kulman /D AB puolittajan kantapis-
te janalla DB I ja kulman ZBC' D vastaavasti J. Koska
nelikulmiossa patee AB-CD = BC'- DA, niin kulman-
puolittajalauseen nojalla

BI _AB_BC _BJ

ID AD CD JD’
Tésta seuraa, etté

BI-JD=BJ-ID.

Jos I ja J ovat eri pisteet, niin voimme olettaa me-
nettdmatta yleistavyytté, ettd BI > ID. Tésté seuraa
my6s JD > BJ. Talléin BI-JD > BJ-1D, joka on ris-
tiriita, joten I = J. Kulmanpuolittajat siis leikkaavat
samassa pisteessa.

Olkoon L lavistajien AC ja BD leikkauspiste. Kolmiolle
ABC pitee lemma 1, jonka nojalla

AB\® BL BK

BD) LDKD’
Koska AB/DA = BC/CD, on

BC\"_ BLBK

CD  LDKD’
Siispi /BCA = /DCK.
Sovelletaan sinilausetta vield kolmioihin ABL, BCL,
AKD ja KCD:

sin /ALB  sin /LAB

AB BL
sin/BLC  sin/ZLCB
BC  BL
sin/DAK sin/ZDKA
DK DA
sin/KCD  sin/DKC

KD  DC

Jakamalla ensin kaksi ensimmaista yht&loa puolittain,
sieventdmalla, ja sitten jakamalla kaksi viimeisté yhtéa-
164 puolittain saamme
BC  sin/LAB sin/DAK  DCsin/DKA
AB ~ sin/BCL sin/DCK  ADsin/DKC’
Mutta koska BC'/AB = DC/AD, on oltava ZDKA =
/DKC, jolloin myos ZAKB = Z/CKB. O
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Todistetaan, ettd X on uniikki. Oletetaan, ettd on ole-
massa jokin piste X', jolle patee sama ehto kuin pis-
teelle X. Tutkitaan, milla alueilla X’ voi esiintya. Ol-
koon /ZBAX = «. X’ ei voi menné alueelle, jossa
/BAX' > «a ja /DCX' < « tai painvastoin. Jatke-
taan janoja AX, BX, CX ja DX nelikulmion ABCD si-
vuille. Olkoot nédiden kantapisteet A’, B’, C’ ja D’ vas-
taavasti. Nyt X’ ei voi sijaita nelikulmioissa BC’XA’
tai AXCD, koska muuten kulmaehdot eivéit toteutuisi.
Eli X’ sijaitsee joko kolmiossa AC’X tai CA’X. Vastaa-
vasti saadaan, ettd X’ sijaitsee joko kolmiossa BD’X tai
B’DX. Niiden kolmioiden leikkaus on X, joten X’=X.

Nyt péédstddn itse tehtdvdn ratkaisuun. Jahdataan
kulmia aikaisempien huomioiden ja kehdkulmalauseen

Uutta Verkko-Solmussa

Oppimateriaalit-sivulla

avulla. Olkoon piste X’ ympyroiden (AKB) ja (DKC)
toinen leikkauspiste. Haluamme todistaa, ettd X'=X.

Nyt
/X'AB=/X'KB=180° - /ZX'KD = /X'CD.

Olkoot E sivun AD ja ympyrdn (DKC), sekd F si-
vun BC ja ympyrdan (AKB) toiset leikkauspisteet.
Suunnatuilla kulmilla on mahdollista pédstd eroon
konfiguraatio-ongelmista, mutta kdytdmme perinteisia
kulmia téssa. Koska

LAFB =180° — ZAKB = 180° — ZCKB = ZCEA,

on AFCE on jannenelikulmio, ja tésta seuraa, etta
LKFC =/KAB = /DAC = ZEFC,

eli pisteet F, K ja E ovat samalla suoralla. Siispa

/X'BC =180° — ZX'BF
=/FKX'
=180° — ZEKX'
=180° — ZEDX'
=/X'DA.

Nyt /BX'A+/DX'C = /BKA+/DKC'. Lemman 2
nojalla /BKA+ /DKC = 180°. Eli X’ on sama kuin
tehtdvinannon X, ja ZBXA + ZDXC = 180°.

Nerissa Shakespeare

https://matematiikkalehtisolmu.fi/oppimateriaalit.html
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