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Tason varityksesta — Hadwigerin-Nelsonin ongelma
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Hadwigerin-Nelsonin ongelmassa tarkastellaan tason
varitystd. Kysymys on, mikd on pienin méaéré vareja,
joka tarvitaan tason virittdmiseen, kun halutaan et-
tei mitdan kahta pistettd, jotka ovat etéisyydelld 1 toi-
sistaan, viritetd samalla vérilld. Tunnettujen tulosten
mukaan téllainen véritys on mahdollista saada aikaan
seitsemdéd varid kayttéen (ks. [2, 4]). Siispd Hadwigerin-
Nelsonin ongelman oikea vastaus on korkeintaan seit-
semén. Toisaalta tiedetaan (ks. [1]), ettd halutun véri-
tyksen tekemiseen tarvitaan vahintdan viisi varia. Avoi-
mena kysymyksend on, onko viisi, kuusi vai seitseméan
oikea vastaus Hadwigerin-Nelsonin ongelmaan. Téssé
kirjoituksessa tarkastellaan virien méaéardn alarajaan
liittyvid tuloksia ja osoitetaan, ettd ongelman pystyy
ratkaisemaan seitsemélla véarilla.

Ongelman muotoilu graafiteorian avulla

Hadwigerin-Nelsonin ongelma voidaan muotoilla my6s
graafiteorian avulla. Tarkastellaan varitettdvid tasoa
ddrettoméand graafina, jossa solmuina ovat tason pis-
teet ja kahden solmun vélilld on kaari tdsmélleen sil-
loin, kun ne ovat tasossa tasmaélleen etéisyydelld 1 toi-
sistaan. Nimetéddn tamé graafiksi G. Nyt kysymys kuu-
luu, miké on pienin méaara véreja, jotka voidaan liittéa
graafin G solmuihin niin, etteivat mitk&an kaksi vierek-
kaistd solmua ole samanvériset. Tatd virien lukuméé-
raa kutsutaan graafin variluvuksi. Esimerkiksi kuvan 1
graafin Gy vériluku on kolme ja graafin G kaksi.

Kuva 1: Graafin G1 vdriluku on kolme ja graafin Go
variluku on kaksi.

Tarvittavan viarien mairan alarajasta

Tarkastellaan ensin, kuinka monta varia ainakin tarvi-
taan, jotta taso voidaan vérittdd Hadwigerin-Nelsonin
ongelmassa vaaditulla tavalla. Hyddynnetdan tahan
edellisessd, luvussa kerrottua tulkintaa ongelmasta
graafiteorian avulla ja erityisesti siind méaériteltyé graa-
fia G. Jos pystytddan I0ytdméadn graafin G aligraafi, jon-
ka vériluku on n, niin luonnollisesti myds koko graa-
fin G vériluku on ainakin n. Tavoitteena on siis tutkia
graafin G aligraafien véarilukuja.

Leo ja William Moserin [3] todistusten mukaan havai-
taan, ettd graafin G variluvun on oltava ainakin nel-
jé. Todistus perustuu Moserin graafin hyédyntédmiseen.
Moserin graafi on kuvassa 2 oleva graafi, joka koostuu
seitsemdéstd solmusta ja niistd yhdistdvastd 11 kaares-
ta. Jokaisen kaaren pituus on 1 ja tdten se on graafin G
aligraafi. Kuten kuvasta 2 nikyy, Moserin graafin pys-
tyy varittdmadn neljalla varilla niin, etteivat mitkaan



Solmu 3/2018

kaksi vierekkéista solmua ole samanvériset. Eri vérit on
kuvattu kuvassa solmujen eri muotoina. Toisaalta Mo-
serin graafin varittdmiseen tarvitaan ainakin neljé vé-
rid. Nimittédin, jos graafin yrittéisi varittaa kayttamalla
enintdédn kolmea varid, niin tutkimalla tasasivuisia kol-
mioita huomataan, ettd kuvassa luvulla 1 merkittyjen
solmujen pitéisi olla samanvérisid. Mutta tdméa on mah-
dotonta, silla kahden alimman solmun valilla on kaari.
Taten Moserin graafin variluku on nelja. Moserin graa-
fin avulla saadaan siis graafin G variluvuksi vahintaan
nelja.

(1)

(1) (1)
Kuva 2: Moserin graafin vdariuku on nelja.

Kuten jo alussa todettiin, alaraja nelja ei kuitenkaan
ole paras tunnettu tulos virien méaralle. TAmén vuo-
den huhtikuussa brittildinen harrastelijamatemaatikko
Aubrey de Grey osoitti [1], ettd graafilla G on 1581-
solmuinen aligraafi, jonka véariluku on viisi. Téten siis
graafin G vériluku on vdhintddn viisi. Kun kerran on
olemassa jokin arvio tarvittavien virien m&ardn ala-
rajalle, olisi my6s kiinnostava tietdé, mitéd tarvittavien
varien yldrajasta tiedetdan.

Viareja tarvitaan korkeintaan seitsemén

Taméan luvun padméarand on osoittaa, ettd taso voi-
daan varittaé seitsemalla vérilld niin, ettd mitkaan kak-
si etdisyydella 1 toisistaan olevaa pistetté eivit ole sa-
manvarisid. Tama tehddédn kahdessa osassa. Ensin taso
varitetadn sopivasti seitsemalld vérilla ja sitten todiste-
taan, ettd tAma varitys toteuttaa halutut ehdot. Todis-
tus perustuu John Isbellin (ks. esimerkiksi [2, 4]) kek-
simddn tason varitykseen, jonka perusteella hin osoit-
ti, ettd seitsemalld vérilla pystytddn varittdméan ta-
so Hadwigerin-Nelsonin ongelmassa vaadittujen ehto-
jen mukaisesti.

Tason varittaminen

Tarkastellaan nyt sellaista tason varitystd, jon-
ka huomataan seuraavassa alaluvussa toteuttavan
Hadwigerin-Nelsonin ongelman vaatimat ehdot. Ta-
voitteena on jakaa taso alueisiin, joissa kussakin on
vain yhtd vérid. Koska halutaan, ettd kaksi pistetté,
joiden etéisyys on yksi, eivit saa olla samanvériset, niin
yhden samanvérisen alueen on aidosti mahduttava %—
sdteisen ympyran sisdan. Toisaalta samanvariset alueet
eivit saa olla liian 14hella toisiaan, joten alueiden on ol-
tava riittdvan suuria.

Isbellin konstruktion mukaan haluttu varitys voidaan
toteuttaa tayttdmalla taso sddnnollisen kuusikulmion
muotoisilla alueilla. Edellisessd kappaleessa tehtyjen
havaintojen mukaan kuusikulmioiden halkaisijan on ol-
tava pienempi kuin 1, mutta toisaalta riittdvian suuri.
Sanokaamme vaikkapa, ettd yhden kuusikulmion hal-
kaisija on 0,90. Merkitdan r = 0,45 eli r on kuusikul-
mion sdde. Annetaan kiytettavélle seitsemaélle varille
nimet 0,1,...,6. Asetetaan kuusikulmiot limittdin ja
varitetdan ne kuvan 3 mukaisesti. Tarkastellaan véri-
tysté vield yksityiskohtaisemmin.

Kuva 3: Tason vdritys.

Halutaan, ettd kuusikulmioiden varitykset noudattavat
kuvassa 3 esitettyd sddnnonmukaisuutta. Valitaan siis,
etté origokeskeisen kuusikulmion véri on 0, sen oikealla
puolella olevan véri on 1 ja niin edelleen. Havaitaan, et-
td kun kuusikulmiot asetetaan limittéin, niin aina joka
toisella rivilld kuusikulmioiden keskipisteilld on samat
z-koordinaatit. Asetetaan ensin niihin riveihin sdannol-
liset kuusikulmiot, joissa kuusikulmioiden keskipistei-
den z-koordinaatit ovat samat kuin silld rivilla, jossa
on origokeskeinen kuusikulmio. Kun siirrytdén rivilta
ylospéin sellaiselle riville, jolla on seuraavaksi saman
z-koordinaatin omaava keskipiste, niin keskipisteen y-
koordinaatti kasvaa luvun 3r verran. Kahta rivid ylem-
pand kuusikulmion virin numeron modulo 7 on kas-
vettava kahdella. Toisaalta, aina oikealle siirryttdessa
kuusikulmion vérin numeron on kasvettava yhdelld mo-
dulo 7 ja Pythagoraan lauseen nojalla z-koordinaatti
kasvaa luvun v/3r verran. Luonnollisesti y-koordinaatti
pysyy oikealle siirryttdessia samana. Asetetaan siis ta-
soon (v/3rz, %ry)—keskeiset kuusikulmiot, missd = on
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kokonaisluku ja y parillinen kokonaisluku seké vérite-
taan ne varilld = + y (mod 7). Talld tavoin saadaan
varitettya joka toinen kuusikulmiorivi origosta ylos- ja
alaspain katsoen. Vield taytyy tarkastella limittaisia ri-
vejé.

Toimitaan limittédisten rivien kohdalla vastaavas-
ti kuin edellisessd kappaleessa. Limittaisilld riveil-
14 kuusikulmion keskipisteen z-koordinaatti on Pyt-
V3

hagoraan lauseen nojalla luvun 57 verran enem-
mén kuin sen vasemmassa alakulmassa olevan kuusi-
kulmion x-koordinaatti. Toisaalta taas kuusikulmion
keskipisteen y-koordinaatti on téssa tilanteessa lu-
vun %r verran enemmaén. Asetetaan siis tasoon
(V3r(z +3), 2r(y + 1))-keskeiset kuusikulmiot, missé
x on kokonaisluku ja y parillinen kokonaisluku, seké vé-
ritetadn kukin niista varilld x +y+5 (mod 7). Nyt on
saatu myos limittéiset rivit késiteltyd. Téaten saadaan
kuvan 3 kaltainen kuvio. On vielé osoitettava, etté té-
ma viritys todella toteuttaa halutut ehdot.

Varitys toteuttaa halutut ehdot

Osoitetaan nyt, ettd edellisessd alaluvussa maéritelty
tason véritys toteuttaa Hadwigerin-Nelsonin ongelman
vaatimat ehdot. Ajatuksena on, ettd ensin osoitetaan
varityksen toteuttavan hyoddyllisen sddnnénmukaisuu-
den ja sitten tdmén sadnnonmukaisuuden avulla todis-
tetaan itse pddtulos. Késitteiden lyhentdmiseksi mé&a-
ritellddn, ettd kuusikulmion vierekkdiset kuusikulmiot
ovat ne kuusikulmiot, joilla on tarkasteltavan kuusikul-
mion kanssa yksi yhteinen sivu. Seuraavassa lauseessa
todistetaan vierekkaisiin kuusikulmioihin liittyva omi-
naisuus.

Lause 1. Kuusikulmion ja sen vierekkaisten kuuden
kuusikulmion vérit kdyvéat lapi kaikki varit 0,1,...,6.

Todistus. Oletetaan, ettd tarkasteltavan kuusikulmion
keskipiste on pisteessi (v/3rz, %ry), missid x on koko-
naisluku ja y parillinen kokonaisluku. Viite voidaan
todistaa vastaavalla tavalla my6s tapauksessa, jossa
kuusikulmion keskipiste on pisteessé

(\/ér(x + %), 3w+ 1)) .

Nyt siis tarkasteltava kuusikulmio on varitetty varilla
z +y (mod 7). Sen vierekkéiset kuusikulmiot on siis
varitetty modulo 7 vareilla

(z+D+y, (z-1)+y,

r+y+5 (r—1)+y+5,
(x—1)+ (y—2) +5.

Téaten ne kayvat 1lapi kaikki muut jaannosluokat modu-
lo 7 paitsi  +y (mod 7). Siis véite on todistettu. O

z+(y—2)+5 ja

Edellisestd lauseesta seuraa, ettei mikddn kuusikul-
mion vierekkaisistd kuusikulmioista voi olla alkupe-
réisen kuusikulmion kanssa samanvérinen. Lisdksi ai-
noa néiden vierekkaisten kuusikulmioiden vierekkaisis-
td kuusikulmioista, joka on samanvarinen kuin alkupe-
riainen kuusikulmio, on tdmé kuusikulmio itse. Nimit-
tdin edellisen nojalla kaikki vierekkéiset kuusikulmiot
ovat erivérisid kuin kuusikulmio itse ja toisaalta ndiden
kuusikulmioiden vieressd on tasmélleen yksi kuusikul-
mio, joka on varitetty samalla varilla kuin tarkasteltava
kuusikulmio. Siis tdmé ainoa kyseiselld véarilla véritet-
ty kuusikulmio on tarkasteltava kuusikulmio. T&at4 on
havainnollistettu kuvassa 4, missé keskimméisen kuusi-
kulmion véri on 5.

Kutsutaan kéasitteiston lyhentamiseksi edellisessa kap-
paleessa mainittuja vierekkéisten kuusikulmioiden vie-
rekkiisten kuusikulmioita, jotka eivét ole alunperin
tarkasteltava kuusikulmio, alkuperdisen kuusikulmion
uloimmiksi kuusikulmioiksi. Ne on merkitty kuvassa 4
mustalla. Todistetaan nyt edellisten havaintojen avulla
paétulos.

Kuva 4: Keskelld olevan, vdrilla 5 vdritetyn kuusikul-
mion, vierekkdisistd tai ulotmmista kuustkulmioista mi-
kddn ei ole varitetty varilld 5.

Lause 2. Edellisessd alaluvussa maéritellyssa tason
varityksessa mitkdan kaksi pistetté, jotka ovat etaisyy-
delld 1 toisistaan, eivit ole samanvariset.

Todistus. Ensimmaéinen havainto on, etté jos kaksi pis-
tettd, joiden etdisyys on 1, ovat samanvériset, ne eivat
voi olla saman kuusikulmion sisélla. Nimittain kuusi-
kulmion halkaisija on alle 1. Voidaan siis olettaa, etté
jos etdisyydeltd 1 16ytyy kaksi samanvéristd pistetta,
niin ne ovat eri kuusikulmioiden sisélla.

Todistuksen loppuosan ajatuksena on, ettd jos loyde-
taan kaksi samanvarista pistetta, jotka ovat etaisyydel-
14 1 toisistaan, niin sopivan ympyran séteelle saadaan
kaksi eri arvoa. Ympyrén siteelld ei luonnollisestikaan
voi olla kahta eri arvoa, joten seurauksena on ristirii-
ta sen kanssa, etteivit kaksi samanvérista pistetta voi
olla etéisyydellé 1 toisistaan.
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Tarkastellaan jotain tason pistettd p ja oletetaan, et-
td se on viritetty virilld c. Se on jonkin kuusikul-
mion sisilld ja olkoon tdmén kuusikulmion keskipiste
O. Nyt lauseen 1 ja sen jilkeisen huomion perusteella
mikddn tamén kuusikulmion vierekkéisistd tai uloim-
mista kuusikulmioista ei voi olla véritetty varilla c. Té-
mé tarkoittaa, ettd jos pisteestd p etdisyydelld 1 on
olemassa piste p’, joka on viritetty vérilla c, niin se
ei voi olla edelld mainittujen kuusikulmioiden sisalla.
Piirretadn nyt ympyra, jonka keskipiste on p ja séde 1.
Ympyra kulkee pisteen p’ kautta. Koska pisteen p etéi-
syys pisteestd O on enintdén 7, niin 1+ r-séteisen ja O-
keskeisen ympyrdn on kuljettava pisteen p’ kautta tai
pisteen p’ on oltava timén ympyrén sisalld. Lisiksi téa-
man havainnon nojalla tarkasteltavan ympyréan on kul-
jettava tai peitettava O-keskeisen kuusikulmion kuuden
lahimma&n uloimman kuusikulmion keskipisteet. Téata
on havainnollistettu kuvassa 5, missd ¢ = 5. Siis tar-
kasteltavan ympyrdn sdteen on Pythagoraan lauseen
ja sijoituksen r = 0,45 nojalla oltava ainakin

3\> 3V5

(3r)2 + (r) =—r>145=1+4r.

2 2

Mutta tdméa on mahdotonta, silld ympyréan sateen tuli-
si olla samanaikaisesti 1+7 ja yli 1+7! Siis etdisyydella
1 pisteesté p ei voi olla samanvérista pistetté. O

Kuva 5: O-keskeisen ja 1+ r-sdteisen ympyrdn on pei-
tettdvd tai kuljettava osan uloimpien kuusikulmioiden
keskipisteen kautta.

Nyt siis on osoitettu, ettd taso pystytddn varittdmain
seitsemdlld vérilld niin, etteivdt mitkdén kaksi saman-
varistd pistettd ole etdisyydelld 1 toisistaan. Siispé
Hadwigerin-Nelsonin ongelman oikea vastaus on enin-
taan seitseman.

Harjoitustehtavia

1. Mik& on kuvan Petersenin graafin véariluku?

2. Todista lauseen 1 viite tapauksessa, jossa kuusikul-
mion keskipiste on pisteessd (v3r(z + 3), 3r(y + 1)),
missé x on kokonaisluku ja y parillinen kokonaisluku.

3. Téssé artikkelissa todistettiin kuusikulmioiden avul-
la, ettd Hadwigerin-Nelsonin ongelman vaatimukset to-
teuttavaan tason véiritykseen tarvitaan enintdén seit-
semén variad. Mikali kuusikulmioiden sijasta kaytettai-
siinkin neli6itd, miké yldraja virien médrélle saadaan?
Onko mahdollista saada neli6itd kayttaméalla tarvitta-
valle vérien méaaralle ylarajaksi seitsemén?
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