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Palvella rakasta isinmaata parhaalla mahdollisella tavalla

Padkirjoitus

Erés jo eldkkeelle jaédnyt vanha professori kertoi, kuin-
ka hén nuorena tutkijana oli kuullut avoimesta virasta
toisessa yliopistossa. Kyseinen virka oli parempi (aina-
kin arvostetumpi), vaativampi ja vastuullisempi kuin
hénen silloinen virkansa. Hinen oman laitoksensa erés
vanha professori oli héneltd kysynyt, aikooko hidn ky-
seistd virkaa hakea. Nuoren tutkijan vastaus oli ol-
lut, ettd ei, koska hén viihtyi silloisessa tyOssdan ja
tyopaikassaan. Tahdn vanha kunnianarvoisa professori
(yleensi rauhallinen herrasmies) oli vastannut iskemél-
14 nyrkin poytédédn ja ilmoittamalla "kun rakas isinmaa
on nuoren miechen kouluttanut, on nuoren miehen pal-
veltava rakasta isinmaata parhaalla mahdollisella ta-
valla”. Nuori tutkija haki virkaa ja sai sen.

"Palvella rakasta isinmaata parhaalla mahdollisella ta-
valla” on fraasi, joka usein tulee mieleen mitd omitui-
simmissa yhteyksissd. Toisinaan isdénmaa toki korvau-
tuu vaikkapa sanalla olympiavalmennus ("kun rakas
olympiavalmennus on nuoren naisen kouluttanut, on
nuoren naisen palveltava rakasta olympiavalmennusta
parhaalla mahdollisella tavalla”) tai jollain muulla ti-
lanteeseen sopivalla. N&itd kaikkia tilanteita yhdistéa
seké velvollisuudentunto etté usko siihen, ettéd tekee oi-
kein. Oikein tekeminen voi tarkoittaa joko sitd, ettd
auttaa jotain sellaista tahoa, jolta kokee saaneensa pal-
jon, tai sitd, ettd uskoo toiminnan johtavan parempaan
lopputulokseen.

Minulla on takana yli kaksikymmentéa vuotta matema-
tiikan olympiavalmennuksessa. Ensin kilpailijana, sit-
ten valmentajana. Suurimman osan ajasta tdméa on
hauska harrastus. Joskus kilpailuissa kuitenkin hieman

joutuu ihmetteleméén esimerkiksi jonkun muun maan
joukkueenjohtajan jarjenjuoksua, pahimmillaan koko
juryn, mutta keskiméarin touhu on hyvin palkitsevaa.

Matematiikan opiskelua yliopistossa en ole hetkeakaan
katunut. Sitéd voisin suositella hyvin monelle. Matema-
tiikkka antaa loistavan pohjan. Sen sijaan suosittelen
yleensé harkitsemaan hetken ennen kuin paittda yrit-
taéa tehdd uraa yliopistolla (jos siis mielipidettani sat-
tuu kysyméédn). Kyse ei ole epéilyksestd taitoja koh-
taan, vaan yksinkertaisesti siitd, ettd matemaattisen
alan koulutuksella voi monessa muussa paikassa saada
paremman palkan ja kdytdnnossd myos inhimillisem-
mat tyodajat. Yliopistolle kannattaa jadadéa, jos todella
pitaé siitd, mitd tekee, ja jos tutkimus on se, mitd ha-
luaa tehda. Jos ndmé osuvat kohdalleen, on yliopisto
ihan mahtava valinta.

Vaikka Abo Akademi on loistava tyopaikka ja minulla
on hyvéit tyokaverit, mukavat ja fiksut oppilaat ja ehké
Suomen paras ndkoala tyohuoneeni ikkunasta, ei tie-
tenkéén jokainen hetki ole sellainen, jolloin kaikki olisi
mukavaa. Joskus vain kaatuu jarjeton méara toita nis-
kaan: yhden artikkelin proofit, yksi suuritéinen kurssi,
toisen paperin kieliasun korjaaminen, artikkelihahmo-
telma luettavaksi, ja jos oikein huono tsdga kay, niin
eletadn jotain sellaista kuukautta, jolloin on luettava-
na ylioppilaskokeita tai vaikkapa kasa kilpailupaperei-
ta. Silloin asiat eivit oikein endd etene puhtaasta oiko-
luvun ja tarkistamisen riemusta. Silloin ldhinné ainoa
ajatus on tehda oikein kollaboraattoreita tai kurssilai-
sia tai kokelaita kohtaan. Nama ovat myos niita hetkia,
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jolloin uskon, ettd katuisin tai miettisin muita urava-
lintoja, jos en todella pitéisi tyosténi.

Velvollisuudentunnon varaan ei takuulla voi uraa ra-
kentaa: jos kiinnostusta ei ole, niin kaikki menee vain
puurtamiseksi. Ilman velvollisuudentuntoa taas mikéan
ei etene. Velvollisuudentunto tai hyodyn arvioiminen
on se syy, miksi saan kokeet korjattua ja artikkelien
kieltd hiottua, mutta miksi en osaa kuin muutaman
hassun desimaalin piin kehitelméstd. Kaikki kunnia
niille, jotka esimerkiksi huvin ja urheilun vuoksi ovat
opetelleet piille sata desimaalia tai enemméan, mutta
minun nakokulmastani tdma harjoitus kuuluu ldhinna
pain, no gain -kategoriaan.

No pain, no gain oli tyypillinen fraasi KTH:1la (Kungli-
ga Tekniska hogskolan, Tukholma) tyoskennellesséni.
Kaikki arvokas vaatii tyoté, ja tatd tolkutettiin nuor-
ten tutkijoiden paahan. Tasta ei tietenkdédn seuraa, et-
td kivusta tai tyOstd suoraan seuraisi mitddn hyvaa,
mutta ilman niitd ei ainakaan.

Loppukevennykseksi ja kesin kunniaksi todistetaan,

miksi suomalaisten tai Aristoteleen on pakko olla vaé-
réssd. Analysoidaan seuraavia sananlaskuja:

”Kuu kiurusta kesaén, puoli kuuta peipposesta, visté-
rakistd vihésen, padskysestd ei paivaakaan.” (Suomi)

"Ei yksi passky kesia tee.” (Aristoteles)

Suomalaisten mukaan siis pddskyset ovat kesdn merk-
ki, Aristoteleen mukaan yksi padsky ei tee kesdd. Jos
siis sekéd suomalaiset ettd Aristoteles ovat oikeassa, on
olemassa jokin lukumé&éard padskyjé, joka riittdd kesén
merkiksi. Olkoon n > 1 pienin téllainen lukuméé&ra.
Tieddmme, ettd n — 1 péadskyé ei tee kesdid. Koska n
péadskyé saadaan n — 1 padskysta lisiamalld yksi pads-
ky, pitdd tdman yhden lisdtyn padskyn selvisti tehda
keséd. Aristoteleen mukaan tdma ei kuitenkaan ole tot-
ta. On siis osoitettu, ettd joku on vidréssé, suomalaiset
tai Aristoteles.

Hyvaa kesaa!

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
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Solmu paivitti tietosuojaselosteensa

Jouni Seppdinen

Toukokuun lopulla jokainen Internetié yhtédén pidem-
padn kayttdnyt on saanut suuren madréin viesteja, jois-
sa vedotaan EU:n uuteen tietosuoja-asetus GDPR:d4n
ja joko todetaan, etta jokin palvelu on paivittanyt kayt-
toehtonsa, tai sitten pyydetédédn lupaa jatkaa sahkopos-
tien ldhettdmistd. Mistd on kyse ja liittyyko tdma jo-
tenkin Solmuun? Onko ilmiolla yhtyméakohtia matema-
tiikkaan?

Kun Internetissé tarjotaan ilmaiseksi jotain, kuten sosi-
aalisen median palveluita, viihdyttévia pelejé tai vaik-
ka matematiikkalehtid, on perusteltua kysyéd, miten se
on mahdollista, koska jostain nadiden palveluiden ylla-
pitdmiseen téytyy saada rahaa. Usein raha tulee mai-
noksista tai maksetusta tuotesijoittelusta, mutta naita
Solmussa ei ole. Monien sivustojen on véitetty myy-
van kayttdjien henkilotietoja, joskaan sivustojen omis-
tajat eivdt mielellddn kerro téllaisesta kaupank&dynnis-
td, vaan se saattaa olla verhottu kayttdjakokemuksen
parantamiseen tai mainosten kohdentamiseen. Yleensa
kayttajalta saadut tai hanestd padtellyt henkilotiedot
kytkeytyvat mainoksiin siten, ettd mainosten naytta-
misen kautta kerdtddn tietoja kayttéjistd, ja toisaalta
mainokset kohdennetaan kéyttajille reaaliajassa kéyt-
tden kaikkea saatavilla olevaa tietoa. Moni on varmaan
huomannut, ettd kun jossain nettikaupassa katselee
vaikka housuja, monella muullakin sivulla alkaa nakya
housumainoksia. Saattaa tuntua uskomattomalta, et-
td mainosvaroin ja kayttédjitietoja kauppaamalla voi-
taisiin rahoittaa kovin merkittédvid sivustoja. Jos tilan-
netta vertaa vaikka paperisiin julkaisuihin, niin posti-

lht:tp ://idlewords.com/talks/website_obesity.htm

luukusta tulee ilmaiseksi lehdykoité, joiden sisélté on
melkein kokonaan mainoksia, ja hyvéa journalismia lu-
keakseen téytyy maksaa oikean lehden tilausmaksu (ol-
koonkin, ettd mainoksia padsee lukemaan sittenkin).

Erddn matemaattisen mallin téstd kaupasta esitti
Maciej Ceglowski esitelméssddn The Website Obesi-
ty Crisis', jonka varsinainen aihe oli se, miksi www-
sivut latautuvat niin hitaasti. Osaselitykseksi héan tar-
josi mainosteknologian yrityksié, joiden maéra oli kas-
vanut niin suureksi ja joiden véliset kytkennét olivat
tulleet niin monimutkaisiksi jo vuonna 2015, ettd ku-
luttajan oli tullut mahdottomaksi edes ymmaértaa, ket-
ké kaikki kilpailevat hénen lukemistaan rahoittavien
mainosdollarien maksamisesta.

Sankey-diagrammi A esittdéd yksinkertaistettuja raha-
virtoja, kun kuluttaja ostaa jotain kauppiaalta. Suurin
osa hinnasta menee kauppiaan taskuun. Osa siitd to-
ki jatkaa matkaansa mm. verottajalle ja tyontekijoille,
mutta téssa tapauksessa olemme erotelleet rahavirrasta
vain mainoksiin kuluvan rahan. Diagrammissa nuolen
paksuus esittdd rahavirran suuruutta ja pilvi esittaé sa-
laperéisid mainosteknologian yrityksid. Mainosteknolo-
gia tarkoittaa téssd sellaisia toimialoja kuin mainos-
paikkojen huutokauppaa, kuluttajakayttaytymisen ti-
lastollista mallinnusta ja kayttdytymistd kuvaavan da-
tan kauppaamista. Néihin liittyy tietysti matemaatik-
koa houkuttelevia tyopaikkoja mutta my6s yksityisyys-
nékokohtia. Housumainosten nidkeminen ei ole kovin
vakavaa, mutta kun ahkerat mallintajat tutkivat osto-
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kayttadytymistdmme, heitd kiinnostaa myos esimerkiksi
asuinalueemme, poliittinen suuntautumisemme ja tie-
dot terveydentilastamme. On viitetty, ettd jossain ta-
pauksessa mainostajat arvasivat perheen teinityton ole-
van raskaana ja alkoivat ldhettdd eldamantilanteeseen
sopivia mainoksia ennen kuin tyttd oli kertonut asias-
ta perheelleen?. On myds viitetty, ettd ulkopuolinen
taho olisi vaikuttanut Yhdysvaltain vaalien tuloksiin
Internet-mainonnalla3.

Myyja

Asiakas

By

Mainos-
verkostot

G

Mainos-
teknologia

Sankey-diagrammi A.

Palataan rahavirtamalliin. Emme varmastikaan edes
tieda, mitéd kaikkea mainosteknologiapilvessé tapahtuu,
mutta tassa mallissa talla ei ole vilid: jokin méaaré ra-
haa menee sisddn ja jokin méaérd tulee ulos. Tamé&n
rahan kohde ovat kannattavia mainosverkostoja pyo-
rittévét yritykset, joita ovat mm. Facebook ja Google.
Niista taas kulkee jonkin verran rahaa ns. sisalléntuot-
tajille, kuten lehdille. Jos rahaa koskee jonkinlainen
sdilymislaki, niin siséén tulevan ja ulos poistuvan ra-
han mééra on sama, mutta téssi diagrammissa nain ei
ole. Mainosteknologiapilvessd rahaa néyttdd syntyvin
tyhjésta. Jonkun mielestd mainosteknologia varmaan
tuottaa lisdarvoa, mutta rahaa se ei sentdén voi pai-
naa. Diagrammi B nayttda, mistd raha tulee: sijoitta-
jat pumppaavat koneistoon rahaa.

Mainosteknologiaan sijoittaneet kapitalistit siis rahoit-
tavat lehtid. Jonain pédivand nama sijoittajat kylla ha-
luavat siirtyd saamapuolelle ja saada jopa jotain tuot-
toa sijoitukselleen, mité esittdd diagrammi C. Se on vie-
14 pahemmin epatasapainossa kuin diagrammi A, joten
mité silloin tapahtuu? Ceglowskin mukaan mainostek-
nologiayritykset kayvét entistd kovempaan kilpailuun,
joka uhkaa yksityisyyttdmme vield paljon pahemmin
kuin talld hetkelld. Ceglowski esitti, ettd mainostekno-
logiaa pitdisi sddnnelld tiukemmin, ja ehkd EU kuun-
teli.

Myyja
Asiakas

Sijoittaja

By

Mainos-
verkostot

G

Mainos-
teknologia

Myyja

Asiakas

Sijoittaja

By

Mainos-
verkostot

G

Mainos-
teknologia

Sankey-diagrammit B ja C.

Solmu ei kerdé eikd kauppaa henkilotietoja, vaan leh-
ted rahoitetaan apurahoin ja lahjoituksin ja ndma rahat
saadaan riittdmédn tiukalla kulukurilla. Pitkdaikainen
lukija on saattanut huomata tdméan esimerkiksi siité,
ettd lehden ulkoasua ei uudisteta ihan yhtéd usein kuin
kaupallisten tuotteiden. Solmu ei siis ainakaan mainos-
teknologian kautta ole osallistunut minkdan maan vaa-
lien horjuttamiseen.

Vaikka Solmua eivéit varsinaiset henkilotiedot kiinnos-
ta, tiukan laintulkinnan mukaan Solmulla kuitenkin on
lukijoitaan koskeva henkilérekisteri: Internetissi vies-
tinnasta jaa nimittdin aina jilkid. Kun selain ottaa yh-
teyden mihin tahansa palvelimeen, tiedonsiirto tapah-
tuu ldhettamalla viesteja edestakaisin. Jokaisessa vies-
tissd taytyy olla paluuosoite, jotta vastapuoli pystyy
ldhettdméan vastauksen. Néihin osoitteisiin liittyy joi-
takin matemaattisia tai ainakin numeerisia ndkdkohtia,
jotka sopinevat Solmussa esitettaviksi.

Puheena olevat osoitteet tunnetaan IP-osoitteina (ly-
hennys tarkoittaa Internet Protocol), jotka ovat perin-
teisesti olleet 32-bittisid lukuja. Ne kirjoitetaan ylei-

%https://www.nytimes.com/2012/02/19/magazine/shopping-habits.html

Shttps://reut.rs/2ppSGCBk
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sesti neljand pisteilld erotettuna oktettina eli kah-
deksan bitin rykelméné, jotka voidaan esittdd desi-
maalijérjestelmén lukuina nollasta 255:een. Esimerkik-
si osoite 11000000101010000000000000001010 kirjoite-
taan 192.168.0.10. Mahdollisia osoitteita on 232 eli vi-
hén yli neljd miljardia, mika néytti aikanaan valtavalta
méadralta, joten niitéd jaettiin eri kdyttajille aluksi mel-
ko avokétisesti. Apple sai kaikki 22* osoitetta, joiden
ensimmaéinen oktetti on 17, Stanfordin yliopisto ne, joi-
den ensimmainen oktetti on 36, jne. Nykyéan osoitteet
alkavat olla lopussa, koska huomattava osa maailman
viestostd haluaa padstd Internetiin, ja monilla on jo-
pa useampi erillinen laite, joille pitdisi saada osoitteet.
Siksi nédiden rinnalla on kaytossia 128-bittisid osoittei-
ta. Namé IPv6-osoitteet kirjoitetaan yleensd kahdek-
sana kaksoispisteilld erotettuna 16-jarjestelmén luku-
na, mutta perdkkéisten nollien jonot korvataan kahdel-
la kaksoispisteella. Esimerkiksi Facebookilla on osoite
2a03:2880:2110:df07:face:b00c::1, jonka numeroihin on
piilotettu pieni sanaleikki. Osoitteiden mééra on niin
valtava, ettd yleensa loppukéyttajille annetaan suur-
piirteisesti 64-bittinen osoiteavaruus, jossa on 264 osoi-
tetta, yhtd paljon kuin vanhojen osoitteiden méédrin
nelié. Siind mahtuu toteuttamaan vaikka numeerisia
sanaleikkejé. Naitd avaruuksia on samoin 2%4, misté
riittaa kayttajille vield aika pitkaan. Kaikki laitteet ei-
vat viela naitd pidempié osoitteita ymmarra.

Kun siis selaat Solmun sivuja, selaimesi ottaa yhtey-
den Solmun palvelimeen, ja palvelimen on muistettava
koneesi IP-osoite vastauksen lahettdmistéd varten. Koti-
kayttajien IP-osoitteet vaihtuvat usein, osin siksi, etta
néin saadaan nelja miljardia osoitetta riittdmadn. Siksi
tanddn kiyttdmasi osoite voi olla huomenna jollakulla
muulla. Osoitteita on kidytdnnossd mahdoton yhdistda
sinuun henkiloné, paitsi ettd oikeus voi velvoittaa te-
leoperaattorin luovuttamaan tiedon osoitteen tilaajas-
ta, ja Facebookin kaltainen palvelu, jolla on lonkeronsa
monella sivustolla ympéri maailmaa, voi yhdistaé osoi-
tetiedot omiin kirjautumistietoihinsa ja siten seurata,
milld sivuilla kukin kayttdja vierailee. Tama tapahtuu
niin, ettéd sivuston yllapitdja haluaa olla osallisena mai-
noksiin liittyvissd verkostoissa ja sijoittaa sivuille Face-
bookin jakokuvakkeen. Selain hakee kuvakkeen Face-
bookin palvelimelta, joka kirjaa kdyttajan IP-osoitteen
ja tiedon sivusta, jolle kuvake on upotettu. Ehka tésta
syystd on katsottu, ettd IP-osoite on laskettava hen-
kilotiedoksi*, ja téssd mielessd jokainen www-sivusto
muodostaa ainakin lyhytaikaisesti henkilorekisterin.

Solmunkin joillakin sivuilla on mm. Facebookin jako-
kuvake, mutta se on toteutettu niin, ettd kuva haetaan
Solmun palvelimelta. Siksi Facebook ei saa tietoja en-
nen kuin kayttdja nimenomaisesti klikkaa kuvaketta.

Solmu  kayttdd oman  palvelimensa  edustalla
Cloudflare-nimisen yrityksen cdn-palvelua (content de-

livery network, sisallonjakeluverkosto). Cloudflarella
on ympéari maailmaa vélityspalvelimia, joista sivut on
nopeampi ladata ja jotka suodattavat automaattisesti
useita tietoturvauhkia. Solmun kannalta merkityksel-
listd on myo0s, ettéd kayttajan IP-osoitteet nakyvéit vain
Cloudflarelle, ja Solmun palvelin tietd&d vain Cloud-
flaren eikd loppukéyttdjin IP-osoitteen. Solmulla on
Cloudflaren kanssa sopimus tietojen huolellisesta s&i-
lyttamisestd ja tarkoituksenmukaisesta kaytosta. Vir-
hetilanteissa on kuitenkin mahdollista, ettd koneesi
ottaa yhteyttd suoraan Solmun palvelimeen Cloudfla-
ren ohi. Todenndkoisemmin téllaisia yhteyksid ottavat
ovat kuitenkin hyokk&ajia tai koputtelijoita, jotka et-
sivit huonosti suojattuja palvelimia. Koputtelijoiden
IP-osoitteet tallentuvat palvelimen lokiin vianméaari-
tysta ja hyokkaysten analysointia varten, mutta har-
vinaisissa tilanteissa sinne voi tosiaan paidtyd myos
loppukéyttdjan osoite, joten lokia on ehkd pidettdva
henkilorekisterind. Siksi loki kryptataan ns. julkisen
avaimen salauksella, joka lienee 1900-luvun lukuteo-
rian tunnetuin saavutus.

Perusidea on, ettd muodostetaan kaksi erillistd avain-
ta, jotka toimivat parina. Salainen avain koostuu esi-
merkiksi kahdesta suuresta alkuluvusta p ja ¢, julki-
nen avain on néiden alkulukujen tulo pq. Koska suur-
ten lukujen tekijoihinjako on matemaatikoiden parhaan
tiedon mukaan vaikea tehtavé, julkisesta avaimesta ei
osata paatelld salaista avainta. Palvelimella on julkinen
avain ja vain Solmun yllapit4jilld on salainen avain. Jos
lokissa on viesti m, palvelin laskee luvun
m’ =m° (mod pq),

missé e on sopiva eksponentti (usein erinfiisistd syistéd
valitaan e = 65537). Ylldpitéjat osaavat ratkaista tésta
luvun

de

m = (m')" =m® (mod pg),

missé d on yhtélon de =1 (mod (p—1)(¢ — 1)) ratkai-
su, mutta jos joku ulkopuolinen péddsee murtautumaan
palvelimelle, tehtéva on hénelle hyvin vaikea, kun luvut
p ja q eivit ole tiedossa.

Kaikkiaan Solmu on siis varautunut GDPR-aikaan
niin, ettd se ei kerdd henkilotietoja juuri ollenkaan,
mutta koska sille vélttaméttd padtyy henkil6tiedoiksi
tiukan tulkinnan mukaan luettavia tietoja, se kayttaa
parasta tunnettua matematiikkaa néiden tietojen sa-
laamiseen. Tilanne on hankalampi mainosteknologian
yrityksille tai muille yrityksille, joiden toiminta pe-
rustuu henkilétietojen kauppaamiseen. Néaiden pitéisi
kertoa toiminnastaan avoimesti ja antaa kuluttajalle
mahdollisuus tarkastaa tiedot ja kieltdd niiden kéyt-
t6°. Muillekin yrityksille tilanne voi olla vaikea, koska
ison yrityksen voi olla vaikea kartoittaa kaikki henkilo-
tietojen kasittely. Siksi esimerkiksi suosittu Instapaper-
palvelu lakkasi ainakin viliaikaisesti toimimasta EU:n

4http://ec.europa.eu/justice/article-29/documentation/opinion-recommendation/files/2007/wp136_fi.pdf#page=16

Shttps://yle.fi/uutiset/3-10222442
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alueella, ja erddt Internetiin kytketyt sdhkolamput ja
tietokoneiden oheislaitteet lakkasivat toimimasta, ellei
kayttdja hyvaksynyt tietojen keruuta. Ainakin jalkim-
maiset tapaukset lienevéit asetuksen vastaisia, ellei yri-
tyksilla ole esittéaa perustelua sille, ettd henkilotietojen
kerddminen on véalttdmétontd tietokoneen hiiren toi-
minnalle. Ilmaiset EU:n ulkopuolella tuotetut Internet-
palvelut saattavat kuitenkin paétya siihen, ettéd on hel-
pompi sulkea palvelu eurooppalaisilta kuin noudattaa
asetusta. Siten sddntelylld on hintansa, mutta ehké sil-
14 saavutetaan entista ldpindkyvampi yhteiskunta.

Suurempi ongelma on ehkd Solmun kaltaisilla, hei-

kosti rahoitetuilla mutta ehk&d vahdn isomman mit-
takaavan kansalaisyhteiskunnan toimijoilla, kuten ur-

Verkko-Solmun oppimateriaalit

heiluseuroilla, taloyhti6illa ja kulttuurintuottajilla. Nii-
den toiminnassa henkilérekisterien syntyminen on ehka
vaistdmatonté, eiké sitd voi helposti kutistaa ihan niin
pieneksi kuin Solmun palvelimen salatut IP-osoitteet.
GDPR-asetus on pitké ja vaikeaselkoinen, joten toimi-
jan pitdd ehka palkata lakimies hoitamaan asiaa, miké
voi lohkaista ison osan toimintaan tarkoitetusta budje-
tista. Facebookin ja Googlen kaltaisilla suuryrityksilla
on lakiosastot valmiina, eikd niille varmasti ole min-
kdanlainen ongelma tuottaa vaikeasti ymmarrettavia
sopimuksia kéyttajien hyvaksyttaviksi ja selittad tieto-
suojaviranomaisille, miksi niiden toiminta pitéisi sallia.
Toivoa sopii, ettd tdmé kustannus ei kiy kansalaisyh-
teiskunnalle liian kalliiksi ja aja loppuakin kansalais-
toimintaa suurten sosiaalisten verkostojen huomaan.

Osoitteesta matematiikkalehtisolmu.fi/oppimateriaalit.html 16ytyvéit oppimateriaalit:

Sata lukion matematiikan tehtévaa (Markku Halmetoja)

Suppeaa suhteellisuusteoriaa alusta alkaen (Lasse Pantsar)

Lukion matemaattisen analyysin mestarikurssi (Markku Halmetoja ja Jorma Merikoski)

Ensiaskeleet Einsteinin avaruusaikaan, osa 1: Kinematiikka: aika, paikka ja liike (Teuvo Laurinolli)

Ensiaskeleet Einsteinin avaruusaikaan, osa 2: Dynamiikka: liikelait, litkem&éré ja energia (Teuvo Laurinolli)

Kilpailumatematiikan opas (Matti Lehtinen)
Geometrian perusteita (Matti Lehtinen)
Geometria (K. Viisald)

Lukualueiden laajentamisesta (Tuomas Korppi)

Jaksolliset desimaaliesitykset algebrallisesta nakokulmasta (Jaska Poranen ja Pentti Haukkanen)

Algebra (Tauno Metsénkyld ja Marjatta Nadtédnen)
Algebra (K. Vaisild)

Matemaattista fysiikkaa lukiolaiselle 1: Mekaniikkaa (Markku Halmetoja ja Jorma Merikoski)

Matemaattista fysiikkaa lukiolaiselle 2: Sdhkooppia (Markku Halmetoja ja Jorma Merikoski)

Lukuteorian helmia lukiolaisille (Jukka Pihko)

Matematiikan peruskésitteiden historia (Erkki Luoma-aho)

Matematiikan historia (Matti Lehtinen)

Reaalianalyysié englanniksi (William Trench)
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Matematiikkadiplomit on otettu kayttoon

Marjatta Nddatanen

Syyslukukaudella 2017 uusia vastauspyyntojé tuli 89
paikkakunnalta, lisdksi yksi suomenkielisestd koulusta
Ruotsista. Monilta paikkakunnilta haluttiin vastauksia
usealle koululle, esimerkiksi Espoosta 28:1le, Helsingis-
td 23:1le, Vantaalta 8:lle, Tampereelta ja Oulusta 13:1le,
Lahdesta 9:lle, Lohjalta 8:lle, Tuusulasta ja Rovanie-
melté 5:lle. Paikkakunnat olivat:

Espoo, Eura, Haapajarvi, Hausjarvi, Helsinki, Hollola,
Hyvinkéda, Hameenkyrd, Hameenlinna, Hamina, lisal-
mi, Imatra, Janakkala, Joensuu, Jyvaskyla, Jarvenpéa,
Jaali, Kaarina, Kajaani, Kangasala, Karkkila, Kemi,
Kempele, Kerava, Kirkkonummi, Kitee, Kittila, Klauk-
kala, Kokkola, Konnevesi, Koski, Kotka, Kouvola, Kuh-
mo, Kurikka, Kuusamo, Kéarkold, Lahti, Laihia, Lap-
peenranta, Lemi, Lempééld, Lohja, Loimaa, Luuméki,
Mikkeli, Muhos, Mustasaari, Méantséla, Nilsia, Nivala,
Nokia, Nukari, Nummela, Nurmijarvi, Oulainen, Oulu,
Pieksdmaki, Pori, Porvoo, Raahe, Raisio, Rantasalmi,
Rauma, Riihiméki, Rovaniemi, Salo, Sastamala, Seiné-
joki, Siikalatva, Siilinjarvi, Sipoo, Tampere, Toholam-
pi, Toivakka, Turku, Tuusula, Tyrnéva, Urjala, Uusi-
kaupunki, Vaala, Valkeakoski, Valkeala, Vantaa, Vesi-
lahti, Vihti, Ylivieska, Y16jarvi, Aanekoski.

Vastauspyyntdjen perusteella on mahdotonta arvioida,
kuinka moni oppilas tekee nyt diplomitehtavid, vaik-
ka uskoisin, ettd jokseenkin kaikki diplomeja kayttéavat
opettajat pyytavit myos vastaukset. Téata toimintaa on
harjoitettu vuosia, eiké ole tiedossa, kuinka moni ai-
kaisemmin vastaukset saanut jatkaa edelleen diplomien

laajalti

kayttod. Myos saman koulun opettajat voivat kayttéaa
jonkun heistd pyytdmid vastauksia. Luokalla saattaa
olla. muutama, joka tarvitsee erityista alyllistd haas-
tetta diplomitehtdvistd samaan aikaan, kun opettaja
kay lapi kurssia muiden kanssa, tai koko luokka voi
tehdé diplomitehtavid, varsinkin alimmilla luokilla en-
nen tasoerojen kasvua. Y1l olevasta listasta ndkyy joka
tapauksessa, ettd matematiikkadiplomit ovat levinneet
koko maahan oikein hyvin. Erddstd Pohjanmaan kou-
lusta kerrottiin, ettd kahdesti vuodessa on diplomien
juhlallinen jakotilaisuus.

Diplomisivulle myohemmin lisdtyt laaja-alaiset tehté-
vapaketit sen sijaan eivit ole 10ytdneet paljoa kayttoa.
Koulun projekti saattaa olla esim. jokin retki, otetaan
kuvia, késitellddn niitd, ehké tehddan ryhméssa video,
tehdddn haastattelukyselyitd, kidydédan vaikka jossain
museossa. Matematiikan osaksi katsotaan sopivan vaik-
ka liikenteen seuraamisesta tehty tukkimiehen kirjan-
pito. Tallaiseen kayténtoon eivit laaja-alaiset tehtava-
paketit sovellu. Ne on tarkoitettu matematiikan oppi-
miseen ja soveltamiseen eri tilanteissa.

Jotta laaja-alaisen opetuksen kautta voisi viedé eteen-
pain matematiikan oppimista, tulisi huolehtia siité, et-
td ennen tietojen horisontaalista eheyttdmisté, ts. eri
oppiaineiden vilisten raja-aitojen poistoa, on tehty ver-
tikaalinen eheyttdminen, ts. oppiaineen sisdinen tar-
vittavan pohjan varmistus. Ennen matematiikan tie-
tojen soveltamista olisi tarvittavat matematiikan tyo-
kalut hallittava.
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Euroopan tyttojen matematiikkaolympialaisten tehtavat

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
Abo Akademi

Euroopan tyttéjen matematiikkaolympialaiset jérjes-
tettiin Firenzessd 9.-15.4.2018. Suomea edustivat Milja
Krés, Veera Nurmela, Nerissa Shakespeare ja Essi Vil-
honen. Varajohtajana oli Neea Palojarvi ja miné jouk-
kueenjohtajana. Shakespeare ja Vilhonen saivat kun-
niamaininnat. Tehtévat olivat jilleen taattuun EGMO-
tyyliin haastavia.

Tehtdava 1. Olkoon ABC kolmio, jossa CA = CB
ja LZACB = 120°, ja olkoon M janan AB keskipiste.
Olkoon piste P kolmion ABC ympéri piirretylla ym-
pyralld, ja olkoon @ sellainen piste janalla CP, ettd
QP = 2QC. Pisteen P kautta kulkeva suora, joka on
kohtisuorassa suoraa AB vasten, leikkaa suoran MQ
yvksikésitteisessd pisteessd N.

Osoita, ettd on olemassa sellainen ympyra, jolla piste N
on aina riippumatta pisteen P sijainnista.

Kommentti: Tamé on néatti klassisen geometrian teh-
tava, ja tamén ratkaisemalla Shakespeare ja Vilhonen
hankkivat kunniamainintansa.

Tehtava 2. Tarkastellaan joukkoa
1
A= 1+E:k:1,2,3,... .

a) Osoita, ettd jokainen kokonaisluku z > 2 voidaan
esittdd joukon A yhden tai useamman alkion tulo-
na, missd naiden alkioiden ei valttdmatta tarvitse
olla keskenaén erisuuria.

b) Kun z > 2 kokonaisluku, olkoon f(x) pienin sellai-
nen kokonaisluku, ettd x voidaan kirjoittaa joukon
A alkioiden tulona niin, ettd tulontekijoiden maara
on f(x), ja tulontekijit eivit valttdméatta ole keske-
naan erisuuria.
Osoita, ettd on olemassa darettémén monta koko-
naislukuparia (z,y), joilla z > 2, y > 2, ja

flzy) < f(@) + f(y).

(Parit (z1,y1) ja (x2,y2) ovat erisuuria, jos ja vain
jos x1 # 29 tai y1 # y2.)

Kommentti: Suomen kilpailijat todellakin lukivat
tehtéavéit huolella: alkuperdiseen suomennokseeni teh-
tavésta oli yhteen paikkaan kokonaisluvun x paikalle
eksynyt n. Sain téastd kysymyksen valittomasti kilpai-
lun alettua. Tehtdvéin a)-kohta on todella helppo. Siitd
oli jaossa yksi piste. Sen merkitys oli ldhinn& toimia
johdantona b)-kohtaan, joka ratkeaa siedettéavalla vai-
valla konstruktion avulla, eli konstruoimalla sopivia lu-
kuja (joskin silloinkin tarpeellisten asioiden todistami-
nen vaatii raakaa tyotd). Yleisid tuloksia funktion kéy-
toksestd ei kannata yrittdéd todistaa kilpailutilanteessa,
silla tdméa kyseinen funktio on harvinaisen inhottava ja
yhteistyokyvyton.

Tehtava 3. Olkoot C1,...,C, EGMO:n n kilpailijaa.
Kilpailun jalkeen kilpailijat jonottavat ravintolan edes-
sd seuraavien sdantdjen mukaisesti.

e Tuomaristo valitsee kilpailijoiden alkuperaisen jér-
jestyksen.
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e Kerran minuutissa tuomaristo valitsee kokonaislu-
vun 7, joka toteuttaa ehdon 1 <17 < n.

— Jos kilpailijan C; edessé on vahintéén ¢ kilpailijaa,
kilpailija C; maksaa yhden euron tuomaristolle ja
siirtyy jonossa eteenpéin ¢ paikkaa.

— Jos kilpailijan C; edessé on vihemmén kuin 4 kil-
pailijaa, ravintola aukeaa ja prosessi loppuu.

a) Osoita, ettd riippumatta siitd mitd paatoksia tuo-
maristo tekee, on prosessin ennen pitkéda loputtava.

b) Maarita kaikilla luvun n arvoilla suurin mahdolli-
nen maéra euroja, jonka tuomaristo voi kerdtéd va-
litsemalla ovelasti alkuperéisen jérjestyksen ja siir-
rot.

Kommentti: Taman tehtdvan sanamuodosta keskus-
teltiin pitkdan. Ehk& hieman yksinkertaistaen oli ti-
lanne se, ettd johtajat niistd maista, joissa korruptiota
on huomattavasti, vastustivat sanamuotoa vedoten sii-
hen, ettd tehtdva antaa epéilyttdvan kasityksen kilpai-
lusta. Esimerkiksi miné taas en rehellisesti sanottuna
pystynyt ymmaéartdméaan, miten yhdesta kilpailutehté-
vistd vedettédisiin johtopéddtoksia kilpailun toiminnas-
ta. Ajatus yleistyksistd tuntui absurdilta ja vield ab-
surdimmalta ajatus kilpailun tuomaristosta kartutta-
massa kassaa jonotuttamalla kilpailijoita. Tehtdvan sa-
namuodolla oli kuitenkin etunsa: silla, ettd tehtévéssa
kerdttiin rahaa, saatiin tehtdvddn selked ja yksikésit-
teinen laskuri verrattuna siihen, etté oltaisiin mitattu
aikaa, jolloin joku kuitenkin olettaisi, ettd ensimméi-
nen kokonaisluku valittaisiin ajanhetkelld nolla, toisen
mielesta ajanhetkelld yksi ja kolmas tulkitsisi tilanteen
mahdollisesti ihan toisin.

Tehtava 4. Domino on 1 x 2- tai 2 x 1-laatta.

Olkoon n > 3 kokonaisluku. Dominoita asetetaan n xn-
laudalle siten, ettd jokainen domino peittaé tdsméalleen
kaksi laudan ruutua ja dominot eivit mene padllekkain.

Rivin tai sarakkeen arvo on niiden dominoiden luku-
médré, jotka peittdvit vahintddn yhden kyseisen rivin
tai sarakkeen ruuduista. Dominoiden asettelua kutsu-
taan tasapainoiseksi, jos on olemassa k > 1 niin, etta
jokaisen rivin ja jokaisen sarakkeen arvo on k.

Osoita, etta kaikilla n > 3 on olemassa tasapainoinen
asettelu ja méarita pienin mahdollinen méara dominoi-
ta, joka tarvitaan sellaiseen asetteluun.

Kommentti: Téstd tehtdvasta olisi ollut siedettavél-
14 vaivalla jaossa reilu kasa pisteitd, mutta se ehka
vaatii hieman tuuriakin. Kaksinkertaisella laskemisel-
la saa selville ehdottomat minimit, ja sen jilkeen voi
konstruktioilla osoittaa, ettd ndmé todellakin saavute-
taan. Oikeita konstruktioita ei kuitenkaan ole ihan yk-
sinkertaista saada aikaiseksi.

Tehtava 5. Olkoon I' kolmion ABC ympéri piirretty
ympyré. Ympyré 2 sivuaa janaa AB ja lisdksi se sivuaa
ympyrad I' pisteessé, joka on janan AB samalla puo-
lella kuin piste C. Kulman ZBC A puolittaja leikkaa
ympyran §2 kahdessa eri pisteessia P ja Q.

Osoita, ettd LZABP = ZQBC.

Kommentti: Taméa on hankala. Kaikki malliratkaisut
kéyttivit jotain perusgeometriaa syvéllisempéd tulos-
ta.

Tehtava 6.

a) Osoita, ettd kaikilla reaaliluvuilla ¢, jotka toteutta-
vat ehdon 0 < t < %, on olemassa positiivinen koko-
naisluku n, jolla on seuraava ominaisuus: kun .S on
mikd tahansa n positiivisen kokonaisluvun joukko,
niin on olemassa kaksi keskenédn eri suurta alkiota
x ja y, jotka kuuluvat joukkoon S ja lisiksi on ole-
massa epdanegatiivinen kokonaisluku m (eli m > 0),
joilla

|z — my| < ty.

b) Onko kaikilla ehdon 0 < ¢ < % toteuttavilla reaa-
liluvuilla ¢t olemassa déreton positiivisten kokonais-
lukujen joukko S, jolla ehto

|z —my| > ty

toteutuu kaikilla joukon S eri alkioista x ja y muo-
dostuvilla pareilla ja kaikilla positiivisilla kokonais-
luvuilla m (eli m > 0)?

Kommentti: Témé oli hankala ja hankalaksi tarkoi-
tettukin (kuten 6. tehtévét aina). Koordinointi meni
todella vauhdikkaasti, kun tyypillisesti joukkueenjoh-
tajat vain kaviviat hakemassa koordinaattoreilta nollat
paperiin ilman suurempaa keskustelua tai neuvottelua.
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Italiasta ei loytynyt mafiaa — kiinnostavaa matematiikkaa

kyllakin

Milja Krés, Veera Nurmela, Nerissa Shakespeare, Essi Vilhonen

Euroopan tyttdjen matematiikkaolympialaiset, tutta-
vallisemmin EGMO, jarjestettiin 9.-15.4. Italian Fi-
renzessd. Kerromme aluksi hieman matkasta yleises-
ti, sitten erittelemme kilpailun herattdmia ajatuksia ja
lopuksi tarkastelemme kunniamainintojakin kerannyt-
ta4 ensimmaista tehtdvad tarkemmin.

Matkamuistoja
Milta lahteminen EGMO:on tuntui? Jannittiko?

Veera: Kilpailut jannittivat hieman, sillda minulla ei ol-
lut ennen EGMO:a paljoa kokemusta matematiikkakil-
pailuista. Jéannitys ei ollut kuitenkaan liiallista ja l&h-
din kilpailuihin innoissani.

Milja: Olo oli jokseenkin epédtodellinen, enké osannut
edes arvata, mité seuraava viikko toisi eteeni. Ehdot-
tomasti jannitti. Vasta lentokoneessa kykenin jotenkin
hengittdméan rauhallisesti.

Nerissa: Kilpailut jannittavéit aina. Kuitenkaan ei lii-
kaa hermostuttanut, joten hyvilla mielin sinne meni.

Essi: Liahtoa edeltdanyt valmennusviikonloppu teki hy-
vaa taisteluhengelle :). Lahdin matkalle oikein mielel-
lani.

Millainen Firenze oli kaupunkina?

Veera: Firenze on kaupunkina ja historialtaan hieno.
Kaupungin vanha keskusta on kaunis arkkitehtuuril-
taan ja idyllinen.

Milja: Firenze tuntui alusta alkaen enemmén ihas-
tuttavalta pikkukyldltd kuin suositulta turistikohteel-
ta, johtuen varmaan runsaasta kasvillisuudesta ja vé-
rikkéisté taloista. Tokihan siellé oli runsaasti vikeéd ym-
péri viikon, jopa ruuhkaksi asti. Sateella vihén viahem-
méan.

Nerissa: Tuntui normaalilta sen aikaiselta kaupungil-
ta.

Essi: Aika viihtyisé: pikkukujia, kaunista arkkitehtuu-
ria, joki, makia...

Mielenkiintoisimmat nihtévyydet

Veera: Pisan kalteva torni on turistirynnistyksesté
huolimatta vaikuttava. Myoskin Firenzen Ponte Vec-
chio on mieleenjéaévin kaunis.

Milja: Rakastin kaikkia niitd hienoja ja ruhtinaalli-
sen nakoisia kirkkoja, joita Italia on tdynné. Firenzessa
niita oli jopa kolme, joista tosin vain yhdessd padsim-
me vierailemaan sisddnpéadsymaksujen vuoksi. Luccan
kirkko San Michele in Foro oli kuitenkin oma suosikkini
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(vaikka hukkasimmekin sielld oppaamme...), ja suosit-
telen paikkaa lampimaésti kaikille.

Nerissa: Luccan keskiaikainen muuri oli hieno. Se oli
suurimmaksi osaksi omaksuttu puistoksi.

Essi: Scuola Normale Superiore di Pisa. Harvoja Ita-
lian valtiollisia yliopistoja; jaatavin kovatasoinen. Kiin-
nostavinta oli kuitenkin paikan historia: ainakin jot-
kut Medicit taisivat tallustella sielld pdin. Toisen kisa-
péivéan jilkeen kiipesimme Firenzen vieressé kohoavalle
maelle, jossa muiden muassa kaupungin hallitsijat oli-
vat aikoinaan lomailleet. Maisemat olivat hienot.

Joukkue ekskursiolla aurinkoisessa Pisassa. (Kuva: Es-

si)

Tapahtumat

Veera: Aloitusseremonia, samoin kuin lopetusseremo-
nia, jarjestettiin hienossa teatterissa, Teatro Verdis-
sé. Teatteri on muuten rakennettu 1500-luvulta ole-
van vankilan paikalle. Aloitusseremonia oli tunnelmal-
taan sopivan arvokas, mutta rento. Aloitusseremonia
sisdlsi monia vitsejé ja joukkueparaatin, jossa kaikkien
maiden joukkueet esiteltiin ikdjirjestyksessd vanhim-
mista nuorimpiin. Keski-idltaddn nuorin joukkue oli Pe-
run joukkue, joukkuelaisten keski-iké oli ainoastaan 14
vuotta 10 kuukautta!

Milja: Viimeisend péivdna jérjestettiin luonnollisesti
vuoden 2018 EGMO:n lopetusseremonia. Palkintojen-
jaon lisdksi illan viihteestd vastasi La Disturbanda -
yvhtye, joka esitti meille varsin erikoisen sekoituksen
musiikkia ja lavakomiikkaa. Seremonian jalkeen kaikki
henkil6kuntaa myo6ten suuntasivat Palazzo Borgheseen
syomédn. Paikka oli uskomattoman kaunis, ja tuntui
ihan kuninkaalliselta istua siellé, vaikkakin ruokana oli
ldhinna leipdé ja pastaa.

Nerissa: Joukkuekilpailussa kaksi joukkuetta yhdis-
tettiin yhdeksi joukkueeksi ratkaisemaan 120 minuutin
aikana matematiikan tehtdvié, joilla oli aina kokonais-
luku vastauksena. Me olimme Norjan joukkueen kans-
sa. Kilpailu oli leikkihenkinen ja mukava, tosin ulkona
oli liian hyvéa saé sisélla olemiseen.

Essi: Aarrejahdissa vietimme ensimmaéisen kokeen jal-
keisen iltapéivén raikkaassa tihkusateessa kaupungilla.
Erilaiset pienet tehtéavit tutustuttivat meiddt oppaam-
me johdolla Firenzeen, sen ndhtavyyksiin ja historiaan.
Esim. tunnistimme patsaista kuuluisia heppuja.

Huomioita paikallisesta ruokakulttuurista

Veera: Enimmaékseen hotellissa sydoméamme ruoka si-
sdlsi perinteisid italialaisia ruokia eri puolilta Italiaa.
Jokaisella lounaalla ja paivélliselld oli tietenkin tar-
jolla pastaa ja vélilld risottoa ja pitsaa, mutta yleen-
sd myo6s juusto—kinkku-valikoimia, hedelmia ja erilai-
sia perinteisié italialaisia ruokia, mozzarella-tomaatti-
yvhdistelmda unohtamatta. Ruoka oli ihanan puhtaan
ja luonnollisen makuista. Aurinkoisina ja hieman satei-
sinakin péivind italialainen jaitelo, gelato, oli todella
herkullista. Gelatokauppoja oli todella paljon, kidytan-
nossé lahes jokaisella keskustan kadulla oli yksi sellai-
nen.

Jadteloa tietysti. Koska Italia. (Kuva: Milja)

Milja: Ruoka Italiassa néytti yhté aikaa todella tutul-
ta ja tdysin tuntemattomalta, enké vieldkédén ole ihan
varma, mita kaikkea tulin suuhuni pistdneeksi. Pizzalla
kédvimme ainoastaan kerran, vaikka kadut tuntuivatkin
hukkuvan erilaisiin pizzerioihin. Ja noh, mités siitad nyt
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sanoisi. En ole aikaisemmin térménnyt kesdkurpitsoi-
hin tai nakkipaloihin pizzaa sy6desséni.

Nerissa: Sielld oli paljon hedelmi ja pastaruokia. Mai-
toallergian kanssa epailin jaavéni ilman pitsaa, mutta
pitseria onnistui yllattdmaan herkullisella vegaanipit-
sallaan.

Essi: Hotellista sai veriappelsiineja. Ja sitruunapaloja.
Ja veriappelsiineja.

Millaista itse kilpailussa oli?

Veera: Vaikka itselléni kilpailut eivét niin hyvin men-
neetkddn, olivat tehtédvit todella hyvéda ja mielenkiin-
toista pohdittavaa. Ne kannustivat my6s harjoittele-
maan lisaé.

Milja: Olihan kilpailu viihdyttava ja palkitseva, vaik-
kei pisteitéd juurikaan tullut. Hieman eri tasoa kuin yli-
oppilaskirjoituksissa, heh...

Nerissa: Kilpailu oli hyvin jarjestetty ja tehtavét vei-
vat mukaansa pohtimaan.

Essi: Eiko olisikin tylsdd, jos tehtévét olisivat triviaa-
leja? Sai niistd ainakin mukavasti ajateltavaa koko yh-
dekséksi tunniksi.

Sosialisoituminen

Veera: Vaikka EGMO olikin kilpailu, oli tiarkea osa si-
td my6s muihin kilpailijoihin tutustuminen, jota auttoi
muun muassa joukkuekilpailu, monipuolista tekemista
siséltéava, pelihuone seké ekskursiot.

Milja: Thmiset olivat ihanan avoimia, eiviatka pelén-
neet jutustelua. Minulle jii erityisesti mieleen se, kun
paatimme Essin kanssa jakaa ylijdédméakeksimme mui-
den maiden edustajille. Oli ihanaa ndhdéa viimeisté ker-
taa ihmiset hymyilemé&ssal

Nerissa: Erindkoisten aktiviteettien yhteydessd tuli
puhuttua muiden kilpailijoiden kanssa. Yhteyksien luo-
minen on merkittdvé osa téllaista kilpailua.

Essi: Tapahtuma oli ldamminhenkinen, ja oli muka-
va tutustua muihin kilpailijoihin esimerkiksi palapelien
adrelld.

Mika4 jai erityisesti mieleen?

Veera: Kilpailut olivat todella hyvin jérjestetyt. Oli-
si todella upeaa péadstd, jos mahdollista, uudestaan.
Myo6skin EGMO-tavarat olivat hauskoja, en ennen ollut
nahnyt joulupallon ja reppukoristeen sekoitusta, jonka
sisélla on sadetakki.

Milja: Kaikkihan reissussa oli aivan mahtavaa, mut-
ta ehdottomasti eniten jain kaipaamaan erinomaista
Suomi-klikkidmme. En todellakaan kadu osallistumis-
ta, olisi varmaan pitédnyt paeta vield kun voi ja muuttaa
asumaan jonkin Luccalaisen sillan alle. Unohtumaton
viikko!

Nerissa: Mieleen jii se, kun piti mahduttaa kaikki saa-
mamme EGMO-logoiset tavarat kassiin...

Essi: Meilldhén oli ainakin tosi hyva yhteishenki. Jér-
jestdjét olivat tietysti ndhneet tajuttomasti vaivaa esi-
merkiksi EGMO-kirjasen kokoamisessa; kaikki sujui ja
hauskaa oli.

Firenzeldisia maisemia. (Kuva: Essi)

Ajatuksia tehtavista
Milja Krés

Kun meitd pyydettiin kirjoittamaan Solmuun artikke-
li vuoden 2018 EGMO:sta, oli toiveena jonkin sortin
syvaanalyysi erityisesti tdméan vuoden kilpailutehtévia
koskien. Kuudesta ongelmasta yhden Suomi onnistui-
kin ratkaisemaan, jopa kaksinkertaisesti.

Mutta enté sitten ne tehtavét, joista hikisen taistelun
jalkeen jai kdteen vain pari vaivaista pistettd? En hei-
kohkosta kilpailumenestyksestdmme huolimatta halun-
nut menettdd mahdollisuutta matematiikasta jaaritte-
luun, vaan pdéadyin kertomaan asiamme hieman tavalli-
sesta poikkeavasta nakokulmasta: epdonnistumisen né-
kokulmasta.

Okei, ehkei epdonnistuminen ole tdhén tilanteeseen oi-
kea termi. Vaikka kukaan meistéd ei paihittanyt Ukrai-
naa eikd Vendjid, ei se suoranaisesti tee meistd epé-
onnistujia. Lahtokohdat huomioon ottaen onnistuim-
me kukin tavallamme. EGMO 2018 saattoi olla meille
ylivoimainen, mutta my6s hyvin opettavainen ja todel-
lakin sen arvoinen. Kuten joukkueemme johtaja totesi,
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tehtédvista erottui kivulias yrittdminen, ja omasta mie-
lestédni se on tavallaan hyvéa syy tuntea ylpeyttd tdméin
vuotista joukkuettamme kohtaan.

Toisaalta epdonnistumiseen voi aina varautua. Olen té-
mén vuoden tehtdvien valossa tarkastellut muutamia
tarkeitd asioita. Toivottavasti ne edes hieman avaavat,
miten paljon matematiikasta itsestddn poikkeavia seik-
koja kilpailumatematiikkaan suuntautuneen on syyté
muistaa ja ottaa huomioon.

Valinnat. Enka tarkoita sitd, ettd valitsisi jotenkin
véadrin. Tietysti on sellaisia paédtostilanteita, joissa jokin
valinta on tédysin absurdi ja véltettdva parhaansa mu-
kaan, mutta matkansa aikana kukin tulee kohtaamaan
runsaita maaria tdysin viattomalta vaikuttavia valinto-
ja. Haluanko jaada tekeméén yksin palapelejé vai men-
néd pelaamaan lautapeleja? Keskitynko tehtdvadan 1, 2
vai sittenkin 37 On vaikea tietoisesti vélttdad tekemés-
td huonoihin lopputuloksiin johtavia valintoja, joten en
erikseen edes halua kehottaa ketédan valitsemaan oikein.
Ennemminkin suurin virhe, jonka voi tehda, on jattaa
valitsematta.

Koska valintoja oli tehtdva, teimme kukin omamme.
Yksi meista valitsi uhrata aikansa yhdeksénkymmenté-
prosenttisesti ainoastaan geometriatehtéviin, itse péa-
tin jattdd ne koskemattomiksi oman kiinnostukseni
suuntautuessa tehtaviin 3 ja 6. Mietin muutaman ker-
ran viikon jélkeen, olisinko saanut pisteitd, jos olisin-
kin valinnut panostaa geometriaan? Totesin, ettd mah-
dollista. Mutta olisinko nauttinut koetilaisuudesta yhta
paljon?

Niinpa.

Kysymykset. Itselleni tuli yllatyksend EGMO:ssa val-
litseva systeemi, jossa ensimmaéisen puolen tunnin aika-
na johtajille saa lahettdd kokeeseen liittyvid kysymyk-
sid esimerkiksi epéselvésta termistosté tai mahdollisista
painovirheista. En itse kdyttinyt mahdollisuutta hyo-
dyksi, mutta olisi ehké pitdnyt. Tehtdvan 6 suhteen mi-
nulla oli nimittdin varsin suuria ymmérrysvaikeuksia.
Lopulta kaytin peréti 3,5 h etsiesséni n:n arvon, joka
pystyisi ratkaisemaan epédyhtélon kaikilla ¢:n arvoilla —
eiké se ollut kuulemma tarkoitus. Vield koepéaivana ku-
vittelin saavani dlynvélayksesténi joitain pisteitd, joten
lopputulos tuli hieman jarkytyksena.

Ainoastaan rohkeus kysya ei tietenkdédn auta. 30 mi-
nuutin kysymysaika hévisi yllattdvin nopeasti, enka
siiné ajassa edes ehtinyt harkita avun pyytdmista. Vas-
ta parin tunnin kuluttua tajusin tarvitsevani apua,
mutta oli jo liian myoOhéistéd, ja pddtin jostain syys-
td vain luottaa itseeni. Tastd padstadnkin seuraavaan
huomionarvoiseen kohtaan.

Itseluottamus. Ongelmien ratkaisussa itseensé luot-
taminen, kyky uskotella tekemisiensd olevan oikein,
on todella tarkeda. Jotkut vaittavéit, ettei koskaan voi

luottaa itseensé liikaa, mutta téssd uskaltaisin olla eri
mieltd. Ehdottomasti on tilanteita, joissa voi luottaa it-
seensd litkaa. Mistd muuten kaikki merkkivirheet syn-
tyisivat kuin sokeasta uskosta omaan virheettomyy-
teensa?

On oleellista pysdhtyd ajattelemaan, mitd tekee. Itse
en ole ollut kilpailumatematiikassa mukana kovinkaan
kauaa, mutta voin sanoa oppineeni tdman vasta lukion
viimeisind hetkin, juuri ennen tdmén vuoden ylioppi-
laskoetta. Siltikin tulee yhé tilanteita, joissa olen teh-
nyt jonkin laskuvirheen tehtdvéin alussa, mutten kos-
kaan palaa tarkastamaan prosessia vaan uskon loppu-
tulokseen.

Kéaytdnnon esimerkkinéd voisin jalleen kéyttad kokeen
6. tehtavaa, jossa padtettyani, mité siind kysytdan, en
kyseenalaistanut asiaa kertaakaan. En edes silloin, kun
sain n:sté kokonaisluvun sijaan ddrettomén (joka ei tie-
tadikseni ole kokonaisluku). Erdélle meistd kévi ensim-
maéisessd geometriatehtdvassa niin, ettd hin kdytti suu-
ren osan ajastaan siihen ja tuli kokeesta ulos itsevarma-
na. Vasta my6hemmin hén tajusi tehneensé kaikki pis-
teet tappavan huolimattomuusvirheen jo alkuvaiheessa
(hén ei ollut valmis kommentoimaan asiaa enempéi,
mutta voi ndind péivind kuitenkin ihan hyvin, trau-
moistaan huolimatta).

le kyllé jankattiin alusta alkaen, ettd mité ikiné teette-
kin, palauttakaa kaikki paperit, joihin olette jotain kir-
joittaneet. Sotkusta ei saa miinuspisteitd, mutta joista-
kin lahes jarkevistd huomioista voi hyvalla tuurilla jo-
pa kartuttaa tilidan. Ja niin me kylla teimmekin. Toi-
set joukkueestamme saattoivat palauttaa jopa kymme-
nen paperia jotain tehtévaéd kohden, itsellani ennétys
oli neljé sivua.

Maara ei kuitenkaan koskaan korvaa hyvaad sisdltoa,
néin on sanottu, ja sen kylld huomasi viimeistdan tu-
losten tullessa. Neljan sivun esseevastauksesta ei irron-
nut tiukalta tuomaristolta mitdén, ei edes sdélistd, ja
saman kohtalon kokivat monien muiden pitkdhkot vas-
taukset. Tietenkin aina on niitad tehtévia, joissa pitkat
esseevastaukset hyodyttavat. Ennen koetta deputym-
me kertoi, ettd ainakin helpoimmista geometriatehté-
vistd pisteitd voi saada pelkistd oivalluksistakin. Lé&-
himpéné sellaista tehtévda olikin tdmén vuoden teh-
tdvd numero 4. Yhden pisteen olisi saanut jo tarpeek-
si monesta havainnollistavasta kuvasta, ja toisen erés
meistd tienasi todettuaan tehtdvidnannon toimivan ai-
na silloin, kun 3 | n.

Kunhan yritatte. Tdma on ehdottomasti tarkein kai-
kista neuvoista, ja siksi otan sen esille toistamiseen.
Als anna tyhjén paperin tai ensi silméykselld mahdot-
tomien tehtédvien lyoda sinua taistelukyvyttomaéksi. 9
tuntia voi kuulostaa pitkéltd ajalta, mutta haaveilemi-
nen tai muunlainen velttoilu on syyta jattaé kilpailuja
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seuraavalle vapaa-ajalle, jos haluaa saada jotain aikai-
seksi. On my6s muistettava, ettei kilpailijoilta missdéan
nimessi odoteta tdydellistd suoritusta. Sita ei siis kan-
nata turhan paljoa jannittdd, vaan ldhestya kilpailuti-
lannetta erityislaatuisena haasteena.

Katsaus EGMO 2018 tehtavaan 1

Nerissa Shakespeare, Essi Vilhonen

Tehtdava 1. Olkoon ABC kolmio, jossa CA = CB
ja LACB = 120°, ja olkoon M janan AB keskipis-
te. Olkoon piste P kolmion ABC ympéri piirretylla
ympyrallé, ja olkoon @ sellainen piste janalla C'P etta
QP = 2QC. Pisteen P kautta kulkeva suora, joka on
kohtisuorassa suoraa AB vasten leikkaa suoran MQ
yksikésitteisessd pisteessd V. Osoita, ettd on olemas-
sa sellainen ympyra, jolla piste N on aina riippumatta
pisteen P sijainnista.

Todistus. Ensimmainen tehtdvd on geometriaa. En-
simméisené piirsin kuvan tehtdvianannosta, koska ku-
vat ovat kivoja geometriassa.

Koska kolmio ABC' on tasakylkinen, jossa CB = CA,
on C'M kohtisuorassa suoraa BA vasten. T&ll6in suo-
ra C'M on yhdensuuntainen suoran NP kanssa. Kol-
mio CMQ@ ndyttdd yhdenmuotoiselta kolmion PQN
kanssa, joten yritetddn todistaa se. Tiedetdédn, etta
2C0Q = PQ ja 2M@Q = NQ ja kolmioilla on yksi yh-
teinen ristikulma, joten saamme ACMQ@Q ~ APNQ
(SKS).

En 16yda helposti mitdan vakiona pysyvaé kehdkulmaa,
joten mietin muita mahdollisia tapoja todistaa ympy-
ran olemassaolo. Aloin miettid: "Miten pisteet @ ja N
liikkuvat suhteessa pisteeseen P?” Lyhyin etdisyys on
0, kun ¢ = P = @, ja pisin on CP:n ollessa hal-
kaisija, jolloin C'@Q on kolmasosa halkaisijasta. Kaik-
ki muut CQ:n arvot sijoittuvat nididen kahden arvon
valiin. Paatin yrittda todistaa, ettd piste @) on aina sa-
malla ympyrélld, koska sitten saisin saman todistettua
pisteelle N.

Ympyroita voi todistaa jinnenelikulmioiden avulla, jo-
ten piirsin pisteet P1, P2, P3 ja P4 ja niille vastaavat

Q:t.

Tiedetaédn, ettd P1P2P3P4 on jannenelikulmio, kos-
ka kaikki pisteet Pi sijaitsevat samalla ympyrallé pis-
teen maaritelmalla. Myo6s tieddmme, etta kaikkien ng
suhde on sama. Téten saamme yhdenmuotoisilla kol-
mioilla APiCPj ~ AQiCQj (SKS) todistettua, et-
td Q1Q2Q3Q4 on jannenelikulmio. Vastaavasti todis-
tetaan pisteiden Qi avulla, ettd N1IN2N3N4 on janne-
nelikulmio.
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Suomi Iranin 4. Geometriaolympialaisissa

Lauri Hallila

Kilpailu

Iran on viime vuosina kutsunut Kansainvalisissd Ma-
tematiikkaolympialaisissa (IMO) muita maita jarjesta-
miinsd geometriaolympialaisiin. Olin Suomen joukku-
een johtajana vuoden 2017 olympialaisissa Brasiliassa,
ja kun huomasin, ettd Virosta oli viime vuonna yksi
oppilas osallistunut, paétin selvittda, mistd oikein on
kysymys.

Kilpailu jarjestetdén kussakin osallistujamaassa etanaé.
Koska viela valmennuksessa jatkavilla kilpailijoillam-
me oli kiinnostusta osallistua, pdatimme ilmoittautua
Iranin 4. geometriaolympialaisiin. Omana ajatuksena-
ni oli edistdéd oppilaiden geometrian osaamista ja aut-
taa saamaan nuorempia oppilaita mukaan kilpamate-
matiikkaan, silld helpoin taso on suunnattu yldasteen
kahdelle ensimmaiselle luokalle.

Kilpailussa on kolme eri tasoa: perustaso yldasteen 7.-
ja 8.-luokkalaisille, keskitaso 9.-luokkalaisille ja lukion
1.-luokkalaisille ja vaativa taso lukion 2. ja 3. luokan
oppilaille. Alustavien tietojen perusteella kuhunkin ta-
soon voisi osallistua 4 oppilasta. Lahetimme kutsun ai-
emmissa kilpailuissa parjanneille oppilaille luvaten pai-
kat ensimmaéisiné ilmoittautuneille. Saimme kolme op-
pilasta keskitasolle ja nelja vaativalle tasolle.

Emme lyhyelld aikavililla keksineet, keitd kutsuisim-
me osallistumaan perustason kilpailuun, mutta yksi op-
pilaistamme ilmoitti kaksi kilpailijaa mukaan perus-
sarjaan. Kun saimme Iranista sdédntojen tarkennuksia,
saimme tietdd, ettd osallistujien lukuméaralld ei itse

asiassa ole yldrajaa, mutta he ovat l&hinné kiinnostu-
neita neljdn parhaan tuloksista. Kilpailun ollessa melko
nuori sdanndt ndakojadn vield kehittyvat.

Saimme luvan jarjestda kilpailun varsinaista kilpapai-
vad seuraavana paivana; ndin pystyimme jarjestamaan
kilpailut Paivolan Kansanopistossa perjantaina sopi-
vasti juuri ennen kuin aloitimme syksyn ensimmaéisen
kilpamatematiikan viikonloppuvalmennuksen.

Valmistauduin kilpailun jérjestdmiseen hankkimalla
Evan Chenin kirjan "Euclidean Geometry in Mathema-
tical Olympiads’ itselleni, kun geometria on aina ollut
kilpamatematiikan hankalin osa-alue. Herra Chen oli
kilpailijana Taiwanin edustajana muutama vuosi sit-
ten, ja vuonna 2017 hén oli USA:n joukkueenjohtaja
IMO:ssa. Hén kirjoitti kyseisen kirjan, koska ei kilpai-
lijana 16ytédnyt oppimateriaalia, josta olisi tykdnnyt;
osa kirjoista oli hyvid teorian kannalta, mutta ei an-
tanut sopivan tasoisia tehtavia. Toisissa taas oli hyvia
tehtavid, mutta ei opastusta siihen, miten ratkaisuihin
on paddytty. Voin suositella kyseistd kirjaa lampimésti
kaikille kilpamatematiikasta ja geometriasta kiinnostu-
neille.

Ttse kilpailu toimi ldhes samoin kuin muutkin vastaavat
kilpailut; sain tehtdvit etukédteen kéadnnettdviksi, va-
hén sen jilkeen niiden ratkaisut ja myohemmin pistey-
tysskeeman. Kilpailun jélkeen arvioin valmentajakolle-
goideni kanssa tulokset. Koska kilpailu toimii etdné,
perinteista koordinaatiota ei ole, joten jouduimme tur-
vautumaan enimmaékseen pisteytysskeemaan. Lahetim-
me tulokset ja skannatut paperit Iraniin, josta saimme
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myO6hemmin viralliset tulokset ja todistukset oppilail-
lemme.

Naissé kilpailuissa kultaa saa paras kuudesosa, hopeaa
tdmén perissd oleva neljdsosa ja pronssia tdméan pe-
rassa oleva neljdsosa, yhteensd noin puolet osallistujis-
ta. Kunniamaininnan saa, jos on saanut ainakin yhden
tehtavin oikein. Perustasolla kilpailuun osallistui Into
Almiala ja Valtteri Aurela. Into Almiala sai kunniamai-
ninnan. Keskitason osallistujamme olivat Olli Jarvinie-
mi, Nerissa Shakespeare ja Hermanni Huhtaméaki. Olli
Jérviniemi voitti pronssimitalin ja Nerissa Shakespeare
kunniamaininnan. Vaativan tason osallistujamme oli-
vat Akseli Jussinméki, Joonatan Honkamaa, Konsta
Tiilikainen ja Leevi Laitonen. Heista Akseli Jussinmaéki
sai kunniamaininnan.

Tehtavia

Kaiken kaikkiaan kilpailu onnistui hyvin, ja tarkoituk-
sena on osallistua sithen my6s tulevina vuosina. Toivot-
tavasti kilpailu auttaa geometrian taitojen kehitykses-
sd; itse ainakin sain palautettua vanhoja asioita mie-
leen ja opittua myos uutta. Kéyn téasséd ldpi tehtavét,
jotka ainakin joku Suomen kilpailijoista sai ratkaistua.

Perustason 2. tehtéva:

Maéarita kolmion ABC kulmat.

A

B t t C

Ratkaisu:

Olkoon ZACB = z. Nelikulmio, joka on kolmion sisélla
ja jonka vastakkaiset sivut ovat yhta pitkéat, on suunni-
kas, joten sen vastakkaiset sivut ovat samansuuntaiset.

Kuvassa ylhaélla olevassa pienessd kolmiossa on kaksi
vhté pitkédd sivua, joten kulma A ja sen vieressi oleva
kulma ovat molemmat (180° —x)/2 = 90° — /2. Koska
kolmion ABC' kulmien summa on 180°, niin

(90°—§)+2x+x=180°:>x=36°

= /A="7T2°,/B =12 /C = 36°.

Keskitason 1. tehtéva:

Olkoon ABC teraviakulmainen kolmio, jossa A = 60°.
Olkoot FE ja F kulmista B ja C piirrettyjen korkeus-
janojen kannat (samassa jirjestyksessi). Osoita, etti
CE — BF = 3(AC — AB).

Ratkaisu:

A=60°= LABE = LZACF = 30°

Keskitason 2. tehtava:

Kaksi ympyrda wy ja we leikkaavat pisteissa A ja B.
Mielivaltainen pisteen B kautta piirretty suora leikkaa
ympyrit wy ja we pisteissd C' ja D (samassa jirjes-
tyksessd). Pisteet E ja F valitaan ympyroiltd wy ja
wo (samassa jarjestyksessd) siten, ettdi CE = CB ja
BD = DF. Oletetaan, ettd BF leikkaa ympyran wq
pisteessi P ja BE leikkaa ympyrdn ws pisteessid Q.
Osoita, ettd A, P ja @ ovat samalla suoralla.

Ratkaisu:
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Tieddmme, etté
/BFD = /DBF =180° — ZCBP = Z/CEP,
silld C', B, P ja E ovat samalla ympyralld. Edelleen,

/CEB+ /BEP = /CEP
= /BFD = /BFQ + /QFD,

ja
/CEB=/CBE =/QBD = /ZQFD

kehdkulmalauseen perusteella. Tasta seuraa
/BEP = /BFQ,
josta saamme kehdkulmalausetta soveltamalla

/BAP = /BEP = /BFQ = /BAQ.

Vaativan tason 1. tehtava:

Kolmion ABC sisdén piirretty ympyré, jonka keskipis-
te on I, sivuaa sivua BC pisteessa D. Suora DI leikkaa
AC":n pisteessi X. Pisteestd X piirretty tangentti (eri
kuin AC') kolmion siséén piirretylle ympyrélle leikkaa
AB:n pisteessd Y. Y ja BC leikkaavat toisensa pis-
teessd Z. Osoita, ettd AB = BZ.

Ratkaisu:
Aloitamme todistamalla seuraavan lemman:

Lemma. Piirretdan kolmion ABC sivun AC' ulkopuo-
lelle sivujen AB ja AC' kulmanpuolittaja. Tamé leik-
kaa sivun AC ulkopuolelle piirretyn sivujen BC ja AC
kulmanpuolittajan pisteessd D. T&lléin D on sellaisen
ympyran keskipiste, joka sivuaa sivua AC ja sivujen
AB ja BC jatkeita. Lisdksi BD on puolittaa kulman
B ja LADC =90° — B/2.

Lemman todistus: Piirretdéan pisteestd D kohtisuorat
sivuille AB, BC ja AC. Olkoot kohtisuorien ja sivu-
jen leikkauspisteet E, F' ja GG. Jokainen piste suoral-
la. AD on yhtd kaukana suorista AB ja AC. Siten
DE = GD. Samoin péattelemme, ettd GD = DF. Si-
ten DE = GD = DF, joten D on sellaisen ympyrin
keskipiste, joka sivuaa janaa AC ja sivujen AB ja BC
kautta piirrettyja suoria.

Koska D on yhtd kaukana sivuista AB ja BC, niin
BD puolittaa kulman B. Koska ZDAB = A+ (180° —
A)/2 =90°+ A/2 ja ZBCD = C + (180° — C)/2 =
90° + C/2, saadaan nelikulmiosta BADC
ZADC = 360° — B — (90° + A/2) — (90° + C/2)
—180° — A/2 — B/2— C/2 — B/2
=90° — B/2.

Palaamme nyt alkuperéisen tehtédvin todistukseen.

Piste I on kolmion AXY ulkopuolelle (sivulle XY') piir-
retyn ympyran keskipiste. Ndin ollen lemman nojalla
/ZXTY =90° — g. Téasta seuraa, etté

4DIZ:90°—§:>AIZB: g = /BAI,

silld kolmion kérjistd kolmion sisélle piirretyn ympyran
keskipisteen kautta kulkevat suorat ovat kolmion kul-
manpuolittajia. Tieddmme myos, ettd LIBZ = ZIBA
ja BI = BI, joten kolmiot ABI ja ZBI ovat yhtenevit.
Siten AB = BZ.
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Kurkistus vektoriavaruuteen

Jukka Ilmonen
jukka.ilmonen@hotmail.com

Genesis

Alussa Lukija loi ajatuksen ja avaruuden. Avaruus oli
autio ja tyhja. Lukija sanoi: tulkoon luvut! Ja luvut tu-
livat. Luvut téyttivat ajatuksen. Niitd oli rajaton mé&a-
rd, ne olivat erilaisia toisiinsa ndhden, ne seké seura-
sivat toisiaan tiiviisti ettd olivat hyvin kaukana toisis-
taan. Lukija néki, ettd luvut olivat hyvia, ja hdn nimitti
jokaiselle luvulle suuruuden. Lukija loi Nollan lukujen
keskikohdaksi ja Ykkdsen lukujen suuruuden mittarik-
si. Nyt luvut saivat jarjestyksen ja olivat toisiinsa kau-
niissa suhteessa — lukuja saattoi verrata Ykkoseen ja
toisiinsa. Lukuja oli pienié ja suuria, Nollaa suurempia
ja Nollaa pienempié, Ykkosen monikertoja ja Ykkosen
murto-osia. Lukuja saattoi 16ytda aina lisdé: jokaisen
luvun edestd, takaa ja kuinka ldheltd tai kaukaa hy-
vansé 16ytyi aina uusi luku.

Ajatus oli nyt jarjestetty, mutta avaruus oli edelleen
tyhjé. Lukija sanoi: tayttykoon avaruus vektoreilla. Ja
niin tapahtui. Lukija nimitti jokaiselle vektorille pituu-
den ja suunnan. Vektorin pituus oli Nolla tai Nollaa
suurempi luku. Pituus oli siis Ykkosen monikerta tai
murto-osa. Avaruus oli laaja ja joka suuntaan ulottuva.
Niinpéa jokaiselle vektorille annettiin myos suunta ava-
ruudessa. Néin jokainen vektori sai pituuden ja suun-
nan, joiden mukaan vektori yksiléityi ja voitiin nime-
td. Avaruudessa oli muun muassa Viktoria- ja Vihtori-
nimiset vektorit. Jos vektori-Viktorian pituus ja suun-
ta ovat tdsmalleen samat kuin vektori-Vihtorilla, niin
Viktoria onkin sama vektori kuin Vihtori.

Ja Lukija katsoi kaikkea tekemédnsa, ja kaikki oli hy-
vad. Néin tulivat valmiiksi ajatus ja avaruus ja kaikki
mitd niissd on. Tamé& on kertomus siitd, mitd muuta
vektoreista tiedetdan.

Lisddntymisen lait: vaihdannaisuus ja lii-
tannaisyys

Vektorien oli maara tayttad avaruus. Vektorit voivat
liikkua avaruudessa vapaasti. Tdmén takia jokainen
vektori voidaan 10ytda avaruuden mistd hyvénsd pai-
kasta. Téstd huolimatta vektoreille annettiin kyky li-
sdantyad yhtymalld. Kun kaksi vektoria yhtyvét, syntyy
uusi vektori. Uusi vektori on ainutlaatuinen silla ta-
valla, ettd yhtyvien vektorien jarjestys ei vaikuta syn-
tyvaan vektoriin. Kun vektori-Hektori yhtyy vektori-
Veroniin, syntyy sama vektori, joka syntyisi vektori-
Veronin yhtyessa vektori-Hektoriin. Vanhempien paik-
ka avaruudessa tai yhtymaéjérjestys eivit vaikuta jal-
kelaisvektoriin. Jéalkelaisvektorin kaikki ominaisuudet,
pituus ja suunta, méardytyvit sen vanhempien ominai-
suuksien mukaan.

Koska sama vektori lyotyy avaruuden jokaisesta pai-
kasta, vektori voi helposti yhtya myos itseensa. Vektori-
Hektorilla on tietty suunta ja pituutena Ykkonen.
Hektori yhtyy itsensd kanssa, jolloin syntyy vektori-
Viktori. Viktorin suunta on sama kuin Hektorin suun-
ta ja pituus kahden Ykk&sen mittainen eli kaksinkertai-
nen Hektorin pituuteen ndhden. Toisaalta kun erisuun-
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taiset vektorit yhtyvét, jilkeldisen suunta ei ole sama
kummankaan vanhemman suunnan kanssa. Myos jél-
keldisvektorin pituus méaaraytyy yhtyvien vektorien pi-
tuuksien yhteisvaikutuksesta.

Edelld kuvatun lisédksi vektorien lisddntymiseen liittyy
toinenkin periajatus: samasta perimédaineksesta syn-
tyy aina sama vektori riippumatta lisddntymisketjus-
ta. Vektori-Hektori yhtyi vektori-Veroniin ja syntyi
vektori-Rektor. Rektor yhtyi vektori-Tektoriin ja syntyi
vektori-Traktor. Syntyisi sama vektori-Traktor, jos Ve-
ronin ja Tektorin jéalkeldinen yhtyisi vektori-Hektoriin.
Traktor saa ominaisuutensa kaikilta tekijoiltaédn, jarjes-
tyksesta riippumatta. Traktorin tekijat olivat Hektori,
Veron ja Tektor.

Erikoisvektorit: tyhja- ja antivektori

Vektorien joukossa on erds kummajainen. Lukijan m&a-
rdyksen mukaan on olemassa sellaisia vektoreita, joi-
den pituus on Nolla. Nollan pituinen vektori suuntau-
tuu joka suuntaan yhté aikaa eli sen suunta on kaikki
suunnat. Toisaalta Lukija asetti vain yhden Nollan, jo-
ten Nollan pituisia vektoreitakin on olemassa vain yksi.
Tama vektori on tyhjévektori. Silld ei ole pituutta eikd
maarattyd suuntaa.

Tyhjavektori on vektoreista tylsin, se ei saa aikaan uut-
ta lisddntymisessd. Kun vektori-Viktori yhtyy tyhja-
vektoriin, miten péin hyvénsé, syntyva jilkeldinen on
vektori-Viktori itse. Tyhjévektori ilmaantuu tyhjésta ja
hévida tyhjiin.

Toisaalta tyhjéavektori voi olla myos vektorien jélke-
ldinen. Kun vektori-Viktoria yhtyy erdiseen vektoriin
syntyy tyhjavektori. Edelld mainittu vektori on nimel-
tdan Anti-Viktoria. Vektorin ja sen antivektorin pituu-
det ovat samat ja suunnat vastakkaissuuntaiset toi-
siinsa ndhden. Jokaisella vektorilla on oma antivekto-
rinsa. TAmé& pétee myos antivektoreille. Selvéisti Anti-
Viktorian antivektori on vektori-Viktoria itse, koska
Anti-Viktorian ja Viktorian yhtyessa syntyy tyhjavek-
tori.

Vektori ja sen antivektori tuhoavat toisensa, silld niiden
yhtyesséd syntyy tyhjyys. Toisaalta my6s tyhjyys, tyh-
javektori, voidaan hajottaa miksi hyvéinsa vektoriksi ja
tdméan antivektoriksi.

Luvut ovat vektorien ravintoa: Ykkosen
ja kertolaskun syonti

Ajatus ja avaruus ovat téydellisid. Samoin vektorit ovat
heti syntyessaén tédydellisid ja valmiita ominaisuuksil-
taan. Niiden ominaisuuksiin vaikuttavat vain yhtyvat
vektorit, eivit paikka tai ympéaristd. Avaruudessa ei
ole aikaa. Téastd huolimatta vektorit voivat muuttua

tietylld tavalla. Luvut luotiin ajatukseen, mutta aja-
tus kohtaa kaiken — myds vektorit. Kun vektori koh-
taa luvun, vektori sy6 luvun. Syédessdéan luvun vekto-
ri muuttuu yleensa eri vektoriksi. Luku-ravinto nimit-
tdin vaikuttaa vektorin pituuteen: syéminen joko ve-
nyttad tai kutistaa vektoria. Syomisessé vektorin suun-
ta el muutu. Kun vektori-Viktoria sy6 luvun kolme,
sen pituus kolminkertaistuu ja syntyvaa vektoria sano-
taan Viktoria-venytykseksi. Viktoria-venytyksié on tie-
tenkin yhté paljon kuin lukujakin.

Vektorin pituuden muuttumisen kuvaamiseen riittda
kaksi periajatusta: Kun vektori sy6 Ykkosen, vektorin
pituus sdilyy samana. Kun vektori sy6 ensin tietyn lu-
vun ja sitten muuttunut vektori sy6 toisen luvun, lop-
putulos on sama kuin alkuperéinen vektori séisi puhee-
na olevien lukujen tulon. Nyt jos vektori-Viktoria sy6
luvun 30, saadaan sama Viktoria-venytys, joka saatai-
siin, kun Viktoria soisi ensin luvun 3 ja syntynyt veny-
tys s6isi vield luvun 10.

Néistd periajatuksista ja alempana esitetyisté ositte-
luista johtuu, ettd Ykkostd suuremman luvun syodes-
sdén vektori pitenee, Nollan ja Ykkosen vilisen luvun
syodessaéan vektori lyhenee seké Nollan sydodessdan vek-
tori muuttuu tyhjavektoriksi. Samoin voidaan péaatella,
ettd kun vektori sy6 negatiivisen luvun, vektori muut-
tuu antivektorinsa suuntaiseksi eli vastakkaissuuntai-
seksi. Télloin venytys-vektorin pituus riippuu negatii-
visen luvun itseisarvosta samaan tapaan kuin positiivi-
sen luvun syonnissa. Esimerkiksi kun vektori-Viktoria
syo luvun -1, se muuttuu Anti-Viktoriaksi.

Osittelu syomisessa ja lisddntymisessa

Jos vektori-Veron ja ja vektori-Hektor soisivit molem-
mat ensin luvun viisi ja sen jédlkeen yhtyisivat, jilke-
lainen olisi sama, jos Veronin ja Hektorin jilkeldinen
s6isi luvun viisi. Ndin on yhdentekevéa, syodaéanko en-
nen vai jilkeen lisddntymisen, kunhan sytdéadn samaal
Téata periaatetta sanotaan lisddntymisen ositteluksi.

Jos vektori-Viktori sy luvun seitsemén ja toisaalta lu-
vun nelja ja ndin saadut Viktori-venytykset yhtyvét,
saadaan sama vektori, joka saataisiin Viktorin syodes-
sé ainoastaan luvun yksitoista (447). TAmén sydmisen
osittelu -periaatteen mukaan lopputulos on aina sama
riippumatta siitd, syodidnko luku osissa (7 ja 4) vai
kokonaisena (11) kerralla.

Tahén asti luetellut vektorien ominaisuudet méaraavéit
vektoriavaruuden. Vektoriavaruudessa kaikki tapahtuu
naihin periajatuksiin nojautuen.

Nain vektorit soivét, lisdantyivat ja tayttivit koko ava-
ruuden.
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Asemointi avaruuteen

Vektoriavaruus oli tdydellinen ja niin tdynné vektorei-
ta, ettd Katsojan oli vaikea hahmottaa tapahtumia.
Katsoja havainnoi avaruutta ja havaitsi siind ulottu-
vuudet. Tarkempaa tutkimista varten hén valitsi ava-
ruudesta paikan.

Katsoja kiinnitti vektori-Viktorian valitsemaansa ava-
ruuden paikkaan ja syotti Viktorialle kaikki mahdol-
liset luvut. Saatiin &ddretén parvi erilaisia Viktoria-
venytyksid. Namé venytykset olivat eripituisia, mut-
ta kaikki Viktorian suuntaisia tai vastakkaissuuntai-
sia. Ne kaikki pidettiin samassa paikassa, jossa Vikto-
ria sijaitsi. TAméa venytysten parvi madrasi avaruuteen
Viktoria-suoran. Suora kulki Katsojan maardaman pai-
kan kautta ja se oli yhdensuuntainen Viktorian kanssa.
Suora oli ihmeellinen: se oli loputon, aluton ja sen suun-
ta muuttumaton. Sellaista ihmettd ei muualta 16ydy-
kadn kuin vektoriavaruudesta! Viktoria-suora méaarasi
ensimmaéisen ulottuvuuden.

Ensimmaisessd ulottuvuudessa on vain yksi ominai-
suus, pituus. Kun vektori-Viktorialle syotetdéan ainoas-
taan tietyn lukuvélin luvut, saadaan Viktoria-suorasta
rajattua pala, jolla on alku- ja loppupiste. Aarellisté
suoranpatkda sanotaan janaksi. Néin vektorin avulla
pystytddn saamaan aikaan kaiken pituiset janat. Ja-
nalla on vain pituus, eli silld ei ole mitdén muotoa —
sehén on osa suoraa. Nain ollen Katsojan oli jatkettava
tutkimusta, silla avaruuteen tarvitaan my6s muotoja.

Vektori-Hektori oli erisuuntainen kuin Viktoria. Se tar-
koittaa, ettd Hektorin suunta ei ole Viktorian eika
Anti-Viktorian suunta. Sen takia Hektori ei ole mi-
kédan Viktoria-venytys ja siksi sen méardaméa Hektori-
suora on eri suora kuin Viktoria-suora. Katsoja asetti
Hektorin samaan paikkaan avaruudessa, jossa Viktoria
oli. Hektori-suora méérési avaruudesta toisen ulottu-
vuuden. Ensimmaéinen ja toinen ulottuvuus eivit ulo-
tu toisiinsa, mutta yhdessé ne méaaraavat avaruudesta
kaksiulotteisen osan, tason. Viktoria- ja Hektori-suorat
maaraavat avaruudesta osan, joka on Viktoria-Hektori-
taso. Taso on kuin levy, joka lepdé puheena olevien suo-
rien paélla. Tietenkin avaruuden taso on tdydellisempi
kuin mika hyvénsd kuviteltavissa oleva levy: taso on
reunaton, rajaton ja tdysin tasainen. Lisdad ihmeitéd on
olemassa — sellainen on taso!

Ulottuvuusvektorit

Kun valitaan mitkd hyvinsd Viktoria- ja Hektori-
venytykset, annetaan niiden yhtyé ja asetetaan jélkelai-
nen valittuun paikkaan, niin tdmaé jélkeldinen on valtta-
maéttd Viktoria-Hektori-tasossa. Sama tapahtuu myos
toisin péin: kaikki Viktoria-Hektori-tason vektorit saa-
daan, kun kaikki luvut syctetdan Viktorialle ja Hek-

torille ja kaikki néin saadut venytykset yhtyvét keske-
nddn. Taso onkin siten ulottuvuusvektorien, Viktorian
ja Hektorin, venytysten jalkeldisten parvi. Néin kak-
siulotteisen avaruuden osan kuvaamiseen riittda vain
kaksi vektoria. Téllaisia vektoreita kutsutaan ulottu-
vuusvektoreiksi.

Kaksiulotteisessa avaruudessa on kaksi suuntaa, ulot-
tuvuusvektorien suunnat, ja siten uusi ominaisuus: eri-
suuntaiset pituudet. Kaksiulotteisessa avaruudessa, eli
tasossa, saadaan aikaan mitd hyvdnsd muotoja. Ne
syntyvat juuri erisuuntaisten pituuksien avulla. Ulot-
tuvuusvektorien maaradmét janat ovat erisuuntaiset.
Kun namaé janat asetetaan alkamaan samasta paikas-
ta, syntyy kulma. Kulma on muodoista yksinkertaisin.
Kulman kérki on se paikka, joka on yhteinen kulman
muodostaville janoille. Kulman muodostavia janoja sa-
notaan kulman sivujanoiksi. Kun kulman sivujanan sii-
hen alkupadhan, joka ei ole kérki, asetetaan vield uusi
jana, saadaan murtoviiva. Néin saadussa murtoviivas-
sa on kaksi kirked. Edelld kuvattu janan lisdys voi-
daan toistaa murtoviivalle. Néin saadaan murtoviivo-
ja, joissa karkid on kuinka paljon hyviansa. Murtoviiva
on kuin monesta kohdasta katkeillut, muttei irtipoikki
katkeillut, jana. Sikdli kun murtoviivan alku- ja loppu-
pédd yhdistyvét, eli ovat samassa paikassa, murtoviiva
rajaa tasosta monikulmion. Yksinkertaisin monikulmio
on kolmio.

Miké hyvansd murtoviiva, ja siten my6s monikulmio,
saadaan kahden ulottuvuusvektorin avulla sopivien lu-
kuvilien sy6ttojen ja yhtymisen lopputuloksena. Muo-
toja on myos monimutkaisempia.

Kun Viktorialle ja Hektorille syotetdan molemmille sa-
ma Nollasta poikkeava luku ja ndma venytykset yhty-
vét, saadaan Viktoria-Hektori-tason vektori. Kun edel-
14 mainittu toistetaan kaikilla luvuilla ja syntyvét vek-
torit pidetddn samassa paikassa, saadaan Viktoria-
Hektori-tason suora. Edelld kuvattua kaikkien lukujen
syottoa kutsutaan seuraavassa sarjasyotoksi. Yleisem-
min voidaan todeta, ettd kun molemmille ulottuvuus-
vektoreille sarjasyottdd saman luvun ja saadut veny-
tykset yhtyvét, jalkeldiset muodostavat tason suoran.

Tason kéiyrid saadaan monimutkaisemmilla ulottu-
vuusvektorien sarjasyottoprosesseilla. Seuraavassa sar-
jasyOttoprosessissa syntyy kauniisti kaartuva tason
kayra: Ensimmaiselle ulottuvuusvektorille syotetddn
tietty luku ja toiselle ulottuvuusvektorille syotetaén ai-
na edelld mainittu luku itselldén kerrottuna. Saadut ve-
nytykset yhtyvét ja saatu jélkeldinen pidetdén paikal-
laan. Tama4 toistetaan kaikilla luvulla. Nyt jalkeldisten
parvi muodostaa loputtoman kaartuvan kayran.

Vield monimutkaisemmilla ulottuvuusvektorien sarja-
syottoprosesseilla voidaan tasoon saada esimerkiksi jal-
keldisten parvi, joka méadrdas ympyran!
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Avaruus on rajaton

Katsoja jatkoi edelleen: Hén valitsi kolmannen ulottu-
vuusvektorin, Tektorin. Tektor ei ollut mikdan Vikto-
rian ja Hektorin jalkeldisisté eli sitd ei saada Viktoria-
ja Hektori-venytysten jélkeldisend. Tektor asetettiin va-
littuun paikkaan. Nyt valittu vektorikolmikko méé-
rdd kolme suoraa ja kolme tasoa: Viktoria-, Hektori-
ja Tektori-suorat sekd Viktoria-Hektori-, Viktoria-
Tektor- ja Hektori-Tektor-tasot. Kun Viktoria, Hekto-
ri ja Tektor yhtyvit, saadaan jotain uutta: jilkeldinen
ei ole millidn edelld mainituista suorista tai tasoista.
Se on uudessa ulottuvuudessa, kolmiulotteisessa tilas-
sa. Kolme ulottuvuusvektoria méarasivat kolmiulottei-
sen tilan, jonka jokainen vektori voidaan saada siten,
ettd syotetddn ensin tietyt luvut Viktorialle, Hektorille
ja Tektorille ja annetaan sitten ndiden kolmen venytyk-
sen yhtyd. Téassa yhtymisjarjestykselld ei ole merkitys-
té, kuten aiemmin todettiin.

Néin riittaé, ettd Katsoja tarkastelee vain kolmea vek-
toria. Naiden avulla hdn hallitsee ddrettomén méadran

kolmiulotteisen tilan vektoreita. Nyt Katsojan havain-
not olivat selkeitd ja hdn hahmotti kolmiulotteisen tilan
tapahtumat ja muodot.

Kuitenkin Katsoja voi vield jatkaa téstdkin. Voidaan
valita neljés ulottuvuusvektori. Pitda kuitenkin varmis-
tua siitd, ettei uusi ulottuvuusvektori ole Viktorian,
Hektorin ja Tektorin jalkeldinen. Té&lloin saatu neli-
ulotteinen avaruus hallitaan tédysin neljalla vektorilla.
Kuinka paljon muotoja onkaan neliulotteisessa avaruu-
dessal

Ulottuvuusvektoreita voidaan valita kuinka monta hy-
vansd. Aina pystytddn tdyttdméan koko avaruus syot-
tdmalld ja lisddnnyttdmaéalla keskendén ulottuvuuksien
médrdd vastaava vektorijoukko. Vektoriavaruudesta ei-
vat ulottuvuudet lopu.

Lahteet

https://fi.wikipedia.org/wiki/Vektoriavaruus

Laaja-alainen projektiosaaminen matematiikan opetuksessa

Matematiikkadiplomi-sivulla

http://matematiikkalehtisolmu.fi/diplomi.html

on tulostettavissa matematiikkadiplomien tehtéavista kerattyja tehtavapaketteja, joita
voi kayttad laaja-alaisen osaamisen opetuksessa. Kéaytettévissd on 10 tehtavipakettia:

Maapallo

Suomen historia

Terveys ja ravinto

Talous

Todennékéisyys

Matematiikka ja taide (2 tasoa)
Mittaaminen (2 tasoa)

Koodauksen (tai ohjelmoinnin) pohjustus

Alaluokille sopivia tehtdvid on kolmen viimeisen aiheen paketeissa.

Opettajille ldhetetddn pyynnostéd vastaukset koulun sdhképostiin. Pyynnén voi

lahettad osoitteeseen

juha piste ruokolainen at yahoo piste com
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Lebesguen mitta

Jukka Liukkonen
Mat. yo. evp.

Pituus, pinta-ala ja tilavuus ovat toistensa kaltaisia ké-
sitteita. Niilld on tiettyjé yhteisid ominaisuuksia, minka
takia niille on keksitty yhteinen nimikin: mitta. Mitta-
teoria juontaa juurensa 1800-luvun lopulle ja varsinkin
vuoteen 1901, jolloin ranskalainen matemaatikko Henri
Lebesgue (1875-1941) antoi tyydyttavin selityksen sil-
le, mitd pituudella tarkoitetaan. Lebesgue kysyi itsel-
tddn, miten lukusuoran yksikkovélin osajoukon pituus
tulisi madritelld. Pituuden méaritelmé sisiltyy Lebes-
guen vuonna 1902 julkaistuun vaitoskirjaan [5], jonka
nimi on suomeksi kddnnettyné Integraali, pituus, pinta-
ala. Lebesguen mullistavat ideat jarkyttivét erityisesti
joidenkin vanhemman polven ranskalaismatemaatikoi-
den tunne-elaman seesteisyytta. Tuliko Lebesguen mit-
ta tdyteen vai miké lie syyna siihen, ettd hdnen vaitos-
kirjansa julkaistiin Italiassa, Milanossa. Nykyadn téta
130-sivuista tyotd pidetddn yhtend parhaimmista ma-
tematiikan vaitoskirjoista kautta historian. Merkitté-
vat tieteelliset ldpimurrot syntyvat tavallisesti monen
tutkijan tyon tuloksena, kun aika on kypsé. Ansio mi-
tan ja siihen tiiviisti nivoutuvan integraalin késitteiden
synnyttdmisesté ja kehittdmisesté ei kuulu yksinomaan
Lebesguelle; lisatietoa artikkelissa [3].

Mitta on abstrakti yleiskasite. Téssé artikkelissa mi-
talla tarkoitetaan Lebesguen mittaa yksiulotteisella lu-
kusuoralla, jolloin mitta vastaa pituutta. Useampiulot-
teiset Lebesgue-mitat saadaan yksiulotteisesta mitas-

ta muodostamalla niin sanottu tulomitta, jolle pitéda
lisdksi tehdéd nollamittaisia joukkoja koskeva tédyden-
nysoperaatio. Yksiulotteisenkin Lebesguen mitan omi-
naisuuksien aukoton todistaminen vaatii sen verran ep-
silonistiikkaa,! ettd lyhyessé lehtiartikkelissa yksityis-
kohtaisia todistuksia ei ole jarkevaé esittdd. Mitallisuu-
den ja mitan kasitteeseen kuljetaan hieman eri polkua
kuin oppikirjoissa on yleensé tapana. Harmaisiin laati-
koihin kirjoitetut aputulokset ja vihjaukset todistuksiin
on tarkoitettu vain asioihin ennalta perehtyneille mit-
tateorian harrastajille, jotka ovat kiinnostuneita tulok-
siin johtavista péadttelyketjuista. Tavallinen lukija voi
huoletta sivuuttaa harmaat laatikot.

Kaukaa haettu esimerkki

Matematiikan vahvuus liittyy jollakin tavalla ilmicon,
jota kasvatusoppineet kutsuvat nimelld siirtovaikutus:
vhdessd tilanteessa toimiviksi havaittuja menetelmia
voidaan hyvin usein kéyttdd menestyksellisesti toises-
sa, ensi katsomalta tdysin erilaisessa tilanteessa. Seu-
raavan esimerkin ja artikkelin varsinaisen aiheen vali-
sen yhteyden on tarkoitus paljastua vasta jalkikéateen.

Tarkastelun kohteena ovat padttyméttomat reaaliluku-
jonot
a = (an)nen = (a1, a2,as,...).

1Jatkuvuuden médritelmi on hyvé esimerkki siitd, mitd epsilonistiikalla tarkoitetaan: funktio f:R — R on jatkuva pisteessi
a € R, jos jokaista positiivista lukua ¢ kohti on olemassa positiivinen luku 4, jolle |f(z) — f(a)| < € aina, kun |z — a| < §. Kreikka-

lainen kirjain € on nimeltddn epsilon.
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Jonoille a ja b ehto a < b tarkoittaa, ettd a,, < b,
kaikilla n € N. Jonojen a ja b erotus a — b on jo-
no (a, — by )nen. Lukujonon suppeneminen ja raja-arvo
ovat tuttuja késitteitd, mutta hetken aikaa kuvitellaan,
ettd matematiikan historian téssé vaiheessa lukujonon
suppenemista ei vield ole méaritelty. Intuitiivinen mie-
likuva suppenemisesta on, ettd jonon a luvut a,, pikku-
hiljaa vakiintuvat tietyksi raja-arvoksi lim a. Sellaisille
jonoille u, joille u,, = w on vakio jostakin indeksin n
arvosta alkaen, raja-arvo on ilman muuta limu = wu.
Niista jonoista kdytetddn tyonimed melkein vakio, so.
vakio dérellistd alkupétkad lukuun ottamatta. Kahden
melkein vakion jonon erotus on melkein vakio. Yleista
jonoa a approksimoidaan eli lahestytadn etsimalld eh-
don v < a < u toteuttavat melkein vakiot jonot u ja v
mahdollisimman l&dhelta toisiaan.

Jono a on suppeneva, jos jokaista € > 0 kohti on
olemassa melkein vakiot jonot u ja v, joille v <a < u
jalim(u—v) <e.

Jos jono ei suppene, se hajaantuu. Suppenevan jonon a
raja-arvo lim a mééaritelladn asettamalla

‘lima = inf{limu | u on melkein vakio, a < u} ‘ .

Tassd inf tarkoittaa infimumia eli suurinta alarajaa.
Osalle lukijoista se saattaa olla outo késite, joten seli-
tys on paikallaan. Reaalilukujoukko A on alhaalta ra-
joitettu, jos on olemassa kaikkia joukon A lukuja pie-
nempi reaaliluku r. Lukua r sanotaan joukon A alara-
jaksi. Myo6s kaikki lukua r pienemmét luvut ovat jou-
kon A alarajoja. Infimum tarkoittaa alarajojen joukon
suurinta alkiota:

inf A = max{r € R | r < a kaikilla a € A}.

Alhaalta rajoitetulla ei-tyhjalla reaalilukujoukolla on
aina infimum. Tat4 reaalilukujen joukon R ominaisuut-
ta kutsutaan tdydellisyydeksi. Rationaalilukujen jou-
kolla @Q tdtd ominaisuutta ei ole. Infimumia voidaan
luonnehtia seuraavasti:

Luku r on reaalilukujoukon A suurin alaraja, jos ja vain
jos
(a) r on joukon A alaraja,

(b) kaikilla € > 0 on olemassa a € A, jolle a < r +&.

Oheistietoja infimumista ja sen isoveljestd supremumis-
ta on dokumenteissa [2] ja [7]. Ne sisaltavit paljon muu-
takin tita artikkelia sivuavaa materiaalia.?

Avoimen joukon pituus

Lukusuoran avoin a-keskinen r-séteinen véli B(a,r) on
niiden pisteiden z joukko, joiden etdisyys pisteestd a

on pienempi kuin 7:
B(a,r) ==la—r,a+r[={z eR||z—a| <r}.

Joukkoa U sanotaan avoimeksi, jos kaikilla a € U
on olemassa r > 0, jolle B(a,r) C U. Erityisesti tyh-
ja joukko @ on avoin. Mutkattomalla joukko-opillisella
paattelylld osoitetaan, etté

e avointen joukkojen yhdiste on avoin,

e #irellisen monen avoimen joukon leikkaus on avoin.
Avointen joukkojen kokoelma
T :={U CR|U on avoin}

on nimeltadn topologia. Avoimen joukon késite yleistyy
edelld mainittujen ominaisuuksien kautta mitd moni-
naisimpiin yhteyksiin. Topologiaksi kutsutaan avointen
joukkojen kokoelman liséksi avoimiin joukkoihin perus-
tuvaa matematiikan osa-aluetta.

Lukusuoran topologiaa voidaan pitdd myos yksiulottei-
sen mitan perustana, silld avoimelle joukolle on help-
poa madritelld pituus, ja madritelmé on yhté kiistaton
kuin melkein vakion lukujonon raja-arvo; lukusuoran
avoimilla joukoilla on nimittédin seuraava ominaisuus:

e jokainen ei-tyhja avoin joukko voidaan jarjestystéa
vaille yksikésitteiselld tavalla esittdd yhdisteend nu-
meroituvasta® médristi toisiaan leikkaamattomia ei-
tyhjid avoimia vélejé.

Toisin sanoen: jos U on avoin ja ei-tyhjé, on olemassa
yksikésitteinen kokoelma {I; | i € T'} ei-tyhjid avoimia
valeja I;, joille

U=|JIL ja LNI;=0 aina, kun i # j.
el

Koska jokainen ei-tyhjd avoin véli sisdltdd rationaali-
luvun (itse asiassa dédrettomén méadran rationaaliluku-
ja), ja rationaalilukujen joukko @ on numeroituvasti
adreton, kokoelma {I; | ¢ € I'} on numeroituva, tai
yvhtépitdavasti indeksijoukko I' on numeroituva. Vileja
I; kutsutaan avoimen joukon U yhteniisiksi kompo-
nenteiksi. Esitys U = U;I; on joukon U komponent-
tiesitys.

Komponenttiesitystd kéyttden avoimelle joukolle U
maédritellddn pituus
L(U) == Zf(li) ;o (L) =bi—ai, 1 =lag, b
i€l

missd £(I;) on védlin I; pituus. Erikseen mééritellaan
L(®) = 0 = £(0). Positiivitermisen sarjan summa on

2Itse kaytin oheislukemistona péadasiassa teosta [6], jonka kirjoittaja on erds arvostetuimmista nykymatemaatikoista, Fields-
mitalisti Terence Tao (1975-). Mittateorian osuus on vapaasti luettavissa netissd, mutta vaatinee lukijalta muutaman opintopisteen
verran yliopistotasoisia matematiikan opintoja, jotta useampiulotteinen euklidinen avaruus R? olisi tullut tutuksi.

3 Asrellisistd ja numeroituvasti dérettémisté joukoista kiytetdsn yhteisnimitystd numeroituva. Muut joukot ovat ylinumeroituvia.
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tunnetusti riippumaton termien jirjestyksestd, joten
L(U) on hyvin mééiritelty. Tapauksia L(U) = oo ja
¢(I;) = oo ei voida sulkea pois. Siis kuvausten L ja £
arvojoukko on laajennettu véli [0, oo] := [0, oo[ U {oo}.

Kaikki avoimet joukot U pituuksineen voidaan esittda
yhdenmukaisessa muodossa

i=1 i=1

kun sallitaan, ettd I; voi olla tyhji. Silloin
UL=nu..unuovou...=Jr5,
i=1 i=1

missd I; = 0 kaikilla i > n.

Pituuden ominaisuuksia

Pituusfunktiolla L : 7 — [0, 00] on seuraavat ominai-
suudet, kun U, V ja U, k € N, ovat avoimia joukkoja:

(a) L(0) =0,

(b) L(U) < L(V) aina, kun U C V,

(C) L < - Uk> < iL(Uk),
k=1 k=1

(d) L (U Uk> = L(U), kun Uy N Uy, = § indek-
k=1

k=1
seilla h # k.

Ominaisuutta (b) sanotaan monotonisuudeksi, omi-
naisuutta (c¢) numeroituvaksi subadditiivisuudek-
si ja ominaisuutta (d) numeroituvaksi additiivisuu-
deksi. Pelottavannékoisilla hieroglyfeilld on sangen ar-
kipéivéiset tulkinnat:

(a) junamatka Helsingistd Helsinkiin on pituudeltaan
nolla,

(b) junamatka Riihim&eltd Tampereelle on pienempi
kuin junamatka Hyvinkaaltd Tampereelle,

(¢) junamatka Helsingistd Tampereelle on pienempi
kuin junamatka Helsingistd Riithimé&elle plus juna-
matka Hyvinkaaltd Tampereelle,

(d) junamatka Helsingistd Tampereelle on tésmélleen
niin pitkd kuin junamatka Helsingistd Riihiméelle
plus junamatka Riihimaeltd Tampereelle.

Intuitiivisesti uskottavien ominaisuuksien (a)—(d) to-
distaminen komponenttiesitysten avulla on ldhinna
kirjanpidollinen tehtéva, kun hyviksytdan seuraavat
kaksi itsestddnselvyyksilta tuntuvaa aputulosta:

e Jos avoimeen viliin J sisdltyvit avoimet vélit I; ei-
vat leikkaa toisiaan, pituuksien £(I;) summa ei ylita
valin J pituutta.

e Avointen vilien I; pituuksien summa ), ¢(I;) on
vahintdén vélien yhdisteen pituuden L(U;I;) suu-
ruinen.

Myohemmin maéaariteltdvan mitallisten joukkojen ko-
koelman ominaisuuksien todistaminen helpottuu, jos
kaytettavissd on lisdd aputuloksia. Seuraava lemma
vaatii jo epsilonistiikkaas:

& Olkoot U ja V avoimia joukkoja, ja olkoon L(U) <
oo. Téllin jokaista € > 0 kohti on olemassa sellai-
nen avoin joukko W ettd U\ V C W ja

LW)< L(U)—LUNV) +e.

Sen avulla pdastadn kéasiksi vield enemmén epsilonis-
tiikkkaa vaativaan tulokseen, jota voidaan luonnehtia
eradnlaiseksi pituusfunktion jatkuvuudeksi:

e Olkoon U; D U; D U3 D ... aleneva jono avoimia
joukkoja, ja olkoon V sellainen avoin joukko, etté
MUk C V. Jos L(Ug) < oo erddlld k € N, on ole-
massa raja-arvo limy L(Uy), ja

lim L(Uy) < L(V).

k—o0

Mitallinen joukko

Thanteellisessa tapauksessa joukon mitta voitaisiin
madritelld kaikille reaalilukujen joukon R osajoukoil-
le. Todistettavasti néin ei voida tehd&, kun mitalle ase-
tetaan tiettyjd vaatimuksia, joita intuitiivinen késitys
pituudesta noudattaa. Esimerkiksi vélin [0, 1] mitan tu-
lee olla 1, ja mitta ei saa muuttua siirroissa: joukon A
ja kuvajoukon T, A mittojen tulee olla samat, kun T,
on siirto R — R, z — z+4a. Jilkimmaéistd ominaisuutta
kutsutaan mitan translaatioinvarianssiksi. Mitan kési-
te voidaan ulottaa vain mitallisiksi kutsuttuihin jou-
kon R osajoukkoihin. Muilla osajoukoilla ei ole mittaa,
ja niitd sanotaan ei-mitallisiksi. Samaan tapaan raja-
arvon kasite voidaan laajentaa melkein vakioista jonois-
ta vain suppeneville jonoille. Muilla jonoilla ei ole raja-
arvoa. Hajaantuvat jonot vastaavat siis téssd mieles-
sé ei-mitallisia joukkoja. Seuraavaa mitallisen joukon
madritelméd sopii verrata aikaisemmin esitettyyn sup-
penevan jonon maédritelmaén:
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Joukko A on mitallinen, jos jokaista ¢ > 0 kohti
on olemassa avoimet joukot U ja V, joille A C U,
R\ACVijaLUNV)<e.

Rajoittamattoman joukon mitallisuus voidaan selvit-
tda tutkimalla rajoitettuja osajoukkoja:

e Joukko A on mitallinen, jos kaikki leikkaukset
B(0,k)N A, k € N, ovat mitallisia.

Téasté kokenut epsilonisti padttelee helposti, etté kaik-
ki avoimet joukot ovat mitallisia.

e Avoin joukko U on mitallinen.

Seuraavat ominaisuudet varmistavat, ettd mitallisten
joukkojen kokoelma

M :={A CR| A mitallinen}

on huomattavasti laajempi kuin avointen joukkojen ko-
koelma T

(a) 0 e M,
(b) R\ A € M aina, kun A € M,

oo
(c) U Aj € M aina, kun Ay € M kaikilla k € N.
k=1

Ominaisuuksien (a) ja (b) verifioiminen ei ole vaikea-
ta. Tyhjin joukon mitallisuus seuraa jo siité, etté tyhja
joukko on avoin, ja kaikki avoimet joukot ovat mital-
lisia. Mitallisuuden méaritelmé on symmetrinen siiné
mielessi, ettd joukoilla A =R\ (R\ A) ja R\ A on yh-
denvertainen asema. Viite (b) seuraa ilman sen kum-
mempaa todistusta tdstd symmetriasta. Ominaisuuden
(¢) niyttdminen toteen vaatii enemméin padnvaivaa-
mista.

Kuten edelld todettiin, rajoittamattoman joukon mi-
tallisuus selvida tutkimalla rajoitettuja joukkoja. Té-
ten riittdéd osoittaa véite (c) todeksi tapauksessa, jos-
sa joukkojen Ay yhdiste Uy Ax on rajoitettu. Siind on
suureksi avuksi aikaisemmin esilld ollut pituusfunk-
tion jatkuvuusominaisuus. Téssa kuten muissakin ep-
silontodistuksissa kéiytetddn hyviksi havaintoa, jonka
mukaan suuruudeltaan 27*¢ olevien poikkeamien ai-
heuttama kokonaispoikkeama on

i 2 ke = g,

k=1

mikd on suora seuraus geometrisen sarjan summan
kaavasta. Kohdan (c) todistuksen yksityiskohtiin ei
menna tdméan syvemmalle.

De Morganin kaavan Ni A = R\ Ui (R\ A) ja kohtien
(b) ja (c) perusteella mitallisten joukkojen leikkauskin
on mitallinen:

(d) (] Ak € M aina, kun A, € M kaikilla k € N.
k=1

Ehdot (a)—(c) toteuttavaa kokoelmaa M sanotaan
o-algebraksi (so. sigma-algebraksi), ja sellainen on 1&h-
tokohtana yleiselle mittateorialle, joka ei suinkaan ole
rajoittunut lukusuoralle tai euklidiseen avaruuteen.
Esimerkiksi todennakoéisyyslaskenta on mittateoriaa.
Mitallisia joukkoja kutsutaan tapahtumiksi, ne muo-
dostavat o-algebran, ja tapahtuman mitta on tapahtu-
man todennékoisyys.

Mitta

Mitallisen joukon A Lebesguen mitta m(A) mééri-
telladn asettamalla

‘m(A) =inf{L(U) | U on avoin ja A C U}‘

Muodollinen yhteys jonon raja-arvon méaaritelmaan on
ilmeinen. Mitta maéarittelee kuvauksen

m: M —[0,00], A~ m(A).
Pituuden L ominaisuuksista ja mitallisuuden mééritel-
maéstd voidaan johtaa mitan perusominaisuudet, kun

A, B ja Ay, k € N, ovat mitallisia joukkoja eli kokoel-
man M alkioita:

(a) m(D) =0,

(b) m(A4) < m(B) aina, kun A C B,

dekseilla h # k.

Téaten sekd pituusfunktio L : 7 — [0,00] ettd mit-
ta m : M — [0,00] ovat monotonisia, numeroituvas-
ti subadditiivisia ja numeroituvasti additiivisia. Jotta
edes jotakin tulisi todistetuksi, esitetdan todistus mi-
tan numeroituvalle subadditiivisuudelle:

Olkoot Ay, k € N, mitallisia joukkoja. Viite on selvis-
ti voimassa siiné erikoistapauksessa, ettd jokin mitois-
ta m(Ay) on &éreton. Olkoon m(Ay) dérellinen kaikil-
la k, ja olkoon £ > 0. Mitan mééritelmén perusteel-
la on olemassa avoimet joukot Uy, joille Ay C Uy ja
L(Uk) < m(Ak) + 2 k¢, Koska UrAr C UpUg, ja UpUyg
on avoin avointen joukkojen yhdisteend, mitan méaari-
telmén nojalla

m(U, ) <L (U, 0)-
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Pituusfunktion L subadditiivisuuden perusteella

L (Uk Uk) <Y Lwy<y, m(Ak) +27ke)
= Z (Ar) +Z 2~
_ Z k

Téten m(UpAg) < >, m(Ag) + € kaikilla € > 0. Ei
jéé muuta vaihtoehtoa kuin m(UpAy) < Y-, m(Ag), ja
subadditiivisuus on todistettu.

Mitan numeroituva additiivisuus on seuraus numeroi-
tuvasta subadditiivisuudesta ja &dérellisestd additiivi-
suudesta

m (U A,c> = m(A), AnNAg=0, h#k,
k=1 k=1

joka seuraa induktiolla tapauksesta n = 2:

m(AUB) =m(A)+m(B), ANB=40.

Se puolestaan on mahdollista perustella kaavalla

LUUV)=LWU)+L(V)-LUNV), UVeT,

kun U D A ja V D B. Tamaén intuitiivisesti varsin us-
kottavan kaavan todistamisessa voidaan kayttda hy-
vaksi lemmaa &.

Esimerkkeja

Avoimen vilin mitta
Olkoon I = Ja,b[ avoin vili, a < b. Talléin I on avoin
joukko, siis mitallinen. Mitan méaritelman mukaan

m(I) =inf{L(U) | U € U},
U:={U | U on avoin ja I C U}.

Koska I € U, patee m(I) < L(I). Pituuden L subaddi-
tiivisuuden perusteella L(I) < L(U) kaikilla U € U.
Silloin L(I) on alaraja luvuille L(U), joten L(I) on
korkeintaan niin suuri kuin suurin alaraja m([l). Siis
L(I) <m(I). Taten m(I) = L(I)=b — a.

Numeroituvan joukon mitta

Olkoon A = {a,, | n € N}, ja olkoon ¢ > 0. Yksio {ax}
on mitallinen avoimen joukon R\ {aj} komplementti-
na. Joukko A on mitallinen yhdisteend numeroituvasta
méadrdsta mitallisia joukkoja. Siis on olemassa m(A).
Joukko

= U B(ak, 2717166)
k=1

on avoin avointen joukkojen yhdisteené, ja A C U.. Mi-

tan monotonisuuden ja subadditiivisuuden perusteella

m(A) Zm (ar, 2717 %))

k=1

1k =E.

Mg

k=1

Taten m(A) < e kaikilla € > 0, joten ainoa vaihtoehto
on m(A) = 0.

Yksikkovilin rationaali- ja irrationaaliluvut

Rationaalilukujen joukko Q on tunnetusti numeroitu-
va, joten sen kaikki osajoukot ovat numeroituvia, siis
mitallisia ja nollamittaisia. Taten yksikkovélin ratio-
naalilukujen joukko @ := Q N [0,1] on mitallinen, ja
sen mitta on nolla. My6s yksikkévélin irrationaalilu-
kujen joukko P :=[0,1]\ @ = (R\ Q)N]0,1[ on mi-
tallinen, silld se on pantu kokoon mitallisista joukoista
operaatioilla, jotka eivit johda pois mitallisten joukko-
jen o-algebrasta. Koska P U@ = [0,1] = {0,1}U]0, 1],
mitan additiivisuuden perusteella m(P) + m(Q) =
m({0,1})+m(]0,1[) elim(P)+0 = 0+1 elim(P) = 1.

Rationaalinen tarkoittaa jirkevdd ja irrationaalinen
jarjetontd. Edellisen perusteella jarjettomét luvut
voittavat jarkevidt luvut 1-0. Lukijan pohdittavaksi
jaa, onko télla tosiasialla heijastusvaikutuksia nyky-
yhteiskunnassa.

Tehtavia

1. Mitallista joukkoa sanotaan nollamittaiseksi eli nol-
lajoukoksi, jos sen mitta on 0. Todista, ettd nolla-
joukon osajoukot ovat mitallisia. Ovatko ne nolla-
joukkoja? Miksi?

2. Lue Wikipediasta [1] Cantorin joukon mééritelma
ja ymmaérra, miksi joukko on nollamittainen ja yli-
numeroituva.

3. Funktio f: R — R on mitallinen, jos jokaisen avoi-
men joukon U alkukuva f~'U on mitallinen. Osoita,
ettd jokainen jatkuva funktio on mitallinen.

4. Osoita, ettd Lebesguen mitta on translaatioinva-
riantti. Translaatiot ovat kuvauksia T, : R — R,
x — x + a. On osoitettava, ettd T, A on mitallinen
aina, kun A on mitallinen, ja m(T,A) = m(A4).

5. Lue Wikipediasta [8] Vitalin joukon mééritelmi ja
ymmarra, miksi joukko ei ole mitallinen.

6. Olkoon A miké tahansa reaalilukujen joukon R ra-
joitettu osajoukko; so. A siséltyy johonkin véliin
I = [a,b], missd —oo < a < b < co. Joukon A ulko-
mitta m*(A) méaritellddn samaan tapaan kuin mi-
tallisen joukon mitta asettamalla

m*(A) =inf{L(U) | U on avoin ja A C U}.
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Mitta on tédten ulkomitan rajoittuma mitallisten
joukkojen kokoelmaan M. Joukon A sisdmitta
m.(A) maaritelladan yhtalolla

my(A) =m*(I) —m* (I \ A),

kun A C I. Osoita, etta

(a) sisémitta ei riipu vélin I valinnasta, kunhan
IDA,

(b) A on mitallinen, jos ja vain jos m.(A) =

m*(A).

7. Ylimaarainen tyolas tehtava: todista vaihe vaiheel-
ta artikkelissa esitetyt tulokset tai osa niisté valin-
tasi mukaan.
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Seikkailuja seisauksina ja tasauksina

Jouni Luukkainen
Helsingin yliopisto

Tiedotusvilineille péivanseisaukset ja paivintasaukset
merkitsevit yleensé vain tiettyjd vuodenpéivid ja niitd
koskevia péivianpituuksia. Kansoille my6s nédiden péi-
vien auringonnousun ja -laskun suunnat ovat olleet
merkitykselliset. Mutta tédhtitieteessd paivinseisauksil-
le ja -tasauksille ilmoitetaan tarkat kellonaikansa. Tie-
dolla niistd maapallon pisteisté, joissa Aurinko on néi-
né ajankohtina zeniitissd eli kohtisuoraan ylédpuolella,
on oma merkityksensd sen ymmaértdmisessd, misté sei-
sauksissa ja tasauksissa on varsinaisesti kyse.

Kyseisen pisteen méaarittdminen kullakin kerralla yk-
sinkertaista matematiikkaa ja karttakirjaa kayttden
tarjoaa myos kiinnostuneille tavan juhlistaa néitd tahti-
tieteellisid merkkipaivid. Seikkailu kartalla on oma hu-
pinsa, ja aina voi jannittda, osuuko paikkaan, joka on
maalla, ei merellé, ja helposti kuvailtavissa.

Aloitan teorialla. Sitten tarkastelen kahta esimerkkié,
jotka yhteensd kattavat eri ilmiot: seisaus/tasaus, nor-
maaliaika/kesdaika, lantinen pituus / itdinen pituus se-
kd myo6s maalla/merelld. Lopuksi kerron ajankohdat
vuoden 2018 tapahtumille, joista yksi tai kaksikin jaa
vieléd juhlittavaksi.

Vuodenaikoja tarkastelen pohjoisen pallonpuoliskon
kannalta. Tapahtumien kellonajat ovat Suomen aikaa.

Seisaukset ja tasaukset

Seuraavassa Auringon suunta taivaalla kuvataan sen
projektiona taivaanpallolla, jonka ajatellaan olevan

pallo, jonka keskipiste on Maan keskipiste ja sidde hy-
vin suuri. Maan (pyordhdys)akselin jatkeen leikkaus-
pisteet taivaanpallon kanssa ovat sen pohjois- ja eteld-
navat, ja Maan ekvaattorin taso leikkaa siitd ekvaat-
torin. Tatd kautta voidaan puhua Auringon paikasta
pohjois—eteldsuunnassa.

Talvipadivanseisaus sattuu joulukuun 21. tai 22. péi-
véiksi. Sen hetkelld Aurinko on taivaanpallolla ete-
laisimmilldén. Aurinko on silloin kohtisuoraan eteldi-
sen eli Kauriin kd&ntopiirin jonkin pisteen yldpuolella.
Kauriin kd&antopiiri on leveyspiiri 23,44 astetta eteléis-
ta leveyttd. Taméan kulman verran Maan akseli on vi-
nossa Maan kiertoradan akselin suhteen. Talvipdivan-
seisauksena Maan akseli on kiertoradan akselin ja Au-
ringon suunnan méiaradmassé tasossa, pohjoisnapa kal-
listuneena Auringosta poispéin.

Kevitpaiviantasaus sattuu maaliskuun 19., 20. tai
21. paivéksi. Sen hetkelld Aurinko siirtyy taivaanpal-
lon eteldpuoliskolta sen pohjoispuoliskolle. Aurinko on
silloin kohtisuoraan péaivantasaajan jonkin pisteen yla-
puolella. Kevétpaivintasauksena Maan akseli on koh-
tisuorassa Auringon suuntaa vastaan, pohjoisnapa kal-
listuneena tulosuuntaan péin. Kevitpéivintasauksena
kuten tietysti talvipdivinseisauksenakin Suomessa on
talvi- eli normaaliaika.

Kesdpiivinseisaus sattuu kesdkuun 20., 21. tai 22.
paiviksi. Sen hetkelld Aurinko on taivaanpallolla poh-
joisimmillaan. Aurinko on silloin kohtisuoraan pohjoi-
sen eli Kravun kéantopiirin jonkin pisteen yldpuolel-
la. Kravun kéantopiiri on leveyspiiri 23,44 astetta poh-
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joista leveyttd. Kesédpdivinseisauksena Maan akseli on
kiertoradan akselin ja Auringon suunnan maaradméassa
tasossa, pohjoisnapa kallistuneena Aurinkoon péin.

Syyspaiviantasaus sattuu syyskuun 22. tai 23. péi-
véksi. Sen hetkelld Aurinko siirtyy taivaanpallon poh-
joispuoliskolta sen eteldpuoliskolle. Aurinko on silloin
kohtisuoraan péivantasaajan jonkin pisteen ylédpuolel-
la. Syyspéivintasauksena Maan akseli on kohtisuorassa
Auringon suuntaa vastaan, pohjoisnapa kallistuneena
menosuuntaan péin. Syyspéivantasauksena kuten tie-
tysti kesdpaivinseisauksenakin Suomessa on kesdaika,
joka on tunnin edelld normaaliaikaa.

Kaksi esimerkkia

Talvipdivinseisaus vuonna 2017 tapahtui 21.12.
klo 18.28. Kellonajan katsoin Téahtitieteellinen yhdistys
Ursan Téhdet 2017 -vuosikirjasta. Ilmaiseksi ajankoh-
dan olisi saanut verkkosivulta www.ursa.fi/vuosikirja,
nimittdin Aurinkoa eri vuodenpaiving kuvaavista vuo-
sikirjan lisimateriaalin tiedoista. Mutta missd Kau-
riin kddntopiirin pisteessi. Aurinko oli tuolloin suoraan
péan ylapuolella eli zeniitissd? Oliko sielld ihmisié ha-
vaitsemassa tapahtumaa? Kyseisen pisteen loytaé tie-
tysti suoraan Internetistd, mutta entd pelkdn kellon-
ajan perusteella?

Suomen normaaliaika on kaksi tuntia universaaliaikaa
edelld. Universaaliaika on Lontoon liepeilld sijaitsevan
Greenwichin observatorion luonnollinen paikallisaika
idealisoituna. Puoliympyré, jonka pédtepisteind ovat
navat ja joka kulkee Greenwichin observatorion kaut-
ta, on méaaritelty 0° pituuspiiriksi. Talvipaivanseisauk-
sen hetkend universaaliaika oli siis 16.28. Etsittdvassa
pisteessd oli taas keskipéivé, jolloin siellé luonnollinen
kellonaika oli 12.00. Aikavyohykkeet on téasséd unohdet-
tava. Nyt jo voimme nahda, ettd kyseinen piste sijaitsi
léntiselld pallonpuoliskolla.

Tarkemman paikan selvittdmiseksi huomaamme, ettd
maapallo pyordhtdd 24 tunnissa 360° eli siis yhdessa
tunnissa 360°/24 = 15°. Kellonaikojen 16.28 ja 12.00
ero 4 h 28 min vastaa néin ollen (4 + 28/60) x 15 = 67
astetta. Etsimdmme piste on siis 67° lantista pituutta.
Nyt vain pitdd katsoa karttakirjasta tai vaikka kart-
tapallolta, missd 67° lantinen pituuspiiri leikkaa Kau-
riin kdantopiirin. Itsellani on The Times Atlas of the
World, jonka tietylle karttalehdelle on piirretty 66° ja
69° lantiset pituuspiirit. Katsoin, ettd ndma pituuspii-
rit erottivat kddntopiiristd kartalla 6,0 cm pituisen ja-
nan. Koska (67° — 66°)/(69° — 66°) = 1/3, niin janaa
piti edetd edelliseltd pituuspiiriltd 6,0/3 = 2,0 cm. Néin
interpoloimalla ja ottamalla sitten kartan mittakaava
huomioon paadyin pisteeseen, joka sijaitsi Andeilla, 20
km péédssd Argentiinan ja Chilen rajasta, Argentiinan
puolella.

Syyspaiviantasaus vuonna 2014 tapahtui 23.9. klo
5.29. Universaaliaika oli nyt kolme tuntia vihemman,
2.29. Piivintasaajan pisteessé, jossa Aurinko oli zenii-
tissd, oli keskipaiva ja siis luonnollinen kellonaika 12.00.
Nyt jo voimme nahda, ettd kyseinen piste oli itaisella
pallonpuoliskolla. Kellonaikojen 12.00 ja 2.29 ero 9 h
31 min vastasi (94 31/60) x 15 = 142,75 astetta itiis-
td pituutta. Karttakirjani sopivimmalla kartalla oli pi-
tuuspiirit 142° ja 144°, jotka leikkasivat péivantasaa-
jasta kokonaisuudessaan avoimella Tyynelldmerelld si-
jainneen pétkéan, joka kartalla oli 44 mm pitka. Janal-
la piti edeté edellisesté pituuspiiristd 17 mm. Kartalla
1 cm vastasi 50 km. Néin saatoin ndhda, ettd kohde
sijaitsi Papua-Uuden-Guinean rannikosta pohjoiseen.
Lahimpéana maa-alueena oli 150 km kaakossa tdhan val-
tioon kuuluvan Ninigon saariryhmédn Manun saari.

Harjoiteltavaksi ja juhlittavaksi

Vuonna 2018 piiviantasausten ja -seisausten ajankoh-
dat ovat 20.3. klo 18.15, 21.6. klo 13.07, 23.9. klo 4.54
ja 22.12. klo 0.23.
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Moniulotteisuuden ihmeita: ongelmien ratkaisuita

Esa V. Vesalainen
Matematik och statistik, Abo Akademi

Edellisen numeron epéyhtildartikkelissa®l oli lopussa

kahdeksan ongelmaa pohdittavaksi niille lukijoille, jot-
ka sellaista kaipaavat. Tésséd on niille esimerkkiratkai-
suita.

Ongelma 1. Olkoot a, b ja c posititvisia reaalilukuja.
Osoita, ettd

\a2+b2—|-c—2.

a+b+c< 1 1 1
abc

Ratkaisu. Kahden muuttujan aritmeettis-geometrisen
epayhtalon mukaan

2 2 2 1 1 1 1 1 1

2tpteTetgtrteatate

2 2 2 a+b+c

>4 =2
ab+bc+ca abc

Ongelma 2. Olkoot a, b ja c posititvisia reaalilukuja.
Osoita, ettd

a* + b* + ¢* > a’be + b2 ca + Cab.

Ratkaisu. Missd tahansa suuruusjarjestyksessa luvut
a, b ja c ikind ovatkaan, ovat luvut a2, b2 ja c? ja toisaal-
ta luvut a3, b® ja ¢® aina samassa suuruusjirjestykses-
sé, ja luvut be, ca ja ab vastakkaisessa suuruusjarjestyk-
sessd. Nyt voimme kéyttdd suuruusjirjestysepéyhtaloa

kahdesti arvioidaksemme
a’be + b%ca+ Pab<a? - ab+ b -be+ - ca
=a’b+ bc+ Fa
<a®-a+b® b+ ¢
=a*+v* 4+ 2
Ongelma 3. Olkoot a, b ja c posititvisia reaalilukuja.

Osoita, etta

a? n b2 n 2 at+b+ec
b+c¢c c+a a+bd” 2

Ratkaisu. Cauchyn—Schwarzin epayhtdlon mukaan

a2 b2 2
-2 b
(b+c+c+a+a+b) (a+b+c)
a? b? c?
= - +
(b—I—c c+a a+b)

b+ +(c+a)+(a+h))

> (a+b+c)?,
misté viite seuraa pienelld sievennyksella.

Ongelma 4. Olkoot «, 5 ja v kolmion kulmat radiaa-
neissa. Osoita, ettd

tan%—l—tang—ktang}\/g.

IVESALAINEN, E. V.: Moniulotteisuuden ihmeiti: Shapiron syklinen epdyhtdls, Solmu, 1/2018, 26-34.
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Ratkaisu. Funktio

r— tanx: }O,g{—ﬂ&
on konveksi, silld sen derivaatta

1 s
— 0, -
x }’2

on kasvava. Siten Jensenin epayhtdlon nojalla

L JoI[—r
COs“ X

a 2
2+ 2

«
tan — + tan — + tan — > 3tan

B gl
2 2 2

B

2+

3

T 1

=3tan— =3 — = /3.
6 V3

Ongelma 5. Olkoot «, B ja v kolmion kulmat. Osoita,

ettd
3v3
sina + sin B + siny < T\[

Ratkaisu. Funktio

x+— —sinz: 0,7 — R
on konveksi, silld sen derivaatta

x+— —cosz: |0,7[ — R

on kasvava. Siten Jensenin epayhtdlon mukaan

—sina —sin 8 —siny > —BSin%ﬁﬂ
3 i T 3v3
=—-3sin- =——.

3 2

Ongelma 6. Todista, ettd jos p € [1,00], jos n € Z,
ja jos x1, To, ..., T, ovat posititvisia reaalilukuja, niin
. I1+332—|-...-|—],‘n.

f/mf+x§+...+xﬁ
=
n n

Ratkaisu. Funktio
zr— 2P Ry — R
on konveksi, silld sen derivaatta
rr— peP LRy — R
on kasvava. Siten Jensenin epayhtdlon nojalla

o+ . +ab - ($1+~--+xn>”
= I’
n n

mistd viite seuraa ottamalla puolittain p. juuri.

Ongelma 7. Osoita potenssikeskiarvojen epdyhtdlo:
Jos r ja s ovat posititvisia reaalilukuja, joille r > s,
josn € Zy, ja jos x1, Ta, ..., T, ovat positiivisia re-
aalilukuja, niin

Vx§+x5+...+xg - §/x§+x§+...+x;

n n

Ratkaisu. Valitaan p = r/s, jolloin edellisen ongelman
mukaan

S S
it tw o+ 4k
~

n n

S
B A A S o
n )

misté vaite seuraakin ottamalla puolittain s. juuri.

Ongelma 8. Olkoot a, b, ¢, d, e ja f positiivisia reaa-
lilukuja. Osoita, ettd

a b c d e f
+ + = 3.
b+c c+d d+e e+ f f4+a a+d
Ratkaisu. Aloitamme  soveltamalla ~ Cauchyn—

Schwarzin epédyhtdlod niin, ettd ikédviltd tuntuvat ni-
mittajat supistuvat pois:

a b c d e f
<b+c+c+d+d+e+e+f+f+a+a+b)
.(a(b+c)+b(c+d)+c(d+e)
+d(e+f)+e(f+a)+f(a+b))

> (a+btctdtet f)

=a?+ 0+ +d>+ e+ 2+ 2ad + 2be + 2¢f
+ 2ab + 2ac + 2ae + 2af + 2bc + 2bd + 2bf
+ 2¢d + 2ce + 2de + 2df + 2ef.

Taten
a n b n c d n e f
b+c c+d d4+e e+f f+a a+d

(a+d)”+B+e)+ (c+f)
alb+c)+b(c+d)+...+ f(a+b)

>2+
Riittaa siten osoittaa, etta

(a+d)?+ (b+e) + (c+ f)
zalb+e)+b(c+d)+...+ f(a+b).

Mutta soveltamalla Cauchyn—Schwarzin epéyhtaloa
naemme, etta

(a+d)?+(b+e)+(c+ f)>
—Ja+d?+ b+ +(c+f)

A+ 4 (et 7+ (a+d)?
>(a+d)(b+e)+(b+e)(c+ f)+ (c+ f) (a+d)
=ab+ae+ db+ de+ bec+bf

+ect+ef+ca+cd+ fa+ fd
=ab+c)+b(c+d) +c(d+e)
+d(e+ f)+e(f+a)+ f(a+D),

ja olemme valmiit.
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Solmun pulmapalsta

Téssd muutama ongelma kesan ratoksi. Ratkaisuja néi-
hin ja jo aiemmin lehdessa olleisiin ongelmiin seké uusia
ongelmia voi ldhettda elokuun loppuun mennessé osoit-
teeseen aernvall@abo.fi.

Tehtavat

Tehtivad 1. (Ehdottanut Esa Vesalainen) Tasasivuisen
kolmion sivun pituus on 7, ja sen sisdltd on valittu 13
pistetta. Osoita, ettd néistéd pisteistd jotkin kaksi ovat
enintdén etéisyydelld 2 toisistaan.

Tehtéva 2. (Ehdottanut Esa Vesalainen) Pieni palik-
ka on 1 x 1 x 1-kuution muotoinen, ja iso palikka on
samanmuotoinen kuin 2 x 2 x 2-kuutio, jonka jostakin
nurkasta on lohkaistu pois 1 x 1 x 1-kuution muotoinen
pala:

Voiko yhden pienen palikan ja 585 isoa palikkaa pakata
16 x 16 x 16-kuution muotoiseen laatikkoon?

Tehtdva 3. Tamé tehtévd ei ole than normaali on-
gelmatehtdvd vaan enemménkin harjoitustehtava, var-
sinkin kun ldhdemateriaaliakin on tarjolla. Tehtédvan
c)-kohta on otettu erdéstd Evan Chenin kilpailuma-
tematiikan oppimateriaalista (Supersums of Square-
Weights: A Dumbass’s Perspective). Téssé esitetyt véi-
livaiheet jdljitteleviit materiaalissa esitettyé ratkaisua.
Jos siis haluat pitdd homman hankalana, et lue Chenin
monistetta ennen tdmén tehtévan ratkaisua ja hyppéaét
heti ¢)-kohtaan.

a) Todista
a® —ab+ b >0.

b) Todista
a + b + 4a® + b* > 3a3b + 3ab’.
¢) Todista

2 . . .
E(QQ +024+ A >aP(b+c) + VP (c+a) +c(a+b).
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Kaksi pistettd maaraavat suoran, kolme paraabelin —
miten tama selittaa QR-koodin toiminnan

Jyrki Lahtonen
Turun yliopisto, matematiikan ja tilastotieteen laitos

Tarinani tavoite on selittdé, miten yksinkertaisia poly-
nomien ominaisuuksia voidaan soveltaa virheit korjaa-
viin koodeihin. Kaksiulotteiset viivakoodit eli ns. QR-
koodit [8] lienevét trendikkéin sovellus, jossa ndmé ovat
kéytossd. Samanlaista menetelmdd on kaytetty myos
antamaan CD-levyille niiden kyky toipua naarmuista
sekd suojaamaan 1. sukupolven digitelevisioldhetyksia
kanavahéirioilta.

Polynomien algebrasta tarvitsemme seuraavaa kahta
faktaa.

Lause 1. Astetta n olevalla polynomilla on enintddn
n nollakohtaa.

Lause 2. Jos (x1,y1), (x2,92), .., (Tn,yn) ovat xy-
tason n pistettd, joille v; # x; aina, kun i # j,
niin on olemassa sellainen yksikdsitteinen polynoms
f(x), jonka aste on < n ja jonka kuvaaja kulkee kaik-
kien mainittujen pisteiden kautta, eli jolle f(x;) = y;,
i=1,2,....n.

Jalkimmainen tulos ei ole ehk&d ihan ilmeinen, joten
perustellaan sitd etenkin erikoistapauksissa. Jos tés-
sd n = 2, vaadimme, ettd f(x) on astetta < 1, jol-
loin sen kuvaaja on suora, tarkemmin sanottuna pis-
teiden (x1,y1) ja (x2,y2) kautta kulkeva suora. Kun
n = 3, vaadimme, ettd polynomi on enintdin astetta
kaksi, jolloin sen kuvaaja on joko suora tai y-akselin
suuntaan aukeava paraabeli. Haluttu polynomi 16y-

detddn ratkaisemalla kertoimet a, b, c yhtéloryhmaésta
yi = ax? +bx; + ¢, i =1,2,3.

Korkeampiasteisissa tapauksissa etsitty polynomi l6y-
detddn kayttaméalla ns. Lagrangen interpolaatiokaavaa

[6],(7].

Polynomin yksikésitteisyys seuraa joka tapauksessa
Lauseesta 1. Jos nimittdin f1(x) ja fo(z) olisivat kak-
si eri polynomia, kumpikin astetta < n, ja kummankin
kuvaaja kulkisi valittujen n pisteen kautta, niin erotus-
polynomi f1(z) — fa(z) olisi sekin astetta < n ja kaikki
luvut z;, 1 = 1,2,...,n, olisivat sen nollakohtia. Tama
on Lauseen 1 mukaan mahdotonta.

Tamankertaiset polynomien sovellukset késittelevéit 1a-
hettdjin ja vastaanottajan vélistd kommunikointia. La-
hettdjd haluaa ldhettédd vastaanottajalle jonkin viestin.
Oletamme, etté he ovat etukéteen sopineet tavasta koo-
data viestit jonoksi lukuja y1,y2, ..., yr, missi k on jo-
kin luonnollinen luku. Helppo tapa kommunikoida on
talloin tietenkin se, ettd ldhettdjé yksinkertaisesti kir-
joittaa viestin johonkin tiedonsiirtokanavaan, jota vas-
taanottaja voi sitten myohemmin lukea. Kanava voi ol-
la vaikka luokkahuoneessa kédestd kiateen kulkeva pa-
perinpala tai dlypuhelimen néytolla oleva QR-koodi. Se
voi my6s olla vaikka radiotaajuuskaista tai valokuitu —
kanavan fyysinen luonne ei meité nyt kiinnosta.

Jos kaikki menee hyvin, vastaanottaja saa viestin luet-
tavakseen alkuperéisessd muodossaan. Mutta ehka jo-
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kin merkki vain luetaan véirin, tai ehké kaverin hiki-
nen peukalo tuhrasi yhden luvuista viestin kulkiessa
h&nen kauttaan. Mitd tehda? Perusidea on lisdta vies-
tiin ylimédaraisid tarkistuslukuje (usein puhutaan tar-
kistussymboleista). Pidenndmme k-lukuisen viestin lu-
vun n-lukuiseksi, n > k, tavalla, joka antaa vastaanot-
tajalle mahdollisuuden toipua muutamista hdmminkia
aiheuttavista tilanteista.

Yksi hyodyllinen tapa toimia on seuraava:

e Sovitaan etukiteen jono (erisuuria) z-koordinaatteja
Tlyeeoy Ty

e Viestid y1,yo,...,yr ajatellaankin pisteiden

Py = (x1,y1), P> = (22,92), ..., Py = (T, Yr)

jonona.

e Miaaratadn alussa mainittu yksikésitteinen polynomi
f(z) astetta < k, jonka kuvaaja kulkee kaikkien pis-
teiden P;, 1 = 1,2,...,k, kautta.

e Laajennetaan  viesti  sisdltdmddén n  lukua
Y1,Y2,---,Yn siten, ettd y; = f(x;) kaikille i =
1,2,...,n. Huomaa, ettd varsinainen viesti (= pay-
load-luvut) muodostuu k:sta ensimmaisesté luvusta,
loput r = n — k ovat tarkistuslukuja, joita kaytetdan
virhetilanteista toipumiseen.

Alla olevissa kuvissa on yksinkertaisuuden vuoksi aina
r1=1,20 = 2,...,x, = n. Tarkastellaan ensin leluesi-
merkkind tapausta k = 2, n = 3. Polynomimme ovat
siis astetta < 1 ja niiden kuvaajat ovat suoria. Vali-
taan lahetettaviksi viestiksi (y1,y2) = (3,4). Ndemme
heti, ettd tdssd tapauksessa polynomi f(z) = = + 2,
silla f(1) = 3 = y; and f(2) = 4 = y,. Koska
f(3) = 5, laajennetuksi (= koodatuksi) viestiksi saa-
daan (y1,y2,y3) = (3,4,5). Kuvassa 1 payload-lukuja
vastaavat pisteet ovat mustia ja tarkistuslukuja vastaa-
vat pisteet harmaita. Hahmottamisen helpottamiseksi
mukana on myds polynomin f(z) kuvaaja.

/

1 2 3 4

Kuva 1: Kahdesta luvusta muodostuvaan viestiin lisd-
tadn kolmas (harmaa) tarkistusluku siten, ettd muodos-
tuvat kolme pistettd ovat samalla suoralla.

Mita hyotya téastd yhdesta tarkistusluvusta meille on?
Pohdiskellaanpa ensin tapausta, jossa keskimmaéainen

luvuista todellakin muuttui kanavassa lukukelvotto-
maksi. Télloin vastaanottaja pystyy ainoastaan luke-
maan jonon (3,7,5). Systeemimme auttaa vastaanotta-
jaa paattelemadn, ettd lukukelvottoman luvun on pak-
ko olla juuri 4. Han tietaé pisteiden (1, 3), (2,7?) ja (3,5)
kaikkien olevan samalla suoralla, ja voi néin ollen méaéa-
ratd polynomin f(x), ja edelleen tuhoutuneen luvun
yo = 4. Kuva 2 yrittda havainnollistaa tata.

5| -

1 2 3 4

Kuva 2: Kolmilukuiseksi koodatun viestin keskimmdi-
nen luku on pyyhkiytynyt lukukelvottomaksi, mutta sel-
vidd, koska se on samalla suoralla.

Huomaa, ettéd on tdysin merkityksetonté, mika kolmes-
ta luvusta oli tuhriutunut. Kunhan vastaanottaja tun-
tee suoralta kaksi pistettéd, hian pystyy sen avulla péaat-
teleméddn puuttuvan luvun, ja nédin lukemaan viestin.

Minimalistinen koodimme ei kuitenkaan suojaa mei-
té toisenlaisilta virhetilanteilta. Oletetaan seuraavaksi,
ettd vastaanottaja lukee yhden luvuista vadrin (ehka
kyseessé oli lukuvirhe tai ehké kyseinen luku oli kana-
vassa muuttunut toiseksi). Télloin hén joutuu luovut-
tamaan. Vastaanottaja toki huomaa, etteivit hdnen lu-
kemansa kolme pistettd ole samalla suoralla. Hén siis
tietad jonkin menneen pieleen. Héan ei kuitenkaan pysty
padttelemédn, mika luvuista on virheellinen. Mink4 ta-
hansa kahden pisteen kautta kulkee suora, eiké hénella
ole mitdan keinoa valita kolmen vaihtoehtoisen suoran
joukosta. Tilanne kuvassa 3.

Kuva 3: Kun wvastaanottajan kolme pistettd eivdt ole
samalla suoralla, ei voida selvittid, mikd pisteistd on
virheellinen.
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Miten téllaista virhetilannetta vastaan voidaan suojau-
tua? Osoittautuu, ettd tarkistuslukujen méardaa kas-
vattamalla selvidmme pulmasta! Kokeillaanpa kahden
tarkistusluvun kayttoa: & = 2, n = 4, r = 4 —
2 = 2. Payload-viesti saa edelleen olla (y1,y2) =
(3,4). Talla kertaa lisidmme viestiin neljinnen pisteen
(z4,y4) = (4, f(4)) = (4,6), joten koodattu viesti onkin
(3,4,5,6). Koodattu viesti on Kuvan 4 tapainen.

6 4

Il L L L L Il L L L L Il L L L L Il
1 2 3 4

Kuva 4: Kun kahden luvun viestiin lisatdan kaksi tar-
kistuslukua saadaan 4 pistettd samalta suoralta.

Jos nyt yksi luvuista luetaan vaarin, niin vastaanottaja
ei ole yhtd avuton. Muut kolme pistettd nimittdin ovat
samalla suoralla!

Lause 3. Jos Py, Py, P53, Py ovat tason eri pisteitd, niin
enintddn yksi suora kulkee ainakin kolmen pisteen kaut-
ta.

Todistus. Tehdadn vastaoletus, etté voisi olla olemassa
kaksi eri suoraa L; ja Lo, jotka molemmat sisaltavét
ainakin kolme valituista pisteistéd. Talloin enintaan yksi
pisteistd Py, P», P3, P, ei ole suoralla L. Sama koskee
suoraa Lo, joten suorilla L; ja Ly on vahintddn kaksi
yhteista pistettd. Mutta ndiden kahden pisteen kautta
kulkee vain yksi suora. Ristiriita! O

Jos leluesimerkissimme kanava tai vastaanottaja jal-
leen tekee yhden virheen, ja lukee (yi1,y2,ys,ys) =
(3,2,5,6), niin kuvaa 5 vilkaisemalla on helppo teh-
tdvd tunnistaa, miké pisteistd on virheellinen. Se olisi
helppoa, vaikka en olisikaan liséinnyt kuvaan polyno-
min y = f(z) kuvaajaa.

Yleistetaédn leluesimerkkis todenmukaisempiin tilantei-
siin. Oletetaan, ettd olemme taydenténeet k kappalet-
ta payload-lukuja sisaltavéin viestin kuvatulla tavalla n-
lukuiseksi. Mitd ongelmatilanteita vastaan tdma koodi
suojaa viestimme? Y114 tormésimme kahdenlaisiin pul-
miin. Jos vastaanottaja ei saa selvda jostakin luvusta,
puhutaan pyyhkiytyneestd luvusta. Téalloin vastaanot-
taja kuitenkin tietdd vaurioituneen pisteen etukéteen
sovitun x-koordinaatin, vain y-koordinaatti puuttuu.
Toinen virhetilanne oli virhe, viarin luettu luku. Lelu-
esimerkkien perusteella jo arvaamme, ettd virhe on va-
kavampi kuin pyyhkiytyminen. Tarvitsimme kaksi tar-
kistuslukua virheen korjaamiseksi, kun taas pyyhkiyty-
neesté selvisimme yhdella.

1 2 3 4

Kuva 5: Kahden tarkistusluvun avulla voimme korjata
yhden virheen, koska l6ytyy vain yksi suora, joka kulkee
kolmen viestiin kuuluvan pisteen kautta.

Oletetaan, ettd haluamme suojautua ¢:t4 virhettd
ja e:td pyyhkiytymistd vastaan. Montako tarkistuslu-
kua télloin tarvitsemme? Kaiken kaikkiaan koodatussa
viestissa on n = k + r lukua. Pyyhkiytymisten jélkeen
on kuvaajan pisteista vield tiedossa n — e kappaletta.
Niiden pitéisi sitten jotenkin madrata yksikésitteinen
polynomi, jonka aste < k. Vastauksen antaa seuraava
Lauseen 3 yleistys.

Lause 4. Jos tunnemme xy-tasolta k+ 2t pistettd, joi-
den x-koordinaatit eroavat, on olemassa enintddn yksi
astetta < k oleva polynomi f(x), jonka kuvaajalta puut-
tuu enintddn t kappaletta annetuista pisteistd.

Todistus. Nyt ryhdyn ilkedksi ja jatdnkin tdméan har-
joitustehtaviksi. Kayta Lausetta 2, kuten kiytin faktaa
“kahden pisteen kautta kulkee vain yksi suora” Lauseen
3 todistuksessa. O

Seuraus 4.1. Kun lisadmme viestiin r kappaletta tar-
kistuslukuja, muodostuva wvirheenkorjauskoodi selvidd
tilanteesta, jossa on e kappaletta pyyhkiytyneitd ja t
kappaletta virheellisesti luettuja lukuja aina, kun

r>2t+e.

Néaemme siis, ettéd tarkistussymboleja lisddmaélla voim-
me suojata viestimme hyvinkin useita virheitd vas-
taan. On kuitenkin pidettdvéd mielessa, etta tarkistus-
symbolien lisddminen ei ole ilmaista. Jokainen tarkis-
tusluku nimittdin vaatii yhtd paljon tilaa kanavassa
kuin payload-lukukin. N&in ollen virheenkorjauskoo-
dia kéyttavan jarjestelmén suunnittelijan tulee arvioi-
da yksittaisen pyyhkiytymisen ja/tai virheen todenni-
koéisyys, ja sitten valita koodin parametrit siten, etta
Seurauksen 4.1 epéayhtélo on voimassa riittdvan suurel-
la todennékoisyydella.

Lukukasitteen aiheuttamia ongelmia

Kuvaamassani skeemassa on muutama vakava ongel-
ma. Y14 puhuin vain luvuista spesifioimatta tarkemmin
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millaisia lukuja tarkoitan. Kuvien perusteella voi muo-
dostua mielikuva, ettd luvut voisivat olla mitd tahan-
sa reaalilukuja. Valitettavasti tdma ei ole mahdollista.
Perussyy tdhan on, ettd reaaliluvun arvon ilmaisemi-
nen aarettoméan tarkasti vaatii 4arettoméan monen bitin
kayttdmista lukua kohti. QR-koodeissa ja CD-levyissa
tieto on kuitenkin kirjoitettu tavuina eli 8 bitin yksik-
koind. Jos harrastat tietokoneohjelmointia, tiedat var-
maankin, ettd tavua voidaan ajatella kokonaislukuna
b, joka on valilla 0 < b < 255 = 28 — 1. Vaikka rajoit-
taisimmekin payload-luvut vilille [0, 255], meilld ei ole
takeita siité, ettd tarkistusluvut pysyisivat talla valilla.
Valitaanpa esimerkiksi k = 7, r = 4 ja payload-viestiksi
(y1,-..,97) = (3,7,0,1,9,6,8). Tamé viesti on kuvas-
sa 6.

ol

Kuva 6: 7-lukuista viestid vastaa kuudennen asteen po-
lynomin kuvaaja.

Missd ovat harmaat tarkistuspisteet? Kuvaajasta eh-
ki arvaatkin, ettd polynomi f(z) kasvaa voimakkaasti
viimeisen payload-luvun jilkeen. M&aradmaéalla polyno-
min f(z) voimme laskea tarkistusluvut f(8) = 164,
f(9) =903, f(10) = 3129 ja f(11) = 8464. Meilld on
siis vakava ylivuoto-ongelma (overflow). Alivuoto (un-
derflow) on sekin mahdollinen, silld tarkistusluvuista
voi hyvinkin tulla negatiivisia. Varmuuden vuoksi sa-
ma kuva 7 eri mittakaavassa.

10000 [
8000

6000

/
/

v

8 10 12

2000 -

Kuva 7: Sama kuvaaja niin, ettd tarkistusluvutkin nd-
kyvdt.

Taméa on vakava ongelma siksi, ettd emme halua kayt-
tdd tarkistusluvun kirjaamiseksi yhtddn sen enempéa
bitteja kuin payload-luvunkaan. Taméan ongelman rat-
kaisemiseksi tarvitaan hiukan yliopistotason algebraa.

Lukuteorian alkeita tuntevat voivat téssd vaiheessa
tuntea kiusausta késitelld 'tavua’ kokonaislukujen jaéan-
nosluokkana modulo 256, ks. esim. [1], [3], eli jddn-
nosluokkarenkaan R = Zas¢ alkiona, jolloin polyno-
mien arvot lasketaankin kéyttden jakojadnnosten al-
gebraa eli modulaarista aritmetiikkaa [2]. Valitettavasti
algebralliset oletuksemme eivit télloin ole voimassa. Jo
Lause 1 menee dramaattisesti pieleen. Ensimmaéisen as-
teen polynomilla f(z) = 162 on nimittdin peréti 16 nol-
lakohtaa renkaassa R, sen arvot f(0), f(16), f(32),...
antavat kaikki jakojdannokseksi nollan luvulla 256 jaet-
taessa. Algebraa opiskelemalla huomaat, etti téasséi
sylttytehtaana on se, ettei R ole niin sanottu kunta, eli
siella ei ole méaaritelty kaikkia peruslaskutoimituksia,
erityisesti jakolasku ei aina ole mahdollista. Esimerkik-
si Turun yliopiston 1. ja 2. vuoden algebran kursseilla
opit, ettd on kuitenkin olemassa kunta Fa56, jossa on
tarkalleen 256 alkiota. Ratkaisu néihin kaikkiin ongel-
miin on siis, ettd ’luku’ tarkoittaakin kunnan Fays6 al-
kiota. Jatdmme téllaisten ddrellisten kuntien esittelyn
toiseen kertaan. Leluesimerkkind voit tutustua neljan
alkion kuntaan vanhassa Solmu-artikkelissa [4] tai Wi-
kipediassa [5].

Lopuksi

Koodausteoria on matematiikan ja tietoliikenneteknii-
kan rajamaastossa oleva tutkimusala. Yksi sen perus-
ongelmista on suunnitella kuvatun kaltaisia menetel-
mia toipua kanavahdirioiden aiheuttamista virheisté.
Kuvailemani menetelmé tunnetaan Reedin—Solomonin
koodina (tai lyhyesti RS-koodina) keksijoidensé Irving
S. Reedin [9] ja Gustave Solomonin [10] kunniaksi. Hei-
dén tapansa valita kiytetyt xz-koordinaatit mahdollis-
taa (harmaiden) tarkistuslukujen tehokkaan laskemi-
sen. Voidaan mm. kéyttdd yksinkertaista polynomien
kertolaskua laskennallisesti hankalamman interpolaa-
tiopolynomin asemesta, tai kdyttda tehtavaan erityises-
ti soveltuvaa virtapiirié (ns. lineaarinen siirtorekisteri).
Esimerkiksi RS-koodeja kasittelevda Wikipedia-artikkeli
[11] esittelee koodien algebran tavalla, joka paremmin
soveltuu tarkistuslukujen laskemiseen. Lopputulos on
kuitenkin sama.

Kaytédnnosséd on tirkedd, ettd koodausteoria myods tar-
joaa RS-koodatun viestin vastaanottajalle tehokkaan
tavan paikantaa ja korjata virheet seké tayttad pyyh-
kaistyt luvut. Neljan pisteen leluesimerkissdmme té-
maé oli helppoa — riitti etsid sellainen pistepari, jonka
kautta kulkevalla suoralla oli my6s jokin kolmas pis-
te. Koska pistepareja oli vain (;L) = 6, tdma oli no-
peaa. Itse asiassa kaikkia pistepareja ei tarvitse edes
kayda lapi. Mutta jos kdytdmmekin viisi virhettéd kor-
jaavaa RS-koodia, jossa on k = 240 payload-lukua
ja r = 10 tarkistuslukua, niin vastaavalla alkeellisella
logiikalla toimiva vastaanottaja joutuisi tarkistamaan

(%)) = 219005316087032475 interpolaatiopolynomia,
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kukin astetta 239 yhté ldhetettya viestia kohti. Onnek-
si koodausteoreetikkojen tyokalupakista 16ytyy paljon
tehokkaampia menetelmia.

A happy thought: algebran tyokalut tuovat jarjestystéa
tietoliikenteen kaaokseen.
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Kirja-arvio: Pitkd matematiikka, neljas ja viides kurssi

Matti Lehtinen

Markus Hahkioniemi, Satu Juhala, Petri Juutinen, Sa-
ri Louhikallio-Fomin, Erkki Luoma-Aho, Terhi Rait-
tila ja Tommi Tikka : Juuri. Vektorit. 166 s. Ota-
va 2016. Hinta joulukuussa 2017 eri verkkokaupois-
sa 21,20-22,00 euroa. Paavo Heiskanen, Pdivi Kaaki-
nen, Jukka Lehtonen, Mika Leikas ja Jorma Tahvanai-
nen: Tekija. Pitkd matematiikka 4. 148 s. Sanoma
Pro 2016. Hinta joulukuussa 2017 eri verkkokaupoissa
20,60-21,40 euroa.

Markus Hdahkioniemi, Satu Juhala, Petri Juutinen,
Erkki Luoma-Aho, Terhi Raittila ja Tommi Tikka :
Juuri. Analyyttinen geometria. 160 s. Otava 2016.
Hinta syyskuussa 2017 eri verkkokaupoissa 21,20-21,40
euroa. Sami Alatupa, Paavo Heiskanen, Pdivi Kaaki-
nen, Jukka Lehtonen, Mika Leikas ja Jorma Tahvanai-
nen: Tekija. Pitkd matematiikka 5. 164 s. Sanoma
Pro 2016. Hinta syyskuussa 2017 eri verkkokaupoissa
20,40-25,55 euroa.

VEKTORIT

Tama kirjoitus jatkaa Solmussa 3/2017 alkanutta kat-
sausta lukion pitkdn matematiikan oppikirjoihin, mate-
maatikon silmin katseltuina. En puutu kirjojen ja nii-
den oheisaineistojen didaktiseen arvoon — néiden ar-
viointiin en (ainakaan) ole patevd. Varmuuden vuoksi
kertaan, ettd paikoin kriittisetkin mielipiteeni ovat vain
omiani, eivat esimerkiksi Solmun toimituksen. Kritiik-
kini kohdistuu monesti opetussuunnitelmaan. Mutta
kirjailijoita moitin kovin tiukasta pitdytymisesté ope-
tussuunnitelman kirjaimeen, matematiikan vahingoksi.

Vektorikurssi

Lukion pitkédn matematiikan neljés kurssi on omistettu
vektoreille. Opetussuunnitelma listaa kurssin kohdal-
le kuusi tavoitetta ja viisi keskeista sisdltod. Tavoittei-
den joukossa on vektoreihin liittyvin geometrian lisdksi
kohta, joka sanoo, ettéd opiskelijan tulisi ymmaértaa yh-
taloryhmén ratkaisemisen periaate. Keskeisiin siséltoi-
hin kuuluvat vektorien laskutoimitukset. Vektorituloa
ei kuitenkaan mainita. Kurssin keskeista sisaltod ovat
my0s suorat ja tasot avaruudessa. Opetussuunnitelma
ei ota kantaa siihen, eittdmétté yleissivistykseen kuu-
luvaa tietoon, ettd lineaarisilla malleilla, siis vektori-
avaruuksilla, kuvataan erittdin monenlaisia ilmiGita eri
tiedonaloilla. Juuri kertoo alun motivointiosiossa vek-
torigrafiikasta, mutta kirjan luettuaan ei téstd teknii-
kasta ole viisastunut.

Miké on vektori? Se voi olla yleisen lineaarisen struk-
tuurin alkio, mutta kun halutaan, ettd tallaisesta olios-
ta olisi suoraa kiytannoén hyotyd, on saatava kytkenta
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havaintomaailmaan. Jos vektorikésite pohjataan geo-
metriaan, on jotenkin pédstdva siihen, ettd vektoria
maéarittdvat suunta ja koko. Tyydyttava vektorin méa-
ritelmé on ”suuntajanojen ekvivalenssiluokka”. Jos tal-
laisten luokkien laskutoimitukset maaritellaéan luokkien
edustajien avulla, on varmistuttava siité, etta eri edus-
tajan valinta ei vaikuta tulokseen.

Oppikirjat joutuvat oikaisemaan. Juuren mukaan ”vek-
tori on jana, jolla on suunta”. Juuri jatkaa mééritel-
méad kertomalla, ettd "vektorin pituus on sitd vastaa-
van janan pituus”. Mutta jos vektori itse on jana, niin
miké on sitd vastaava jana? Tekijd ei méaarittele kasi-
tetta vektori ollenkaan, mutta kertoo, ettd ”Vektorilla
on suunta ja pituus. Vektoria kuvaavan nuolen suun-
ta osoittaa vektorin suunnan ja nuolen pituus ilmaisee
vektorin pituuden.” Juuren mukaan kaksi vektoria ovat
”yhté suuret, jos ne ovat yhta pitkit ja samansuuntai-
set”. Tekijin mukaan kaksi vektoria ovat sama vektori,
jos ne ovat samansuuntaiset ja yhta pitkéat. Tekijd ottaa
my0s kayttoon késitteen suuntajana ja kertoo jokaisen
suuntajanan edustavan jotain vektoria. Vektori suun-
tajanojen ekvivalenssiluokkana on siis oikeastaan Teki-
jdn tekijoiden mielessé. Olisiko asian voinut &aneenkin
sanoa?

Kumpikin kirja esittdéd vektorin perusmerkinnéaksi pie-
nen kirjaimen, jonka padlla on viiva, u, ja mainitsee
ohimennen, etta viivan sijasta voidaan kayttda nuolta,
1. Kun kompleksiluvut on poistettu lukion oppimééris-
té, ei sekaannusta kompleksiluvun liittoluvun merkin-
nén kanssa tule, ainakaan lukiossa. Juuri muistaa myos
lisdtietolaatikossa mainita lihavoinnin kayton vekto-
rin merkkind. Ettd ndin tehtéisiin "koneella kirjoitet-
taessa” niin kuin Juuri sanoo, on kylld hiukan omi-
tuista. Mutta anglosaksisessa kirjallisuudessa lihavoin-
ti on sangen yleinen vektorin kirjoitusasu ja esimer-
kiksi fysiikan oppikirjoissa siihen vékisinkin torméa.
— Merkinnéista vield: Tekijd kayttaa seké vektorikurs-
sin ettd analyyttisen geometrian osuudessa mielesténi
vahemmén onnistunutta merkintitapaa ”P(a, b)” tai
"P(a, b, ¢)” pisteelle, jonka nimi on P ja jonka koordi-
naatit ovat a ja b tai a, b ja c. Merkinté on ristiriidassa
kautta matematiikan kéytossd olevan funktiomerkin-
nan kanssa eika sitd oikein mikédn perustele. Jos pis-
teen (a, b) nimeksi otetaan P, niin P = (a, b). Juu-
ri onkin omaksunut tdmén kidytdnnon. Samat kaytan-
teet jatkuvat sarjojen analyyttiselle geometrialle omis-
tetuissa osissa.

Molemmat kirjat mééarittelevat vektorien skalaaritulon
@-b koordinaattilausekkeena (aji+asj+ask)-(byi-+bej-+
b3E) = a1b1 + asbs + azbs. Tata varten tarvitaan en-
sin vektorille yksikésitteinen koordinaattiesitys. Kirjat
todistavatkin esityksen @ = tu + sv yksikésitteisyyden,
kun @ ja ¥ ovat erisuuntaisia vektoreita ja @ on samassa
tasossa kuin @ ja 7. Sen sijaan esityksen olemassaoloa
ei oikeastaan missédan perustella. Ja kolmiulotteinen ti-
lanne otetaan vastaan vain ilmoitusasiana. Kumpikaan

kirja ei kysy, riippuuko mééritelty suure siitd, miten
kantavektorit on valittu.

Skalaaritulon hévidmisen yhteys vektorien kohtisuo-
ruuteen perustellaan Pythagoraan lauseen kautta. Kun
Tekijd on valinnut jarjestyksen, jossa pistetulon osit-
telulaki perustellaan heti maéritelméan jélkeen, se saa
kohtisuoruusehdon perustelun nayttaméain elegantim-
malta kuin koordinaattien pyorittelyyn (xy-tasossa
vain) turvautuva Juuri. — Molemmat kirjat toki esit-
téavit sitten lauseena skalaaritulon standardimééritel-
mén a - b = |al|b| cos(@, b) ja perustelevat sen kurssis-
sa 3 esitetyn kosinilauseen avulla. — Valittu jarjestys ei
aivan tee oikeutta skalaaritulon olemukselle. Sehédn ni-
menomaan tuo vektorien maailmaan mittakepin suun-
tien erolle, kulmalle. Kirjat eivat myoskéaan esittele ska-
laarituloa tyokaluna, jota kaytetdédn, kun méaritetdan
vektorin komponentti toisen vektorin suunnassa.

Opetussuunnitelmassa kurssin keskeisiin sisdlt6ihin lis-
tattu (lineaarisen) yhtdloryhmén ratkaiseminen tulee
tarpeeseen esimerkiksi silloin, kun tunnettu vektori ha-
lutaan jakaa tunnettujen vektorien suuntaisiksi kom-
ponenteiksi. Juuri esitteleekin kahden ja kolmen tunte-
mattoman lineaarisen yhtéléryhmaén ratkaisemisen tek-
niikkaa vektorien koordinaattiesitykseen johdattavan
luvun jélkeen. Kirjassa joudutaan jo tata ennen ratkai-
semaan yhtaléryhmid. Tekijd sen sijaan aloittaa kurs-
sin yhtéloéryhmistd. Determinanttien tarjoamaa algo-
ritmia ryhmén ratkaisemiseen ei kumpikaan kirja edes
mainitse. Toinen asia, jonka kohdalla kirjojen jarjestyk-
set eroavat toisistaan, on osio "geometriaa vektoreilla”,
jonka Tekijd sijoittaa koko esityksen loppuun ja Juu-
ri ennen kolmiulotteisiin vektoreihin siirtymistéd. Osiot
ovat kuitenkin melko samanlaiset.

Opetussuunnitelman viides keskeinen sisélté on “suorat
ja tasot avaruudessa”. Suorasta kerrotaan sen vektori-
ja parametrimuotoinen yhtalo. Juuri antaa ndmé ek-
splisiittisesti my6s zy-tasossa, muttei vihjaakaan, etta

esityksesté
T =x0+ ts,
Y =1Yo +1sy

saattaisi t:n eliminoimalla pa#std suoran y = ax + b -
muotoiseen yhtdléon. Sen sijaan asian kolmiulotteinen
vastine, tason yhtalo ax+by+cz+d = 0 kylla esitetaén.

Kun opetussuunnitelma ei mainitse vektorin vektori-
tuloa, siitd ei kumpikaan kirja mitddn mainitse. Vekto-
reiden soveltaminen niin suorien ja tasojen geometriaan
kuin fysiikkaankin jaa téstd syystd vihén raajarikkoi-
seksi. Olisiko oppikirjailijoilla saattanut olla rohkeutta
sisdllyttda kokonaisuuteensa myos vektoritulo, tietys-
ti varoituksin siitéd, ettd hypatddn opetussuunnitelman
aitauksen yli?
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Analyyttinen geometria

Lukion pitkédn matematiikan viidennen kurssin otsikko
on Analyyttinen geometria. Keskeisiksi sisélloiksi ope-
tussuunnitelma listaa pistejoukon yhtélon, suoran, ym-
pyrédn ja paraabelin yhtdlot ja pisteen etdisyyden suo-
rasta. Analyyttisen geometrian ulkopuolelta on viela
otettu sisélloksi itseisarvoyhtélon ja -epayhtélon ratkai-
seminen. Opetussuunnitelman geometria-alusta nayt-
téa olevan taso, eivitké oppikirjatkaan useamman ulot-
tuvuuden asioihin puutu.

AMALYYTTINEN GEOMETRIA

Perinteinen koulun analyyttinen geometria on keskit-
tynyt kartioleikkauksiin, toisen asteen kayriin. Opetus-
suunnitelma mainitsee néistd endd ympyran ja paraa-
belin. Juuri esittdd kuitenkin ilahduttavasti johdanto-
sivullaan kuvasarjan kartiota eri asennoissa leikkaavis-
ta tasoista ja nimedd vastaavat kdyrat. Tekijakin mai-
nitsee sanan kartioleikkaus — ainakin ehdottaessaan toi-
sen asteen lausekkeen nelioksi tdydentdmisen tyokaluk-
si laskulaitteen "kartioleikkaussovellusta”.

Molempien kirjojen ensimméinen asiakokonaisuus on
itseisarvo. Tekijd kompastelee. Se méaérittelee itseis-
arvon kasitteen toisen maédrittelemattomén kasitteen
avulla: ”luvun a itseisarvo on luvun a etdisyys luvus-
ta 0”. Kaksi sivua my6hemmin tulee sitten uusi méaé-
ritelmé: ”lukujen a ja b etdisyys on lukujen erotuksen
itseisarvo |a — b|”. Juuri esittdd konstailematta méadri-

telmén
jal = {
—a,

Tyyppid |f(z)| < |g(x)]| olevalle epdyhtaldlle Tekijd an-
taa kategorisesti ratkaisuohjeeksi yhtéapitdvan epayhta-
16n f(z)? < g(z)? ratkaisemisen. Esimerkkini kisitel-

jos a >0,
jos a < 0.

ty epéayhtélo |3z — 4] > |z| taitaa kylld ratketa ainakin
yhtd mukavasti suoraan itseisarvon méaritelmaan no-
jautumalla kuin toisen asteen yhtélon kautta kiertéen.

Opetussuunnitelman kéyttdmé ilmaus ”pistejoukon
yhtdlo” néyttdd madrittdneen oppikirjoja. Néin mo-
lemmat tulevat esitelleeksi "kéyrén yhtélon”, mutta ei-
vat puhu pistejoukoista, joiden méaaritelmét perustu-
vat epayhtaloihin. Ei olisi paljon lisdé tekstid tarvittu
ympyran sisid- ja ulkopuolen tai suoran méarittdmien
puolitasojen analyyttisten madrittelyjen esittelyille.

Molemmat kirjat kiinnittdvat sivumadrilla mitaten
eniten huomiota suoriin. Kun kurssissa 4 on jo esitelty
suoran ominaisuuksia sen vektorimuotoisesta esitykses-
td ldhtien, tuntuu hdmmaéstyttavilta, ettd kumpikaan
kirja ei tunnu sanallakaan tatd mainitsevan. Ei kumu-
loidu matemaattinen tieto.

Opetussuunnitelman tavoitteissa mainitaan ympyré ja
paraabeli. "Perinteiseen” analyyttisen geometrian op-
piméardadn kuuluvat muut toisen asteen kayrat Tekijd
jattda maininnatta. Juuri sentddn esittelee ellipsin ja
hyperbelin harjoitustehtavissé ja késittelee "pistejou-
kon yhtld” -luvussa esimerkkind kiyrid 22 + 2y% = 6,
sitd kuitenkaan ellipsiksi kertomatta; kayran piirté-
miseksi ehdotetaan “sopivan ohjelman” kayttoa. Juu-
ri kertoo my6s paraabelin mééritelmén johtosuoran ja
polttopisteen avulla ja néyttdd jopa kuvan, jossa joh-
tosuora ei ole kummankaan koordinaattiakselin suun-
tainen. Analyyttisesti toki kasitelladn vain paraabeleja,
joiden akseli on z- tai y-akselin suuntainen.

Ympyra-osioon molemmat kirjat sisallyttavit erilaisia
tangentin annetulle ympyralle piirtdmisen tehtéavia. Te-
kijd tarjoaa tehtdvien ratkaisuksi toisen asteen yhtélon
diskriminantin hévidmisen tutkimista vaativia ”yhden
leikkauspisteen” menetelmié, Juuren keino on pisteen
etédisyyden suorasta kertova kaava. Oppilaan tai opet-
tajan keksittdviksi jad sdteen ja tangentin kohtisuo-
ruuden soveltaminen, usein nappéara tangentin maari-
tyskeino.

En ole oikein osannut asettaa tarkastelussa olevia
kahta oppikirjasarjaa paremmuusjarjestykseen kurs-
sien MAB1 ja MAA2 — MA A4 kohdalla. Kurssin MAAS
oppimateriaaleista tuntuu Juuri onnistuneen hiukan
paremmin, se kun néyttda pitdvin edes raollaan ikku-
noita opetussuunnitelman rajaaman alueen ulkopuolel-
lekin.
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Juuso peruskoulussa

Markku Sointu
Soppeenharjun koulu

Ensimmaiinen oppitunti: lukujoukot ja
laskutoimitukset

Tunnin aihe: lukujoukot, vastaluku, itseisarvo,
yhteen- ja vdhennyslasku negatiivisilla luvuilla.

Lehtori Laulunen oli pyytdnyt Juuson sijaiseksi yl&-
kouluun. Juuso tunsi itsensd norsuksi posliinikaupas-
sa. Juuso ei ollut tavannut peruskoululaisia sen jélkeen
kun oli itse sielta lahtenyt ja silloinkin hén oli ollut vain
valikoidun kaveriporukan kanssa. Silti hin ei epardinyt
suostua.

”Oppilaat ovat aina innoissaan, kun tapaavat nuoren
opettajan. Kéyta tdtd innostusta,” valisti Laulunen.

Juuso oli astunut seiskaluokan eteen ja aloittanut: Té-
nddn puhumme lukujoukoista.

"Mihin semmoisia tarvitaan?” kysyi nuorimies nimel-
tadn Jere teinipojan romealld ddnelldéan.

"Kysymyksesi on erinomainen. Koulussa ei kannata
tuhlata aikaa hyodyttomaén tiedon panttdamiseen. On-
neksi sellainen on jadnyt aikaa sitten. Voimme siis kes-
kittyd vain oleelliseen.”

Ensimmainen lukujoukko on luonnollisten lukujen
joukko. Niitd merkitdén N:ll& ja ne ovat luvut 0, 1, 2,
3,4, ... Ja nyt Jere ja kumppanit, miksi ndméa luvut
ovat niin téarkeitd. Niitd tarvitsevat kaikkien ammat-
tien harjoittajat. On todettu, ettd niitd on luonnonkan-
soillakin, siis ihmisilld, jotka eldviat hyvin alkeellisissa

olosuhteissa.” Luokka oli vield alkujénnityksen vallas-
sa, joten Juuso auttoi, mihin lampaita paimentamassa
oleva tytto tai poika tarvitsee luonnollisia lukuja.

”Voidakseen laskea, kuinka monta lammasta hénella
on,” tuli pienen miettimisen jéalkeen monesta suusta.

”Qikein,” Juuso totesi. "Miksi tdmé tieto on tarkei?”

”Paimenen taytyy tietad, havidako lampaita. Pedot voi-
vat vieda niité,” paitteli Henriikka.

"Taas oikein.”
”Lampaat voivat myo6s lisddntyd,” Jere puhkui.

”Juurikin nédin. Siksi tarvitsemme merkit <, > ja =.
Luonnollisilla luvuilla ilmoitetaan maééra. Se voi olla
suurempi, pienempi tai yhtd suuri kuin aikaisemmin
laskettu.”

Seuraava lukujoukkoon Z = ..., —2,—-1,0,1,2,... Sii-
néd ovat mukana kaikki luonnolliset luvut, mutta nii-
den lisdksi negatiivisia lukuja. "Mihin niita tarvitaan?”
Juuso kysyi.

"Lampotilan ilmaisemiseen,” vastasi luokka yhdesté
suusta.

"Niité kdytetdéan lampotiloihin. Se on totta. Mutta nyt
kysyn, mihin niitd tarvitaan valttaméttda. Miinusasteet
Celcius-asteikolla ilmaisevat veden jadtymisen, mutta
valttdmatontd tdma ei olisi. LA&mpo6 on hiukkasten lii-
ketta, eli jos lampoliike on taysin pysahtynyt, ollaan
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lampdotilassa, jota kylmempéé ei voi olla. Mikéd on so-
piva luku ilmaisemaan asiaa, jota ei ole?”

"Nolla.”

"Eli miinusluvuista on hyotya lampdétiloja ilmaistaessa,
mutta vilttdméattomiad ne eivit ole. Miettikda siis asia,
mité ei voi ilmaista ilman negatiivisia lukuja.” Luokka
hiljeni miettimé&an.

Juuson piti auttaa: "Miettikda pankkitilia.”

"Velka!” "Pankkitili voi olla plussalla tai miinuksella,”
Henriikka tiesi.

"Itse asiassa velka on juuri syy, miksi negatiiviset luvut
keksittiin,” kertoi Juuso.

"Negatiiviset luvut ovat matematiikan historiassa var-
sin uusi keksinto. Seuraava lukujoukko on ollut kéytos-
s paljon ennen negatiivisia lukuja. Mink&hénlaisista
luvuista on kysymys?”

"Murtoluvuista,” vastattiin monella suulla.

Niinpé taululle ilmestyi Q. Murtoluvuilla on my6s hie-
nompi nimi rationaaliluvut. Nyt mééritelty on siis jou-
kot

N eli luvut, joilla ilmoitetaan lukumaara
Z luvut, jotka sisaltavét negatiiviset luvut
ja mahdollistavat velan ilmoittamisen

Q murtoluvut.

"Mité luvuilla tehddan?” Juuso kysyi ja sai vastauksen
saman tien: lasketaan.

”Alakoulussa olette jo oppineet laskutoimitukset:
yhteen- ja vdhennyslasku, kerto- ja jakolasku. Lahde-
tddn taas liikkeelle luonnollisista luvuista. Yhteen- ja
kertolaskulla on ominaisuus, jota ei ole vdhennys- ja
jakolaskulla. Mistd ominaisuudesta on kysymys?”

"Yhteen- ja kertolaskussa vastaus kasvaa,” vastattiin
aivan kuin Juuso arveli. Niinpéd hén korjasi heti 2+0 =
2ja 2-0=0, eli luku ei kasva vélttdmattéd, kun siithen
lisdtddn tai se kerrotaan luonnollisella luvulla. "Mutta
mité voidaan varmuudella sanoa yhteen-ja kertolaskus-
ta kaikissa tapauksissa?”

Tama kysymys sai oppilaat pohtimaan tovin pitem-
paan, kunnes Henriikka keksi. Kerto- ja yhteenlaskun
tulos oli aina luonnollinen luku. Mutta 3 — 4 ei ollut
eikél lijoin 2.

"Voidaksemme jatkaa meiddn téytyy laajentaa mate-
maattista tietdmystd,” Juuso jatkoi. ”Itseisarvolla tar-
koitetaan luvun etdisyyttad nollasta. Luvun 7 itseisarvo
on 7 ja luvun —3 itseisarvo on 3. Vastaluvulla puoles-

taan tarkoitetaan lukua, joka on yhta kaukana luvusta

nolla kuin luku itse, mutta nollan toisella puolella. Lu-
vun 7 vastaluku on néin —7, ja luvun —3 vastaluku on
3.77

"Harjoitellaan seuraavaksi yhteen- ja vdhennyslaskua,
kun laskussa on mukana negatiivisia lukuja. Sitd var-
ten tarvitsemme pistepotin, jonka arvoa lahdemme las-
kemaan. Saatte valita minké tahansa luvuista —5, —4,
-3, -2, —1tail, 2,3, 4, 5. Kirjoitan niita taululle sit4
mukaa kun luettelette lukuja.”

Pian oli taululle ilmestynyt jono
37 _2a _47 17 57 5a _37 _5a 27 _47

ja Juuso keskeytti lukujen kirjoittamisen vélilaskun
ajaksi. Pistepotin arvo oli néin (3+1+5+5+2)—(2+
4+ 3+544). Kun pluspisteisiin lisdttiin miinuspisteet,
saatiin potin arvoksi —2. Seuraava henkil6 halusi lisita
pottiin luvun +3. Juuso kirjoitti =2+ (+3) = =243 =
1. Pistepotin arvo nousi, kun siihen liséttiin pluslukuja.
Seuraava oppilas halusi lisdtd miinuspisteitd eli luvun
—4. Nyt taululle kirjoitettiin 14 (—4) =1 —4 = -3.
Pistepotin arvo laski tietenkin, kun siihen lisdttiin mii-
nuslukuja.

Juuson laatimien pelisddntojen mukaan potista oli
my6s mahdollista poistaa sinne laitettuja lukuja. Kun
alkuperdisen jonon ensimméinen luku +3 poistettiin,
saatiin —3 — (+3) = —3 — 3 = —6. Kun potista pois-
tettiin positiivinen luku, potin arvo laski. Toisen luvun
—2 poistaminen kirjoitettiin —6 —(—2) = —6+2 = —4.
Negatiivisen luvun poistaminen nosti potin arvoa.

Juuson opetus oli, ettd laskutoimitukset 3 + (—4) ja
3 — (+4) antoivat saman vastauksen, mutta tarkoitti-

vat eri asiaa. Toisessa lisattiin miinuspisteita ja toisessa
vahennettiin pluspisteité.

Oli aika selvittda, mitéa tarkoitettiin kertolaskulla.
3-4=44+44+4=12
3-(—4)=—4+(-4)+(-4) =-12

Tulon ensimmainen luku kertoi, kuinka monta kertaa

toinen luku otettiin. Mité siis tarkoitti —3 - 47 Nyt

miinusmerkki — luvussa tarkoitti luvun 3 - 4 vastalu-
kua
—3-4=—-(4+4+4)=-12
ja vastaavasti luvun 3 - (—4) vastaluku oli
3 (—4)=—(—4+ (-4 +(-4)=—-(-12) =12

Oppilaat olivat nédin oppineet, mité tarkoitettiin ja mi-
hin tarvittiin

e luonnollisia lukuja,
e kokonaislukuja,

e rationaalilukuja.

Liséksi heille oli kerrottu merkintéjen <, > ja = tar-
peellisuudesta ja esitetty itseisarvon ja vastaluvun ké-
sitteet.
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Toinen oppitunti: alkuluvut

”Ota esimerkki, mikéli suinkin mahdollista, oppilaiden
arjesta. Tehtédvé saa siséltdéd kohtia, joita oppilaat ei-
vat vield osaa ratkaista. Néin péddstddn tilanteeseen,
jossa on ongelma, joka selvisti vaatii lisdtietoa. Nain
menetellen véltytadn esittdmaésté asia teoreettisesti il-
man kiytdnnon ongelmaa. Oppilaiden tai kenen tahan-
sa matematiikkaan tutustuvan tulisi mahdollisimman
nopeasti tietdd ainakin yksi kdytdnnoén ongelma, johon
kasiteltavad asiaa voidaan soveltaa.” Namé Laulusen
sanat mielessdédn Juuso asteli seiskaluokalle puhumaan
alkuluvuista.

”Juoksitte tdnadn koulun pihassa olevaa pallokenttaa
ympdri. Kyseessd oli lilkunnan opettajan mukaan Coo-
perin testi. En ole kuitenkaan nyt kiinnostunut, kuinka
paljon kukin juoksi. Radan ympéri juoksemiseen liittyy
mielenkiintoista matematiikkaa. Oletetaan, ettd juok-
sijat lahtevat kierrokselle samaan aikaan samasta pai-
kasta samaan suuntaan. Tarkastellaan kahta juoksijaa
A ja B. A juoksee kierroksen 60 sekunnissa ja B 90 se-
kunnissa. Milloin he kohtaavat uudestaan samassa pai-
kassa samaan aikaan?”

Koska luvut oli tarkoituksella valittu helpoiksi, oli vas-
taus nopeimmilla laskijoilla pian selvilld. 180 sekunnin
eli kolmen minuutin kuluttua oli nopeampi juossut ta-
san kolme ja hitaampi tasan kaksi kierrosta. Mutta mi-
ten kohtaamispaikka laskettaisiin, jos kierrosajat olivat
olleet 51 sekuntia ja 85 sekuntia?

Taman tehtdvan ratkaiseminen edellytti valmisteluja.
Piti selvittda kasitteet alkuluku ja pienin yhteinen jaet-
tava eli p.y.j.

”Viime tunnilla tutustuimme luonnollisiin lukuihin. Ne
ilmaisevat médrdn. Mietitddn nyt, mitkd luvut ovat
valttdmattomia ja mitkd vain hyodyllisid. Tehtdvina
on ilmaista kaikki lukumaéaarat. Mika luku siis tarvi-
taan, jos sovitaan, ettd lukumé&éara ei ole 07”

1, 2 ja 3 ilmoitettiin nopeasti ja Juuso kirjoitti ne tau-
lulle. "Mik& on seuraava luku, joka tarvitaan?” kysyi
Juuso ja sai kuin saikin vastaukseksi luvun 4. Ndin hin
pédsi sanomaan: "Luku 4 on hydédyllinen, mutta ei vilt-
tdméaton. Se voidaan ilmaista 2:1la kakkosella.”

"Pelataan nyt seuraavaa pelid. Teidén tulee laatia kort-
teja, joissa on valttdméattomiad lukuja. Eli lukuja, joita
ilman ei kaikkia lukumééria pysty esittdmééan. Luvun
saa esittdd vain keskenddn yhtéd suurten ykkosta suu-
rempien kokonaislukujen summana, paitsi luvun 1 voi
tietysti esittdd vain itsensd avulla. Rajataan luvut yh-
destéd 32:een. Kun kortit ovat valmiit, katsotaan kuka
selvidd lukujen 1-32 ilmaisemisesta vahimmalla maa-
ralla kortteja. Kortteja tarvitsevat lukumaarat 1, 2, 3,
5 jne., mutta nyt tulee my6s miettid, kuinka monta ku-
takin valttdmatonta korttia tarvitaan.” Oppilaat ryh-

tyivat tyohon. Tehtdva oli mielenkiintoinen. Valttamat-
tomien lukujen péadttely onnistui varsin helposti.

1 tarvitsee kortin

2 tarvitsee kortin

3 tarvitsee kortin

4 saadaan kahdella kakkosella, eli tehdadn yksi kakko-
nen lisaé

5 tarvitsee kortin

6 =2 -3 tai 3-2. Kannattiko nyt tehdd yksi kakkonen
lisda vai yksi kolmonen lisda? Eri oppilasryhmét valit-
sivat toiset 3 kakkosta ja toiset kaksi kolmosta.

7 tarvitsee uuden kortin

8 =4 -2 eli yksi tai kaksi kakkosta lisda

9 = 3- 3 eli yksi tai kaksi kolmosta lisda

10=2-5

11 tarvitsee oman kortin

12 = 6 - 2 eli tarvitaan lisdd kakkosia

Nyt oli syytéd pysdhtyd pohtimaan. Tarkea kysymys oli,
kuinka monta kakkosta tarvittaisiin. Niiden m&éara oli
ratkaistava ensin. Minkélainen luku vaatisi paljon kak-
kosia?

Luokka hiljeni, mutta Henriikka tiesi (tietenkin): luku,
joka sisélsi pelkkié kakkosia eli 2 potenssiin viisi. Kak-
kosia tarvittiin siis 16. Seuraavaksi piti tietenkin miet-
tid, montako kolmosta tarvittaisiin. Sen mééarasi luku
27. Siita ei selvidisi ilman yhdeksééd kolmosta. Seuraa-
va kriittinen luku oli 25 = 5 - 5. Se kertoi, ettéd viitosia
tarvittiin viisi.

13 vaati oman kortin

14=7-2

15=5-3 tai 3.5, eli ei tarvita uusia kortteja
16=28-2

17 vaati oman kortin

18=9-2

19 vaatii oman kortin
20=10-2

21 = 7- 3, tasta selvitdaédn kolmosilla (niitd on 9 kappa-
letta)

22=11-2

23 tarvitsee oman kortin
24 =122

25=5-5

26 =13-2

27=9-3

28=14-2

29 tarvitsee oman kortin
30=15-2

31 tarvitsee oman kortin
32=16-2

Luvut, jotka tarvittiin, olivat siis
1,2,3,5,7,11,13,17, 19, 23,29, 31.

Osalla oppilaista luvut olivat oikein, jonkun riviin oli
pujahtanut luku, joka voitiin esittdéd ilman omaa kort-
tia, ja joltain puuttui joku vélttdméttomista luvuista.
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Pohtiminen oli kuitenkin sujunut hienosti ja virheet oli
helppo tunnistaa. Koska eri lukujen kohdalla saattoi
tehda erilaisia valintoja, esimerkiksi tdytyi pdattad, oli-
siko luku viisitoista 3 - 5 vai 5 - 3, oli eri oppilailla eri
maara kortteja. Niinpa Juuso laati yhteenvedon. Tar-
vittiin

16 kakkosta

9 kolmosta

5 viitosta

1 seiska

1 yksitoista

1 kolmetoista

1 seitseméntoista

1 yhdeksantoista

1 kaksikymmentékolme
1 kaksikymmentéyhdekséin
1 kolmekymmentéyksi

Luvut, joita ilman ei voinut ilmaista kaikkia lukumaéé-
rid, olivat alkulukuja. Korttien méara oli ndin 16 + 9 +
5+ alkulukujen maara alkaen luvusta 7 lukuun 31, mi-
ka oli 8.

Lukuun 32 liittyi siis luku 38. Se kertoi, montako nu-
merokorttia vahintdédn tarvittiin, jotta voitiin ilmais-
ta kaikki lukuméarat valiltd 1-32. Vaikka alkuluvut
riittivéit kaikkien lukuméérien ilmaisemiseen, olivat ei-
valttamattomatkin luvut hyodyllisid. Niiden avulla sel-
vittiin 32:1la kortilla, joka oli vihemmaén kuin 38.

Juuso huomasi samalla, ettd tutustuminen alkulukui-
hin oli poikinut mielenkiintoisen sivutuotteen. Arit-
meettisen funktion A(n). Se kertoi, kuinka monta kort-
tia tarvittiin. Esimerkiksi A(32) = 38. Puhumatta arit-
meettisista funktiosta (vaikka Henriikka olisi varmasti
ymmértanyt) Juuso antoi oppilaille tehtéviksi selvit-
td4, montako korttia lisdd tarvittiin, jos n olisi 50. Jos
n = 50, on mukana 7-7 = 49 eli seiskoja tarvittiin kuusi
lisda. Luku 33 vaati lisdd kolmosia tai kortteja, joissa
oli yksitoista, silld 11-3 = 33 eli tarvittaisiin lisda kaksi
kolmosta. Nyt piti pohtia, olisiko jarkevimpéad ottaa li-
sda kortteja, joissa oli yksitoista. Jalkimmaéinen tuntui
viisaammalta, koska 44 = 4 - 11. Lisédys oli néin kolme
yhtétoista.

34 = 17 - 2. Taas saattoi valita, ottaisiko lisdd yhden
kakkosen vai yhden seitseméntoista.

35 = 5 -7 ei aiheuttaisi ongelmaa, koska seiskoja oli
otettu jo 7, ettéd saatiin luku 49.

41 tarvitsi uuden kortin

42=6-7
43 tarvitsi uuden kortin
44 =4 .11

45 =9 - 5, tarvittiin lisda viitosia 4 kappaletta.

46 = 2 - 23, lisattiin siis yksi kaksikymmentékolme.

47 vaati uuden kortin

48 = 24-2 = 16-3, joten tarvittiin lisda kakkosia tai kol-
mosia. Kakkosia oli nyt 16 tai 17, ja korttien lisays oli 8
tai 7. Kolmosia oli tdhdn mennessé 9, koska 27 =9 - 3.
Ottamalla 7 kolmosta lisda saatiin 16 - 3 = 48. Lukuun
48 liittyi siis lisays 7.

49=7-7

50 = 25 - 2, tastd selvittiin ottamalla kakkosia tai vii-
tosia lisda.

Juuso péaétti laskelmansa huolestuneena. Oliko tehté-
va lilan vaikea? Pelko osoittautui turhaksi. Lahes kaik-
ki oppilaat saivat jonkinlaisen méardn kortteja, jolla
tehtévastd selvittiin. Ongelmalliseksi tehtdvd muuttui-
si vasta, jos tdytyisi 16ytdd minimi ja osoittaa saatu
luku minimiksi.

Oppilaathan kilpailivat siitd, kuka selvidd vahimmaél-
14 maaralla kortteja. Se tarjosi tekemistd ja harjoitti
kertolaskutaitoa. Juuso jéi kuitenkin pohtimaan, miten
funktio A(n) toimi. Hanet keskeytti kuitenkin laiskan,
mutta terdvin oloinen nuori mies Kasper nimeltaan.

"Eikos tdd oo vdhdn turhaa hommaa, jos alkulukuja
kaytettdessad lukuméarddn 32 asti tarvitaan 38 korttia?
Eiks olis jarkevampad kayttaa lukuja 1-327 Silloinhan
selvittaisiin 32 kortilla.”

”Good point,” kuittasi Juuso nopeasti. "Mutta alkulu-
vuista on hyotyé. Palataanpa juoksuratatehtévain.”

Jos haluamme selvittdd, milloin nopeampi saavuttaa
hitaamman ldhtopaikalla, meiddn on 16ydettéava luku-
jen 51 ja 85 pienin yhteinen jaettava = p.y.j.

51=3-17
85 =517,

joten p.y.j(51,85) = 3 -5 17 = 255. Juoksijat kohtaa-
vat nopeamman kierrettyd 5 ja hitaamman 3 kierrosta.
P.y.j saadaan esittdmalld tutkittavat luvut alkulukujen
tulona ja ottamalla vastauksen kertovaan tuloon niin
monta alkulukua kuin on silld rivilld, missi niitd on
eniten.
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Matematiikan arkisovellusten huippua

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
Abo Akademi

Toisinaan matematiikkaa ndkee sovellettavan arkielé-
méssd, harrastustoiminnassa tai jopa populaarikult-
tuurin tulkinnassa hyvin poikkeuksellisella tavalla. Té-
han on keratty parhaimmisto viime aikoina kuulemista-
ni, ndkemisténi tai mieleen palautuneista sovelluksista.

Mita pokemonit oikeastaan ovat?

Pokemon go -pelissd on valaansukuinen vesipokemo-
ni Wailmer, jonka olemus nédyttdd kovasti siltd kuin
se vedessd uppeluksissa uiskentelisi. Kimmo Tykké&la
kuitenkin havaitsi, ettd Wailmerin tiheys on téllaiselle
otukselle hieman omituinen:

" Alkoi  ihmetyttamdadan  Wailmerin  ruumiinrakenne.
Tyypilli on korkeutta noin 2 metrid, eli se on kdytdn-
néssd pallo, jonka side on yksi metri ja sen tilavuus on
siis noin 4 kuutiota. Poken paino on vain noin 150 ki-
loa joten sen tiheys on siis alle 40 grammaa/litra. Kah-
den metrin halkaisijalla oleva ja 150 kiloa painava pal-
lo ut vedessd vain 23 sentin syvyydessd. Eli Wailmerin
elinympdristo on enemmankin ilma kuin vesi.” -Kimmo
Tykkala, Pokemon go seniorit -Facebook-ryhma

Kuinka pastan oletettavasti saa onnistu-
maan todennakoisyyslaskennalla

7 Oli ylldttavan hankalaa arvioida 250 g spagettia vain
stlmdamddrdisesti puolittamalla puolen kilon pakkaus.

Sitd meinasi vdlttamdttd tulla liian vdhdn. Kdaytin lo-
pulta vaakaa. Toinen vaihtoehto olisi tietysti ollut jakaa
spagetti kahteen kasaan ja sitten arpoa nopalla kum-
pi kasa otetaan. Silloin ainakin spagetin mdadran odo-
tusarvo olisi ollut se 250 ¢g.” -Tuomas Hytonen, mate-
matiikan professori

Euroviisu Vennin diagrammiksi

Terésbetonin kappale Missd miehet ratsastaa oli Suo-
men Euroviisu-kilpailukappale vuonna 2008. Kappa-
leessa on toki sanoja enemménkin, mutta siitd ehka eri-
tyisesti pddhén jaa loppu ja kertosde. Namé joku tun-
temattomaksi jadnyt teekkari paddtti muuttaa Vennin
diagrammiksi:

Kuuluu susien
ulvontaa

Miehet
ratsastaa
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