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Moniulotteisuuden ihmeita: ongelmien ratkaisuita

Esa V. Vesalainen
Matematik och statistik, Abo Akademi

Edellisen numeron epéyhtildartikkelissa® oli lopussa

kahdeksan ongelmaa pohdittavaksi niille lukijoille, jot-
ka sellaista kaipaavat. Tésséd on niille esimerkkiratkai-
suita.

Ongelma 1. Olkoot a, b ja c posititvisia reaalilukuja.
Osoita, ettd

\a2+b2—|-c—2.

a+b+c< 1 1 1
abc

Ratkaisu. Kahden muuttujan aritmeettis-geometrisen
epayhtalon mukaan

2 2 2 1 1 1 1 1 1

2tpteTetgtrteatate

2 2 2 a+b+c

>4 =2
ab+bc+ca abc

Ongelma 2. Olkoot a, b ja c posititvisia reaalilukuja.
Osoita, ettd

a* + b* + ¢* > a’be + b2 ca + Cab.

Ratkaisu. Missd tahansa suuruusjarjestyksessa luvut
a, b ja c ikind ovatkaan, ovat luvut a2, b2 ja c? ja toisaal-
ta luvut a3, b® ja ¢® aina samassa suuruusjirjestykses-
sé, ja luvut be, ca ja ab vastakkaisessa suuruusjarjestyk-
sessd. Nyt voimme kéyttdd suuruusjirjestysepéyhtaloa

kahdesti arvioidaksemme
a’be + b%ca+ Pab<a? - ab+ b -be+ - ca
=a’b+ bc+ Fa
<a®-a+b® b+ ¢
=a*+v* 4+ 2
Ongelma 3. Olkoot a, b ja c posititvisia reaalilukuja.

Osoita, etta

a? n b2 n 2 at+b+ec
b+c¢c c+a a+bd” 2

Ratkaisu. Cauchyn—Schwarzin epayhtdlon mukaan

a2 b2 2
-2 b
(b+c+c+a+a+b) (a+b+c)
a? b? c?
= - +
(b—I—c c+a a+b)

b+ +(c+a)+(a+h))

> (a+b+c)?,
misté viite seuraa pienelld sievennyksella.

Ongelma 4. Olkoot «, 5 ja v kolmion kulmat radiaa-
neissa. Osoita, ettd

tan%—l—tang—ktang}\/g.
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Ratkaisu. Funktio

r— tanx: }O,g{—ﬂ&
on konveksi, silld sen derivaatta

1 s
— 0, -
x }’2

on kasvava. Siten Jensenin epayhtdlon nojalla

L JoI[—r
COs“ X

a 2
2+ 2

«
tan — + tan — + tan — > 3tan

B gl
2 2 2

B

2+

3

T 1

=3tan— =3 — = /3.
6 V3

Ongelma 5. Olkoot «, B ja v kolmion kulmat. Osoita,

ettd
3v3
sina + sin B + siny < T\[

Ratkaisu. Funktio

x+— —sinz: 0,7 — R
on konveksi, silld sen derivaatta

x+— —cosz: |0,7[ — R

on kasvava. Siten Jensenin epayhtdlon mukaan

—sina —sin 8 —siny > —BSin%ﬁﬂ
3 i T 3v3
=—-3sin- =——.

3 2

Ongelma 6. Todista, ettd jos p € [1,00], jos n € Z,
ja jos x1, To, ..., T, ovat posititvisia reaalilukuja, niin
. I1+332—|-...-|—],‘n.

f/mf+x§+...+xﬁ
=
n n

Ratkaisu. Funktio
zr— 2P Ry — R
on konveksi, silld sen derivaatta
rr— peP LRy — R
on kasvava. Siten Jensenin epayhtdlon nojalla

o+ . +ab - ($1+~--+xn>”
= I’
n n

mistd viite seuraa ottamalla puolittain p. juuri.

Ongelma 7. Osoita potenssikeskiarvojen epdyhtdlo:
Jos r ja s ovat posititvisia reaalilukuja, joille r > s,
josn € Zy, ja jos x1, Ta, ..., T, ovat positiivisia re-
aalilukuja, niin

Vx§+x5+...+xg - §/x§+x§+...+x;

n n

Ratkaisu. Valitaan p = r/s, jolloin edellisen ongelman
mukaan

S S
it tw o+ 4k
~

n n

S
B A A S o
n )

misté vaite seuraakin ottamalla puolittain s. juuri.

Ongelma 8. Olkoot a, b, ¢, d, e ja f positiivisia reaa-
lilukuja. Osoita, ettd

a b c d e f
+ + = 3.
b+c c+d d+e e+ f f4+a a+d
Ratkaisu. Aloitamme  soveltamalla ~ Cauchyn—

Schwarzin epédyhtdlod niin, ettd ikédviltd tuntuvat ni-
mittajat supistuvat pois:

a b c d e f
<b+c+c+d+d+e+e+f+f+a+a+b)
.(a(b+c)+b(c+d)+c(d+e)
+d(e+f)+e(f+a)+f(a+b))

> (a+btctdtet f)

=a?+ 0+ +d>+ e+ 2+ 2ad + 2be + 2¢f
+ 2ab + 2ac + 2ae + 2af + 2bc + 2bd + 2bf
+ 2¢d + 2ce + 2de + 2df + 2ef.

Taten
a n b n c d n e f
b+c c+d d4+e e+f f+a a+d

(a+d)”+B+e)+ (c+f)
alb+c)+b(c+d)+...+ f(a+b)

>2+
Riittaa siten osoittaa, etta

(a+d)?+ (b+e) + (c+ f)
zalb+e)+b(c+d)+...+ f(a+b).

Mutta soveltamalla Cauchyn—Schwarzin epéyhtaloa
naemme, etta

(a+d)?+(b+e)+(c+ f)>
—Ja+d?+ b+ +(c+f)

A+ 4 (et 7+ (a+d)?
>(a+d)(b+e)+(b+e)(c+ f)+ (c+ f) (a+d)
=ab+ae+ db+ de+ bec+bf

+ect+ef+ca+cd+ fa+ fd
=ab+c)+b(c+d) +c(d+e)
+d(e+ f)+e(f+a)+ f(a+D),

ja olemme valmiit.
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