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Juuso peruskoulussa

Markku Sointu
Soppeenharjun koulu

Ensimmaiinen oppitunti: lukujoukot ja
laskutoimitukset

Tunnin aihe: lukujoukot, vastaluku, itseisarvo,
yhteen- ja vdhennyslasku negatiivisilla luvuilla.

Lehtori Laulunen oli pyytdnyt Juuson sijaiseksi yl&-
kouluun. Juuso tunsi itsensd norsuksi posliinikaupas-
sa. Juuso ei ollut tavannut peruskoululaisia sen jélkeen
kun oli itse sielta lahtenyt ja silloinkin hén oli ollut vain
valikoidun kaveriporukan kanssa. Silti hin ei epardinyt
suostua.

”Oppilaat ovat aina innoissaan, kun tapaavat nuoren
opettajan. Kéyta tdtd innostusta,” valisti Laulunen.

Juuso oli astunut seiskaluokan eteen ja aloittanut: Té-
nddn puhumme lukujoukoista.

"Mihin semmoisia tarvitaan?” kysyi nuorimies nimel-
tadn Jere teinipojan romealld ddnelldéan.

"Kysymyksesi on erinomainen. Koulussa ei kannata
tuhlata aikaa hyodyttomaén tiedon panttdamiseen. On-
neksi sellainen on jadnyt aikaa sitten. Voimme siis kes-
kittyd vain oleelliseen.”

Ensimmainen lukujoukko on luonnollisten lukujen
joukko. Niitd merkitdén N:ll& ja ne ovat luvut 0, 1, 2,
3,4, ... Ja nyt Jere ja kumppanit, miksi ndméa luvut
ovat niin téarkeitd. Niitd tarvitsevat kaikkien ammat-
tien harjoittajat. On todettu, ettd niitd on luonnonkan-
soillakin, siis ihmisilld, jotka eldviat hyvin alkeellisissa

olosuhteissa.” Luokka oli vield alkujénnityksen vallas-
sa, joten Juuso auttoi, mihin lampaita paimentamassa
oleva tytto tai poika tarvitsee luonnollisia lukuja.

”Voidakseen laskea, kuinka monta lammasta hénella
on,” tuli pienen miettimisen jéalkeen monesta suusta.

”Qikein,” Juuso totesi. "Miksi tdmé tieto on tarkei?”

”Paimenen taytyy tietad, havidako lampaita. Pedot voi-
vat vieda niité,” paitteli Henriikka.

"Taas oikein.”
”Lampaat voivat myo6s lisddntyd,” Jere puhkui.

”Juurikin nédin. Siksi tarvitsemme merkit <, > ja =.
Luonnollisilla luvuilla ilmoitetaan maééra. Se voi olla
suurempi, pienempi tai yhtd suuri kuin aikaisemmin
laskettu.”

Seuraava lukujoukkoon Z = ..., —2,—-1,0,1,2,... Sii-
néd ovat mukana kaikki luonnolliset luvut, mutta nii-
den lisdksi negatiivisia lukuja. "Mihin niita tarvitaan?”
Juuso kysyi.

"Lampotilan ilmaisemiseen,” vastasi luokka yhdesté
suusta.

"Niité kdytetdéan lampotiloihin. Se on totta. Mutta nyt
kysyn, mihin niitd tarvitaan valttaméttda. Miinusasteet
Celcius-asteikolla ilmaisevat veden jadtymisen, mutta
valttdmatontd tdma ei olisi. LA&mpo6 on hiukkasten lii-
ketta, eli jos lampoliike on taysin pysahtynyt, ollaan
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lampdotilassa, jota kylmempéé ei voi olla. Mikéd on so-
piva luku ilmaisemaan asiaa, jota ei ole?”

"Nolla.”

"Eli miinusluvuista on hyotya lampdétiloja ilmaistaessa,
mutta vilttdméattomiad ne eivit ole. Miettikda siis asia,
mité ei voi ilmaista ilman negatiivisia lukuja.” Luokka
hiljeni miettimé&an.

Juuson piti auttaa: "Miettikda pankkitilia.”

"Velka!” "Pankkitili voi olla plussalla tai miinuksella,”
Henriikka tiesi.

"Itse asiassa velka on juuri syy, miksi negatiiviset luvut
keksittiin,” kertoi Juuso.

"Negatiiviset luvut ovat matematiikan historiassa var-
sin uusi keksinto. Seuraava lukujoukko on ollut kéytos-
s paljon ennen negatiivisia lukuja. Mink&hénlaisista
luvuista on kysymys?”

"Murtoluvuista,” vastattiin monella suulla.

Niinpé taululle ilmestyi Q. Murtoluvuilla on my6s hie-
nompi nimi rationaaliluvut. Nyt mééritelty on siis jou-
kot

N eli luvut, joilla ilmoitetaan lukumaara
Z luvut, jotka sisaltavét negatiiviset luvut
ja mahdollistavat velan ilmoittamisen

Q murtoluvut.

"Mité luvuilla tehddan?” Juuso kysyi ja sai vastauksen
saman tien: lasketaan.

”Alakoulussa olette jo oppineet laskutoimitukset:
yhteen- ja vdhennyslasku, kerto- ja jakolasku. Lahde-
tddn taas liikkeelle luonnollisista luvuista. Yhteen- ja
kertolaskulla on ominaisuus, jota ei ole vdhennys- ja
jakolaskulla. Mistd ominaisuudesta on kysymys?”

"Yhteen- ja kertolaskussa vastaus kasvaa,” vastattiin
aivan kuin Juuso arveli. Niinpéd hén korjasi heti 2+0 =
2ja 2-0=0, eli luku ei kasva vélttdmattéd, kun siithen
lisdtddn tai se kerrotaan luonnollisella luvulla. "Mutta
mité voidaan varmuudella sanoa yhteen-ja kertolaskus-
ta kaikissa tapauksissa?”

Tama kysymys sai oppilaat pohtimaan tovin pitem-
paan, kunnes Henriikka keksi. Kerto- ja yhteenlaskun
tulos oli aina luonnollinen luku. Mutta 3 — 4 ei ollut
eikél lijoin 2.

"Voidaksemme jatkaa meiddn téytyy laajentaa mate-
maattista tietdmystd,” Juuso jatkoi. ”Itseisarvolla tar-
koitetaan luvun etdisyyttad nollasta. Luvun 7 itseisarvo
on 7 ja luvun —3 itseisarvo on 3. Vastaluvulla puoles-

taan tarkoitetaan lukua, joka on yhta kaukana luvusta

nolla kuin luku itse, mutta nollan toisella puolella. Lu-
vun 7 vastaluku on néin —7, ja luvun —3 vastaluku on
3.77

"Harjoitellaan seuraavaksi yhteen- ja vdhennyslaskua,
kun laskussa on mukana negatiivisia lukuja. Sitd var-
ten tarvitsemme pistepotin, jonka arvoa lahdemme las-
kemaan. Saatte valita minké tahansa luvuista —5, —4,
-3, -2, —1tail, 2,3, 4, 5. Kirjoitan niita taululle sit4
mukaa kun luettelette lukuja.”

Pian oli taululle ilmestynyt jono
37 _2a _47 17 57 5a _37 _5a 27 _47

ja Juuso keskeytti lukujen kirjoittamisen vélilaskun
ajaksi. Pistepotin arvo oli néin (3+1+5+5+2)—(2+
4+ 3+544). Kun pluspisteisiin lisdttiin miinuspisteet,
saatiin potin arvoksi —2. Seuraava henkil6 halusi lisita
pottiin luvun +3. Juuso kirjoitti =2+ (+3) = =243 =
1. Pistepotin arvo nousi, kun siihen liséttiin pluslukuja.
Seuraava oppilas halusi lisdtd miinuspisteitd eli luvun
—4. Nyt taululle kirjoitettiin 14 (—4) =1 —4 = -3.
Pistepotin arvo laski tietenkin, kun siihen lisdttiin mii-
nuslukuja.

Juuson laatimien pelisddntojen mukaan potista oli
my6s mahdollista poistaa sinne laitettuja lukuja. Kun
alkuperdisen jonon ensimméinen luku +3 poistettiin,
saatiin —3 — (+3) = —3 — 3 = —6. Kun potista pois-
tettiin positiivinen luku, potin arvo laski. Toisen luvun
—2 poistaminen kirjoitettiin —6 —(—2) = —6+2 = —4.
Negatiivisen luvun poistaminen nosti potin arvoa.

Juuson opetus oli, ettd laskutoimitukset 3 + (—4) ja
3 — (+4) antoivat saman vastauksen, mutta tarkoitti-

vat eri asiaa. Toisessa lisattiin miinuspisteita ja toisessa
vahennettiin pluspisteité.

Oli aika selvittda, mitéa tarkoitettiin kertolaskulla.
3-4=44+44+4=12
3-(—4)=—4+(-4)+(-4) =-12

Tulon ensimmainen luku kertoi, kuinka monta kertaa

toinen luku otettiin. Mité siis tarkoitti —3 - 47 Nyt

miinusmerkki — luvussa tarkoitti luvun 3 - 4 vastalu-
kua
—3-4=—-(4+4+4)=-12
ja vastaavasti luvun 3 - (—4) vastaluku oli
3 (—4)=—(—4+ (-4 +(-4)=—-(-12) =12

Oppilaat olivat nédin oppineet, mité tarkoitettiin ja mi-
hin tarvittiin

e luonnollisia lukuja,
e kokonaislukuja,

e rationaalilukuja.

Liséksi heille oli kerrottu merkintéjen <, > ja = tar-
peellisuudesta ja esitetty itseisarvon ja vastaluvun ké-
sitteet.
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Toinen oppitunti: alkuluvut

”Ota esimerkki, mikéli suinkin mahdollista, oppilaiden
arjesta. Tehtédvé saa siséltdéd kohtia, joita oppilaat ei-
vat vield osaa ratkaista. Néin péddstddn tilanteeseen,
jossa on ongelma, joka selvisti vaatii lisdtietoa. Nain
menetellen véltytadn esittdmaésté asia teoreettisesti il-
man kiytdnnon ongelmaa. Oppilaiden tai kenen tahan-
sa matematiikkaan tutustuvan tulisi mahdollisimman
nopeasti tietdd ainakin yksi kdytdnnoén ongelma, johon
kasiteltavad asiaa voidaan soveltaa.” Namé Laulusen
sanat mielessdédn Juuso asteli seiskaluokalle puhumaan
alkuluvuista.

”Juoksitte tdnadn koulun pihassa olevaa pallokenttaa
ympdri. Kyseessd oli lilkunnan opettajan mukaan Coo-
perin testi. En ole kuitenkaan nyt kiinnostunut, kuinka
paljon kukin juoksi. Radan ympéri juoksemiseen liittyy
mielenkiintoista matematiikkaa. Oletetaan, ettd juok-
sijat lahtevat kierrokselle samaan aikaan samasta pai-
kasta samaan suuntaan. Tarkastellaan kahta juoksijaa
A ja B. A juoksee kierroksen 60 sekunnissa ja B 90 se-
kunnissa. Milloin he kohtaavat uudestaan samassa pai-
kassa samaan aikaan?”

Koska luvut oli tarkoituksella valittu helpoiksi, oli vas-
taus nopeimmilla laskijoilla pian selvilld. 180 sekunnin
eli kolmen minuutin kuluttua oli nopeampi juossut ta-
san kolme ja hitaampi tasan kaksi kierrosta. Mutta mi-
ten kohtaamispaikka laskettaisiin, jos kierrosajat olivat
olleet 51 sekuntia ja 85 sekuntia?

Taman tehtdvan ratkaiseminen edellytti valmisteluja.
Piti selvittda kasitteet alkuluku ja pienin yhteinen jaet-
tava eli p.y.j.

”Viime tunnilla tutustuimme luonnollisiin lukuihin. Ne
ilmaisevat médrdn. Mietitddn nyt, mitkd luvut ovat
valttdmattomia ja mitkd vain hyodyllisid. Tehtdvina
on ilmaista kaikki lukumaéaarat. Mika luku siis tarvi-
taan, jos sovitaan, ettd lukumé&éara ei ole 07”

1, 2 ja 3 ilmoitettiin nopeasti ja Juuso kirjoitti ne tau-
lulle. "Mik& on seuraava luku, joka tarvitaan?” kysyi
Juuso ja sai kuin saikin vastaukseksi luvun 4. Ndin hin
pédsi sanomaan: "Luku 4 on hydédyllinen, mutta ei vilt-
tdméaton. Se voidaan ilmaista 2:1la kakkosella.”

"Pelataan nyt seuraavaa pelid. Teidén tulee laatia kort-
teja, joissa on valttdméattomiad lukuja. Eli lukuja, joita
ilman ei kaikkia lukumééria pysty esittdmééan. Luvun
saa esittdd vain keskenddn yhtéd suurten ykkosta suu-
rempien kokonaislukujen summana, paitsi luvun 1 voi
tietysti esittdd vain itsensd avulla. Rajataan luvut yh-
destéd 32:een. Kun kortit ovat valmiit, katsotaan kuka
selvidd lukujen 1-32 ilmaisemisesta vahimmalla maa-
ralla kortteja. Kortteja tarvitsevat lukumaarat 1, 2, 3,
5 jne., mutta nyt tulee my6s miettid, kuinka monta ku-
takin valttdmatonta korttia tarvitaan.” Oppilaat ryh-

tyivat tyohon. Tehtdva oli mielenkiintoinen. Valttamat-
tomien lukujen péadttely onnistui varsin helposti.

1 tarvitsee kortin

2 tarvitsee kortin

3 tarvitsee kortin

4 saadaan kahdella kakkosella, eli tehdadn yksi kakko-
nen lisaé

5 tarvitsee kortin

6 =2 -3 tai 3-2. Kannattiko nyt tehdd yksi kakkonen
lisda vai yksi kolmonen lisda? Eri oppilasryhmét valit-
sivat toiset 3 kakkosta ja toiset kaksi kolmosta.

7 tarvitsee uuden kortin

8 =4 -2 eli yksi tai kaksi kakkosta lisda

9 = 3- 3 eli yksi tai kaksi kolmosta lisda

10=2-5

11 tarvitsee oman kortin

12 = 6 - 2 eli tarvitaan lisdd kakkosia

Nyt oli syytéd pysdhtyd pohtimaan. Tarkea kysymys oli,
kuinka monta kakkosta tarvittaisiin. Niiden m&éara oli
ratkaistava ensin. Minkélainen luku vaatisi paljon kak-
kosia?

Luokka hiljeni, mutta Henriikka tiesi (tietenkin): luku,
joka sisélsi pelkkié kakkosia eli 2 potenssiin viisi. Kak-
kosia tarvittiin siis 16. Seuraavaksi piti tietenkin miet-
tid, montako kolmosta tarvittaisiin. Sen mééarasi luku
27. Siita ei selvidisi ilman yhdeksééd kolmosta. Seuraa-
va kriittinen luku oli 25 = 5 - 5. Se kertoi, ettéd viitosia
tarvittiin viisi.

13 vaati oman kortin

14=7-2

15=5-3 tai 3.5, eli ei tarvita uusia kortteja
16=28-2

17 vaati oman kortin

18=9-2

19 vaatii oman kortin
20=10-2

21 = 7- 3, tasta selvitdaédn kolmosilla (niitd on 9 kappa-
letta)

22=11-2

23 tarvitsee oman kortin
24 =122

25=5-5

26 =13-2

27=9-3

28=14-2

29 tarvitsee oman kortin
30=15-2

31 tarvitsee oman kortin
32=16-2

Luvut, jotka tarvittiin, olivat siis
1,2,3,5,7,11,13,17, 19, 23,29, 31.

Osalla oppilaista luvut olivat oikein, jonkun riviin oli
pujahtanut luku, joka voitiin esittdéd ilman omaa kort-
tia, ja joltain puuttui joku vélttdméttomista luvuista.
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Pohtiminen oli kuitenkin sujunut hienosti ja virheet oli
helppo tunnistaa. Koska eri lukujen kohdalla saattoi
tehda erilaisia valintoja, esimerkiksi tdytyi pdattad, oli-
siko luku viisitoista 3 - 5 vai 5 - 3, oli eri oppilailla eri
maara kortteja. Niinpa Juuso laati yhteenvedon. Tar-
vittiin

16 kakkosta

9 kolmosta

5 viitosta

1 seiska

1 yksitoista

1 kolmetoista

1 seitseméntoista

1 yhdeksantoista

1 kaksikymmentékolme
1 kaksikymmentéyhdekséin
1 kolmekymmentéyksi

Luvut, joita ilman ei voinut ilmaista kaikkia lukumaéé-
rid, olivat alkulukuja. Korttien méara oli ndin 16 + 9 +
5+ alkulukujen maara alkaen luvusta 7 lukuun 31, mi-
ka oli 8.

Lukuun 32 liittyi siis luku 38. Se kertoi, montako nu-
merokorttia vahintdédn tarvittiin, jotta voitiin ilmais-
ta kaikki lukuméarat valiltd 1-32. Vaikka alkuluvut
riittivéit kaikkien lukuméérien ilmaisemiseen, olivat ei-
valttamattomatkin luvut hyodyllisid. Niiden avulla sel-
vittiin 32:1la kortilla, joka oli vihemmaén kuin 38.

Juuso huomasi samalla, ettd tutustuminen alkulukui-
hin oli poikinut mielenkiintoisen sivutuotteen. Arit-
meettisen funktion A(n). Se kertoi, kuinka monta kort-
tia tarvittiin. Esimerkiksi A(32) = 38. Puhumatta arit-
meettisista funktiosta (vaikka Henriikka olisi varmasti
ymmértanyt) Juuso antoi oppilaille tehtéviksi selvit-
td4, montako korttia lisdd tarvittiin, jos n olisi 50. Jos
n = 50, on mukana 7-7 = 49 eli seiskoja tarvittiin kuusi
lisda. Luku 33 vaati lisdd kolmosia tai kortteja, joissa
oli yksitoista, silld 11-3 = 33 eli tarvittaisiin lisda kaksi
kolmosta. Nyt piti pohtia, olisiko jarkevimpéad ottaa li-
sda kortteja, joissa oli yksitoista. Jalkimmaéinen tuntui
viisaammalta, koska 44 = 4 - 11. Lisédys oli néin kolme
yhtétoista.

34 = 17 - 2. Taas saattoi valita, ottaisiko lisdd yhden
kakkosen vai yhden seitseméntoista.

35 = 5 -7 ei aiheuttaisi ongelmaa, koska seiskoja oli
otettu jo 7, ettéd saatiin luku 49.

41 tarvitsi uuden kortin

42=6-7
43 tarvitsi uuden kortin
44 =4 .11

45 =9 - 5, tarvittiin lisda viitosia 4 kappaletta.

46 = 2 - 23, lisattiin siis yksi kaksikymmentékolme.

47 vaati uuden kortin

48 = 24-2 = 16-3, joten tarvittiin lisda kakkosia tai kol-
mosia. Kakkosia oli nyt 16 tai 17, ja korttien lisays oli 8
tai 7. Kolmosia oli tdhdn mennessé 9, koska 27 =9 - 3.
Ottamalla 7 kolmosta lisda saatiin 16 - 3 = 48. Lukuun
48 liittyi siis lisays 7.

49=7-7

50 = 25 - 2, tastd selvittiin ottamalla kakkosia tai vii-
tosia lisda.

Juuso péaétti laskelmansa huolestuneena. Oliko tehté-
va lilan vaikea? Pelko osoittautui turhaksi. Lahes kaik-
ki oppilaat saivat jonkinlaisen méardn kortteja, jolla
tehtévastd selvittiin. Ongelmalliseksi tehtdvd muuttui-
si vasta, jos tdytyisi 16ytdd minimi ja osoittaa saatu
luku minimiksi.

Oppilaathan kilpailivat siitd, kuka selvidd vahimmaél-
14 maaralla kortteja. Se tarjosi tekemistd ja harjoitti
kertolaskutaitoa. Juuso jéi kuitenkin pohtimaan, miten
funktio A(n) toimi. Hanet keskeytti kuitenkin laiskan,
mutta terdvin oloinen nuori mies Kasper nimeltaan.

"Eikos tdd oo vdhdn turhaa hommaa, jos alkulukuja
kaytettdessad lukuméarddn 32 asti tarvitaan 38 korttia?
Eiks olis jarkevampad kayttaa lukuja 1-327 Silloinhan
selvittaisiin 32 kortilla.”

”Good point,” kuittasi Juuso nopeasti. "Mutta alkulu-
vuista on hyotyé. Palataanpa juoksuratatehtévain.”

Jos haluamme selvittdd, milloin nopeampi saavuttaa
hitaamman ldhtopaikalla, meiddn on 16ydettéava luku-
jen 51 ja 85 pienin yhteinen jaettava = p.y.j.

51=3-17
85 =517,

joten p.y.j(51,85) = 3 -5 17 = 255. Juoksijat kohtaa-
vat nopeamman kierrettyd 5 ja hitaamman 3 kierrosta.
P.y.j saadaan esittdmalld tutkittavat luvut alkulukujen
tulona ja ottamalla vastauksen kertovaan tuloon niin
monta alkulukua kuin on silld rivilld, missi niitd on
eniten.
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