10

Solmu 2/2018

Euroopan tyttojen matematiikkaolympialaisten tehtavat

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
Abo Akademi

Euroopan tyttéjen matematiikkaolympialaiset jérjes-
tettiin Firenzessd 9.-15.4.2018. Suomea edustivat Milja
Krés, Veera Nurmela, Nerissa Shakespeare ja Essi Vil-
honen. Varajohtajana oli Neea Palojarvi ja miné jouk-
kueenjohtajana. Shakespeare ja Vilhonen saivat kun-
niamaininnat. Tehtévat olivat jilleen taattuun EGMO-
tyyliin haastavia.

Tehtdava 1. Olkoon ABC kolmio, jossa CA = CB
ja LZACB = 120°, ja olkoon M janan AB keskipiste.
Olkoon piste P kolmion ABC ympéri piirretylla ym-
pyralld, ja olkoon @ sellainen piste janalla CP, ettd
QP = 2QC. Pisteen P kautta kulkeva suora, joka on
kohtisuorassa suoraa AB vasten, leikkaa suoran MQ
yvksikésitteisessd pisteessd N.

Osoita, ettd on olemassa sellainen ympyra, jolla piste N
on aina riippumatta pisteen P sijainnista.

Kommentti: Tamé on néatti klassisen geometrian teh-
tava, ja tamén ratkaisemalla Shakespeare ja Vilhonen
hankkivat kunniamainintansa.

Tehtava 2. Tarkastellaan joukkoa
1
A= 1+E:k:1,2,3,... .

a) Osoita, ettd jokainen kokonaisluku z > 2 voidaan
esittdd joukon A yhden tai useamman alkion tulo-
na, missd naiden alkioiden ei valttdmatta tarvitse
olla keskenaén erisuuria.

b) Kun z > 2 kokonaisluku, olkoon f(x) pienin sellai-
nen kokonaisluku, ettd x voidaan kirjoittaa joukon
A alkioiden tulona niin, ettd tulontekijoiden maara
on f(x), ja tulontekijit eivit valttdméatta ole keske-
naan erisuuria.
Osoita, ettd on olemassa darettémén monta koko-
naislukuparia (z,y), joilla z > 2, y > 2, ja

flzy) < f(@) + f(y).

(Parit (z1,y1) ja (x2,y2) ovat erisuuria, jos ja vain
jos x1 # 29 tai y1 # y2.)

Kommentti: Suomen kilpailijat todellakin lukivat
tehtéavéit huolella: alkuperdiseen suomennokseeni teh-
tavésta oli yhteen paikkaan kokonaisluvun x paikalle
eksynyt n. Sain téastd kysymyksen valittomasti kilpai-
lun alettua. Tehtdvéin a)-kohta on todella helppo. Siitd
oli jaossa yksi piste. Sen merkitys oli ldhinn& toimia
johdantona b)-kohtaan, joka ratkeaa siedettéavalla vai-
valla konstruktion avulla, eli konstruoimalla sopivia lu-
kuja (joskin silloinkin tarpeellisten asioiden todistami-
nen vaatii raakaa tyotd). Yleisid tuloksia funktion kéy-
toksestd ei kannata yrittdéd todistaa kilpailutilanteessa,
silla tdméa kyseinen funktio on harvinaisen inhottava ja
yhteistyokyvyton.

Tehtava 3. Olkoot C1,...,C, EGMO:n n kilpailijaa.
Kilpailun jalkeen kilpailijat jonottavat ravintolan edes-
sd seuraavien sdantdjen mukaisesti.

e Tuomaristo valitsee kilpailijoiden alkuperaisen jér-
jestyksen.



Solmu 2/2018

11

e Kerran minuutissa tuomaristo valitsee kokonaislu-
vun 7, joka toteuttaa ehdon 1 <17 < n.

— Jos kilpailijan C; edessé on vahintéén ¢ kilpailijaa,
kilpailija C; maksaa yhden euron tuomaristolle ja
siirtyy jonossa eteenpéin ¢ paikkaa.

— Jos kilpailijan C; edessé on vihemmén kuin 4 kil-
pailijaa, ravintola aukeaa ja prosessi loppuu.

a) Osoita, ettd riippumatta siitd mitd paatoksia tuo-
maristo tekee, on prosessin ennen pitkéda loputtava.

b) Maarita kaikilla luvun n arvoilla suurin mahdolli-
nen maéra euroja, jonka tuomaristo voi kerdtéd va-
litsemalla ovelasti alkuperéisen jérjestyksen ja siir-
rot.

Kommentti: Taman tehtdvan sanamuodosta keskus-
teltiin pitkdan. Ehk& hieman yksinkertaistaen oli ti-
lanne se, ettd johtajat niistd maista, joissa korruptiota
on huomattavasti, vastustivat sanamuotoa vedoten sii-
hen, ettd tehtdva antaa epéilyttdvan kasityksen kilpai-
lusta. Esimerkiksi miné taas en rehellisesti sanottuna
pystynyt ymmaéartdméaan, miten yhdesta kilpailutehté-
vistd vedettédisiin johtopéddtoksia kilpailun toiminnas-
ta. Ajatus yleistyksistd tuntui absurdilta ja vield ab-
surdimmalta ajatus kilpailun tuomaristosta kartutta-
massa kassaa jonotuttamalla kilpailijoita. Tehtdvan sa-
namuodolla oli kuitenkin etunsa: silla, ettd tehtévéssa
kerdttiin rahaa, saatiin tehtdvddn selked ja yksikésit-
teinen laskuri verrattuna siihen, etté oltaisiin mitattu
aikaa, jolloin joku kuitenkin olettaisi, ettd ensimméi-
nen kokonaisluku valittaisiin ajanhetkelld nolla, toisen
mielesta ajanhetkelld yksi ja kolmas tulkitsisi tilanteen
mahdollisesti ihan toisin.

Tehtava 4. Domino on 1 x 2- tai 2 x 1-laatta.

Olkoon n > 3 kokonaisluku. Dominoita asetetaan n xn-
laudalle siten, ettd jokainen domino peittaé tdsméalleen
kaksi laudan ruutua ja dominot eivit mene padllekkain.

Rivin tai sarakkeen arvo on niiden dominoiden luku-
médré, jotka peittdvit vahintddn yhden kyseisen rivin
tai sarakkeen ruuduista. Dominoiden asettelua kutsu-
taan tasapainoiseksi, jos on olemassa k > 1 niin, etta
jokaisen rivin ja jokaisen sarakkeen arvo on k.

Osoita, etta kaikilla n > 3 on olemassa tasapainoinen
asettelu ja méarita pienin mahdollinen méara dominoi-
ta, joka tarvitaan sellaiseen asetteluun.

Kommentti: Téstd tehtdvasta olisi ollut siedettavél-
14 vaivalla jaossa reilu kasa pisteitd, mutta se ehka
vaatii hieman tuuriakin. Kaksinkertaisella laskemisel-
la saa selville ehdottomat minimit, ja sen jilkeen voi
konstruktioilla osoittaa, ettd ndmé todellakin saavute-
taan. Oikeita konstruktioita ei kuitenkaan ole ihan yk-
sinkertaista saada aikaiseksi.

Tehtava 5. Olkoon I' kolmion ABC ympéri piirretty
ympyré. Ympyré 2 sivuaa janaa AB ja lisdksi se sivuaa
ympyrad I' pisteessé, joka on janan AB samalla puo-
lella kuin piste C. Kulman ZBC A puolittaja leikkaa
ympyran §2 kahdessa eri pisteessia P ja Q.

Osoita, ettd LZABP = ZQBC.

Kommentti: Taméa on hankala. Kaikki malliratkaisut
kéyttivit jotain perusgeometriaa syvéllisempéd tulos-
ta.

Tehtava 6.

a) Osoita, ettd kaikilla reaaliluvuilla ¢, jotka toteutta-
vat ehdon 0 < t < %, on olemassa positiivinen koko-
naisluku n, jolla on seuraava ominaisuus: kun .S on
mikd tahansa n positiivisen kokonaisluvun joukko,
niin on olemassa kaksi keskenédn eri suurta alkiota
x ja y, jotka kuuluvat joukkoon S ja lisiksi on ole-
massa epdanegatiivinen kokonaisluku m (eli m > 0),
joilla

|z — my| < ty.

b) Onko kaikilla ehdon 0 < ¢ < % toteuttavilla reaa-
liluvuilla ¢t olemassa déreton positiivisten kokonais-
lukujen joukko S, jolla ehto

|z —my| > ty

toteutuu kaikilla joukon S eri alkioista x ja y muo-
dostuvilla pareilla ja kaikilla positiivisilla kokonais-
luvuilla m (eli m > 0)?

Kommentti: Témé oli hankala ja hankalaksi tarkoi-
tettukin (kuten 6. tehtévét aina). Koordinointi meni
todella vauhdikkaasti, kun tyypillisesti joukkueenjoh-
tajat vain kaviviat hakemassa koordinaattoreilta nollat
paperiin ilman suurempaa keskustelua tai neuvottelua.
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