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Valiarvolause: Mika ihme ja

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
Abo Akademi

Viliarvolauseelle on useita erilaisia muotoilutapoja.
Oletetaan, ettd funktio f(x) on derivoituva ja ettd se-
ké funktio itse ettd sen derivaatta ovat jatkuvia valilla
[a,b], jossa a ja b ovat reaalilukuja ja a < b. Talloin

f(0) = f(a) = f(§) - a),
jollain & € Ja, b[, eli a < £ < b.

Tama herattad luonnollisestikin ainakin kaksi kysy-
mystéa:

1. Onko tamé muka oikeasti tosi?

2. Jos oletetaan, ettd lause on tosi, niin onko tdma mu-
ka oikeasti hyodyllinen tulos?

Néhtydni lauseen ensimméistd kertaa uskoin mel-
ko nopeasti ensimmaéisen kysymyksen vastauksen ole-
van myonteinen, mutta toisen kysymyksen vastauk-
sen myoOnteiseksi uskominen vei huomattavan paljon
kauemmin. Tavoitteena on nyt ensin perustella, miksi
lauseeseen on jarkeva uskoa, ja sitten antaa esimerkke-
ja, jotka toivottavasti valottavat sen kayttod. Analyy-
sin kurssillani syksyllad 2016 markkinoin lauseen todella
hy6dyllisend tyokaluna, jota itse kdytin useita kertoja
viikossa. Jokin syy tdhén on oltava.

Lauseen perustelu

En kutsu tatd todistukseksi, koska tdmé perustelu si-
saltdd hieman enemmén késien heiluttelua kuin kun-

miksi ihmeessa?

nollisen todistuksen olisi syyté siséltdd, ja matemaat-
tista tdsmallisyyttd tdméa ei ole ndhnytkddn, mutta
talla menettelytavalla toivottavasti saavutetaan tietty
luettavuus ja intuitiivisuus.

Funktio f on jatkuvasti derivoituva. Voidaan siis kir-
joittaa

b
F(b) — f(a) = / F(t)dt,

koska funktio f(¢) on funktion f’(¢) integraalifunktio.
Integraalia taas on jarkevé arvioida

!
t
anglggbf (t),

b
. ! !/
(b~ a) min, (1) < / (bt < (b a)
eli integroitavan funktion arvo on jokin luku véililta
[min,<i<p f'(£), maxg<i<p f/(¢)]. Funktion derivaatta,
eli f/(t) on jatkuva, joten tarvittavan arvon on olta-
va jokin derivaatan arvo jossakin pisteessid & € [a,b].
Téastéd voidaan itse asiassa sulkea péadtepisteet pois, eli
x € ]a, b[. T4td arvoa voidaan merkita f(&).

Usein tarvitaan vain yldrajoja ja alarajoja, joita ylla
olevassa perustelussakin kéiytettiin.

Neliojuurten erotus

Toisinaan on hyodyllistd arvioida mité on esimerkiksi

vV + _\/57



Solmu 1/2018

19

kun z > 1. Tdmén voi tehdd useammallakin tavalla,
ensinnékin ihan karkeasti laventamalla:

e WETI-D(EET+ VA
PH1-vo= Ve t1+z
|

T Vriltyz

ja tatad viimeistd muotoa voidaan arvioida
1 < 1 < 1
2V +1 7" Vo+1l+yz ~ 2z

Téasséd kuitenkin hyddynnettiin sitd, ettd neliGjuuri la-
ventuu néatisti. Valiarvolauseen kanssa ei tasta tarvitse
valittdd, vaan lausekkeen voi kéasitelld helposti laventa-
matta

\/ﬁ_ﬁ:/;“_l

Integraalia voi jélleen arvioida ylos- ja alaspdin, silla
integrointivélin pituus on 1:
x+1 dt 1
2\/33 +1 / 2\[ =2z
Jos lausekkeelle haluaa karkean arvion, voi jatkaa ar-
viointia esimerkiksi ndin:
1 < 1
2V +1 7~ 22z’

kun z > 1, jolloin epédyhtdlon molemmille puolille saa
termin, joka on muotoa "vakio kertaa %”. Néin ollen

voi arvioida

z+1

oy = \f
Taman avulla pystyy my0s esimerkiksi lausekkeelle
ﬁ johtamaan melko tarkan arvion.

Yleiset neliGjuurierotukset

Luonnollisestikin voidaan my6s tarkastella erotusta

VT Fy—+/r, missi 0 < y < z

f Tty y
VI+Yy—+Vx = —dt = =,

! [ wan-ar

missé £ on jokin piste vélilla |z, x+y[. Koska z+y < 2z,
voidaan jéilleen arvioida

2 SV g

eli lokaalisti pisteen z ympéristossa neliojuuri kasvaa

suurin piirtein lineaarisesti, kertoimenaan karkeasti ot-
1 17 . .

taen ENGE silla kun y on pieni, on termi 2\/7 hyvin

lahelld lukua 5 f

Téassé esimerkissd ei voitettu mitdén sithen verrattu-
na, ettd olisi vain lavennettu. Kaikki lausekkeet eivét
kuitenkaan toimi yhtd néatisti. Tarkastellaan nyt paria
muuta esimerkkié.

Hankalampien juurilausekkeiden erotus

Tarkastellaan erotusta (z + 1)%/% — 25/4, missi x on
ykkosta suurempi:

5/4 _ 5[4 _ s 1/4
(x +1)°% —z°/% = 4t dt,

joten

ot

Z 1/4 ~ (.’E + 1)5/4 o $5/4 Z(m + 1)1/4

Tamén lausekkeen késittely laventamalla olisi tyolastas:
(z +1)5/2 — g5/2
(2 +1)5/4 4 5/4

B (x+1)% -
S G DT @ T @ )

_ 5 + 1023 + 1022 + 5z + 1
(@ ) T (o D)

(l‘ + l)a/4 5/4 _

Nimittdjan voisi késitella helposti ylos- ja alaspéin ar-
vioiden kuten edelldkin. Osoittaja puolestaan ei nédyta
niin yhteistychaluiselta. Senkin kylld voi arvioida:

5zt < 5t 4 102 4+ 1022 + 52+ 1 < 5(x + 1)*,

eli lauseke on késiteltdvisséd, mutta huomattavasti tyo-
lddmmin kuin edelld. Epéatoivoiseksi homma menisi, jos
jotenkin jarkevésti lavennettavissa olevien termien si-
jaan paivéaa ilahduttaisikin vaikkapa lausekkeen

(z+1)" —2"

arviointi.

Logaritmi

Tarkastellaan erotusta

In(z 4+ 1) — In(z),

kun x > 1. Téata voisi tarkastella kehittdmalla erotuk-
sen

In(z +1) — In(z) = In <1 + i)

ns. Taylorin sarjaksi tai Taylorin polynomiksi ja arvioi-
malla sitd. Toinen tapa on véliarvolauseen avulla:

I+1dt
In(z+1) — In(z) = / -

joten
! <In(zx+1) 1()<l
x_’_l_nx n(z) < —.
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Lauseen kaytosta

Viliarvolause on differentiaali- ja integraalilaskennan
valttamattomia perustuloksia, joka tarvitaan teorian
rakentamiseen. Liséksi silld on paljon sovelluksia mui-
hin matematiikan osa-alueisiin. Y1la olevat esimerkit
voi tietenkin luokitella vain sépoiksi esimerkeiksi, mut-
ta kdytannossa tallaiset arviot ovat tarkeitd useissa to-
distuksissa esimerkiksi lukuteoriassa. Vaikkapa todis-
tettaessa Liouvillen lukua >°°7 |, 10~™ transkendentti-
seksi koostuu todistus kahdesta osasta: siité, ettd to-
distetaan, ettd téatd lukua voi approksimoida todella
hyvin rationaaliluvuilla, ja toisaalta siita, ettd todiste-
taan, ettd algebrallisia lukuja ei voi approksimoida ko-
vin hyvin rationaaliluvuilla (sopivasti mitattuna). T4~
mén jalkimmaéisen asian todistamisessa kiytetdan vé-
liarvolausetta (todistuksen yksityiskohtia voi ihmetella
esimerkiksi Solmussa 2014 (3) olleesta kirjoituksesta-
nit).

! Rationaalisia, irrationaalisia,
irrationaalisuus_pohjassa.pdf

algebrallisia ja transkendenttisia otuksia,

Tehtavia
1. Osoita, etté
sin(a + B) —sin(a) < B

(kulmat ajatellaan radiaaneissa eiké asteissa, eli téy-
si ympyré vastaa kulmaa 27, suora kulma on 7/2 ja
niin edelleen).

2. Arvioi erotusta
In(z 4+ y) — Inz,

kun 0 <y < x.

3. Olkoon f(z) reaaliluvuilla mééritelty reaalilukuar-
voja saava jatkuvasti derivoituva funktio. Onko
mahdollista, ettd f(z) on kokonaisluku, kun x on
kokonaisluku, ja f’(z) ei ole kokonaisluku koskaan,
kun « ei ole kokonaisluku?

https://matematiikkalehtisolmu.fi/2014/3/
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