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Banachin tulitikkuongelma
Markku Halmetoja

Ylen Teema-kanava esitti hiljattain puolalaisen Ak-
son Studion valmistaman 13-osaisen draamadokumen-
tin kuuluisan néyttelijan ja filmituottajan Eugeniusz
Bodon (1899-1943) eldaméstd. Vahintddn yhtd mie-
lenkiintoisen elokuvan AS voisi tehdd matemaatikko
Stefan Banachin (1892-1945) tyosta ja eliménvaiheis-
ta. Sekd Bodon ettd Banachin tuotteliain kausi ajoit-
tui maailmansotien vélisille vuosille, molemmat olivat
poikkeuksellisia persoonallisuuksia ja kummankin elé-
mén loppuvaiheet olivat varsin traagisia. Bodon lyhyt
elamékerta 10ytyy osoitteesta [1]. Seuraavassa enem-
mén Banachista viitteisiin [2]-[6] perustuen.

Banach syntyi Krakowassa vuonna 1892 kdyhdan per-
heeseen ja joutui jo nuorena huolehtimaan elannostaan
ja koulutuksestaan. Héan aloitti akateemiset opinton-
sa Krakowan teknillisessé korkeakoulussa, mutta tutus-
tuttuaan hauskan sattuman kautta matematiikan pro-
fessori Hugo Steinhausiin (1887-1972) hén siirtyi Kra-
kowan yliopistoon opiskelemaan matematiikkaa. Stein-
haus oli nimittain iltakavelyllddn kuullut kahden nuo-
rukaisen keskustelevan Lebesguen mitasta, minkd on
tdytynyt tuntua professorista perin merkilliselta. Le-
besguen mitta- ja integraaliteoria oli tuohon aikaan, eh-
ké vieldkin, tutkijatasoista matematiikkaa, mistd nuo-
rilla miehilla ei olisi luullut olevan hajuakaan. Stein-
haus oli liittynyt nuorukaisten, Banachin ja Otto Ni-
kodymin (1887-1974) keskusteluun, miké johti Banac-
hin matemaattisen uran alkamiseen. Steinhausin ohjaa-
mana hén julkaisi viitoskirjansa vuonna 1922. Samana
vuonna hénestd tuli Lwowin yliopiston yliméardinen
matematiikan professori.

Banachin viitoskirja on tieteellisesti erittdin merkitté-
va. Hén loi siind abstrakteja vektoriavaruuksia koske-
van teorian, johon jokainen yliopistossa matematiikan
syventavid opintoja harrastava saa nykyisin tutustua.
Tietynlaisia vektoriavaruuksia kutsutaan hanen mu-
kaansa Banachin avaruuksiksi. Vaitoskirjan tekemisté
pidetédédn yleensé tutkijan henkilokohtaisen tieteellisen
uran alkuna, mutta Banachin viitoskirjan on katsottu
olleen kokonaan uuden matematiikan alan, funktionaa-
lianalyysin, alku.

Banachin tyoskentelytavat olivat poikkeukselliset. Sen
sijaan, ettd hén olisi istunut yliopistolla ty6huonees-
saan pohdiskelemassa, han vietti aikaa kahviloissa, joi-
den hélyssé hén pystyi taysin keskittymaén tieteelliseen
tyohonsé, ohjaamaan opiskelijoitaan ja kdyméan mate-
maattisia vdittelyjd muiden matemaatikoiden kanssa.
Lwéwin Skottilaisesta Kahvilasta (puolaksi Kawiarnia
Szkocka; nimi ei viittaa Skotlantiin) tuli Banachin an-
siosta matemaatikoiden kantapaikka. Ensin alkuun Ba-
nach piirteli teoreemoitaan poytéliinoihin ja huoneka-
luihin, mutta kun kahvilan henkilokunta lopulta kyl-
lastyi tdhan, hankittiin iso vihko, joka tuotiin poytdén
heti, kun Banach tai muita matemaatikoita ilmaantui
paikalle. Vihko, Skottilainen Kirja, téyttyi vdhitellen
matemaattisista tehtédvista, joita toisinaan julistettiin
kilpatehtédviksi. Ratkaisuista jaettiin palkintoja, jotka
vaihtelivat kysymyksen vaativuuden mukaan kupillises-
ta kahvia brandypulloon. Eraét probleemat olivat niin
syvallisid, ettd niitd on selvitetty vasta vuosikymme-
nid niiden kirjaamisen jilkeen. Vuonna 1935 Stanistav
Mazur (1905-1981) muotoili kirjaan tehtédvin n:o 153 ja
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lupasi sen ratkaisijalle palkinnoksi eldvdn hanhen. Ky-
seessé oli erittdin vaikea ongelma ja ratkaisusta luvat-
tu palkintokin oli tavanomaista mittavampi. Kysymys
ratkesi vasta vuonna 1972. Mazur oli itse tilaisuudes-
sa luovuttamaan ratkaisijalle, ruotsalaiselle Per Enflol-
le (1944-), palkinnoksi lupaamansa linnun. Tapahtuma
televisioitiin Puolassa. Enflolla ei ollut mahdollisuutta
kuljettaa hanhiparkaa eldvéna Ruotsiin, joten se kat-
sottiin parhaaksi sy6da luovutusta seuranneessa ilta-
juhlassa.

Skottilainen kirja silyi yli sota-ajan. Se sisdltda kaikki-
aan 193 matemaattista ongelmaa. Viimeinen niistd on
Hugo Steinhausin hieman ennen Puolan itdosan sak-
salaismiehitystd muotoilema, lukiolaisellekin ymmar-
rettdva todenndkoisyyslaskennan tehtdva. Aiheen sii-
hen antoi Banachin taukoamaton tupakointi ja tehté-
vad kutsutaankin Banachin tulitikkuongelmaksi. Alku-
perdinen sanamuoto on kirjoittajalle tuntematon, mut-
ta eri lahteiden perusteella tuntuisi jarkevélta muotoilla
se seuraavasti:

Taskussasi on kaksi tikkuaskia, joissa kummassakin on
n tikkua. Tulta tarvitessasi otat sattumanvaraisesti toi-
sen askeista, kdaytdt tikun ja palautat askin taskuun.
Kuinka monta tikkua todenndkdisesti on jdljelld, kun
kaytdt toisesta askista viimeisen tikun?

Todennédkoinen méaara on kitevinté ajatella jaljelld ole-
vien tikkujen lukuméérédn odotusarvoksi. Olkoon siis
satunnaismuuttuja X = jdljelld olevien tikkujen luku-
mdadrd, kun toisen askin viimeinen tikku tulee kdytetyk-
si. Aluksi on muodostettava X:n todennékoisyysjakau-
ma eli méadritettava P({X = k}), missd k = 1,2,...,n,
ja laskettava sitten summa

n

S k- PUX = k) = .

k=1

Nimetddn askit A:ksi ja B:ksi. Tapaus, jossa A-askissa
on jaljelld k tikkua ja B-askissa yksi tikku, voi toteutua
monella tavalla. Erds mahdollinen valinnoista muodos-
tuva jono nédyttdd seuraavalta:

A,B,B,A,B,B,...,B,A,B,B, A.

2n—k—1kpl

Jonossa on siis n— k kappaletta A-valintaa ja n—1 kap-
paletta B-valintaa, yhteensd 2n — k — 1 valintaa. Naita

jonoja on
2n—k—1
n—1

kappaletta ja téllaisen jonon todenndkoéisyys
m—k—1 (l)n—k<1>n—l
n—1 2 2
(2n—-k—-1 (1)271—’“—1
-\ n-1 2 '

Tapahtuman {X = k} kannalta on samantekevid kum-
pi askeista tyhjenee, joten

PUX = k}) = 2. <2n—k—1) (%)Qn—k—l %

n—1

(2n—-k—1 (1)2n—k—1
N n—1 2 ’
missd k=1,2,...,n.

Odotusarvon
" 2n —k — 1Y) 71\ 2n—k-1
S0
K ; ( n—1 > 2

laskeminen onnistunee parhaiten hieman epédhavainnol-
lista aputulosta kayttden. Merkitadn

utn) =p(x =) = (M ()7

n—1
kun k£ = 1,2,...,n ja u(n,n + 1) = 0. Jakauman to-

dennékéisyyksien summa on 1, joten

Zu(n,k) =1 ja Zu(n,k—l—l) =1—-u(n,1).

k=1 k=1
Lasketaan aluksi
(n — k)u(n, k)
2n —k — 1\ 71\2n—k-1
—(n—k)( n—1 )(2)
(2n —k —1)! (1)2n—k—1

(n—k)l(n—1)'\2

=(n—k) 5

2n—k—-1) (2n—(k+1)—1)!
2 (n—(k+1))!(n—1)

()

=n-ulnk+1)—3(k+1) ulnk+1).

2

(1)2n7(k+1)71

Siis kaikilla k =1,2,...,n
n-u(n, k)—ku(n, k) = n-u(n, k+1)— 1 (k+1)-u(n, k+1).
Laskemalla yhteen ndmé yhtélot saadaan

n =ty = n(1 = u(n, 1)) = 4 (stn — u(n, 1)),

mista seuraa

fin = (20— Du(n, 1) = (2n — 1) <2” - 2) (%)2"_2.

n—1

Aktiivinen lukija halunnee pohtia aiheeseen liittyen
muutamaa kysymysta. Ehkapé joku innostuu selvitté-
méadn niitd tulevissa Solmuissa.
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i) WolframAlphalla ([7]) lasketut

H10 = 37 527 H20 = 57017 M50 = 77967 H100 = 11727
viittaavat siihen, ettd jono (u,) on aidosti kasvava.

Osoita, ettd néin todella on.

j) Tuntuu selvalté, ettd u, — oo, kun n — oco. Tutki
oletusta Stirlingin kaavan

n! ~ (E) 2mn
e

avulla.

k) Jakauman todennékoisyyksien summa on 1:

SENET

k=1

Tama summa tulisi voida nayttda toteen myos toden-
nakoisyyksiin viittaamatta. Alkuun padsemiseksi osoi-
ta, ettd (1) voidaan yhtépitdvisti kirjoittaa muotoon

S e

Summa (2) on huomattavasti mukavampi pyoriteltavi
kuin summa (1). Osoita siis, etta (2) pétee.

Lopuksi vield hieman historiaa. Toisen maailmansodan
alkajaisiksi Puola jaettiin kahteen osaan. Neuvostoliit-
to miehitti maan itdosan, johon myo6s Lwoéw kuului,
ja Natsi-Saksa miehitti maan ldnsiosan. Vuonna 1939
alkaneesta venéldismiehityksestd huolimatta Banachin
kahvilatyoskentely jatkui kesdén 1941 asti, jolloin Sak-
san armeija valtasi Lwowin. Kolme paivaéd valtauksen
jalkeen natsit teloittivat yliopiston juutalaissyntyiset
opettajat. Yliopiston toiminta halvaantui suurelta osin.
Kuitenkin professori Stefan Weiglin (1883-1957) johta-
ma mikrobiologian laitos sai jatkaa toimintaansa, silld

Weigl pyrki kehittdméin seerumia vaatetiiden levitté-
méd pilkkukuumetta vastaan. Téit ja niiden levitta-
maét taudit olivat suuri riesa rintamajoukoille. Banach
ja monet muutkin professorit ja dlymyston edustajat
pelastuivat Weiglin ansiosta, silla han varvasi heidat
tdiden kasvatusalustoiksi. Nettisivulla [6] kerrotaan yk-
sityiskohtaisesti, minkélaisella jarjestelylld tait saatiin
imeméédn ruokkijoidensa verta. Sielld on muutakin tie-
toa miehitysjaksojen aikaisista hirveyksistd. Kun Neu-
vostoliiton joukot tyonsivét saksalaiset pois Lwoéwista
vuonna 1944, Banach palasi yliopistoon kaynnistamaan
matematiikan laitosta, mutta kuoli vuotta mythemmin
keuhkosyopéaan. Alussa mainittu Bodo puolestaan kuoli
nélkdan venildiselld vankileirilld vuonna 1943. Lwowin
venalaismiehitys jatkui Neuvostoliiton hajoamiseen as-
ti. Nykyisin kaupunki kuuluu Ukrainan lantiseen osaan
ja sen ukrainankielinen nimi on Lviv. Skottilainen Kah-
vila on restauroitu ja sen ndhtévyytenéd on kopio Skot-
tilaisesta Kirjasta.
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