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Kirja-arvio: Pitkd matematiikka, toinen ja kolmas kurssi

Matti Lehtinen

Markus Hihkioniemi, Satu Juhala, Petri Juutinen, Sa-
ri Louhikallio-Fomin, Erkki Luoma-Aho, Terhi Raitti-
la ja Tommi Tikka : Juuri. Polynomifunktiot ja -
yhtalot. 165 s. Otava 2016. Hinta syyskuussa 2017 eri
verkkokaupoissa 21,10-26,40 euroa. Paavo Heiskanen,
Piivi Kaakinen, Pertti Lehtinen, Jukka Lehtonen, Mi-
ka Leikas ja Jorma Tohvanainen: Tekija. Pitkd ma-
tematiikka 2. 124 s. Sanoma Pro 2016. Hinta syys-
kuussa 2017 eri verkkokaupoissa 20,40-25,55 euroa.

Markus Hihkioniemi, Satu Juhala, Petri Juutinen, Sa-
ri Louhikallio-Fomin, Erkki Luoma-Aho, Terhi Raitti-
la ja Tommi Tikka : Juuri. Geometria. 201 s. Ota-
va 2016. Hinta syyskuussa 2017 eri verkkokaupoissa
21,10-26,40 euroa. Paavo Heiskanen, Pdivi Kaakinen,
Pertti Lehtinen, Jukka Lehtonen, Mika Leikas ja Jor-
ma Tahvanainen: Tekija. Pitkd matematiikka 3.
192 s. Sanoma Pro 2016. Hinta syyskuussa 2017 eri
verkkokaupoissa 20,40-25,55 euroa.

Tamé kirjoitus on jatkoa Solmussa 3/2017 julkaistuun
lukion uuden opetussuunnitelman mukaisen pitkén ja
lyhyen oppimééran yhteisen kurssin oppikirjojen esitte-
lyyn ja samalla paivitystd kymmenkunta vuotta sitten
kirjoittamiini, my6s Solmussa julkaistuihin oppikirja-
esittelyihin. Kohteena ovat nyt lukion pitkdn matema-
tiikan toisen ja kolmannen kurssin oppikirjat. Tarjolla
on kaksi vaihtoehtoa, Otavan Juuri ja Sanoma Pron
Tekija.

Kirjasarjojen yleisia ominaisuuksia on esitelty kirjoi-
tussarjan edellisessé osassa. Tekijd on lakannut erotte-
lemasta harjoitustehtévidén perus- ja syventéviin teh-
taviin. Eri osioihin liittyvat nyt tehtévasarjat I ja II.

Molemmissa kirjasarjoissa on laskentotehtéviin katta-
vat ratkaisuosastot. Hiukan ihmetyttad, ettd Juuri ei
kerro yhdenkéaén perustelua tai todistusta kysyvén teh-
tavan ratkaisua. Voisi ajatella, ettd erityisesti tallaisen
tehtavin kohdalla oppilas kaipaisi tukea ratkaisuyri-
tykselleen. — Juuri toisaalta antaa useisiin tehtéviin,
my0s todistamisiin, ratkaisuvihjeita erillisessé osastos-
sa.

Toisen asteen polynomi

Matematiikan pitkdn oppimé&drdn ensimmaéinen varsi-
nainen pakollinen kurssi on MAA2, Polynomifunk-
tiot ja -yhtalot. Sen valokeila on aika kapea: toisen
asteen polynomia péddasiassa katsellaan. Opetussuun-
nitelman mukaisista viidestd tavoitteesta silméén pis-
tad keskimméinen, joka kertoo, ettd opiskelija "osaa
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ratkaista korkeamman asteen polynomiyhtéaléita, jotka
voidaan ratkaista ilman polynomien jakolaskua”. Tamé&
nollakohdan zg avulla muodossa P(z) = (x — 20)Q(x)
suljetaan pois silloin, kun polynomin ¢ muodostami-
nen edellyttaisi "jakokulmassa jakoa”. (Tekijdssid on
kuitenkin pari harjoitustehtdvié, joissa on polynome-
ja jakoviivan molemmilla puolilla.)

Kirjasarjojen ensimmaéisistd osista, pitkdn ja lyhyen
matematiikan yhteiskurssia varten kirjoitetuista, Sano-
ma Pron tuote oli huomattavasti kilpailijaa paksum-
pi. Toisessa kurssissa asetelma on kdantynyt: Juuri on
selvasti Tekijdd pulleampi ja raskaampi. Numeroitu-
jen harjoitustehtévien maarassa Tekijd kuitenkin voit-
taa: siind on 351 tehtavaa, Juuressa on 309. Tekemista
riittdé. Valtaosa harjoitustehtévistd on “laskutehtavia”.
Juuressa on 13 ja Tekijdssd 19 tehtavéa, joiden aina-
kin jonkin osan tehtdvinantoon sisiltyy perustelun tai
osoituksen pyynto.

Opetussuunnitelma paaluttaa melko yksiselitteisesti
kurssin siséllon, eivatké oppikirjatkaan juuri ldhde soo-
loilemaan. Eroja silti 16ytyy. Tekijd maéarittelee ensin
késitteen monomi ja ilmoittaa sitten, ettd polynomi on
monomien summa. Juuri puolestaan pitdd polynomia
muuttujasta ja vakioista yhteen-, vihennys- ja kertolas-
kuilla muodostettuna lausekkeena. Intuitiivisesti néyt-
tad selvalté, ettd késitteet ovat samat, mutta Juuren
sindnsé hyvi médritelmé olisi varmaan kaivannut aina-
kin maininnan siitd, ettd tillainen lauseke on aina sie-
vennettavissd polynomin standardimuotoon, semmin-
kin kun kohta kerrotaan, ettd polynomin aste on muut-
tujan korkein eksponentti.

Juuri omistaa kokonaisen luvun ensimméisen asteen
polynomille, kun Tekijd puolestaan lahtee liikkeelle po-
lynomeilla laskemisesta ja pédtyy esittdméan jostain
syystid muistikaavan nimen saaneet tulojen (a + b)2,
(a +b)3 ja (a+ b)(a — b) auki kirjoittamiset. Ehki-
pé tahallaan on jatetty pois samaan nippuun yleensé
yhdistetty (a — b)2. Juuri siistii nimi toisen asteen
polynomia, tulon nollasdéntod ja nelidjuurta esittele-
van toisen lukunsa loppuun. Kumpikaan kirja ei esita
dyllisid "muistikaavoja”, ei myoskdan useamman kuin
kahden yhteenlaskettavan summan nelion lauseketta.
— Sité, ettd polynomin aste voisi olla nollakin, ei kum-
pikaan kirja ota huomioon.

Kumpikin kirja méaérittelee neliojuuren /a sanomal-
la sen olevan se ei-negatiivinen luku, jonka toinen po-
tenssi on a. Téssé olisi ihan mukava esittdd kysymys
neliojuuren yksikéasitteisyydesté, ja perustella vastaus.
Neli6juuren, samoin kuin 7Tekijén toisessa luvussaan
esittelemien korkeampien juurten kohdalla olisi odotta-
nut jonkinlaista juuren numeerisen arvon maarittami-
sen esittelyé. Kirjojen esimerkeissé on usein niita poik-
keustapauksia, joissa juuri on kokonaisluku. Laskulait-

teet antavat likiarvoja, mutta utelias nuori voi ihme-
telld, miten ne osaavat. — Tekijd kylla kertoo harjoitus-
tehtavissd jo ammoin tunnetun likiméardiskaavan
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misséd a on suurin kokonaisluku, jolle a2 < A ja r =
A—a?

Kumpikin kirja pitdé itsestddn selvané, ettéd toisen as-
teen funktion kuvaaja on symmetrinen. T4t4 ominai-
suutta kdytetdan hyviksi etenkin méaaritettdessa funk-
tion dériarvoa. Symmetrisyytté ei kirjoissa mitenkdén
perustella. Yksinkertaisella laskulla voitaisiin toki néh-
da, etta
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ja perustella symmetria.

Toisen asteen polynomin teorian ydin on toisen as-
teen yhtalon ratkaisukaava. Tekijd antaa ratkaisukaa-
van sellaisenaan, perusteluitta ja valaisematta edes sii-
hen sisdltyvan £-merkin tarkoitusta. Kolmen sivun jél-
keen esitetddn kuitenkin kaavan johto normaalilla ne-
lioksi tdydentdmisen menetelméalla. Juuri esittda kaa-
van todistettavana lauseena ja antaa todistukseksi sa-
man johdon. (Kun kaava on jo annettu, sen todistus
voisi perustua myos siihen, ettéd ratkaisukaavan mukai-
nen luku toteuttaa yhtélon.)

"Toisen asteen epdyhtélon” késittely nojautuu kum-
massakin kirjassa funktion kuvaajaan. Kun kummas-
takin kirjasta 16ytyy myos toisen asteen polynomin te-
kij6ihin jako polynomin nollakohtien avulla, f(z) =
a(x — x1)(x — x2), olisi epdyhtdlon ratkaisu voitu esit-
téd tdsmallisestikin ja todeta sitten yhteys kuvaajaan.
Tekijd nojautuu ratkaisukaavaan ja sen perusteella joh-
dettaviin Vieten kaavoihin, vaikkei niitd nimeltd mai-
nitakaan. Juuren todistus perustuu tekijan x — x; pa-
kottamiseen esiin. Valitettavasti Juuri ei kuitenkaan
késittele kaksoisjuuren tapausta.

Niitd naita geometriasta

Pitkdn matematiikan kolmas kurssi on nimeltdan Geo-
metria. Opetussuunnitelma maéérittelee neljé keskeisté
sisaltod: "kuvioiden ja kappaleiden yhdenmuotoisuus”,
”sini- ja kosinilause”, "ympyran, sen osien ja siihen liit-
tyvien suorien geometria” sekd “kuvioihin ja kappalei-
siin liittyvien pituuksien, kulmien, pinta-alojen ja tila-
vuuksien laskeminen”.

Kilpailevat sarjat ovat tuottaneet kolmoskurssiin liki-
main yhtd laajat teokset. MyOs numeroitujen harjoi-
tustehtdvien maara on jokseenkin sama. Asioiden jaot-
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telussakaan ei ole suurta eroa: Juuri sijoittaa yhden-
muotoisuuden tasogeometrian peruskésitteitéd esittele-
vadn lukuun, mutta Tekijé omistaa yhdenmuotoisuu-
delle oman lukunsa.

Geometria oli vield tdmén kirjoittajan muistin aikana
se koulumatematiikan osa-alue, jossa teorian johdon-
mukainen rakentaminen oli ndhtévissd. Olihan takana
Eukleideen Alkeiden deduktiivisen jarjestelmén vuosi-
satainen valta-asema yhtenéd eurooppalaisen sivistyk-
sen vastaansanomattomista kulmakivista. Tastd mate-
matiikan olennaisuudesta oppilas sai ainakin hiukan
tietoa. Monet matematiikanopetuksen uudistusaallot
ovat olleet vastareaktioita Eukleideelle. Mutta vuo-
den 2016 opetussuunnitelmassakin kerrotaan yhé yhte-
né tavoitteena olevan sen, ettd opiskelija "harjaantuu
muotoilemaan, perustelemaan ja kdyttdmé&idn geomet-
rista tietoa késittelevid lauseita”.

Miten tamé toteutuu oppikirjoissa? Juuren ensimmaéi-
nen lauseeksi otsikoitu tulos on "Kolmion kulmien sum-
ma on 180°.” Lause todistetaan, toki, vetoamalla yh-
densuuntaisiin suoriin, samankohtaisiin kulmiin ja ris-
tikulmien yhtdsuuruuteen. Lukija voi aiheellisesti ky-
syé, ovatko perusteluiksi esitettivit asiat sen todem-
pia kuin "todistettava”. Vastaavasti Tekijd todistaa en-
simmaéiseksi lauseen ristikulmien yhtdsuuruudesta, pe-
rustellen sen tavalla, joka edellyttdd kulman mittalu-
vun olemassaoloa. Tekijd esittdd lauseen, jonka sisil-
t6 on yhdensuuntaisaksiooma, kuitenkaan puhumatta
mitadn todistuksesta.

Juuri tukeutuu kilpailijaansa enemmén kirjan ulko-
puoliseen aineistoon, internetistd ladattaviin Geogebra-
sovelmiin. Niitéd kédytetadn perustelemaan erinéisié tosi-
asioita, mm. kolmion pinta-alan kaavaa. Animaatio pe-

rusteleekin hauskasti terdvikulmaisen kolmion pinta-
alan, mutta kun kolmion muuttaa tylppakulmaiseksi,
animaation mahdollisuus poistuu, ja tilalle tulee al-
gebrallinen péattely. Johdonmukaista oppirakennelmaa
ei kumpikaan kirja esitd. Jotakin todistetaan, jotkin
asiat ohitetaan maininnalla todistuksen sivuuttamises-
ta, jotkin luvataan todistaa myShemmissa kursseissa.

Opetussuunnitelma ei tunne késitettd yhtenevyys, jo-
ka kuitenkin on yhdenmuotoisuutta perustavanlaatui-
sempi. Molemmat oppikirjat ovat kuitenkin upottaneet
kolmioiden yhtenevyyden yhdenmuotoisuuden sisaén.
Juuri jattaa pois “epatédydellisen” yhtenevyyslauseen
”ssk”. Harjoitustehtévéssé 189 esitetddn virheellinen to-
distus tasakylkisen kolmion kantakulmien yhtdsuuruu-
delle ja kehotetaan oppilasta korjaamaan se. Tamé ei
esitetyssé tilanteessa onnistune ilman ssk:ta.

Opetussuunnitelman siséltokohta ”sini- ja kosinilause”
vaatii trigonometristen funktioiden méaéarittelyn myos
tylpille kulmille, ja niin on siirryttéva suorakulmaisen
kolmion ulkopuolelle. Téssé kirjat menettelevét eri ta-
voin. Juuri ottaa kiyttoon yksikkGympyran ylempadn
puolitasoon sijoittuvan puolikkaan (toki 30 sivua aikai-
semmin kuin késite "ympyrd” méiritelladn) ja maarit-
telee kosinin ja sinin ympyrdn pisteen koordinaattien
avulla. Yli oikokulman ei kuitenkaan menné, vaikka
kaikenkokoiset kulmat on aikaisemmin mééritelty. Te-
kijd puolestaan esittdd kolmion alan lausekkeen kahden
sivun pituuksien ja sivujen vilisen kulman sinin tulo-
na ja saa tylpan kulman sinin vaatimalla pinta-alan
lausekkeelle invarianssin. Tylpan kulman kosini on Te-
kijdssd ilmoitusasia.

Pitkdn matematiikan oppikirjojen kirjoittajia ei kéy
kateeksi. Opetussuunnitelman raamit tekeviat kunnol-
lisen matematiikan oppikirjan kirjoittamisen varmasti
haasteelliseksi. Miten itse toimisin? Ainakin yrittdisin
olla rehellinen: kertoa mika on todistus, mika uskotte-
lu. Ja yrittéisin valittda tiedon siitd, ettd matematiikka
ei ole luonnontiede. Vaikka havainnot voivat sille suun-
taa ndyttdd, ne eivit mitddn ratkaise. Ehkei valtaosa
ihmiskunnasta taté tietoa tarvitse, mutta ne suomalai-
set, joille oikean matematiikan tapaamisesta olisi hyo-
tya ja iloa, olisivat varmaan juuri pitkdn matematiikan
oppikirjojen lukijoita.

Tamd kirja-arvio vastaa kirjoittajan, mutta ei vdlttd-
mattd toimituskunnan ndkemyksid.
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