SUPPEAA SUHTEELLISUUSTEORIAA
ALUSTA ALKAEN

Lasse Pantsar
lasse.pantsar@ohjelmointipalvelu.fi

2017



SISALLYS

JOHDANTO wcooueeeueerueeesseesssesesssessssessssessssessssesssssessssessssessssesssse s s es s8R RS R R 1
1 PERUSTEET ..o iitirssisssssssssssssse s sssssssssssssssssssessssssss bbb bbb ssssssssssanens 2
1.1 ONGEIMAN ASELLEIU cocvuveereercrcieeereet ettt es bbb s bbb s b 2
1.2 PEIUSOLETUKSEL. ....cuieueeseeeeeseesreteessseecs s s b ess s sss bbb s e s b s 5
2 SEURAUKSET «ooirttessesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss s s sss s bbb bbb sssssssssses 7
2.1 Ajan suhteelliSuus, eriKOISTAPAUS ....ccuereerreereereeseeeee et eseesess s bbb s st 7
70 000 o) U = o PP 7
2.1.2 Kaavan JONtamMINE ... sssssss st ssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssaness 7

2. 1.3 TULOS eereereeereesreet ettt ss b ss e bbb RS 10
2.1.4 ESIMETKKEJA coourieeeeereeereesitse ettt ssse e sessse b s b s 11

2.2 PItUUAEN SUNTEEIIISUUS. ..cucerieieceereereeereieeseeeee et sssss bbb b 15
2728 U o s o = o X o PP 15
2.2.2 Kaavan JONTaAmMINEN . s sssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssssssssnsans 15
200G T (0T 18
2.2.4 ESIMETKKEJA co.oiveeieetreesesseessetsssise st sessss st nsaes 18

2.3 Ajan SUNTEElliSUUS YICISEST v sssssssssssssssssssssssssssssssnes 21
755 700 R [0 o o =1 o 1 o 15T 21
2.3.2 KQaVan jJONTaMINEN ... cceeeueeseeseersesssessseesessssesssessssssssssesssesssesssessssssssssssesssessssssssesssesssessssssssessaees 21
2.3.3 TULOS otevueeeseerseeeseesseess st ses s s ess s s ss s RRRRREEEEER 24
2.3.4 ESTMETKKE]A....uiiiirririrsrinsincinssssssss st ssss st s sssssssssssssssssssssssssssssssssnsans 24

2.4 NOpPeUKSIien YHtEENLASKU ...ccuiereeereereerreeseesseesseesssessseesseessessssesssesssess s sesssessssssssssssesssssssesssesssessssssans 28
A 0 T [0 U =1 o o TSP 28
2.4.2 Kaavan JONTAMINEN ... sssssssssssssssessssss s ssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssans 28
2.4.3 TULOS ettt ettt es e b s bR AR 29
2.4.4 ESTMETKKEJA ...cuurirureesreeseeesseeseesseessesssesssesssessseesssesssssssessssssssesssesssesssessssssssssssessssssssssssesssesssessasssasessnees 30

3 LITKEMAARA JA EINERGIA..oooouuuuuueussesssesessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 33
3.1 Klassinen liikemaara ja liiKe-eNnergia. .. 33
3.1 1 LIKEIMAATE covueeeeeeereieisseesseeseessss st ssss st sttt 33
TN B 1 Rt =) =) ¢ o3 PPN 34
3.1.3 Liikemaarien ja liike-energioiden yhtasuuruuden sailyminen, esimerkKi ................. 34
3.1.4 Kappalejoukon liikemaara ja lilke-energia.......u s 36
3.1.5 Kappalejoukkojen liikemaarien ja liike-energioiden yhtasuuruuden sailyminen...37

3.2 Liikkemaara ja liike-energia suhteellisuusteoriassa, erikoistapaus......cenenenseeseenneeneenns 41
3.3 LilKemaAran MAATTTEELY .. sssssssssssss s ssssssssssssssesssssessssssssssssssssanes 45
3.3.1 Liikemaaralle asetettavat €NdOt ... ssssssessens 45
3.3.2 Liikemaaran maaritelman jOhtaminen ... seessessssssessees 46
3.3.3 Liikemaaran MAATIEEIMA. ...t sssssesssessessssens s 47

3.4 Liike-energian MAATTTLELY ..o ssssssss s sssssssssssssssesssssssssssssssssnes 48
3.4.1 Liike-energialle asetettavat €Ndot ... seessessessessens 48
3.4.2 Liike-energian maaritelman jOhtaminen ... seessessesssessees 48
3.4.3 Liike-energian MAATTEEIMA. ..ottt 50
3.4.4 ESTMETKKE]A....iiiiieirirscininsins i ssesssssessss st ssssssssssssssssssssssssssssssnssssssssnsans 52

3.5 Liikemdaran ja liike-energian yhtasuuruuksien sailyminen.......eeensenneeseesneceseeenns 58
3.5.1 Liikemaaran, kokonaisenergian ja liike-energian muunnoskaavat ... 58
3.5.2 Kappalejoukon liikemaara, kokonaisenergia ja liike-energia .......cccomereeneenreeneeneereenn. 61
3.5.3 Liikemadrien yhtasuuruuden SAilymMinen......o.uessessseessesssssessssssssssssss 62
3.5.4 Kokonaisenergioiden yhtdsuuruuden SAilyMIiNen .......ooereeneernneenneeseesseesssesssessenees 64
3.5.5 Liike-energioiden yhtasuuruuden SAilyminen......oeeeneeneeneesnsesseesseessessesssesssessnens 65
350 TULOS ettt ettt b s R AR bR 65
3.5.7 ESIMETIKKEJA ...ieueeeueeuiesseeseeseessesssesssesssesssssssse s ss s s s sass s bbb s ssans 66

3.6 MasSa SUNTEEI SUUSTEOTIASSA cuuririerereirciireresesrsresesesesesssssssssssssssesesesesssssssssssssssesesesesssssssssssssssssesesssnsass 75



4 KAYTANNON ESIMERKKEJA .oourreeeessesssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssees 80

4.1 MY ONT cueuiereeriestisessse s sse s eSS E AR 80
4.2 SatelliittiPAIKANNUS...cvcvcrsr s s e s s 82
4.2.1 SatelliittipaikannUKSEN PEriaate.....iiessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasess 82
4.2.2 ESTIMNETKKI ..vetieeeeeneeneeseesssisessse sttt s s s sssass s s s bbbt 83
4.2.3 NOPEUAEN VAIKULUS .oeueeieeiteeeseeeceseisessesssessesssessessse s sessse s sssss s ssss bbb nsssssaees 84
4.2.4 Gravitaation VAIKULTUS ..ot sse st ssssssaees 85

4.2.5 YNEEISVAIKULUS ...cvuvreeseectectsesisessseet s e ssses s s bbb bbb bbbt 86

4.3 Massan ja energian ValiNen YHTEYS ... sssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasess 89
4.3.1 ALKEISNIUKKASEE...ceuiureeeereeereieesseesecise et ssee s ss s s s bbb e 89

4.3.2 Protoni, NEULTONI JA atOIMI wurriririrerisssressessssesssssssesssssssesssssssesssssssesssssssesssssssesssssssessssssssssssssssans 90

4.3.3 AIKUQINEET JA ISOTOOPIT cuurrurrrinrssereessssnessssssesssssss s ssses s sssss st sss st ssssssssssssssssssssssnsssssaness 93

T B Y Lo (0T ) 1) = = PP 94
4.3.5 RAAIOAKEIVISUUS ...euiureeeereeereieesseeseeise e ssesssssse e s ssessse s sasss s bbb 95
4.3.6 O AREIIVISUUS..euueereereeeenreesessse e essseses s sss s bbb et 97
4.3.7 B @KU IVISUUS eetrirretsssseesssssssssssssssssssssssss s sssssss st ssssssssssssssssssssssssssasssssssssssssssssssssssssnsssnsas 100
4.3.8 Bt-aktiivisuus ja eleKtroniKaapPaUS....ccwciveeessisesssssesssssssesssssssessssssssessssssssessssssssessssss 102
4.3.9 Muut radioaKtiiviSUUAEN 1aJit ... ssesssessesssssssssesssssssssessssssssssssssssesns 104
4.3.10 Y-SALEILY cuvrrrrrerrsersersesessesssre s e 105

4.3, 1] FUUSIO cteurtteeterecereesese et eesse s s s bbb 105
4.3.12 REaAKLIOt AUTINZOSSA cvvuuerrerrrersersseesseesssesssesssesssessssesssesssesssesssessssssssssssesssessssssssesssessssssssssssssssessaes 107
4.3.13 AIKUQINEIAEN SYNLY oourereeriireieeeeeeseesesseisesssesss s ssss st sessses s ssssssssssssssesssssssssesssssssssssssssssssas 112

4.3, T4 FISSI0 cuuutuueeureeeseeeseeesseesesssessse s ssse s ssess s s s bbb R 113
4.3.15 Kemialliset reaktiot ja NETria ... ecereenresseeeeiseesessessesesssesssessessessssssessesssessesssesssessesas 116

5 LIOPUKSI .oeeeeteeteressresssesesssssessssssesssesssssssssssssessssssnsssnssssesssesssessssssssssssesssnsssnssssssssnsssesssessasssasesssnsssnssssssssssssnsssnssas 119
LIITE T VEREOTI . civuuruuseeuseeseeeniessesssesssesseesssesssesssesssesssesssesssesssesssssssss s s s sssesssasssessses s sssesssessssssssesssesssnsens 120
LIITE 2 Liikemadrafunktion ratkaiSEmMiNeN ... sssssssssssssssssssesesssssssssssens 124
LIITE 3 Liike-energiafunktion ratkaiSEmMiNen .......ooenreenensenneninseesseesesssessssssssssssesssesssssssssesseens 128
LIITE 4 Muutamia esimerkkeja liikemaaristd ja kokonaisenergioista........eeneeens 133
LIITE 5 SatelliittipaikannuKksen Periaate..... s 143
LIITE 6 Suorakulmaisten ja maantieteellisten koordinaattien muunnoskaavat......cc.oveeeneeen. 151
LIITE 7 KAYTEYE QIVOT oot ses s ssssssssssssesssssessss s sss s s ssssssssssnnes 162

LAHTEET et teeeeeeseeeessseesssessesessssssssesssssesssesssessssessssessssessssssssssessssesessessssesssssssssssssssssssseesssessssessssssssssssssessssessnns 166



JOHDANTO

Tama Kkirjoituksen tarkoitus on esitelld suppean suhteellisuusteorian keskeisimmat tulokset yksi-
tyiskohtaisesti maanldheiselld tavalla. Kirjoituksessa on pyritty tuomaan mahdollisimman selvasti
esille mita oletetaan, miksi oletetaan juuri niin kuin oletetaan ja mita oletuksista seuraa. Tehdyt pe-
rusoletukset saavat oikeutuksensa siitd, ettd ne, samoin kuin niistd johdettu teoriakin, on testattu
valtavalla maaralla kokeita, mutta mitddn niitd kumoavaa ei ole 16ydetty.

Suhteellisuusteorian ymmarrettiva esittely vaatii valttamattd matemaattisten kaavojen kayttoa.
Kaavojen johtaminen on tehty hyvin yksityiskohtaisesti kahdesta syysta: siksi, ettd lukijan olisi
helppo seurata lausekkeiden muokkausta vaihe vaiheelta ja siksi, etta lukija, joka haluaa harjoitella
matemaattisten lausekkeiden kasittelya voi itse tehda laskutoimitukset ja tarkistaa ne sen jalkeen.
Kaavojen johtamisen voi kernaasti myos ohittaa.

Kéaytetty matematiikka on pyritty pitimaan mahdollisimman yksinkertaisena niin, ettd ainoastaan
peruslaskutoimitukset, potenssit, juuret ja polynomien laskutoimitukset on osattava etukdteen.
Vektorikasitteen tunteminen on eduksi, joskin vektorit on esitelty kirjoituksen ymmartamisen kan-
nalta riittavassa laajuudessa liitteessa 1. Muutamassa esimerkissa tarvitaan toisen asteen yhtalon
ratkaisukaavaa. Liikemaaran ja liike-energian suhteellisuusteoreettisten maaritelmien johtamises-
sa kdytetddn raja-arvon ja koordinaatiston muunnoksissa derivaatan kasitettd. Muutoin matema-
tiikka on hallittavissa hyvien peruskoulutaitojen pohjalta.

Kirjoitus on jaettu viiteen osaan, joista ensimmaisessa asetetaan perusoletukset, joihin koko kirjoi-
tus perustuu. Toisessa osassa selvitetddn, mitd asetetut perusoletukset tekevat liikeopin suureille
matka, aika ja nopeus. Taman osan lopussa on nopeuksien yhteenlaskukaava, jolla on seurauksensa
suureisiin lilkkemaara ja liike-energia. Nama seuraukset on késitelty osassa 3, jonka tarkein anti on
massan ja energia valinen yhteys. Neljannessa osassa on esitelty kolme esimerkkid, joissa suhteelli-
suusteoria ndkyy kdytannossa ja viidennessa on lyhyt yhteenveto siitd, mitd on saatu aikaan. Kirjoi-
tuksen lopussa oleviin liitteisiin on otettu edella mainittu vektoreiden kasittely, matematiikaltaan
raskaimmat kaavojen johtamiset ja taulukko kaytetyista arvoista.

Kirjoituksen tavoitteena on tehda lukijalle ymmarrettaviksi ilmioita, joita ei tavallisessa arkielamas-
sa valttamattda huomaa, mutta jotka kuitenkin vaikuttavat siihen tai - perati - ovat kaiken eldméan
edellytys.

Kiitdn lampimasti Matti Lehtistd, joka tarjoutui lukemaan kirjoitukseni ensimmaisen kasikirjoituk-
sen ja teki sithen arvokkaita korjaus- ja parannusehdotuksia.

Kiitdn Markus Pantsaria hyvistd neuvoista kirjoitustyon aikana ja arvokkaasta palautteesta, jonka
han antoi luettuaan valmiin kirjoituksen. Lisdksi kiitdn Johanna Pakarista ja Merja Pantsaria kirjoi-
tukseen perehtymisesta ja hyvistd ideoista kirjoituksen luettavuuden parantamiseksi ja ymmarta-
misen helpottamiseksi. Kiitdn heitd sekd Tuomas Pantsaria ja Tiina Vesterista tuesta ja kannustuk-
sesta pitkan Kirjoitusprosessin aikana.

Lopuksi kiitdn Matematiikkalehti Solmun toimitussihteeri Juha Ruokolaista mahdollisuudesta jul-
kaista kirjoitus sahkoisessa muodossa Solmun Oppimateriaalit-sivulla.



1 PERUSTEET

1.1 Ongelman asettelu

Oletetaan, ettd junassa matkustaja nostaa matkalaukkunsa lattialta laukkuhyllylle niin, ettad laukku
nousee vakionopeudella 1,8 metriad puolessa sekunnissa (kuva 1). Talloin laukun nopeus on

_1,8m_36
V= 05s m/s

Miltd tdma nosto ndyttdd asemalaiturilla paikallaan seisovasta tarkkailijasta, jos juna liikkuu laukun
nostoajan vaakasuoraan vakionopeudella 4,8 m/s?

Asemalla oleva tarkkailija ndkee laukun nousevan tasaisesti 0,5 sekunnissa 1,8 metria ja samalla
liikkkuvan tasaisesti vaakasuorassa suunnassa junan mukana 4,8 m/s-0,5s = 2,4 metria (kuva 2).
Laukun kulkema matka asemalla seisovan tarkkailijan ndkemana on Pythagoraan lauseen mukaan

s=4/18%24+242=3m

ja kun tdhan matkaan kuluu aikaa 0,5 sekunnissa, on laukun nopeus

_3m 6
v = 05s m/s

]

~
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Kuva 1: Salkun nosto junasta nahtyna. Kuva 2: Salkun nosto asemalta nihtyna.

Mutta miten kiy, jos on olemassa jokin, X, joka liikkuu niin, ettd seka junan matkustaja etti asemalla
oleva tarkkailija nidkevat sen nopeuden yhta suureksi (kuvat 3 ja 4)? Olkoon tdma nopeus c. Olete-
taan, etta X liikkuu junassa pystysuoraan 1,8 m lattialta laukkuhyllylle ja juna kulkee X:n nousuaika-
na 2,4 m. Talloin saadaan sama suorakulmainen kolmio kuin edelld ja sen hypotenuusa on 3 m.

il

1,8 m

Kuva 3: X:n liike junasta nihtyna. Kuva 4: X:n liike asemalta ndhtyn3.



Tama merkitsee, ettd junan matkustaja ndkee X:n nousevan 1,8 m nopeudella c, jolloin nousuun ku-
luva aika on 1,8/c, mutta asemalla oleva tarkkailija ndkee X:n liikkuvan ylaviistoon 3 m nopeudella
¢, jolloin nousuun kuluva aika on 3/c. Siis X:n nousu lattialta laukkuhyllylle ndyttaa asemalta kat-
soen kestdvan kauemmin kuin junasta katsoen. Johtopdatos on, ettd aika kuluu eri vauhtia junassa
kuin asemalla. Kuten on arvattavissa ja kuten myohemmin huomataan, tima ei ole vahiinen asia,
vaan merkitsee syvalle kdyvia muutoksia fysiikan teoriaan. Tdiman vuoksi on tiarkeaa tehda selvaksi,
mihin oletuksiin teoria perustetaan. Ennen perusoletuksia on kuitenkin paikallaan tismentda, milla
tavalla ilmigita tarkastellaan.

On tiedostettava, ettd asemalaiturilla oleva tarkkailija ja junan matkustaja nakevat samat tapahtu-
mat eri tavalla. Jos asemalla oleva tarkkailija ndkee aseman ymparistdineen olevan paikallaan ja ju-
nan kulkevan vakionopeudella vaakasuoraan kohti eteldd, ndkee junan matkustaja junan olevan
paikallaan ja aseman ja sen rakennelmien liikkuvan vakionopeudella vaakasuoraan kohti pohjoista.
Tosin vahva ennakkokasitys siitd, ettd asema ja sen ymparisto ovat aina paikallaan ja junat ovat ne,
jotka liikkuvat, voi hamartaa tata ajatusta. Asia tulee selvemmaksi, jos junan matkustaja nakee vain
viereisen junan. Talléin hdan nikee vain junien nopeuksien erotuksen eika voi selvittda, miten junat
liikkkuvat aseman suhteen.

Voidaan sanoa, ettd junan matkustajalla ja aseman tarkkailijalla on kummallakin oma maailmansa.
Se, mitd seuraavassa tarkastellaan, on nimenomaan se, mitd naissa maailmoissa tapahtuu ja miten
ne ovat sidoksissa toisiinsa. Eika kysymys ole siitd, miten junan matkustaja ja aseman tarkkailija na-
kevat asiat, vaan siitd, mita todella tapahtuu heidan maailmoissaan. Kutsutaan naitd maailmoja va-
hemman mahtipontisilla nimilla jarjestelmiksi ja - ellei erikseen toisin mainita - tarkastellaan, mil-
laisena junassa tapahtuva ilmi6 tapahtuu aseman jarjestelmassa. Tastd syysta merkitddn aseman
jarjestelmaa symbolilla § (station, stationary, seisova) ja junan jarjestelmda symbolilla J (train,
travelling, tasaisesti liikkuva) ja jotta seuraavassa esitettdvat matemaattiset lausekkeet olisivat hel-
pompia lukea ja kasitelld, kdytetdan aseman jarjestelméassa § suureilla alaindeksia S ja junan jarjes-
telmdssa J alaindeksia T. Siis esimerkiksi nopeuksia merkitddn vg ja vy. Edelld olevassa esimerkis-
sa nailla merkinnoilla matkalaukun nopeus junan jarjestelmassd on vy = 3,6 m/s ja aseman jarjes-
telmassa vg = 6 m/s.

Teoria pyritdan seuraavassa esittdmaan mahdollisimman konkreettisesti ja siitad syysta se esitetdan
junan ja aseman avulla. Mutta teoria patee sellaisenaan mille tahansa kahdelle jarjestelmalle, kun-
han toinen jarjestelmistd liikkuu toisessa jarjestelmdssd vakionopeudella ja suoraviivaisesti. Mo-
lemmat voivat olla kiihtyvassa liikkeessd, toisin sanoen nopeuden suuruus tai suunta (tai kumpi-
kin) voi muuttua kaiken aikaa jossakin kolmannessa jarjestelmassa.

Esimerkiksi juna voi liikkua aseman suhteen vakionopeudella suoraviivaisesti, mutta kummankin
liikkuminen on hyvin monimutkainen ilmi6é vaikkapa Linnunradan keskuksesta tarkasteltuna. Esi-
merkiksi Helsingin rautatieasema kiertdd Maan akselia n. 3180 km:n etdisyydella akselista yhden
kierroksen tahtivuorokaudessa (23 h 56 min, 4,098903691 s), siis nopeudella n. 232 m/s. Maa puo-
lestaan kiertad Aurinkoa ellipsin muotoista rataa niin, ettad vuosittain pienin etdisyys vuodesta 2001
vuoteen 2100 on keskimaadrin 147098074 km (2. - 5. tammikuuta) ja suurin 152097701 km (3. - 7.
heindkuuta). Maan nopeus puolestaan vaihtelee 30,29 km/s: std 29,29 km/s: iin niin, ettd nopeus on
pienimmilldan silloin, kun etdisyys on suurimmillaan ja pdinvastoin. Lisdksi Maa kiertdd Aurinko-
kunnan mukana Linnunradan keskustaa n. 27200 valovuoden eli n. 27200 - 9460730472580,8 =
n.2,57 - 1017 km: n etiisyydelld nopeudella, joka on n. 220 km/s jne. jne. Lisiksi on otettava huomi-
oon, ettd Maan akselin suunta vaihtelee, kun Maa tekee sdadnnollista prekessio- ja nutaatioliiketta



seka lisdksi useita eri epasaannollisia liikkeitd. Maan akselin paikkakin vaihtelee niin, ettd navat
liikkuvat n. 15 m:n laajuisella alueella.

Tassa Kkirjoituksessa tarkastellaan inertiaalijarjestelmia eli jarjestelmia, joissa ei vaikuta sellaisia
voimia, joiden suunta tai suuruus vaihtelee paikan tai ajan mukaan. On kuitenkin tarkeaa tietaa, et-
ta tulokset, jotka tdssa johdetaan, patevat vakionopeudella suoraviivaisesti tapahtuvan liikkumisen
osalta myos ei-inertiaalisissa jarjestelmissa, kuten painovoimakentissa. Naissa ilmiéiden kokonais-
hallinta vaatii tosin uusia (vaikeammin johdettavia ja kasiteltaviad) tuloksia eli yleista suhteellisuus-
teoriaa.



1.2 Perusoletukset
Tarkastellaan kahta inertiaalijarjestelmaa J ja §, jotka tayttavat seuraavat perusoletukset:

P1: Jos jirjestelmd J liikkuu vakionopeudella suoraviivaisesti jirjestelmdssd S, niin jirjestelma S
liikkuu yhtd suurella mutta vastakkaissuuntaisella nopeudella jirjestelmdssd ..

P2: Jos jarjestelmd J liikkuu vakionopeudella suoraviivaisesti jirjestelmdssa S, ja jarjestelmd K&
liikkuu vakionopeudella suoraviivaisesti jirjestelmdssd J, niin jirjestelmd &  liikkuu
vakionopeudella suoraviivaisesti jarjestelmdssa S.

P3: Jokaisella janalla, joka on jirjestelmissi J kohtisuorassa siti suuntaa vastaan, johon jar-
jestelmd 7 liikkuu jdrjestelmdssd S, on sama pituus sekd jirjestelmdssd . ettd jirjestelmdssd S.

P4: Fysiikan lait ovat samat sekd jirjestelmdssd g ettd jirjestelmdéssd S.

P5: On olemassa objekti, joka voi liikkua jirjestelmdssd 7 jokaiseen suuntaan suoraviivaisesti niin,
ettd sen nopeus on yhtd suuri jirjestelmdssd 5 kuin jarjestelmdssa S.

Perusoletus P1 on varsin jarkeenkaypa eika tarvinne erityisia perusteluja.

Perusoletus P2 vaatii, ettd hyllylle nostettava matkalaukku (siis matkalaukun jarjestelma %) joka
junan jarjestelmassa J liikkuu suoraviivaisesti ylospdin vakionopeudella, liikkuu myds aseman jar-
jestelmdssa § vakionopeudella ja suoraviivaisesti, vaikkakaan ei samalla nopeudella eikd samaan
suuntaan kuin junan jarjestelmassa.

Perusoletuksen P3 sijaan tekisi mieli vaatia, ettd jokaisen janan pituus on sama molemmissa jarjes-
telmissa, mutta silloin paadyttaisiin, kuten myéhemmin osoitetaan, ristiriitaan perusoletuksen P5
kanssa. Vaaditaan siis vain, ettd junassa kulkusuuntaa vastaan kohtisuorien janojen pituudet ovat
samat aseman jarjestelmassa § kuin junan jarjestelméassa J. Esimerkiksi junan korkeus ja leveys
ovat ndin ollen yhta suuret molemmissa jarjestelmissa, mika on varsin ymmarrettdava vaatimus, sil-
14 muutoin voitaisiin rakentaa tunneli, josta juna mahtuisi kulkemaan joillakin nopeuksilla ja joilla-
kin toisilla nopeuksilla ei. Samoin jos junassa asetetaan matkalaukun liikkeen alkupisteesta loppu-
pisteeseen keppi, jonka pituus on siis 1,8 m, niin tdiman kepin pituus on 1,8 m my6s aseman jarjes-
telmdssa S.

Esimerkki, joka havainnollistaa perusoletusta P4 ja joka myohemmin kasitellddn tarkemmin, on
kahden kappaleen tdysin kimmoinen térmays. Sellaisessa tormayksessa kappaleiden yhteenlasket-
tu liike-energia ennen tormaysta on yhta suuri kuin térmayksen jalkeen. Kaytannossa tdma tarkoit-
taa, ettd alkuperdinen liike-energia voi kylla jakaantua uudelleen tormaavien kappaleiden kesken,
mutta liike-energiaa ei kulu muuhun, ei esimerkiksi kappaleiden muodonmuutoksiin, kuten rik-
koontumiseen. Perusoletus P4 tarkoittaa talloin sitd, ettd jos tormays on taysin kimmoinen yhdessa
jarjestelmassa, se on tdysin kimmoinen myds muissa jarjestelmissa. Siis, jos junan matkustaja nakee
kahden biljardipallon térmaavan niin, ettd kumpikin pallo pysyy ehjana, myos aseman tarkkailija
ndkee niiden pysyvan ehjina.

Perusoletukset P1 - P4 ovat siis hyvin jarkeenkdypid, mutta perusoletus P5 ei. Pikemminkin jarke-
valta vaikuttaisi se, ettd jos juna liikkuu vaikkapa nopeudella 100 km/h aseman jarjestelmassa ja ju-
nassa heitetddn pallo nopeudella 100 km/h junan kulkusuuntaan, niin pallo liikkuu nopeudella
200 km/h aseman jarjestelmassa. Perusoletuksen P5 mukaan on kuitenkin olemassa objekti, joka



liikkkuu junan jarjestelmassa ja aseman jarjestelmassa samalla nopeudella c. Siis, jos tdma objekti
liikkkuu junan kulkusuuntaan nopeudella c ja juna liikkuu nopeudella 0,8¢, niin objektin nopeus ase-
man jarjestelmassa ei ole jarkevaltd tuntuva 1,8¢, vaan c.

Tassa vaiheessa on paikallaan paljastaa, ettd tdllainen jokaisessa jarjestelmassa samalla vakiono-
peudella liikkuva objekti todella on olemassa. Se on valo tai mikéd tahansa muu sahkdmagneettinen
sateily (radioaallot, infrapuna-, ultravioletti-, rontgen- ja gammasateily) tyhjiossa ja nopeus ¢ on
noin 300000 km/s. Talla nopeudella liikkuva objekti taittaa Stadionin tornin huipun ja Turun tuo-
miokirkon tornin huipun vélin (n. 149,3 km) edestakaisin yli tuhat kertaa sekunnissa. Tarkasti
ottaen ¢ = 299792458 m/s, silla maaritelmansa mukaan metri on tismaélleen 299792458:s osa siita
matkasta, jonka valo etenee tyhjiossd yhden sekunnin aikana. Nopeus ¢ on my6s sdhkomagneetti-
sen aaltoliikkeen pienimpien rakenneosasten ja samalla sdhkomagneettisen vuorovaikutuksen va-
littdjahiukkasten, sateilykvanttien eli fotonien nopeus.

Seuraavassa kaytetddn termia valonnopeus, kun tarkoitetaan valon nopeutta tyhjiossa. Valiainees-
sa, edetessdin valon nopeus on pienempi. Esimerkiksi kuivassa ilmassa, jonka lampotila on 15°C,
paine normaali ilmanpaine 101325 Pa ja hiilidioksidipitoisuus 0,045 %, valon nopeus on aallonpi-
tuudesta riippuen 299707,71 km/s:std (jos aallonpituus on 400 nm eli valon vari tumma violetti)
299709,80 km/s:iin (jos aallonpituus 700 nm eli valon vdri tumma punainen). Puhtaassa vedessg,
jonka lampétila on 15°C ja johon kohdistuu normaali ilmanpaine, valon nopeus on 223058 km/s:sta
225316 km/s:iin.

Seuraavassa oletetaan, ettd kaikki kasiteltavat (ajatus)kokeet tehddan tyhjiossa ja etta ndin ollen
valonsdteiden nopeus on aina valonnopeus c. Talloin ei tarvitse erikseen tehda sitd pientd, mutta
kiusallisen tyolasta korjausta, joka aiheutuu siitd, ettd valon nopeus ilmassa on hiukan pienempi
kuin valonnopeus.

Puuttumatta tarkemmin yksityiskohtiin, todetaan vain, ettd skotlantilaisen matemaatikon ja fyysi-
kon James Clerk Maxwellin 1860-luvun alussa esittimat sahko- ja magneettikenttien kayttaytymis-
td ja vuorovaikutusta kuvaavat yhtdlot, ns. Maxwellin yhtalot, sisaltdvat vakioita, jotka on perustel-
tua olettaa kenttien liiketilasta riippumattomiksi ja joista on johdettavissa sdhkomagneettisten aal-
tojen etenemisnopeus. Toinen tirked suhteellisuusteorian syntyyn vaikuttanut seikka olivat ne vai-
keudet, joita syntyi, kun yritettiin tulkita tuloksia, jotka yhdysvaltalaiset fyysikot Albert A. Michel-
son ja Edward W. Morley 1887 olivat saaneet selvittdessaan, mikd on Maan nopeus siina oletetussa
avaruuden tdyttavassa valiaineessa, eetterissd, jonka valo sen hetkisen kisityksen mukaan tarvitsi
etenemiseensa.

Valo siis etenee tyhjiossa perusoletuksessa P5 tarkoitetulla nopeudella ¢ ja myds yksittdinen valo-
kvantti etenee tyhjiossa nopeudella c ja se on siis objekti, joka tayttaa perusoletuksen P5. Tdma on
erittdin moneen kertaan testattu asia ja voidaan luottaa, ettd se ja kaikki se, mita siitd seuraa, pitaa
paikkansa.

Perusoletukset P4 ja P5 ovat saksalais-amerikkalaisen fyysikon Albert Einsteinin vuonna 1905 esit-
tamat suhteellisuusteorian perusteet, perusoletus P5 tosin muodossa: valonnopeus on sama kaikis-
sa inertiaalijarjestelmissa.

Vaikka tdssa kirjoituksessa timan jdlkeen c tarkoittaa - esimerkkid 2 lukuun ottamatta - valonno-
peutta, on syytd pitdd mieless3, ettd valo, tai muu sdhkomagneettinen sateily, ei ole teorian kannalta
oleellinen asia. Se vain sattuu olemaan perusoletuksen P5 tarkoittama objekti.



2 SEURAUKSET

Kuten kohdassa 1.1 mainittiin, sopii odottaa, ettd perusoletuksella P5 on vakavat seuraukset fysii-
kan teorialle. Tassa luvussa selvitetadn, mitd perusoletuksista seuraa suureille matka, aika ja no-
peus. Helpointa on aloittaa tarkastelemalla aikaa erddssa erikoistapauksessa. Siitd saatavaa tulosta
kayttden selvitetddn sitten, mitd matkasta, samanaikaisuudesta, ajasta ja lopulta nopeuksien yh-
teenlaskusta voidaan yleisesti sanoa.

2.1 Ajan suhteellisuus, erikoistapaus
2.1.1 Johdanto

Jos lasersade lahetetddn junassa lattialta pystysuoraan ylospdin, niin junan jarjestelmassa sade kul-
kee vain matkan lattialta kattoon, mutta aseman jarjestelméassa se kulkee samalla junan mukana ju-
nan kulkusuuntaan. Matka lattialta kattoon on perusoletuksen P3 mukaan sama sekad junan etta
aseman jarjestelmassg, joten sdde kulkee aseman jarjestelmassa pitemman matkan. Perusoletuksen
P5 mukaan lasersiteen, kuten minka tahansa muunkin valonsiteen (tai minka tahansa sdhkémag-
neettisen aaltoliikkeen), nopeus on kuitenkin sama ¢ kummassakin jarjestelméassa.

Mikali ei luovuta siitd, ettd nopeus on kuljettu matka jaettuna siihen kaytetylla ajalla, on hyvaksytta-
va se, ettd kun aseman jarjestelmassa sade kulkee pitemman matkan, se kayttaa silhen myos enem-
man aikaa. Aika ei siis kulje samaa tahtia molemmissa jarjestelmissa ja seuraavaksi johdetaan kaa-
va, jolla voidaan laskea aika toisessa jarjestelmassa, jos se tunnetaan toisessa.

2.1.2 Kaavan johtaminen

Tarkastellaan koetta, jossa juna kulkee vakionopeudella v vaakasuoraan ja lasersade lahetetdan ju-
nassa lattialta pystysuoraan ylospadin kattoon, joka on korkeudella d. Se, miksi kasitellaan juuri ta-
ma koe, eika esimerkiksi koe, jossa lasersade ldhetetdan junan kulkusuuntaan, selvitetdan kohdan
2.2.2 lopussa.

Koska siade kulkee nopeudella ¢, sen kdyttamalle ajalle t; matkalla lattiasta kattoon patee d = cty
(kuva 5). Ndin siis junan jarjestelmassa J.

Kuva 5: Lasersdde junasta nahtyna.

Asemalla seisovan tarkkailijan jarjestelmdssa S lasersade liikkuu perusoletusten P2 ja P5 mukaan
suoraviivaisesti samalla vakionopeudella ¢ kuin junan jarjestelmassa J ja perusoletuksen P3 mu-
kaan sen pystysuoraan kulkema matka on sama d = cty kuin junan jadrjestelmassa. Jos aseman



jarjestelmassa § siateen kayttdma aika on tg, kulkee se katon piste, johon lasersidde osuu, vaakasuo-
raan junan mukana junan nopeudella v matkan vts. Toisaalta lasersidteen ajassa tg kulkema matka
on ctg (kuva 6).

Kuva 6: Lasersade asemalta ndhtyna.

Y114 olevasta kuvasta nahdaan, ettd jos v < ¢, muodostavat lasersateen vaakasuoraan kulkema mat-
ka vtg, pystysuoraan kulkema matka ct; ja todellinen matka cts jarjestelmassa § suorakulmaisen
kolmion, ja Pythagoraan lausetta kdyttaen saadaan

(cts)? = (vts)* + (ctr)?
c?t? = v%t? + c%t?
c?t? — v%t2 = c%t?

(c? —v?)t2 = c%t?

242
t_% ¢ tr
C2 _ 172
2
2=
S vz
1-=
CZ
t
(2.1.1) ty = ——
172
-z

Téassa tarkasteltujen tapahtumien - siteen 1ahto ja kattoon osuminen - vilinen aika t; ja matka d
on sidottu toisiinsa niin, ettd d = ct;. Lisdksi paikkojen on oltava samassa jarjestelman J liike-
suuntaa vastaan kohtisuorassa tasossa. Nyt kysymys kuuluu, mita voidaan yleisesti sanoa jarjestel-
massd J pisteessa A tapahtuvan tapahtuman T, ja sen jilkeen pisteessa B ajan t; kuluttua tapahtu-
van tapahtuman Ty valisesta ajasta tg jarjestelmassa §. Oletetaan kuitenkin viela toistaiseksi, ettd A
ja B ovat samassa jarjestelman J liikesuuntaa vastaan kohtisuorassa tasossa. Talloin on kolme mah-
dollisuutta: d = cty, d < cty taid > cty.

Tapaus d = ctr. Lihetetddn T, :n tapahtumishetkelld pisteesta A lasersadde (tai miké tahansa nopeu-
della c liikkuva objekti) pisteeseen B ja todetaan, ettd se on pisteessa B ajan d/c = t; kuluttua lah-
dostaan eli samalla hetkelld kuin Tg tapahtuu. Talléin tr on siateen kulkuaika ja ts:lle patee kaava
(2.1.1).



Tapaus d < cty. Asetetaan pisteiden A ja B kautta kulkevalle suoralle heijastin sellaiseen pisteeseen
C, ettd B jaa A:n ja C:n valiin ja sellaiselle etdisyydelle x pisteesta A, ettd kun A:sta ldhetetddn laser-
sdde kohti C:td samalla hetkelld tapahtuman T, kanssa, osuu tama sdde C:sta takaisin heijastuttu-
aan B:hen samalla hetkelld tapahtuman Ty kanssa (kuva 7).

| ]
C 3, ¢ Lasersdde heijastuu pisteesta C

VSKJ Tapahtuma Ty Heijastunut lasersiade osuu pisteeseen B

B 3% pisteessi B w“ tapahtuman Ty tapahtumahetkella
= o
A 'E‘)'— Tapahtuma Ty i .., Lasersdde lahtee pisteestd A kohti pistetta

#¥4 pisteessid A B tapahtuman T, tapahtumahetkelld

Kuva 7: Tapahtumien valinen aika, kun d < ct;.

Merkitadn tr4:11a lasersateen kulkuaikaa A:sta C:hen junan jarjestelmassa J ja tg;:1l4 aseman jarjes-
telmassa § seka vastaavasti t,:1la ja ts,:1la kulkuaikoja C:std B:hen. Nyt voidaan laskea tg; t74:std ja
ts, try:sta kaavalla (2.1.1) ja koska lasersateen koko kulkuaika jarjestelmassa J on tyq + tg, ja toi-
saalta tapahtumien Ty ja Tg vdlinen aika t;, saadaan tapahtumien T, ja Tg valiseksi ajaksi tg jarjes-
telmassa §:

trq tro  _trittrp _ tr

2+ 2 2_ 2
v v v %
N N T N R N BT

Pisteen C etdisyys x pisteestd A saadaan, kun kirjoitetaan nakyviin se, ettd matka A:sta C:hen, x, ja
matka C:std B:hen, x — d, ovat yhteensa lasersateen ajassa t; kulkema matka ct:

ts = tg1 Tty =

x+ (x—d)=cty

ctr +d

X 2

Tapaus d < cty sisdltaa erikoistapauksenaan, ettd d = 0 eli T, ja Tg tapahtuvat samassa pisteessa.

Tapaus d > cty. Valitaan pisteiden A ja B valiseltd janalta piste C sellaiselta etdisyydelta x pisteestd
A, ettd C:std samanaikaisesti lahetetyista lasersateistd kohti A:ta lahetetty osuu pisteeseen A samal-
la hetkelld tapahtuman T, kanssa ja kohti B:td ldhetetty pisteeseen B samalla hetkelld tapahtuman
Tg kanssa (kuva 8).

vAs, Tapahtuma Ty Pistettd B kohti lahtenyt lasersade osuu pis-

BT % pisteessd B B teeseen B tapahtuman Ty tapahtumahetkelld
= = A Pisteesta C lahtee lasersdde kohti pistettd A ja sa-
ﬁ manaikaisesti toinen lasersdde kohti pistettd B
= v
vy Tapahtuma T, o~ Pistettd A kohti ldhtenyt lasersdde osuu pis-
A—Xr ; A~ .
¥4 pisteessda A w«  teeseen A tapahtuman T, tapahtumahetkelld

Kuva 8: Tapahtumien vilinen aika, kun d > cty.



Merkitaan tr;:11a lasersateen kulkuaikaa C:std A:han junan jarjestelmassa J ja tg;:1l4 aseman jarjes-
telméssa § seka vastaavasti tr,:lla ja ts,:lla kulkuaikoja C:sta B:hen. Nyt voidaan laskea tg; t71:std ja
tg, tro:sta kaavalla (2.1.1). Koska lasersiteen kulkuaikojen erotus jarjestelméssa 4 on ty, — trq ja
toisaalta tapahtumien T, ja Tg valinen aika t;, saadaan tapahtumien T, ja Tg valiseksi ajaksi tg jar-
jestelmassa §:

tr2 try_ trp—trp 7

ts2 ~ts1 = 12 172_ vz_ 12
\/1‘72 \/1‘72 \/1_6_2 \/1‘?

Pisteen C etdisyys x pisteestd A saadaan, kun kirjoitetaan nakyviin se, ettd matkaan d — x C:sta
B:hen lasersdde kayttaa aikaa t:n verran enemman kuin matkaan x C:std A:han:

t5=

d—x x_t
c =17

—2x+d = cty
_d—CtT

T

Erikoistapauksena tasti tilanteesta on se, jossa t7 = 0 eli T, ja T tapahtuvat samanaikaisesti junan
jarjestelmassg, jolloin kaavan (2.1.1) mukaan ne tapahtuvat samanaikaisesti myds aseman jarjestel-
madssa.

Kaava (2.1.1) patee siis olipa tapahtumien vilinen aika ja vialimatka mika tahansa, kunhan ne vain
tapahtuvat samassa junan liikkesuuntaa vastaan kohtisuorassa tasossa.

2.1.3 Tulos

Jos jarjestelma J liikkuu vakionopeudella v suoraviivaisesti jirjestelmissa S ja jos jarjestelmissa 5
tapahtuu kaksi tapahtumaa ajan ¢ vilein samassa pisteessa tai kahdessa eri pisteess3, joiden vilijana
on kohtisuorasssa jarjestelmin J liikesuuntaa vastaan, on tapahtumien vilinen aika jarjestelmissa S

(2.1.2) tg = ——

todetaan, ettd jos v = c, on jarjestelmdssa J kuluva aika t; = 0 riippumatta siitd, kuinka pitka aika
ts jarjestelméassa § kuluu. Jos taas v > ¢, sortuu edelli esitetty teoria siihen, ettd kaavassa (2.1.2) ni-
mittdjassa nelidjuuren alla oleva lauseke on negatiivinen eika neli6juuri ole tilldin reaaliluku. Tata
tapausta ei tassa kasitella.

Edelld olevan perusteella on jarkevaa olettaa, ettd valonnopeus on suurin mahdollinen nopeus, joka
objektilla voi olla. Toki valonnopeutta suurempiakin nopeuksia on olemassa. Yksinkertaisen esi-
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merkin saa sytyttdmalla tulitikun. Liekistd oikealle lahteva valonsdde on sekunnin miljardisosan
kuluttua edennyt matkan 10~°c (n.30 cm) oikealle ja vasemmalle lihtenyt side saman verran
vasemmalle. Niiden vilimatka on kasvanut 0:sta 2 - 10~ %c:hen miljardisosasekunnissa, joten véli-
matka kasvaa nopeudella 2 - 107°¢/107° = 2c¢. Téssi ei kuitenkaan mikdin objekti liiku 2c:n no-
peudella. Mielenkiintoista on myo0s se, ettd oikealle menevan valonsidteen karjesta katsoen seka
tulitikku ettd vasemmalle menevan valonsateen karki loittonevat perusoletuksien P1 ja P5 mukaan
molemmat samalla nopeudella c.

2.1.4 Esimerkkeja

Esim 1 Pendolino ajaa nopeudella v = 216 km/h Haarajoen ja Mantsdlan asemien valin 19,5 km.
Kuinka paljon enemman ndiden asemien ohitusten valinen aika on pitempi Mantsaladn ase-
malla mitattuna kuin junassa mitattuna?

Ratkaisu Lasketaan ensin ohitusten vilinen aika asemalla mitattuna ja sitd varten todetaan ensin,
ettd Pendolinon nopeus on

PP km 216000 m 60
V=2l = e0s O M/s
Ohitusten valinen aika Mantsalan (kuten myds Haarajoen) aseman jirjestelmassa S on si-

ten

19500 m

tg =——— =325
s 60 m/s S

Jos nyt A on kiinted piste junassa, tapahtuu siind kaksi tapahtumaa, ensin Haarajoen ase-
man ja sen jalkeen Mantsdlan aseman ohitus, niin ettd ohitusten valinen aika t; junan jar-
jestelmdssd J saadaan sijoittamalla junan nopeus v ja dsken laskettu ohitusten valinen
aika tg Mantsalan aseman jarjestelmassa § kaavaan (2.1.2):

tr =325- |1 o0% 325
T= 2997924582 708

Mielenkiintoista on nyt tietdd, kuinka paljon t; poikkeaa ts:std. Kun lasketaan ts:n ja tr:n
erotusta taskulaskimella tai taulukkolaskentaohjelmalla, saattaa valineen laskentatark-
kuuden riittdmattomyyden takia tulokseksi tulla 0 tai jokin muu vaara tulos. Tama ongel-
ma voidaan ratkaista niin, etta aikojen erotus
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Esim 2

v
At:ts_thtS_tS 1__=t5 1_ 1__
c

lavennetaan lausekkeella

jolloin se saadaan muotoon

ja kasilla olevassa tapauksessa

395._ 002
2
Af = 2997924587 _ _ ¢ 509 10-12
14 \/1 602
2997924582

Jotta tdma tulos olisi saatu laskemalla ensin t; ja vahentamalla siita ts, olisi t pitdnyt
saada vahintdan tarkkuudella 325,000000000006509. Kaytetyn tempun ansiosta riittaa,
kun laskentavaline pystyy laskemaan At:n osoittajan tuhannesosan tarkkuudella (ja 10:n
potenssit erikseen).

Aikaero on hyvin pieni, mutta kuitenkin mitattavissa. Kovin suureksi ero ei tule, vaikka lii-
kuttaisiin vuoden ajan (365 d) suurimmalla nopeudella, joka ihmisen rakentamalla lait-
teella toistaiseksi on Maan suhteen ollut. Tdma nopeus oli Jupiteria tutkivalla luotaimella
Junolla heindkuun alussa 2016, kun sen nopeus Maan suhteen kiihtyi Jupiterin vetovoiman
ansiosta nopeuteen n. 265000 km/h = n. 73600 m/s. Ero on nimittain

v? 736007
tsc—z _365 24-60-60 —2997924582z0955

v 736002
I+ 1-= 1+\/1_2997924582

Mutta jos avaruusaluksen nopeudeksi saataisiin v = 0,8c, olisi aikaero vuodessa

(0,8¢)?
At=365-11— [1-— 2 = 365-0,4 = 146 vuorokautta

Suhteellisuusteorian ja klassisen teorian erojen selvittimiseksi kuvitellaan, ettd kaikille
yhta suuri nopeus c olisikin 90 km/h eikd 299792458 m/s. Talloin 1255 km:n matka Lah-
denvaylan etelapaasta Utsjoen keskustaan nopeudella 80 km/h kestiisi paikallaan olevan

At =

tarkkailijan kellon mukaan ajan
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Esim 3

1255 km

ts = m = 15,6875h = 15 h 41 min

ja autossa olevan henkilon kellon mukaan kaavan 2.1.2 perusteella ajan

V2 802 _
tr = ts |1~ — = 15,6875 ~7,19h ~ 7h 11 min

Nopeudella 89 km/h matka kestaisi ajan

[u=
|
O
=]
N

v2 2

tr =ts [1=—=156875" |1~55~233h~2h20min

O
(=) IiNe}
N

Todellisessa maailmassa matkustusaika 7,19 h edellyttaa nopeutta

_ 1255km

V= 719h ~ 175 km/h
ja matkustusaika 2,34 h nopeutta
_ 1255km 538 km/h
V=53 os8km/

Doppler-ilmié. Kysymys on siitd, kuinka suuri on kahden signaalin saapumisaikojen vali
Atg jarjestelmassa S, jos niiden ldhettdmisaikojen vali jarjestelmadssa J on Atr.

Oletetaan, ettd juna ldhestyy vakionopeudella v suoraviivaisesti asemaa ja junassa oleva
matkustaja M lahettda asemalla olevalle kaverilleen K kdnnykallaan kaksi viestia ajan Aty
valein. Naiden viestien lahettdmishetkien valinen aika aseman jarjestelmdssa on kaavan
(2.1.2) mukaan

At
ts == T
2
1=z
Koska juna lahestyy asemaa nopeudella v, on M jalkimmaisen viestin ldhtohetkella matkan
vtg verran lahempana K:ta kuin ensimmaisen viestin lahtohetkelld ja koska nopeudella ¢
etenevalta radiosignaalilta tdhdn matkaan kuluva aika on vts/c, saa K jalkimmaisen viestin

ajan

Ao =t vts  (c—v)ts  (c—v)Aty  (c—v)Aty (\/c — v)ZAtT A [c=v
S ‘ c\/l—v_z Vez—v2 (e —v)(c+v) Ne+v

kuluttua ensimmadisen viestin jalkeen.

Tasta nahdaan, etta viestien vali on sitd lyhyempi mitd kovempi on junan vauhti ja kun ju-

nan vauhti lahestyy valonnopeutta c, lahestyy viestien vali nollaa. Tasta johdonmukainen
seuraus on, ettd jos junan nopeus olisi valonnopeus, tulisivat viestit tarkkailijalle samanai-
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kaisesti. Ja edelleen, jos junan nopeus olisi suurempi kuin valonnopeus, tulisi jalkimmai-
nen viesti tarkkailijalle ennen ensimmaista viestia. Toisin sanoen aseman tarkkailija K ha-
vaitsisi junan tapahtumat painvastaisessa jarjetyksessa kuin junan matkustaja M. Tata ei
kuitenkaan saada edelld johdetusta Ats:n kaavasta, koska silloin ¢ — v < 0 ja nelidjuuren
alus on negatiivinen. Jatetddn tdma tarkastelu kuitenkin nyt tdhén ja rajoitutaan vain no-
peuksiin, jotka ovat pienempia tai korkeintaan yhta suuria kuin valonnopeus.

Oletetaan, ettd juna loittonee asemalta. Talloin lahtee jalkimmainen M:n viesti matkan vtg
verran kauempaa K:sta kuin ensimmainen viesti, joten saapumisaikojen vali on

vts  (c+v)ts  (c+v)Aty  (c+v)Aty (\/c + v)zAtT At c+v

Atg = tg+— = =
TR ¢ c c\/l—v—z Vez —p2 \/(c—v)(c+v) Tle—v
c2
(2.1.3) Atg = At crv
[ Y S — T C_v

Tata kaavaa kdyttden voidaan laskea ldhestyvan tai loittonevan kohteen nopeus vastaanot-
tajan suuntaan. Oletetaan esimerkiksi, ettd kaukaisesta galaksista tulevassa sateilyssa ga-
laksin vetyatomeissa tapahtuvan tietyn energiatilamuutoksen synnyttdman sateilyn aal-
lonpituudeksi mitataan A = 735,4 nm. Laboratoriossa keskiméaarin paikallaan olevien ve-
tyatomien spektrissa tunnistetaan tima sama energiatilamuutos ja mitataan sen aiheutta-
man sateilyn aallonpituudeksi A = 656,28 nm. Tall6in voidaan paatelld, ettd timan satei-
lyn aallonpituus galaksissa, siis galaksin jarjestelmassd, on myos A = 656,28 nm.

Koska valo etenee nopeudella c, etenee se yhden aallonpituuden Ag ajassa Atg = Ag/c ja
aallonpituuden A verran ajassa Aty = Ay /c. Galaksi lahettaa siis kaksi signaalia, aallon al-
kupisteen ja aallon loppupisteen, omassa jarjestelmdssaan ajan Aty vdlein, mutta Maassa
oleva tarkkailija saa ne vastaanottimeensa ajan Atg valein. Kaavasta (2.1.3) saadaan talloin
galaksin nopeus Maan suhteen

c+v

Atg = At
S L P

As  Ap |c+v

c c \|C—V

c+v

22 =2
S TC—U

cA2 —vAé = cA% + v
v(A§ +23) = c(A§ — 23)

-2
TS
ja sijoittamalla tdhdn A¢ = 735,4 nm ja Ar = 656,28 nm v = 0,113c.
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2.2 Pituuden suhteellisuus

2.2.1 Johdanto

Perusoletuksessa P3 vaaditaan, ettd samassa junan kulkusuuntaa vastaan kohtisuorassa tasossa
olevien janojen pituudet ovat yhta suuret sekd junan ettd aseman jarjestelmassa. Oudolta tuntuisi,
jos ndin ei olisi. Mutta yhta oudolta ainakin aluksi tuntuu myos se, ettd muiden janojen pituudet
ovat eri suuret eri jarjestelmissd. Ndin kuitenkin asia on ja millainen tdma ero on, selvida kun teh-
dadan ajatuskoe, jossa mitataan laseretdisyysmittarilla junan kulkusuuntaan olevan janan pituus en-
sin junan ja sitten aseman jarjestelmassa.

2.2.2 Kaavan johtaminen

Mitataan laseretdisyysmittarilla etdisyys junan vaunun peraltd pisteestd A vaunun etuseindssi ole-
vaan pisteeseen B, joka on mittarista tarkalleen junan kulkusuuntaan. Tehdadn se niin, etta asete-
taan etdisyysmittari pisteeseen A ja lahetetddn lasersdde pisteeseen B, josta se heijastuu takaisin
mittariin pisteeseen A. Kun mittari jakaa kahdella sdteen lahtohetken ja tulohetken vilisen ajan, se
saa sateen kulkuajan t; A:sta B:hen ja kun se kertoo timan valonnopeudella c, se saa pisteiden A ja
B etdisyydeksi dr = ctr (kuva 9).

JUNAN JARJESTELMASSA 5

Ylin kuva: Vaunun takaosasta pisteestd A lahetetddn lasersdde junan kulkusuuntaan.

Toinenkuva: Ajan t kuluttua side osuu vaunun etuseindn heijastimen pisteeseen B
ja heijastuu takaisin. Tuolloin sdde on kulkenut matkan cty.

Alin kuva: Heijastumisesta ajan t; kuluttua sdde osuu ldhtopisteeseensa A. Tuolloin
sdde on edennyt heijastumisen jalkeen matkan cty ja kaikkiaan matkan 2cty.

Kuva 9: Lasersateen kulku junasta nahtyna.

Ndin siis junan jarjestelméssa J, mutta mitad tapahtuu aseman jarjestelmassa S?

Sateen 1ahto ja paluuhetken vilinen aika junassa on 2ty = 2dy/c. Koska 1aht6 ja paluu tapahtuvat
samassa pisteessa A, voidaan kdyttaa kohdan 2.1.3 tulosta, jolloin sdteen lahtohetken ja paluuhet-
ken valiseksi ajaksi aseman jarjestelmassa § saadaan kaavalla (2.1.2)
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(2.2.1) te =
172

Aseman jarjestelmdssa § sdade kulkee A:sta B:hen jossakin ajassa tg; ja takaisin B:std A:han jossakin
ajassa ts,. Jos junan nopeus on v, kulkee juna ajassa tg; matkan vtg; ja ajassa tg, matkan vts,.

Merkitddn dg:11a pisteiden A ja B valista etdisyytta jarjestelméssa S. Koska A:sta B:hen sdde kulkee
junan kulkusuuntaan, se kulkee matkan dg lisdksi matkan, jonka junan piste B kulkee ajassa tg; eli
matkan vtg4, siis yhteensa matkan dgs + vts,. Toisaalta sade kulkee ajassa tg; matkan ctgq, joten

(222) CtSl = ds + vt51

Palatessaan B:std A:han sdde kayttda ajan tg,, jona aikana A tulee junan mukana sddettd vastaan
matkan vtg,. Steen matka ctg, on siis vtg,:n verran lyhyempi kuin A:n B:n valimatka dg (kuva 10).

(223) Ct_gz = ds - vtsz

ASEMAN JARJESTELMASSA §

®
—— (junan nopeus 0,4¢) ?

Ylin kuva: Vaunun takaosasta pisteestd A lahetetdadn lasersdde junan kulkusuuntaan.

Toinenkuva: Ajan tg; kuluttua sdde osuu vaunun etuseinin heijastimen pisteeseen B ja
heijastuu takaisin. Tuolloin sdde on kulkenut matkan ctg; ja juna matkan vtg .

Alin kuva: Heijastumisesta ajan tg, kuluttua sdde osuu ldhtopisteeseensi A. Tuolloin
sade on kulkenut matkan ctg, ja juna matkan vts,.

Kuva 10: Lasersateen kulku asemalta nahtyna.
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Kaaavasta (2.2.2) saadaan
ctg1 = dg + vitgq
Ctgy — Vtsy = dg
(c —v)ts; = ds

ds
c—v

ts1 =
ja kaavasta (2.2.3)

Ctsy = dg — Vtsy

Ctg, + vtg, = dg

(c +v)ts; = ds

ds
c+v

tsy =

Lasersateen kdyttdmaksi ajaksi jarjestelmdssa § saadaan ndin ollen

b 4 by = dS n dS _ ds(C + 17) ds(C - v) _ Cds + vds + Cds - Uds _ 2Cd5
SES27c_ v c+v (c—v)(c+v) (c+v)c—-v)  2—cv+cv—v2  c2—p?
Siis
2cdg
(2.2.4) tsitila =33

Nain saadaan sille ajalle, jossa lasersade kulkee jarjestelmassa § A:sta B:hen ja takaisin, kaksi arvoa,
kaavasta (2.2.1) aika tg ja kaavasta (2.2.4) aika tg; + tg,. Merkitsemélld nama yhta suuriksi saadaan

2dr  Z2cdg
2 c2—p2
c 1—?
2dr 2cdg

e = 2dr(c* —v?)  dpVc? —v?
s 2cVc? — v? c

Tama sama kaava saadaan, luonnollisesti, jos mitataan samalla periaatteella matka pisteestd B pis-
teeseen A. Ainoastaan tgq:n ja tg,:n lausekkeet vaihtuvat keskenaan.

Jos kohdassa 2.1.2 olisi otettu tarkasteltavaksi koe, jossa lasersdde ldhetetdan junan kulkusuuntaan,
olisi paadytty kaavaan (2.2.4), jossa olisi ollut kaksi tuntematonta, ts = tg; + t5, ja ds eika ts:lle
olisi saatu yksikasitteista ratkaisua. Kun siade lahetettiin kohtisuoraan junan kulkusuuntaa vastaan,
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saatiin perusoletuksen P3 mukaan sekd junan ettd aseman jarjestelmassa ts:n ratkaisemisen kan-
nalta valttdmaton yhtd suuri matka, etdisyys vaunun lattiasta kattoon.
2.2.3 Tulos

Jos jirjestelma J liikkuu vakionopeudella v suoraviivaisesti jarjestelmdssa S ja jos jarjestelmin J
kulkusuuntaan olevan janan pituus jarjestelmissi J on dr, niin jarjestelmassa § timan janan pituus
on

’ vZ

Jarjestelmdn J kulkusuuntaiset janat ovat siis lyhyempia jarjestelmassa § kuin jarjestelmassa J.

Jos jana ei ole jarjestelmédn J kulkusuunnassa, voidaan maarittda sen komponentit jarjestelmassa S.
Jos janan komponentti junan kulkusuuntaan jarjestelmassa J on dr,, saadaan sen komponentti ju-
nan kulkusuuntaan jarjestelmassa § kaavalla (2.2.5). Perusoletuksen P3 mukaan junan kulkusuun-
taa vastaan kohtisuora komponentti dr,, jarjestelmédssd J on yhtéd suuri kuin kohtisuora kompo-
nentti dg,, jarjestelmdssa §. Siis

(2.2.7) dsy = dTy

Josdr, > 0jav > 0, patee janan AB pituudelle ds jarjestelmassa § ja pituudelle d jarjestelmdssa 9
’ 2 2 2 UZ 2 ’ 2 2

2.2.4 Esimerkkeja

Esim 4 Pendolino-junan pituus on dr = 158,9 m. Kun se ajaa nopeudella v = 60 m/s (216 km/h),
sen pituus aseman jarjestelméssa § on kaavan (2.2.5) mukaan

602
dg = 1589 |1

2997924582

Taman ja junan jarjestelmassa J mitatun pituuden erotus on (kts esim 1 kohdassa 2.1.4)

2 _dv_z _1589.6—02
AM=ds—dp=dy| [1-2 —1)= TcZ  _ ”? 2997924582

c? v2 J 602
JI—zz 1 1~ 7997074582 T 1

~ 3,182-10712m

18



Esim 5 Mika pitda olla 4,659 m pitkdn auton nopeus, jotta se mahtuisi 4 m pitkdan pysakointiruu-
tuun?

Ratkaisu Sijoittamalla kaavaan (2.2.5) saadaan

2
4=14659 |1-—
c

(2.2.8) I P
4,659 c?
42 v?
46592 2
2 42
2~ " 46592

v=0,5127c

Kuitenkaan 4,659 m pitkda autoa ei voi pysdkoida 4 m:n ruutuun, silla kun autoa aletaan
hidastaa pysakointid varten, sen pituus kasvaa pysakoéintiruudun jarjestelmassa niin, ettad
se on 4,659 m, kun auto on pysadhtynyt. Mutta eipa autoilija yrittdisikdan pysakointid 4 m:n
ruutuun, silla hanen jarjestelméassdan auto on paikallaan ja pysdkointiruutu liikkuu perus-
oletuksen P1 mukaan nopeudella v vastakkaiseen suuntaan jolloin kaavan (2.2.5) ja kaa-
van (2.2.8) mukaan hdnen jarjestelmassaan auton pituus on 4,659 m ja ruudun pituus

domdr 1o — 4t 3434
s = ar 2 Fgp5g  ororm

Jos autoilija ei tietdisi kulkusuuntaisten etdisyyksien suhteellisuutta, han uskoisi tarvitse-
vansa ruudun, jonka pituus hinen jarjestelméssdan on 4,659 m ja jonka pituudelle d; ruu-
dun jarjestelmissa saadaan kaavojen (2.2.5) ja (2.2.8) mukaan

vZ
4‘,659 = dT 1-— ?

_ 4,659 _ 4,659 & 427
L sz 4 = m
1- oz 4,659
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Esim 6 Matkustaja istuu junassa menosuuntaan ja kallistaa salkkuaan itseensa pdin 30°. Kuinka
kallellaan salkku nayttaa olevan asemalta katsottaessa, jos junan nopeus on 0,6¢?

Ratkaisu Jos salkulla on kallistettuna ollessaan komponentti dr, junan kulkusuuntaan ja dr,, kulku-
suuntaa vastaan kohtisuoraan suuntaan, on tangentin maaritelman mukaan

d
it F A tan 30°
de

Kaavojen (2.2.6) ja (2.2.7) mukaan salkun suuntakulma ¢ junan kulkusuunnan suhteen
asemalta katsottaessa on

d tan 30°
L =tan !| ———= |~ 35,8°

2 2
P |05
Mielenkiintoiseksi tilanteen tekee se, etta jos salkku on nahkaa ja sen paalla on metallikuo-
rinen kannykka, jolloin lepokitkakerroin on 0,6, niin kdnnykka pysyy paikallaan vain jos
kaltevuuskulma on enintiidn tan~1 0,6 ~ 31,0°. Toisin sanoen junasta nahtyna kdnnykka
pysyy paikallaan ja asemalta ndhtyna liukuu alas. Paitsi, jos kitkan suuruuteen vaikuttava
Maan vetovoiman komponentti kohtisuoraan salkkua vastaan on suurempi ja salkun suun-
tainen komponentti vastavasti pienempi kuin junan jarjestelmassa. Tarkempi asian kasit-
tely sivuutetaan tdssa yhteydessa.
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2.3 Ajan suhteellisuus yleisesti

2.3.1 Johdanto

Tulos 2.1.3 kertoo, kuinka kahden tapahtuman vilinen aika eroaa aseman jarjestelmassa siitd, mita
se on junan jarjestelmassa. Rajoituksena kuitenkin on, ettd tapahtumien on tapahduttava junassa
samassa junan kulkusuuntaa vastaan kohtisuorassa tasossa. Seuraavaksi johdetaan kaava, jolla voi-
daan laskea junassa tapahtuvien tapahtumien vadlinen aika aseman jarjestelmassa tapahtuivatpa ta-
pahtumat missa tahansa. Tama onnistuu, kun selvitetddn ensin, mika on junassa junan kulkusuun-
taisella suoralla samaan aikaan tapahtuvien tapahtumien valinen aika aseman jarjestelméassa. Osoit-
tautuu, ettd junassa samanaikaiset tapahtumat eivat olekaan samanaikaisia asemalta katsottuna.

Korostettakoon vield, varmuuden vuoksi, ettd tdssa puhutaan tapahtumien todellisesta samanaikai-
suudesta, ei niiden havaitsemisen (kuulemalla, ndkemallad tms.) samanaikaisuudesta. Toisin sanoen,
jos tapahtumat tapahtuvat eri etdisyyksilla havaitsijasta, oletetaan etdisyyseroista johtuvat havait-
semisten aikaerot aina korjatuiksi.

2.3.2 Kaavan johtaminen

Tarkastellaan tilannetta, jossa junan jarjestelma J liikkuu vakionopeudella suoraviivaisesti aseman
jarjestelmdssa §. Oletetaan, ettd junan vaunun takaseindssa on taulu ja siind piste A ja tasta pistees-
td tdsmalleen junan kulkusuunnassa etuseindssa etdisyydelld d piste B. Oletetaan lisdksi, ettd pis-
teessd A tapahtuu tapahtuma Ty, ja junassa havaittuna samanaikaisesti pisteessa B tapahtuma Tg.

Jotta saataisiin selville, mita tapahtuu aseman jarjestelmassa S, oletetaan, ettd tasmalleen pisteiden
Aja B puolivalissa, pisteessa C on sytytetty lamppu ajan t; = dr/2c verran ennen tapahtumia T, ja
Tg. Talloin valo on tapahtumien T, ja Tg tapahtumishetkelld edennyt C:std matkan ct; = cdy/2¢c =
dr/2 seka junan kulkusuuntaan etta vastakkaiseen suuntaan eli pisteisiin B ja A saakka (kuva 11).

JUNAN JARJESTELMASSA 5

dr/2 dr/2

C :
T‘ ctr ctr ;T
~ ]

A C B

Ylempi kuva: Vaunun keskella syttyy lamppu.

Alempi kuva: Ajan t; kuluttua syttymisestiaan valo tavoittaa vaunun takaseinan taulun
pisteessd A ja etuseindn taulun pisteessa B. Tuolloin valo on edennyt matkan cty.

Kuva 11: Junassa samanaikaiset tapahtumat.

Merkitaan dg:11a pisteiden A ja B valimatkaa aseman jarjestelmassa §. Lisaksi merkitdan tg;:11a sita
aikaa, joka kuluu lampun sytyttdmisesta siihen hetkeen, jolloin valo saavuttaa pisteen A ja tg,:lla
sita aikaa, joka kuluu lampun sytyttamisesta siihen hetkeen, jolloin valo saavuttaa pisteen B.
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Ajassa tg; sidde kulkee nopeudellaan ¢ matkan ctg; pisteesta C pisteeseen A. Tdssd samassa ajassa
piste A tulee sddettd vastaan junan nopeudella v matkan vtg;. Ndin ollen matkat ctg, ja vtg, ovat
yhteensa pisteiden A ja C vdlinen matka dg /2 Siis

Ct51 + vt51 = 75
ds

(2.3.1) ts1 = m

Ajan tg, kuluttua kohti B:td lahtenyt sade osuu etuseindn pisteeseen B ja on tuolloin kulkenut
matkan cts,, joka on pisteen C kulkeman matkan vtg, verran pitempi kuin pisteiden C ja B
valimatka dg /2 (kuva 12). Siis:

Ctsz = 'Utsz + 75

ds

(232) tSZ = m

ASEMAN JARJESTELMASSA §

— (junan nopeus 0,7¢)

Ylin kuva: Vaunun keskelld syttyy lamppu.

Toinen kuva: Ajan tg; kuluttua syttymisestdadn valo tavoittaa vaunun takaseindn
taulun pisteessa A . Tuolloin valo on edennyt matkan ctg; ja juna matkan vtg; .

Alin kuva: Ajan tg, kuluttua syttymisestddn valo tavoittaa vaunun etuseindn
taulun pisteessa B . Tuolloin valo on edennyt matkan ctg, ja juna matkan vtg,.

Kuva 12: Junassa samanaikaiset tapahtumat asemalta ndhtyna.
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Vertaamalla yhtaloita (2.3.1) ja (2.3.2) todetaan, ettd tg; < ts, aina, kun junan nopeus v > 0. Toisin
sanoen junan jarjestelmassa J samanaikaiset tapahtumat, valon tulo pisteeseen A ja valon tulo pis-
teeseen B, eividt ole samanaikaisia aseman jarjestelmassa §, vaan sdde saavuttaa pisteen B ajan

ds ds  ds(c+v)—ds(c—v) cds+vds—cds+vds  vds

Atg =tgy, —tg; = - = = =
ST ST o(c—v) 2(c+v) 2(c —v)(c+v) 2(c? —v?) c? —v?

verran my6hemmin kuin pisteen A. Kun tihan sijoitetaan ds kaavasta (2.2.5), saadaan

)
VdT\/ 1-= CZ _ vdr Vez —v2? vdr vdr

_vz 2—v2  c(c?-v?) _C\/cz—vz_ v2
C2 1——2
c
vdy
(2.3.3) At =
2 v?
Cc 1_C_2

Siis junan kulkusuunnan suuntaisella suoralla tapahtuvista junan jarjestelmassa J samanaikaisista
tapahtumista tapahtuu aseman jarjestelmdassa § ensin se, jonka tapahtumispiste on toisen tapahtu-
mispisteestd junan kulkusuunnalle vastakaiseen suuntaan ja aikaero on kaavan (2.3.3) mukainen.

Oletetaan nyt, ettd junan jarjestelmdssa J tapahtuu kaksi tapahtumaa: T, pisteessd A ja sen jalkeen
tapahtuma Ty pisteessa B. Asetetaan pisteen B kautta junan kulkusuuntaa vastaan kohtisuora taso
ja pisteen A kautta junan kulkusuuntainen suora ja merkitddn ndiden leikkauspistetta C:lla. Merki-
tddn janan AB pituutta dr:114, janan AB kulkusuuntaista komponenttia AC dr,:1l4 ja janan AB kulku-
suuntaa vastaan kohtisuoran komponenttia CB dr,,:114. Oletetaan lisdksi, ettd pisteessd C tapahtuu

“aputapahtuma” T junan jarjestelmdssa samalla hetkelld kuin T, tapahtuu pisteessd A (kuva 13).

Kasitelldan ensin tapaus, jossa piste C on pisteesta A junan kulkusuuntaan.

Tapahtuma Ty
pisteessa B
i\
¢ 2
<
Tapahtuma T, drx Tapahtuma Tg
pisteessa A pisteessa C

Kuva 13: Tapahtumien samanaikaisuus yleisesti.

Tapahtumien T ja Tg valinen aika aseman jarjestelmassa § saadaan kaavalla (2.1.2), silla T ja Tg
tapahtuvat samassa junan kulkusuuntaa vastaan kohtisuorassa tasossa. Tapahtumien T, ja T vali-
nen aika puolestaan saadaan kaavasta (2.3.3) sijoittaamalla d;:n paikalle dy,, silla Ty ja T¢
tapahtuvat junan jarjestelmassa J samanaikaisesti ja junan kulkusuuntaisella suoralla. Laskemalla
yhteen ndma kaksi aikaa saadaan tapahtumien T, ja Tz valinen aika aseman jarjestelmadssa §
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t vd br +—
(2.3.4) te = —— L ¢

Tapauksessa, jossa piste C on pisteesta A junan kulkusuunnalle vastakkaiseen suuntaan, on kompo-
nentti dr, negatiivinen ja sen pituus on —dy,. Talloin T tapahtuu aseman jarjestelmdssa ennen ta-
pahtumaa T, ja aikaero saadaan kaavasta (2.3.3) sijoittamalla d; = —dy,. Tapahtumien T, ja Tg
valinen aika aseman jarjestelmassa § on siten

v
tr v(=dp,) trt—a
tS - — =

v2 vz v2
\/1‘72 CZJ“C—Z \/1_6_2

Todetaan viel, ettd jos pisteet C ja A yhtyvét, on d, = 0 ja kaava (2.3.4) patee tuloksen 2.1.3 pe-
rusteella. Kaava (2.3.4) patee siis kaikissa tapauksissa.

2.3.3 Tulos

Jos jdrjestelma J liikkuu vakionopeudella v suoraviivaisesti jirjestelmissi S, jos jarjestelmissa J
tapahtuu pisteessd A tapahtuma T, hetkelld O ja pisteessid B tapahtuma Tg hetkella ¢ ja jos A: sta
B:hen piirretyn vektorin komponentti jarjestelmdn J kulkusuuntaan jarjestelmdssd 5 on dr,, on
tapahtumien T, ja Tg vélinen aika jarjestelmassa §

AL

(2.3.5) tg = ——5—
172

-z

Erityisesti, jos tapahtumat T, ja Tg ovat samanaikaiset jarjestelmdssd J, on niiden vilinen aika
jarjestelmdssa S

(2.3.6) tg =

2.3.4 Esimerkkeja

Esim 7 Andromedan galaksi ldhestyy Maata (keskiméaarin) nopeudella 300 km/s. Oletetaan, etta
sen talla reunalla tapahtuu sateilypurkaus Ty ja vastakkaisella reunalla sateilypurkaus T,
galaksin jarjestelmdssa samanaikaisesti Tg:n kanssa. Koska Andromedan galaksin lapimit-
ta on 220000 valovuotta (1 valovuosi = 9460730472580800 m), niin Maasta havaittuna
Tg tapahtuu my6hemmin kuin T, ja tapahtumien valinen aika on
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Esim 8

300000220000 9460730472580800 _ . _ 6947481790
5T 3000002 - S~ 246060 - 365,2422

© 2997924582

2997924582\/1

=~ 220a

Maasta katsoen Ty :sta lahtenyt sateily on tullut siis 220 vuotta Maata kohti silloin, kun Tg
tapahtuu, joten Maahan T, ndkyy 220000 — 220 = 219780 vuotta myohemmin kuin Tg.

Samanaikaisuuden suhteellisuus tulee hyvin esille, kun tarkastellaan tilannetta, jossa Pen-
dolinon (pituus dr = 158,9 m) nopeus on niin suuri, ettd aseman jarjestelmassa sen pi-
tuus on dg = 50 m. Tdma nopeus voidaan ratkaista kaavaa (2.2.5) kédyttaen:

UZ
dS:dT 1_C_2

172 ds
2.3.7 1—-—=—
v d§
c2  d2
v? d?
=1- _g
c? ds
v d?
2= 1= _g
c ’ ds
d2
(2.3.8) v=c|1-=
dr

Oletetaan, ettd Pendolino ajaa tdlla nopeudella kohti eteldd asemalla olevaan tunneliin,
jonka pituus (aseman jarjestelmissd) on Dg = 50 m. Oletetaan lisdksi, ettd tunnelin etela-
ja pohjoispddssa lahtevat samanaikaisesti vaakasuoraan lasersateet kohtisuoraan junan
kulkusuuntaa vastaan niin, ettd juna juuri ja juuri mahtuu niiden valiin.

Milta tilanne ndyttaa junasta katsoen?

Junan jarjestelmassa juna on paikallaan ja tunneli kulkee kohdan 1.2 perusoletuksen P1
mukaan nopeudella v pohjoiseen. Tama tarkoittaa, ettd tunnelin pituus junan jarjestelmas-
sa on kaavojen (2.2.5) ja (2.3.7) mukaan
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silla aseman jarjestelmassa junan pituus dg ja tunnelin pituus Dg ovat yhta suuret.

Ensimmaiseksi tulee mieleen, ettd junasta katsoen silld hetkelld, kun junan etelapda on
tunnelin eteldpaissd, on junasta n. 1589 m — 15,7 m = 143,2 m tunnelin ulkopuolella ja
tunnelin pohjoispadn lasersdde osuu junaan kohtaan, joka on n. 15,7 m junan eteldpadsta.
Edellinen naistd ajatuksista on oikea. Jalkimmadinen sitd vastoin johtaa ristiriitaan kohdan
1.2 perusoletuksen P4 kanssa. Tima huomataan ainakin silloin, jos sdde on niin voimakas,
ettd se jattda junan kylkeen jaljen. Nimittdin asemalta katsottuna kumpikaan lasersade ei
osu junaan, mutta junasta katsoen pohjoispdin sdde osuu. Asemalta katsoen junan kylkeen
ei siis jaa jalkeda, mutta junasta katsoen jaa.

Edella olevassa paattelyssa on kuitenkin se virhe, ettd siind on oletettu lasersateiden ldhte-
vdn samanaikaisesti sekd aseman ettd junan jarjestelmassd, mutta ndinhan ei ole, kuten
edella on osoitettu.

Merkitddn t = 0 hetked, jolloin tunnelin eteldpadn lasersdde ldhtee ja jolloin junan etela-
paa on tunnelin eteldpain kohdalla. Tall6in junan jarjestelméassa J junan pohjoispaa on ju-
nan pituuden d; = 158,9 m verran tunnelin etelipadsta pohjoiseen ja kaavojen (2.3.7) ja
(2.2.5) mukaan matkan

verran tunnelin pohjoispaiasta pohjoiseen.

Koska tunnelin nopeus junan jarjestelmassa J on v, on tunnelin pohjoispaa junan pohjois-
paan kohdalla hetkelld

Toisaalta aseman jarjestelmassa S eteld- ja pohjoispddn lasersateet lahtevat samanaikai-
sesti, tunnelin pituus aseman jarjestelmassa § on dg ja tunnelin pohjoispaa on etelapaasta
katsoen tunnelin kulkusuuntaan. Kaavan (2.3.6) mukaan tima merkitsee, ettd junan jarjes-
telmdssa T tunnelin pohjoispdan laserside lahtee ajan

verran my6hemmin kuin eteldpaan sade. Siis juuri silla hetkelld, kun junan pohjoispaa on
tunnelin pohjoispaan kohdalla.
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Loppupditelma on, ettd juna mahtuu myo6s junasta katsoen juuri ja juuri lasersateiden va-
liin. Pohjoispédén sade vain lahtee junan jarjestelméssa kaavojen (2.3.6), (2.3.7) ja (2.3.8)
mukaan ajan

1295 40 g |18 502
iy @Y @ s 1o
S - 2 = n.5,03-1077

2 2% ¢ 299792458
1_C_2 dT

verran myohemmin kuin eteldpdan lasersade.

Tama esimerkki on versio suhteellisuusteoriaa kasittelevassa Kirjallisuudessa suositusta
ns. lipputankoparadoKksista, jossa Kysytdan, miten 10-metrinen lipputanko mahtuu 5-met-
riseen vajaan. Vastaus on edelld olevan perusteella: lipputankoa on kuljetettava kaavan
(2.3.8) mukaan vahintaan nopeudella

vy=c 1—W—c1/075—n0866c

edellyttéden, ettd asiaa tarkastellaan vajan jarjestelméssa. Lipputangon jarjestelmassa tan-
gon etupddn koskettaessa vajan takaseindd tankoa on vajan ulkopuolella sitd enemman
mitd suurempi on tangon nopeus, nopeudella v; tasan 7,5 m, silld vajan pituus lipputangon
jarjestelmassa on kaavan (2.2.5) mukaan tuolloin

v} 0,75c?
ds=dr [1-= =5 [1-—2—=5-05=25m

Siis mitddn paradoksia ei ole, vaan 158,9-metrinen Pendolino mahtuu 50-metriseen tun-
neliin asemalta katsottuna, mutta ei junasta katsottuna ja 10-metrinen lipputanko mahtuu
5-metriseen vajaan vajasta katsottuna, mutta ei lipputangolta katsottuna.

Pendolinosta katsoen Pendolino ei mahdu 158,9 metrid lyhyempaéan tunneliin, mutta voi
kylla tayttda pdastda padhan minka tahansa tunnelin. Mahdollisesti rakennettavan Helsin-
gin ja Tallinnan valisen 85 km pitkdn tunnelin se kaavan (2.3.8) mukaan tayttaisi ajaes-

saan nopeudella
=c |1 158,9° 0,99999825
VEC 1t T 850002 T ¢

Téll6in Pendolinon pituus asemalta katsottuna on kaavojen (2.2.5) ja (2.3.7) mukaan

2 (1 _ 158,92
v2 ¢ \* ~85000z) 15897
dsg=dr [1-—=1589" |1- = ~ 0,297 m = 29,7 cm

c? 85000
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2.4 Nopeuksien yhteenlasku

2.4.1 Johdanto

Jos junassa heitetdan pallo nopeudella 20 m/s junan kulkusuuntaan ja juna kulkee nopeudella
60 m/s, tuntuu itsestadn selvaltd, ettd asemalla paikallaan oleva tarkkailija nakee pallon liikkuvan
nopeudella 80 m/s. Kuitenkin edelld johdetuista tuloksista 2.2.3 ja 2.3.3 seuraa, ettd kumpikin no-
peuden muodostavista perussuureista, matka ja aika, ovat eri suuret asemalta havaittuina kuin ju-
nasta havaittuina. On siis mahdollista, etta pallon nopeus asemalta ndhtyna ei olekaan 80 m/s.

Jotta nopeuksien yhteenlaskulle saataisiin mahdollisimman yleispateva menetelma, tiytyy nopeuk-
sia tarkastella vektoreina. Siis sen lisdksi, ettd nopeudella on maaratty suuruus, on silla myos maa-
ratty suunta. Vektorin kisite, laskutoimitukset ja ominaisuudet on esitetty liitteessa 1.

2.4.2 Kaavan johtaminen

Oletetaan nyt, ettd junassa jokin objekti, vaikkapa heitetty pallo, liikkuu junan jarjestelmassa J suo-
raviivaisesti vakionopeudella u;. Kysytaan, milla nopeudella pallo liikkuu aseman jarjestelméssa §.

Junan ja pallon kulkusuuntien, toisin sanoen niiden nopeusvektoreiden, maardamassa tasossa ote-
taan kdyttoon suorakulmainen Oxy-koordinaatisto, jossa pallon nopeuden komponentit junan jar-
jestelmdssa J olkoot ur, junan kulkusuuntaan ja ur, junan kulkusuuntaa vastaan kohtisuoraan
suuntaan. Jos pallon nopeuden komponentti junan kulkusuunnassa on junan kulkusuunnalle
vastakkainen, siis jos pallo heitetddn pienemmassa tai suuremmassa kulmassa taaksepdin, on ur,
negatiivinen. Nopeuksien yhteenlaskukaavan johtaminen on kuitenkin aivan samalainen olipa ur,
positiivinen, 0 tai negatiivinen.

Oletetaan, ettd pallo ldhtee junan pisteestd A ja on junan jarjestelmdssa J mitatun ajan t; kuluttua
junan pisteessa B. Junan jarjestelmassa pallon kulkeman matkan komponentti junan kulkusuuntaan
on talloin dry = uryty ja kohtisuoraan suuntaan dry, = ur,tr.

Tapahtumien T, = pallon 1dht6 pisteestd A ja Tg = pallon tulo pisteeseen B, vadlinen aika aseman
jarjestelmassa § on kaavan (2.3.5) mukaan

tT + vuTgtT

(2.4.1) tg=——o=C
1.72
1 - C_2

Aseman jarjestelmadssad S pisteiden A ja B vilisen janan komponentti junan kulkusuuntaan on
kaavan (2.2.5) mukaan

Koska juna ja sen mukana junan piste B liikkuu nopeudella v, kulkee piste B tapahtumien T, ja Tg
valisend aikana aseman jarjestelmassa matkan vts. Ndin ollen tapahtumien T, ja Tz valimatkan eli
pallon kulkeman matkan komponentti junan kulkusuuntaan aseman jarjestelmassa § on
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2 2
ViU, tr ViU, tr
_ uTxtT CZ + VtT + CZ _ uTxtT + UtT
1= 1=
c? c?

Kun tdmé matka jaetaan siihen kaytetylla kaavasta (2.4.1) saatavalla ajalla tg, saadaan pallon no-
peuden junan kulkusuuntaiseksi komponentiksi aseman jarjestelmassa §

Uyt + Vg

2
v
dgx 1- 2 uptp+vty U tv
Usxy = =
tS tT + vuTxtT tT + ng'xt'r 1 i e'dd uTxU
2
v
1-=
c

Perusoletuksen P3 mukaan tapahtumien T, ja Tg vadlimatkan eli pallon kulkeman matkan kompo-
nentti junan kulkusuuntaa vastaan kohtisuorassa suunnassa on aseman jarjestelmassa sama kuin
junan jarjestelmassa eli

dsy = urytr

Kun tdma jaetaan tapahtumien valisellad ajalla tg yhtalosta (2.4.1), saadaan pallon nopeuden junan
kulkusuuntaa vastaan kohtisuoraksi komponentiksi aseman jarjestelmassa §

v? v?
Cupyty  upty  Untrflom unyl-m

Ugy = = =
Vily b Vilr b Ur U
5 t+=5T +—5T  1+=5
2
v
1_C_2

2.4.3 Tulos

Jos jarjestelma J liikkuu vakionopeudella v suoraviivaisesti jirjestelmassa S ja jos jarjestelméssa 5
lilkkuu objekti nopeudella, jonka komponentti jarjestelméssa J jarjestelman J kulkusuuntaan on uy,
ja kulkusuuntaa vastaan kohtisuoraan suuntaan ur,, niin jarjestelméssé S objektin nopeuden kompo-

nentti jarjestelman J kulkusuuntaan on

uTx+17

(2.4.2) Ugy = W

ja komponentti jarjestelmédn J kulkusuuntaa vastaan kohtisuoraan suuntaan
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(24 3) usy =

Jos objekti liikkuu jarjestelmdn J kulkusuuntaan jérjestelmassa J nopeudella uz, on ur, = 0 ja tal-
16in on kaavan (2.4.3) mukaan myds ug, = 0 ja kaavan (2.4.2) mukaan saadaan objektin nopeuden

suuruudeksi

ur+v

us_—
1425

Taman kaavan kanssa on kuitenkin oltava varovainen, silld se patee vain, kun ury =0 tai v =0.
Muulloin kohteen nopeuden suuruus jarjestelméssa § on kaavojen (2.4.2) ja (2.4.3) mukaan

2
Upy + /uTy / \ \/uTx + 2ur, v +v2 + uTy (1 C_Z)

B 2 _
Us = |usy tusy = it uT,zcv \ uTxv 14 Urx? uTxv
2 2 2 .2
uz, v uz v
\/u%x + 2Ur v + V2 +ufy, — ng \/u% + 2uUryv + V2 —%
147057 ) 147057
Siis
2 .2
uz v
\/u% + 2uryv + V2 — Tcyz
(2.4.4) ug = 17 7
2.4.4 Esimerkkeja

Esim 9 Jos junan nopeus v = 60 m/s ja junassa heitetddn pallo nopeudella 20 m/s junan kulku-
suuntaan, on ur, = 20 ja uy, = 0 ja nopeuden komponentit aseman jarjestelmdssa ovat

talloin kaavojen (2.4.2) ja (2.4.3) mukaan

_ 20+60
“Sx_H 20-60
2997924582

~ 80 m/s

usy = 0m/s

Huomionarvoista on, ettd ug, ei ole tasan 80 m/s, kuten tavanomaisesti ajatellen luulisi,
vaan poikkeama 80 m/s:sta on
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80-20-60 80-20-60

g0 20+60 80+ 9997024582 ~ 80 _ 2997024582 _ 1,068-10-12 m/s
L2060 1. 2060 L. 2060 ’
2997924582 2997924582 2997924582

Ero on tdssa tapauksessa hyvin pieni, mutta jos nopeudet ovat lahelld valonnopeutta, ta-
vanomaisella ajattelulla saatavat tulokset ovat oleellisesti vaaria.

Esim 10 Jos juna liikkuu nopeudella v = 0,8¢ ja pallo heitetddn junassa nopeudella 0,5¢ suuntaan,
joka muodostaa 60°:n kulman junan kulkusuunnan kanssa, ovat pallon nopeuden kom-
ponentit junan jarjestelmassa ur, = 0,5c¢ cos 60° ja ur, = 0,5c¢sin 60° ja kaavojen (2.4.2)
ja (2.4.3) mukaan aseman jarjestelméassa

0,5c¢ cos 60° + 0,8¢ _ 1,05

Usx = —05:c0s60° 08¢~ 12 ¢ 0875¢
14 =
2
0,5¢sin 60° |1 — (O’fzc) 0.3 sin 60°
Ug, = 5 == ¢~ 0,217c
y 0,5¢ cos 60°-0,8¢ 1,2
1+ =

ja pallon nopeuden suuruus

us = [ud, +ué, = \/(0,875¢)2 + (0,25 5in 60° ¢)2 ~ 0,901c

ja suunta

u y> 1 (0,25 sin60° ¢
n —

= -1 i =
s = tan ( 0,875¢

) ~ 13,9°
Usy

Sitd vastoin tavanomaisen ajattelun mukaan junan nopeus vaikuttaisi vain junan kulku-
suuntaiseen komponenttiin ja komponentit olisivat ug, = ur, + v = 0,5c cos 60° + 0,8¢c =
1,05¢, mikd on mahdotonta, ja Ugy = 0,5¢sin 60° = n.0,433¢, suuruus ug = n.1,136¢ ja
suuntakulma n. 22,4°,

Esim 11 Tarkastellaan lopuksi rajatapauksia, joissa junan tai pallon nopeus on c ja oletetaan, etta
edelld johdetut kaavat (2.4.2) ja (2.4.3) patevat myos ndissa tapauksissa.

Jos junan nopeus v = c, ovat heitetyn pallon nopeuden komponentit aseman jarjestelmas-
sa

_uprtc  upctc clupytco)

=T =
1+=05

Usy u
1+% C+ uUpy

1+—
c2
riipumatta siitd, mitka pallon nopeuden komponentit ovat junan jarjestelmassa.
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Jos taas junan nopeus on v ja pallon nopeus ¢ suuntaan ¢, ovat pallon nopeuden
komponentit junan jarjestelméssa ur, = c cos ¢ ja ur, = ¢ sin ja aseman jarjestelmassa

ccosp+v ccosp+v  c(ccosg +v)

Ucy = = =
sx 1+cv225go 1+ 7950 " civcose
: v?
csing [1=-3 singpVeZ—v2  csingVc? — v2
Ucr, = = =
Sy 1+cv225(p 1+vcgs<p Ct+vcosg

janopeuden suuruus

5 5 c?(ccosp +v)? c?sin? ¢ (c? —v?)
Us = |ug, +ug, = ot >
Y (c + vcos @) (c + vcos @)

Jc2cos2 @ + 2cvcos @ + v2 + c2sin2 ¢ — v2sinZ @
c
c+vcose

Jc2(cos? @ + sin2 @) + 2cv cos @ + vZ(1 — sin? )
¢ c+vcosg

JeZ+2cvcosg + v2cos? @ J(c +vcosp)?
=c
c+vcosg c+vcosg

=cC

=c
kuten kohdan 1.2 perusoletuksen P5 mukaan pitaékin olla.
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3 LIIKEMAARA JA ENERGIA

Tahdn saakka on Kkasitelty vain suureita matka, aika ja nopeus. Nyt otetaan mukaan massa ja sen
myota kasitteet liikemaara ja liike-energia. Aloitetaan kasittelemalld lilkemdaran ja liike-energian
kasitteita klassisessa teoriassa, siis teoriassa, jossa perusoletusta P5 ei ole. Todetaan, ettd ne eivat
tayta perusoletusta P4 ja siksi niitd on muutettava. Edella esitetysta talloin nousevat keskeisimmik-
si nopeuksien yhteenlaskukaavat (2.4.2) ja (2.4.3). Talla kertaa yksityiskohdat ovat jonkin verran
monimutkaisemmat, mutta ovat tuloksetkin vastaavasti merkittavampia.

3.1 Klassinen liikemaara ja liike-energia

3.1.1 Liikemé&ara

Klassisen teorian mukaan kappaleella, jonka massa on m ja nopeus #, on liikemaara p = mu. Liike-
madra on siis vektorisuure: sen suunta on kappaleen kulkusuunta ja suuruus kappaleen nopeuden
suuruuden ja massan tulo.

Liikemadran merkitys on siina, ettd kappaleen liikemaara tai usean kappaleen liikemaarien summa
ei muutu, jos kappaleeseen tai kappalejoukkoon ei vaikuta ulkoista voimaa. Tama on seuraus
englantilaisen fyysikon, matemaatikon ja tahtitieteilijan Isaac Newtonin vuonna 1687 esittamista
mekaniikan peruslaeista, joissa sanotaan, ettid kappaleeseen vaikuttava voima F on kappaleen mas-
san m ja kappaleen kiihtyvyyden a tulo, F = ma. Siis jos kappaleeseen ei vaikuta voimaa, on kappa-
leen kiihtyvyys a = 0, mika tarkoittaa, ettd kappaleen nopeus on seki suunnaltaan etti suuruudel-
taan vakio. Talléin my6s p = mu on vakio.

Liikemadran muuttumattomuus patee esimerkiksi silloin, jos kaksi kappaletta tormaa yhteen tai yk-
si kappale hajoaa (rdjahtad) useaan osaan.

Esimerkiksi 9.3x62 -kaliiperisen Tikka T3 Lite -kivaarin massa on 2,8 kg. Oletetaan, ettd kaytetdan
Norma Oryx 285 gr -patruunaa, jonka hylsyn massa on 12,4 g, luodin massa 18,5 g, ruudin massa
3,6 g jaluodin lahtonopeus 720 m/s. Kun kivaari laukaistaan, lahtee luoti yhteen suuntaan ja kivaa-
ri ja hylsy vastakkaiseen suuntaan. Oletetaan, ettd ruutikaasut seuraavat luotia luodin nopeudella,
jolloin luodin suuntaan lahtee massaa 0,0185 g + 0,0036 g = 0,0221 g nopeudella 720 m/s ja vas-
takkaiseen suuntaan 2,8 kg + 0,0124 kg = 2,8124 kg jollakin nopeudella u.

Kivaarin ja patruunan muodostama kokonaisuus on paikallaan ennen ruudin rdjahtamistd, joten
sen liilkemaara on silloin p = m0 = 0, ja kun rijahdyksessa ei tahan kokonaisuuteen vaikuta ulkois-
ta voimaa, on liikeméaara rajihdyksen jilkeenkin 0. Luodilla ja ruutikaasuilla on siis luodin kulku-
suuntaan yhta paljon liikemaaraa kuin aseella ja hylsylla vastakkaiseen suuntaan. Kivaarin ja ruuti-
kaasujen saamalle nopeudelle u patee siis yhtalo

0,0221-720 = 2,8124u
josta

©0,0221-720 15912
Y=T08124 28124

=~ 5,7m/s
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Mainittakoon, ettd jos jatetdaan luoti pois, otetaan ruutia enemman, poltetaan sitd kauemmin ja jar-
jestetddn vield niin, ettd siina tilassa, jossa ruuti palaa (oikeammin ruudin nitroselluloosa hajoaa ve-
deksi, hiilidioksidiksi, hiilimonoksidiksi, vedyksi ja typeksi) paine pysyy ruudin tehokkaalle palami-
selle sopivana ja kivaarin tilalle otetaan vahan paremmin muotoiltu esine, on kysymyksessa raketti.

3.1.2 Liike-energia

Liikkuvalla kappaleella on kyky tehda tyota: kirveelld pystyy halkaisemaan p6lkyn ja - jos vahan ve-
nytetadn kappaleen kdsitetta - virtaava vesi pystyy pyorittimaan vesimyllyn ja liikkuva ilma tuuli-
myllyn koneistoa.

Tarkastellaan tilannetta, jossa kappale, jonka massa on m ja nopeus u, pysdytetdan tasaisesti ajassa
t. Talloin on kappaleen vakiona pysyva kiihtyvyys, nopeuden muutos jaettuna muutokseen kulu-
neella ajalla, a = —u/t. Miinus siksi, ettd nopeus pienenee. Tahan tarvittavan voiman suuruus on
mekaniikan toisen peruslain mukaan F = ma = mu/t. Koska kappale pysdytetddn tasaisesti, on
kappaleen keskinopeus jarrutuksen aikana alku- ja loppunopeuden keskiarvo, u; = (u+0)/2 =
u/2 ja kappaleen jarrutuksen aikana kulkema matka ndin ollen s = u,t = ut/2. Koska ty6 W on
voiman ja matkan tulo, saadaan W = Fs = mu/t - ut/2 = mu?/2.

Edella oletetettiin, ettd pysdyttaminen tapahtuu tasaisesti, mutta voidaan osoittaa, etta tehtava tyo
on yhta suuri riippumatta siita, milla tavalla pysdyttaminen tehdaan.

Kappaleella on siis kyky tehda tyotd, mika tarkoittaa, etta silla on energiaa, tassa tapauksessa liike-
energiaa. Jos kappaleen massa on m ja nopeus u, on silla liike- eli kineettinen energia

Esimerkiksi edelld mainitun Norma Oryx 285 gr -patruunan luodin liike-energia 1ahd6ssa on

0,0185 kg - 7202 m? /s? kem?
0= = /5" « 4800 =

= 4800 ]

ja kun 300 m:n padssa piipun suusta luodin nopeus on 491 m/s, on sen liike-energia tuolloin

0,0185 - 4912
K300 = — s ® 2230]
Aseen liike-energia sita vastoin on vain
15,912\°
28" (74121)
’ 2,8124
Kase - 2 ~ 45]

3.1.3 Liikemadrien ja liike-energioiden yhtisuuruuden siilyminen, esimerkki

Kuvitellaan, ettd edella kuvattu kivaarin laukaisu tehddan junassa ja sita tarkastellaan myos ase-
malta. Talléin junan jarjestelmassa J kivaarin ja luodin lilkemaarien summa ennen laukaisua ja lau-
kaisun jilkeen on 0. Jos junan nopeuden suuruus on 60 m/s, on junan jirjestelméassi J kiviarin ja
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patruunan muodostaman kokonaisuuden massalla 2,8 + 0,0124 + 0,0036 + 0,0185 = 2,8345 kg
ennen laukaisua liikemaara

Psennen = 2,8345-60 = 170,07 kgm/s

Jos luoti ammutaan junan kulkusuuntaan, on sen nopeus aseman jarjestelméassa S klassisen teorian
mukaan 720 + 60 = 780 m/s. Luodin ja ruutikaasujen lilkemaaraa junan kulkusuuntaan on siten

Ds1jatkeen = 0,0221-780 = 17,238 kgm/s

Kivaarin ja hylsyn muodostaman 2,8124 kg:n kokonaisuuden nopeus aseman jarjestelmassa on ju-
nan nopeus vahennettynd kohdassa 3.1.1 lasketulla kivairin rekyylinopeudella u = 15,912/
2,8124 m/s ja liikemaara on siten

15,912
2,8124

Dsajatkeen = 2,8124(60 — u) = 2,8124 (60 - ) = 152,832 kgm/s

Luodin, ruutikaasujen, kivaarin ja hylsyn liikemaarien summa on laukaisun jialkeen aseman jarjes-
telmadssa siis
Dsjitkeen = Psijilkeen t Ps2jilkeen = 17,238 + 152,832 = 170,07 kgm/s

eli tdsmalleen sama kuin ennen laukaisua.

Kivaarin ja patruunan muodostaman kokonaisuuden liikeméara on junan jarjestelmassa 0 kgm/s
sekd ennen laukaisua ettd laukaisun jalkeen ja aseman jarjestelmassa 170,07 kgm/s sekd ennen
laukaisua ettd laukaisun jalkeen. Liikemaara siis sailyy tarkasteltiinpa sitd junassa tai asemalla.

Enta mita tapahtuu liike-energioille? Tassa esimerkissa aseen ja patruunan liike-energia junan jar-
jestelmdssa J ennen laukaisua on

2,8345 - 02
o T -0

Tennen — 2

Laukaisun jalkeen luodin ja sen mukaan lahtevien ruutikaasujen liike-energia on

0,0221 - 7207
Kr1jsikeen = - 2 = 5728,32]

ja kivadrin ja hylsyn liike-energia kohdan 3.1.2 mukaan

15,912\°
2,8124 - (2,8124) _126,595872

ja liike-energia yhteensa

126,595872  16236,92304
2,8124  2,8124

KTj'ailkeen = Kleélkeen + KTZj'alkeen = 572832 +

joten laukaisun jalkeisen liike-energian ja laukaisua edeltdvan liike-energian erotus on
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16236,92304 16236,92304
AKy = KTjélkeen — Krennen = T 28124 0= T 28142 ~ 5773]

Aseman jarjestelmdssa § kivaarin ja patruunan muodostaman kokonaisuuden liike-energia ennen
laukaisua on

2,8345 - 602
Ksennen = f = 510211]

Laukaisun jalkeen luodin ja ruutikaasujen liike-energia on

0,0221 - 7802
Ks1jsikeen = - 2 = 6722,82]
ja kivaarin ja hylsyn
15,912\2 60-2,8124 — 15,912\?
28124+ (60 - 7g775) 28124 ( 6124 ) 11678810112
KSZjéilkeen = 2 = 2 - 2,8124

ja liike-energia yhteensa

11678,810112  30586,06908
2,8124 T 2,8124

Ksjsikeen = Ks1jitkeen + Kszjaikeen = 6722,82 +

joten laukaisun jalkeisen liike-energian ja laukaisua edeltdvan liike-energian erotus on

30586,06908 16236,92304
AKg = KSjélkeen — Ksennen = W —5102,1 = W ~ 5773]

mika on tdsmalleen sama kuin liike-energioiden erotus junan jarjestelmassa AKy. Tama on tieten-
kin ndin, silld ruudin rdjahtdminen tuottaa saman liike-energian lisdyksen katsottiinpa sitd junasta
tai asemalta.

3.1.4 Kappalejoukon liikemaara ja liike-energia

Edella tarkasteltiin tapausta, jossa yksi kappale (kivaari ja patruuna) hajosi kahteen osaan (luoti ja
ruutikaasut seka kivadri ja hylsy). Tama voidaan tulkita niinkin, ettd tarkasteltavana on kaksi kap-
palejoukkoa, joukko A, johon kuuluu yksi kappale, kivaarin ja patruunan muodostama kokonaisuus
ennen laukaisua, ja joukko B, johon kuuluu kaksi kappaletta, joista toinen on kivaari ja hylsy ja toi-
nen luoti ja ruuti palamiskaasuinaan. Voidaan myos ajatella, ettd joukossa A on nelja kappaletta ki-
vaari, hylsy, luoti ja ruuti kiintedna aineena ennen laukaisua ja joukossa B samoin nelja kappaletta
kivaari, hylsy, luoti ja ruuti kaasumaisena laukauksen jalkeen. Oleellista on, ettd kappale on koko-
naisuus, jossa ei ole toistensa suhteen liikkuvia osia.

Olkoon siis A kappalejoukko, joka koostuu kappaleista K1, ..., K45, joiden massat ovat myq, ..., Myy,.
Tarkastellaan sita kahdessa jarjestelmdassa: junan jarjestelmdssa J ja aseman jarjestelmdssa S. Ol-
koot kappaleiden nopeudet junan jarjestelmassa 41, .-, Uran
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Useamman kappaleen muodostaman kokonaisuuden liikemddran ja liike-energian tarkastelu on
syyta tehda kolmiulotteisena, silld jo kahden kappaleen tapauksessa kappaleiden nopeusvektoreita
jajunan liikesuuntaa ei yleensa saada samaan tasoon.

Otetaan siis kayttoon suorakulmainen kolmiulotteinen Oyxz-koordinaatisto, jossa joukon A
nopeuksien komponentit ovat Uraix, Ura1y, UTa1z v UTanx UTanys UTang liikemadrdt pry, =

My1UT a1, o0 PTan = ManlTan ja liilkemadrien komponentit
Praix : My1Uratx Praiy : MyiUraty Praiz : Mmy1Ura1z
Pranx = ManUT Anx pTAny = mAnuTAny Pranz = MynUTanz
Maaritelladn nyt kappalejoukon A massaksi m, sen kappaleiden massojen summa
my =myy + -+ My,
liikemaaraksi pr4 sen kappaleiden liikemaarien summa
Pra = Pra1r + "+ Dran
komponenteittain
( Prax = Praix "+ Pranx
{ Pray = Praiy +* + Prany
k Praz = Praiz * =+ Pranz
ja auki kirjoitettuna
( Prax = MarUraix "+ Maplrany
Pray = MaiUrary + "+ MuplUrany
Praz = MaiUra1z T+ Myplrang
Kappalejoukon A liike-energiaksi K, maaritelldan sen kappaleiden liike-energioiden summa
Kra = Krg1 + -+ Kran

2 2
My1UTAL ManUT An

K =

joka komponenteittain lausuttuna on

2 2 2 2 2 2
mAl(uTAlx + uTAly + uTAlz) + + Myn (uTAnx + uTAny + uTAnz)
2 2

Kra =

3.1.5 Kappalejoukkojen liikemadrien ja liike-energioiden yhtisuuruuden sdilyminen

Edelld maariteltiin kappalejoukon liikemaara ja liike-energia junan jarjestelmassa J. Ne tietenkin
madritelladn samalla tavalla my0s aseman jarjestelmassa S ja merkinnat ovat joukon A kappaleiden

37



nopeuksille g4, ..., Usan, NOpeuksien komponenteille Uga1y, Usa1y, Usa1z, - Usanxs Usanys Usanz JA

liikeméaarien komponenteille psa1x, Psa1y, Psa1z - Psanx, Psany» Psanz Sekd joukon A liikkemddréan

komponenteille pgsy, Psay ja Psaz ja liikke-energialle K.

Jos koordinaatisto asetaan niin, ettd sen positiivinen x-akseli on junan kulkusuuntaan ja jos junan

nopeuden suuruus on v, ovat aseman jdrjestelmassa § joukon A kunkin kappaleen Ky;, i =

nopeuden komponentit
{ Usaix = Urpix TV
{ Usaiy = UTaiy
k Uspiz = UTaiz

nopeuden suuruus

2 2 2 _ , 2 4 42 2
Usai = \/ Uspix T Usazy + USaiz = \/ (Uraix + V)% + UTgyy + UTay,

2 . 2 2 2
\/uTAix + 2UrixV + VE ULy, + UTL,

= \/u%Ai + 2Up iV + V2
liikemadrdan komponentit
( Psaix = MaiUsaix = Mai(Uraix + V) = Myglraix + MaV = Praix + MgV
{ Psaiy = MyiUsaiy = MyiUTraiy = PTAiy
k Psaiz = MaiUsaiz = MuiUTraiz = PTAiz
ja liike-energia

2 2 2 2 2
Comyudy M (Ul + 2urapv + V%) myuty my;v

Ksai = > > > T MyiUraixV + >

My v2
= Krai + PraixvV + —

Naista seuraa, ettd aseman jarjestelmassa § kappalejoukon A liikemaaran komponentit ovat
Psax = Psaix T "+ Psanx = Praix T Ma1V + -+ Pranx + ManV
= Prawx + -+ Prany + (Maq + -+ M)V = Prayx + myv
Psay = Psaiy t "+ Dsany = Praiy t "+ Prany = Pray

Psaz = Psa1z Tt Psanz = Praiz + "+ Pranz = Praz

ja liike-energia
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2 mAnvz

2

my,v

Ksa = Ksa1 + -+ Ksan = Kra1 + Praxv + + o+ Kran + Prancv +

(myq + -+ my)v?

=Kra1 + -+ Kran + @Prarx + -+ Pran)v +

2
muv?
= Krg + Praxv + —
Yhteenvetona siis
( Psax = Prax + Myuv
(3.1.1) < Psay = Pray
k Psaz = Praz
2
myv
(312) KSA = KTA +pTAxv+T

Olkoon B toinen kappalejoukko, joka koostuu kappaleista Kg;, ..., Kg, joiden massat ovat mg., ...,
mgy ja junan jarjestelméassa T nopeudet irgq, ..., Urp- Vastaavasti kuten edelléd joukon A suhteen,
saadaan joukon B liikemadaran komponenteiksi aseman jarjestelmassa §

( Pspx = Prpx T MpV
(3.1.3) < Pspy = PTBy

k Pspz = PTBz
ja liike-energiaksi

mpv?

2

(314) KSB == KTB + pTva +

Joukkojen A ja B liikemaarien erotuksen x-komponentit jarjestelmassa § ovat ensimmaisten yhta-
l6iden (3.1.1) ja (3.1.3) mukaan néin ollen

Psax — Pspx = Prax + MaV — (Prx + MpV) = Prax — Prax + (My —mp)v
ja kaikkiaan
( Psax — Psex = Prax — Prax + (Mg —mp)v
(3.1.5) Psay — PsBy = Pray — PrBy
Psaz — PsBz = Praz — PTBz

Jos joukon A liikemadra on yhta suuri kuin joukon B liikemaara junan jarjestelmassa J, on joukon
A liikemaara on yhta suuri kuin joukon B liikemaarad aseman jarjestelmassa §, jos ja vain jos

my =mg
eli joukkojen massat ovat yhtd suuret.
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Yleisemmin yhtdloista (3.1.5) seuraa, ettd jos joukkojen A ja B massat ovat yhtd suuret,
my, —mpg = 0, on liikemaarien erotus yhta suuri jarjestelmassa J kuin jarjestelmassa §.

Joukkojen A ja B liike-energioiden erotus jarjestelmassa S on kaavojen (3.1.2) ja (3.1.4) mukaan

mpv?
— | Krg + prpxv + >

vZ

Ksq — Ksg = Krg + Praxv +

(my — mp)v?

= Kra — Krg + (Orax — Prex)v + >

Siis

(my —mp)v?

(3.1.6) Ksp — Ksp = Krg — Krp + (Prax — Prex)V + 5

Oletetaan, ettd joukon A liikem&daran komponentti jarjestelméan J kulkusuuntaan on yhta suuri kuin
joukon B liikemdadran komponentti tdhan suuntaan, pr4, = Prgx, ja joukon A massa on yhtd suuri
kuin joukon B massa, my = mg. Toisin sanoen oletetaan, ettd joukon A liikemdara on yhta suuri
kuin joukon B liikemdira seka jarjestelmdssa J ettd jarjestelmassa S. Jos talloin joukon A liike-
energia on yhta suuri kuin joukon B liike-energia jarjestelmassa J, niin joukon A liike-energia on
yhtd suuri kuin joukon B liike-energia myos jarjestelmassa S, ja jos liike-energiat eivat ole yhta suu-
ret, on kuitenkin niiden erotus yhta suuri kummassakin jarjestelméassa.

Klassisessa teoriassa massojen yhtdasuuruus on taattu tormayksissa, kun A on térmaavien kappalei-
den joukko ennen tormaysta ja B niiden joukko tormayksen jalkeen. Samoin on laita kappaleen ha-
joamisessa useampaan osaan. Mikali tdllaisissa tapauksissa kappalejoukkoon ei vaikuta ulkoista
voimaa, on sen liikemaara yhta suuri ennen térmdys- tai hajoamistapahtumaa ja joukkojen liike-
energioiden erotus on yhta suuri seka jarjestelmassa J etta jarjestelmdssd §, kuten kohdan 3.1.3 esi-
merkissa todettiin.

Seuraavaksi selvitetdan, pateeko tdma sama myos kohdan 1.2 perusoletusten P1 - P5 voimassa ol-
lessa.
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3.2 Liikemaara ja liike-energia suhteellisuusteoriassa, erikoistapaus

Koska klassisissa liikeméarén ja liike-energian kaavoissa esiintyy nopeus, on syyta ryhtya selvitta-
maan, pateeko lilkemdaarien ja liike-energioiden yhtasuuruuden sailyminen, kun otetaan huomioon
kohdassa 2.4.3 johdetut nopeuden yhteenlaskukaavat (2.4.2) ja (2.4.3).

Tarkastellaan edelld esitetyn kysymyksen selvittimiseksi yksinkertaista tilannetta, jossa juna liik-
kuu nopeudella u, joukko A koostuu kahdesta kappaleesta K,; ja K4, ja joukko B kahdesta kappa-
leesta Kpq ja Kp,. Oletetaan, ettd jokaisella kappaleella on yhta suuri massa m. Kappaleen K,; no-
peus on u junan kulkusuuntaan, K,,:n nopeus u junan kulkusuuntaa vastaan, Kz;:n nopeus u kohti-
suoraan junan kulkusuuntaa vastaan seka Kz, :n nopeus u Kg;:n kulkusuuntaa vastaan (kuva 14).

u

..
() — Tu
B2
Ka
(m
u P \{") Kp1 l
~—(m) u
-
Kap

Kuva 14: Liikemadariét ja liike-energiat yhta suuret.

Tama tilanne voidaan kasitelld kaksiulotteisena niin, ettd positiivinen x-akseli asetetaan junan kul-
kusuuntaan ja y-akseli kappaleen Kp; kulkusuuntaan. Talléin kappaleiden nopeuksien komponen-
tit ovat junan jarjestelmassa

(3.2.1) UTa1x = U
(3.2.2) Uraty = 0
(3.2.3) Urpox = —U
(3.2.4) Urpzy =0
(3.2.5) Urpix = 0
(3.2.6) Urpry = U
(3.2.7) Urpax = 0
(3.2.8) Urgay = —U

jajoukkojen A ja B liikemaarien komponentit
Prax = MarUrarx + Mazlrazy = mu+m(—u) =0
Pray = MarUrary + MagUrazy =m-0+m-0=10
Prex = Mp1Urpix + MpaUrpzx =M 0+m-0=0

Prey = Mpilrp1y + Mpolirgsy = mu + m(—u) =0
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ja siis joukon A liikemaara on yhta suuri kuin joukon B liikemaara.

Aseman jarjestelmdssa § nopeuksien komponentit ovat kaavojen (2.4.2) ja (2.4.3) mukaan (huom:
junan nopeus v oletettiin yhta suureksi kuin kappaleen K4; nopeus u)

Uraix UV  u+tu 2c%u
(3.2.9) Usaix = U v = 2= 21,2
AT
c
) U2
( ) uTAly 1 C_Z 0 " 1 - C_Z
3210 uSA]_y = U v = 2 = 0
T e
c
Upgax TV —u+u
(3.2.11) Ushox = T Tt = 2 = 0
c? 2

(3.2.12) Usazy =
(3.2.13) Usp1x =
(3214‘) u531y =
(3215) uSBZx =
(3216) uSBZy =

Joukon A liikemadran x-komponentti on siten

2c%u 2mc?u

Psax = Ma1Usaix T MapUsazy =M +m-

cZrul 24 u?
mutta joukon B

Pspx = Mp1lUspix + MpalUspay = MU + mu = 2mu

Liikemadrien yhtasuuruus ei siis sdily siirryttdessa jarjestelmasta toiseen, vaan joukkojen A ja B
jarjestelmdssa J yhta suurien liikemaarien x-komponettien p; 4, ja prg, suhde jarjestelméssa S on
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2mc?u
2 2 c? 1
Psax _ c?2 4+u? _

Pspx  2mu cF4ur 1;_2

joka kylldkin on lahelld yhtd, jos u on pieni. Esimerkiksi jos u = 73600 m/s (Juno-luotaimen no-
peus, kts. esim 1 kohdassa 2.1.4), on suhde

Psax 1
= =~ 0,9999999397
Psex 1 4 736002
2997924582

Mutta jos u on lahella c:t4, on

Psax _ 1

PsBx 1+f
c2

N| =

esimerkiksi, jos u = 0,9¢, on suhde n. 0,552 ja jos u = 0,99¢, on suhde n. 0,505.

Jos halutaan pitda kiinni lilkemaarien yhtdsuuruuden sdilymisestd, on ainoa keino liikemaaran maa-
ritelmédn muuttaminen. Mutta ennen kuin mennaan siihen, katsotaan, kuinka liike-energioiden yh-
tasuuruus sailyy jarjestelmasta toiseen.

Kaavojen (3.2.1) - (3.2.8) perusteella joukon A liike-energia junan jarjestelméssi J on

2 2 2 2 2 2
_ MyqUrar | MaplUrgz  May (Wharx + uFary)  Mar(Ubazy + Ufazy)
Kra=—" 2 2 2

~m@?+0%)  m((—w?+0%)
= > + > =

ja joukon B liike-energia

2 2 2 2 2 2
_ MpiUrpy  MpaUTy mBl(uTle + uTBly) Mp; (uTBZx + uTBZy)
Kip == 2 2 2

~m0*+u?) mO0®+(-w?)
= > + > =

ja siis
Kry = Krp

Aseman jarjestelméassa S ovat nopeuksien suuruudet yhtaléiden (3.2.9) - (3.2.16) mukaan

5 " 2c2u \? 5 2c*u
(3.2.17) Usar = |Usarx T USary = c2 + u? +0% = c? +u?
(3.2.18) Usaz = \/M =V02+02=0
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2 5 u? u? u?
(3.2.19) Uspy = qule +ugpyy = [ur+|u1- 2| = u? +u? (1 — c_2> =u|2- 2
3.2.20 = |u2 200y = |2 =) - s (1-Y)—u 22
(3.2.20) Uspy = [USpax + Uspay = [U”+| —Uu —Z| = u>+u — =u —

jolloin joukkojen A ja B liike-energiat ovat

2c%u
K. — My Uar | Magtidaz m(cz - u2) m-0*  4mc*u®  2mu®
) 2 2 2 2(c24u?)? u?\2
(1+%)
c
ja
7\ 7\
2 2 m<u Z—u—2> m(u Z—u—2> 2
Koo = Mpy US| + Mp2Uspz _ ¢ 4 <) _ 22— u”
SB 2 2 2 2 c?

Nain ollen myoskaan liike-energioiden yhtdsuuruus ei sdily jarjestelmasta toiseen siirryttdessd,
vaan joukon A liike-energian suhde joukon B liike-energiaan on

2mu?

uz\?
Ksa (“72) ~ 2

Ksp u?\ 2\2 2
T omeleng) (%) (-8

joka on lahella yhta, kun u on pieni, esimerkiksi kun u = 73600 m/s, on

KSAx 2
= > =~ (0,9999999096
Kspx (1 4736007 ) (2 736002 )
2997924582 2997924582
mutta, kun u on ldhella c:t, on suhde
Kgax 2 B 2 B 1
B )

Keno 212 2y 4-1
= DD
c c

esimerkiksi, jos u = 0,9¢, on tdma suhde n. 0,513 ja jos u = 0,99¢, on se n. 0,500.

Kuten liikemaard, tarvitsee siis myds liike-energia uuden maarittelyn.
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3.3 Liikkemdaran maarittely
3.3.1 Liikemé&iralle asetettavat ehdot

Lahtokohtana liikemaaran uudelle maaritelmalle on klassisen teorian perusidea, eli se, etta liike-
madra on kappaleen kulkusuuntaan ja riippuu vain kappaleen massasta ja nopeudesta. Nima mer-
kitsevat sitd, ettd p = ku, missa kerroin k on positiivinen ja riippuu vain kappaleen massasta ja no-
peudesta. Kovennetaan vield k:lle asetettavaa vaatimusta niin, ettd se on kappaleen massan m ja
pelkastaan kappaleen nopeuden suuruudesta riippuvan suureen f(u) tulo. Siis

p =mf(wu

Edella esitetyn perusteella on syyta vaatia myds, ettd pienilla nopeuksilla nyt maariteltadvana olevan
liikemaaran suuruus p on lahelld klassisen teorian mukaista massan ja nopeuden suuruuden tuloa
mu. TAman vaatimuksen voi muotoilla monella tavalla, mutta asetetaan tdssa varsin ankara vaati-
mus, ettd p:n ja mu:n suhde lahestyy lukua 1, kun u lahestyy nollaa. Matemaattisesti lausuttuna

- mfWu
lim ——— =
u=0 mu

1
lim f(u) =1
u—0
Selvitetddn nyt, loytyyko liikemaaralle maaritelma, joka tayttda kaikki edelld asetetut ehdot:

L1. Kappaleen liikemdird p on kappaleen massanm ja nopeudenu tulo kerrottuna vain
kappaleen nopeuden suuruudestau riippuvalla suureella f (u),

(3.3.1) P = muf(u)
LZ. Funktiolle f pétee

(3.3.2) Lil%f(u) =1

L3. Jos kappalejoukon A liikemddrd on yhtd suuri kuin kappalejoukon B liikemdérd jarjestelmds-
sd I, on kappalejoukon A liikemddrd yhtd suuri kuin kappalejoukon B liikemdird myds jo-
kaisessa muussa jarjestelmdssd S, jossa jirjestelmd 3 liikkuu vakionopeudella suoraviivai-
sesti.

Komponenttimuodossa esitettyna ehto L1 on:
( Dx = muyf(u)
(3.3.3) py = mu,, f(u)

p; = mu,f (w)
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3.3.2 Liikemddran maaritelman johtaminen

Tutkitaan, mitd ndin asetetut ehdot merkitsevat kohdan 3.2 erikoistapauksessa. Ehdon L3 mukaan
joukon A liikemairan on oltava yhta suuri kuin joukon B liikemaara aseman jarjestelmassa, koska
liikemaarat ovat yhta suuret junan jarjestelmassa J. Liikemaarien x-komponenteille tastad seuraa

Psax = PsBx
Psaix T Psa2x = Pspix + Ps2x
MyrUsarxf (Usar) + MazUsansf (Usaz) = Mpiuspixf (Uspr) + MpaUspas f (Uspz)

ja tastd yhtilsiden (3.2.9), (3.2.17), (3.2.11), (3.2.18), (3.2.13), (3.2.19), (3.2.15) ja (3.2.20) mu-

kaan
2¢c?u 2c?u u? u?
mc2+u2f 7 +m-0-f(0) =muf|u 2—; +muf | u 2—C—2

Saadaan siis yhtalo

c? 2c?u u?
f = f u |2 —?

c2+u’ \c?+u?
Liitteessa 2 osoitetaan, ettd timan funktionaaliyhtalon ainoa ehdon (3.3.2) tayttava ratkaisu on

1
fWw) =——=
Tama f (u) toteuttaa myos kaavan (3.3.3) mukaisten liikeméaarien y-komponenttien yhtasuuruuden

sailymisen, silla yhtéléiden (3.2.10), (3.2.17), (3.2.12) ja (3.2.18) mukaan

Psay = Psaty + Dsazy = MatUsaryf (Usa1) + MazUsazy f (Usaz)

2

2c*u

seka yhtéloiden (3.2.14), (3.2.19), (3.2.16), ja (3.2.20) mukaan

Psy = Dsp1y t DPsp2y = Mp1Uspiyf (Usp1) + Mpauspay f(Usp?)
u? u? u? u?
=mu 1—C—Z-f u Z—C—2 +m| —u 1—C—2 flu 2—? =0
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Koska kappaleet K1, K4, Kgq ja Kp, liikkuvat kaikki xy-tasossa, on seka joukon A etta joukon B lii-
kemaaran z-komponentti 0 niin aseman kuin junankin jarjestelmassa, joten myos liikemaarien z-
komponenttien yhtasuuruus sailyy.

Niin padadytaan kaavan (3.3.1) mukaan liikemaaran maaritelméaan.

3.3.3 Liikkeméiran mairitelma

Kappaleella, jonka massa on m ja nopeus u, on liikemdaard

_ mu
(3.3.4) P=T7—=
u
-z
jonka suuruus on
mu
(3.3.5) P=T—=
u
1-=
ja joka komponenteittain lausuttuna on
mu mu mu
(3.3.6) Pr=—= Pym—= P
u u u
1- = 1- = 1- =

Jos kappaleen liikemé&aran suuruus p tunnetaan, saadaan kaavasta (3.3.5) sen nopeuden suuruus u

2,,2

p2c? — p?u? = m?c?u

p2c? = (m2c? + p?)u?

2.2
2 pc

m2c? + p?
Koska nopeuden suuruus u ja liikemadaran suuruus p ovat molemmat ei-negatiivisia, on

pc

/mZCZ + pZ

(3.3.7) u=
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3.4 Liike-energian madrittely
3.4.1 Liike-energialle asetettavat ehdot

Lahtokohdaksi otetaan se, ettd kappaleen liike-energia K riippuu vain kappaleen massasta ja no-
peudesta ja, samaan tapaan kuin liikemaaran tapauksessa, tiukennetaan tata vaatimalla, ettd liike-
energia on kappaleen massan m ja pelkdstdan kappaleen nopeuden suuruudesta riippuvan suureen
f(w) tulo, siis K = mf(u). Toinen vaatimus tulee siitd, ettd kun pienillda nopeuksilla klassinen liike-
energia kuvaa hyvin liikkuvan kappaleen kykya tehda tyotd, taytyy liike-energian pienilla nopeuk-
silla olla lihes mu? /2 ja vieldpa niin, ettd K:n ja mu?/2:n suhde lihestyy 1:t, kun u ldhestyy 0:aa:

_oomf@w o 2mf(w) . f(w)
1 =lim >— = lim 5— = lim 5
u—-0 Mmu u-0 mu u—-0 u

2

Toisin kuin liikemadran tapauksessa on nyt erikseen oletettava vield, etta liike-energia on 0, kun
nopeus on 0. Lopuksi tulee vield vaatimus siitd, ettd liike-energioiden yhtdsuuruuden pitaa sailya
jarjestelmasta toiseen siirryttdessa. Nadin ollen asetettavat ehdot ovat tasmallisesti

K1. Kappaleen liike-energia K on kappaleen massan m ja vain kappaleen nopeuden suuruudesta
u rilppuvan suureen f (u) tulo,

(3.4.1) K =mf(u)
KZ. Funktiolle f pdtee
(3.4.2) i@ _1

u-0 u? 2
K3. Jos kappaleen nopeus on 0, on sen liike-energia 0, toisin sanoen
(3.4.3) f(0)=0

K4 Jos kappalejoukon A liike-energia on yhtd suuri kuin kappalejoukon B liike-energia yhdessa
jarjestelmdssd 9, on kappalejoukon A liike-energia yhtd suuri kuin kappalejoukon B liike-
energia myds jokaisessa muussa jarjestelmdéssd S, jossa jirjestelmd 3 liikkuu vakionopeudel-
la suoraviivaisesti.

3.4.2 Liike-energian maaritelman johtaminen
Mita edelld asetetuista vaatimuksista seuraa kohdan 3.2 erikoistapauksessa?

Koska siina joukon A liike-energia on yhta suuri kuin joukon B liike-energia junan jarjestelmassa J,
on ehdon K4 mukaan liike-energioiden oltava yhta suuret my0ds aseman jarjestelmassa S eli

Ksa = Ksp
Ksa1 + Ksaz = Ksp1 + Kspa

My f (usar) + Mazf (Usaz) = mp1 f(usp1) + mp, f (usp2)
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Yhtaloiden (3.2.17), (3.2.18), (3.2.19) ja (3.2.20) mukaan tama tarkoittaa, etta

2c%u u? u?
mf<62+—uz>+m-f(0)=mf u 2—C—2 +mf|u 2—C—2

ja edelleen K3:n perusteella
2c%u u?
\ezz) T\ P
2c%u u?
f 2t+u) " 2f\w 2~ 2

Liitteessa 3 on todistettu, ettd ainoa ehdot K2 ja K3 tayttava timan funktionaaliyhtdlon ratkaisu on

¢ 2
f) =——=-c
u
-z
Tama antaa liike-energiaksi K = mf (u):
mc? 5
K= =—mc
u
-z
joka merkinnoilla
mc?
r= 2
u
-z
ja
E =mc?
muuttuu muotoon
(3.4.4) T=K+E

Tassa esiintyva suure T kostuu siis kahdesta osasta: nopeudesta riippuvasta osasta K, joka on 0,
kun nopeus u on 0 ja nopeudesta riippumattomasta osasta E. Oli Einsteinin idea v. 1905, etta suure
E voidaan tulkita kappaleen energiaksi silloin, kun kappale ei liiku, siis kappaleen lepoenergiaksi.
Tama johtaa pitdmaan suuretta T kappaleen kokonaisenergiana.
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3.4.3 Liike-energian maaritelma

Kappaleelle, jonka massa on m ja nopeus u, on kokonaisenergia

2
mc
(3.4.5) T=——
Uz
1-=
joka on litke-energian
2
mc
(3.4.6) K=———mc?
U2
1-=
ja lepoenergian
(3.4.7) E = mc?

sumina.

Jos kaavoissa (3.4.5) ja (3.4.6) kappaleen nopeus u kasvaa Kkohti valonnopeutta ¢, kasvaa
nimittijassd oleva u?/c? kohti lukua 1, jolloin nimittijissa oleva nelidjuurilauseke pienenee kohti
lukua 0 ja seka kokonaisenergia ettd liike-energia kasvavat rajattomasti.

Kun sijoitetaan E kaavasta (3.4.7) kaavaan (3.4.5), saadaan, edellyttden, ettd T > 0

E
T = g
u
-z

Ec

T =

CZ_uZ

2.2

72 = E“c
¢z —u?

EZ
(3.4.8) u=c|l- 72

jolla voidaan laskea kappaleen nopeus, kun sen lepo- ja kokonaisenergia tunnetaan. Kun tata sovel-
letaan kaavaan (3.3.5) ja kdytetdan kaavaa (3.4.8), saadaan
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p _1_u_2 1_<1_E_2>= CzE_Z c2E2 c2 - c2
c? T? T? T?
siis
p2C2 — TZ _ EZ
ja lopuksi

(3.4.9) T = \/p?c? + E?
jolla voidaan laskea kappaleen kokonaisenergia, kun sen lilkemaara ja lepoenergia tunnetaan.

Kirjoitetaan kaava (3.4.5) muotoon

Kun tama patee kaikilla 0 < u < ¢, on perusteita vaatia, ettd se patee myos kun u = c. Tama
tarkoittaa, ettd jos kappaleen nopeus u = ¢, on

Siis ainoastaan massaton kappale voi liikkua nopeudella c. Kaavan (3.4.7) mukaan tallaisen kappa-
leen lepoenergia on 0, joten sen kokonaisenergia on pelkkaa liike-energiaa.

Jos taas oletetaan, ettd kappaleen kokonaisenergia T > 0, on kaavan (3.4.8) mukaan

m2c*
u=c|l- T2

mika tarkoittaa, ettd jos m = 0, on u = c. Siis massaton kappale, jolla on energiaa, lilkkuu nopeudel-
lac.

Nyt tietenkin heraa kysymys, millaisen kappaleen kokonaisenergia on positiivinen ja massa 07 Vas-
taus on: esimerkiksi fotonin. Fotoni on sdhkémagneettisen aaltoliikkeen pienin rakenneyksikko, jo-
ka etenee tyhjiossa, kuten myos itse aaltoliike, nopeudella c. Fotonin kokonaisenergia, joka on sa-
malla sen liike-energia, koska sen lepoenergia E = mc? = 0 ¢? = 0, saadaan kaavasta

4.1 T=—
(3.4.10) p

missd h = 6,626070040 - 1073* Js on ns. Planckin vakio ja A sen siteilyn aallonpituus, johon fotoni
kuuluu. Nain ollen mikroaaltouunin mikroaaltojen, joiden aallonpituus on 12,2 cm, fotonin energia
on
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_— 6,626070040 - 1073 Js- 299792458 m/s

~ . —-24
0,122 m ~163-1077]

Revontulien punaisen virin aallonpituus on 630 nm = 630 - 10~° m ja fotonin energia 3,15 - 1071?]
ja sinisen aallonpituus 428 nm = 428 - 10~ m ja fotonin energia 4,64 - 10719 ].

Jos taas fotonin kokonaisenergia on 8,1871 - 10~1* ] on sen aallonpituus kaavan (3.4.10) mukaan

) _he _ 6626070040107 5-299792458m/s .,
T 8,1871-10-11] o no e

On tietysti makuasia, voidaanko fotonia nimittaa kappaleeksi.

Kaavojen (3.3.5) ja (3.4.5) mukaan on Kaikille nopeuksille u, 0 < u < c,

mu

On siis perusteltua madritelld massattoman kappaleen liikemaara sen kokonaisenergian avulla seu-
raavasti:

Kappaleelle, jonka massa on 0 ja kokonaisenergia T, on liikemaara
T

(3.4.11) p=—
c

Esimerkiksi, jos fotonin kokonaisenergia on edelld mainittu 8,1871 - 1071*], on sen liikemaara

_8,1871-107**]
299792458 m/s

p ~ 2,731-1072% kgm/s

3.4.4 Esimerkkeja
Esim 12 Kuinka suuri lepoenergia on 1 gramman suuruisella massalla?

Kaavan (3.4.7) mukaan

my 2 ) kgm? )
E =0,001kg- (299792458 ?) = 0,001-299792458 7 = 0,001 - 299792458% ]
) 0,001 - 2997924582
=0,001-299792458° Ws = kWh ~ 25000000 kWh

1000 -60- 60
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Talla energiamaarilld voi lammittdd 150 m?:n ns. matalaenergiataloja (energian kulutus
on korkeintaan 60 kWh/m? /vuosi) vuoden ajan

0,001 - 2997924582
1000-60-60-150-60

~ 2800 kpl

Esim 13 Olkiluoto 1:n kiehutusvesireaktorin vuotuinen sahkoéntuotanto on n. 7 TWh. Koska hyoty-
suhde on n. 35 %, on vuotuinen energian kokonaistuotanto 7/0,35 = 20 TWh, joka on

E=20TWh=20-102Wh =20-10'?-60-60Ws = 7,2-10° Ws =7,2-10°]
Reaktorissa muuttuu siis kaavan (3.4.7) mukaan uraanin massaa energiaksi vuodessa

E 7,2-101°
m=—

-t _ 10801k
2~ 2997924582 &

Koska uraanin tiheys on 19,1 g/cm3, on tdman tilavuus n. 801/19,1 = 41,9 cm3. Se siis
mahtuu mainiosti kahteen pieneen tulitikkurasiaan. Kohdassa 4.3.14 selvitetddn periaate,
jolla uraania saadaan muuttumaan energiaksi.

Esim 14 Milla nopeudella kappaleen liike-energia ja lepoenergia ovat yhta suuret?

Ratkaisu Kysytty nopeus u on se, jolla kaavojen (3.4.6) ja (3.4.7) mukaan

mc
—mc? = mc?
-
2
mc? 5
= 2mc
-
C2
c
=2
CZ _ uZ
c? A
CZ _ uZ

3c
u= \/_T ~ 0,866¢C

Sattumoisin juuri talla nopeudella liikkuvan kappaleen pituuden paikallaan oleva tarkkai-
lija ndkee pienentyneen puoleen todellisesta, silld kaavan (2.2.5) mukaan

3c?
u? 7 3 1 dr
dS=dT 1_C_Z=dT 1_C_2=dT 1—Z=dT Z=7
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Esim 15 Euroopan hiukkasfysiikan tutkimuskeskuksessa CERN:issd (Conseil Européen pour la
Recherche Nucléaire) Ranskan ja Sveitsin rajalla ldhella Meyrinin pikkukaupunkia sijaitse-
vassa hiukkaskiihdyttimessa LHC (Large Hadron Collider) saavutettiin 20.5.2015 siihen
mennessd suurin mitattu protonin liike-energia 1,04 pJ. Mikd on talloin ollut protonin
nopeus, kun protonin massa on 1,672621898 - 1027 kg?

Ratkaisu Jos kysyttya nopeutta merkitdan u:lla, protonin massaa m:lla ja LHC:ssa saavutettua liike-
energiaa K:lla (K = 1,04 - 107°]), on kaavan (3.4.6) mukaan

mc 5
—mc* =K
-
2
mc3 5
=K+ mc
cZ—u

m?c® = (¢? —u?)(K + mc?)?

2.6

22 m?c
(K + mc?)?

2.6

et m?c
(K + mc?)?

m2c*
u=c|1-— m = 0,9999999896C

Mainittakoon, ettd 15.10.1991 Utahin yliopiston Fly’s Eye -ilmaisin havaitsi Utahissa
Dugway Proving Groundin ylld kosmisesssa sateilyssa hiukkasen, jonka liike-energiaksi
arvioitiin 48 ]. Todenndkoisesti hiukkanen oli protoni ja jos niin oli, oli sen nopeus

m2c#
—c|]l——
w=e (K + mc?)?

missd K = 48]. Jos tdssd merkitdan

m2c*

a=—-—
(K + mc?)?

oli nopeus u = cv1 — a ja se poikkesi valonnopeudesta vain (vrt. esim 1 kohdassa 2.1.4)

(1 -VI=@)(1+VT=a)

Mi=c—u=c—cVl—a=(1-Vl—a)c= (1+Vi-a)

1-(1—-a) a
= C:
1++vVl—a 1+Vl—a

c~1,470-10" m/s
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Se siis jaisi fotonista jadlkeen 65 vuodessa matkan
s=1,470-10"15-60-60-24-365,2422- 65~ 3-107° = 3 um

eli hdmahakin seittilangan paksuuden verran. Jos tdman hiukkasen jarjestelméssa naytet-
taisiin elokuvaa kuvataajuudella 25 kuvaa sekunnissa (PAL), olisi kuvien vaihtumisvali
Maan jarjestelméassa kaavan (2.1.2) mukaan

1 1 1
_ tr 75 725 75 1 K+me*> 1 /K .
s =i e - 25\me2 T

)4 25 mc? 25
m2c
(K + mc?)?

+ 1) ~ 12,8 miljardia vuotta

1 48
T 25 (1,672621898 10727 - 2997924582

Ei ihme, etta hiukkanen sai lempinimen OMG (Oh-My-God) -hiukkanen. [lmi6é on harvinai-
nen, mutta on havaittu my6hemminkin ja siten vahvistettu.

Esim 16 Alla olevassa taulukossa 1 vertaillaan kaavalla (3.4.6) laskettua liike-energiaa K; ja klassi-

sen teorian kaavalla K, = mu? /2 laskettua liike-energiaa 1 kg:n kappaleelle eri nopeuksil-
la, jotka ovat kohdan 2.1.4 esimerkista 1, kohdan 2.2.4 esimerkista 5, kohdasta 4.1 ja edella
olevasta esimerkista 15. Kaksidesimaaliset luvut ovat likiarvoja, muut tarkkoja.

Taulukko 1: Liike-energioiden vertailu.

v Ks (D Kk (D Ks - Kk (D Ks/Kk -1
0m/s 0 0 0

Pendolino 60 m/s 1800,00 1800|5,41-10"11| 3,00-10"14
Juno-luotain 73600 m/s 2,71-10°| 2,71-10° 122,43| 4,52-1078
Esimerkki 5 0,5127¢ 1,48-10'¢|1,18-10%| 2,99-10%° 0,25
Myoni 0,9935c¢ (kohta 4.1) 7,00-10'7|4,44-10%| 6,55-10" 14,77
LHC:n protoni

0’9999%9989& 6,23-10%°|4,49-10°| 6,23-10%° 1,39 - 104
OMG, jos protoni 2,87-10%8|4,49-10'%| 2,87-10%'| 6,39 10"

Vield paremman kasityksen erosta saa, kun vertaa niita energioita, jotka tarvitaan kappa-
leen nopeuden kasvattamiseksi. Alla olevassa taulukossa 2 on niitd energioita, AK; ja AK},
1 m/s:n nopeuden lisdyksilld edellisen taulukon 1 nopeuksista lahtien

Taulukko 2: Liike-energioiden lisdysten vertailu.

v AK () AKy (J) | AK/AK — 1
0m/s 0,50 0,5 834-10718
Pendolino 60 m/s 60,50 60,5 6,11-1071
Juno-luotain 73600 m/s 7,36-10*| 7,36-10*| 9,04-1078
Esimerkki 5 0,5127¢ 2,43-108| 1,54-108 0,58
Myoni 0,9935c¢ (kohta 4.1) 2,02-10'1| 298-108 676,96
LHC:n protoni 0,9999999896¢ |1,33-10%°| 3,00-108%| 4,43-10!
OMG, jos protoni mahdoton| 3,00- 108 mahdoton
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Esim 17

Taulukosta 2 nakyy se, miten kaavalla (3.4.6) lasketun energian tarve nopeuden nostami-
seksi kasvaa rajusti nopeuden ldhestyessa valonnopeutta ja miten tdman ja klassisen liike-
energian suhde télldin suurenee. Mielenkiintoista on, etta jos kohdassa 3.1.1 mainittu 18,5
gramman luodin nopeus olisi sama kuin protoneilla LHC:ss§, olisi luodin liike-energia
taulukon 1 mukaan

0,0185-623- 1020 | = 0.0185 - 6,23 - 1020 ws — 20185623102 0 0 00 Twh
’ ’ J=0, ’ 5T 7101260 - 60 =

ja jos luodin nopeus nousisi tistd 1 m/s:114, kasvaisi sen liike-energia taulukon 2 mukaan

0,0185-1,33-102%°] = 0,0185- 1,33 - 10%° W’ —0’0185'1’33'1020 TWh = 683 TWh
’ ’ =0, ’ 5= 7101260 60 -

Jotta luodille saataisiin LHC:n protonin nopeus, tarvittaisiin koko Suomen vuoden 2015
sdhkonkulutukseen (n.81,1 TWh) verrattuna yli 39-kertainen ja nopeuden nostamiseen
edelleen 1m/s:lla yli 8-kertainen energia. Klassisessa teoriassa nama energiat ovat
0,23 TWhja 1,54 -107° TWh.

Huom! Laskettaessa liike-energioita pienilld nopeuksilla kaavalla (3.4.6) kdy helposti ku-
ten kohdan 2.1.4 esimerkissa 1 niin, ettd laskin tai taulukkolaskentaohjelma antaa vaaran
tuloksen. Tasta syystd kannattaa kaavassa (3.4.6) tehda sopiva laventaminen

mc? 5 5 c , (c—Vct—u?
Kki=———-mc?=mc? [———=-1)=mc? | —————
U2 2 — 12 2 —u2
2

mc? _ (c =Ve2 —u?)(c + V2 —u?)

Ve -2 c+ Vet —u?
mc? % —(c?-u?) mc?u?

VeZ—uZ e+ —u? _(c+\/c2—u2)\/cz—u2

Vastaavanlainen laventaminen joudutaan tekemaan vielakin useammin laskettaessa taulu-
kossa 2 olevia AK;:n arvoja.

Etdisyys Maata toiseksi lahimpé&an tdhteen, Proxima Centauriin, on 4,246 valovuotta. Tama
on

d = 4,246 - 9460730472580800 ~ 4,017 - 10® m

Jos sinne matkustettaisiin 23 vuodessa, siis 23 vuodessa avaruusaluksen jarjestelmassa J,
eli ajassa

tr =23a=23-365,2422-24-60-60s = 725809299,84 s

niin Maan jarjestelmassa § matka kestdisi kaavan (2.1.2) mukaan ajan
U2
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Maan jarjestelmassa avaruusaluksen nopeus u on sen kulkema matka jaettuna talla ajalla
eli

d
u=—
ts
d
u=—
2
u
1-=
c
2
u
d 1_6_2
u=
tr

 c2t2 +d?

Jos kaytettdvan avaruusaluksen massa olisi sama kuin kansainvalisen avaruusaseman ISS
massam = 391000 kg, olisi sen liike-energia kaavan (3.4.6) mukaan

K=—2—mc2z5,94-102°]

Tama on vahan suurempi kuin International Energy Agencyn (IEA) arvion mukaan koko
ihmiskunnan vuonna 2013 kuluttama energiamaara (energian suoranainen kulutus ja ta-
man energian tuottamiseen, siirtdmiseen varastoimiseen yms. kulutettu energia yhteen-
sd), joka oli 5,80 - 1029 ]. Tallainen matka ei siis toteutune aivan lahitulevaisuudessa. Ei
vaikka 24.8.2016 loydetty Proxima Centauria kiertdva planeetta Proxima b olisikin asu-
miskelpoinen, jolloin tarvitsisi vain kiihdyttda matkanopeuteen ja jarruttaa se pois, mutta
paluumatkaa ei tarvitsisi tehda.
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3.5 Liikemdaran ja liike-energian yhtisuuruuksien sailyminen

Edelld on osoitettu, ettd kohdassa 3.3.3 maaritelty liikemdaara tayttaa sille kohdassa 3.3.1 aseteteut
vaatimukset L1 ja L2 ja kohdassa 3.4.3 madritelty liike-energia sille kohdassa 3.4.1 asetetut vaati-
mukset K1, K2 ja K3. Selvittimatta on vield, toteuttaako lilkemaara myos ehdon L3 ja liike-energia
ehdon K4. Nama ehdothan olivat juuri se syy, miksi liikemadran ja liike-energian madaritelmien
muuttamiseen ryhdyttiin ja toistaiseksi niiden toteutuminen on osoitettu vain kohdan 3.2 hyvin ra-
joittuneessa erikoistapauksessa. Kysytdan siis, sdilyvatko lilkemaarien yhtasuuruus ja liike-energi-
oiden yhtasuuruus yleisesti jarjestelmasta toiseen siirryttaessa.

Tata varten johdetaan ensin kaavat, joilla yhdessa jarjestelmassa tunnetut liikemaara ja liike-ener-
gia voidaan lausua toisessa jarjestelmassa. Tama tehddan niin ettd ensin johdetaan muunnoskaava
yksittdiselle kappaleelle ja sitten kappalejoukolle. Taman jalkeen voidaan tarkastella, onko kahden
kappalejoukon yhdessa jarjestelmassa todettu liikemdaarien yhtdsuuruus voimassa myos toisessa
jarjestelmassa ja jos on, niin milld ehdoilla. Vastaavasti kasitellidan kokonaisenergioiden ja liike-
energioiden yhtasuuruudet.

3.5.1 Liikemddran, kokonaisenergian ja liike-energian muunnoskaavat

Kaytetddn suorakulmaista Oxyz-koordinaatistoa, jossa positiivinen x-akseli on siihen suuntaan, jo-
hon jarjestelma J liikkuu jarjestelmassa §. Oletetaan, etta jarjestelma J liikkuu jarjestelmassa S no-
peudella, jonka suuruus on v ja kappale K liikkuu jarjestelméassa J nopeudella 4, jonka komponentit
ovat Ury, Ury Jja Ur,. Koska kappaleen jarjestelmédn J ajassa t; kulkeman matkan komponentti y-
akselilla ja z-akselilla ovat kumpikin kohtisuorassa x-akselia ja siis 9:n kulkusuuntaa vastaan, ovat
ne kumpikin kohdan 1.2 perusoletuksen P3 mukaan yhta suuret seka jarjestelmassa § ettd jarjestel-
massd J. Nopeuden komponenteiksi jarjestelmdssa S saadaan siis samalla periaatteella kuin koh-
dassa 2.4.2

Upy +V Ury TV 2(Upy + V)
Usx = UreV . o2 =2
1+ TJZC c +uTxv ce + U,V
c Yz
2 2
v ) v
ury -z curyjl-2 curyVe? — v?
UryV 2
1+ Yz c2(1+T—’2‘) €2 + Uy v
c c
2 2
v ) v
Ur, [1— oz Curz 1- oz CuTz‘/Cz )
Usz = UV UV o2
1+ c2(1+—g’2‘ ) €%t Uryv

joten nopeuden suuruuden nelié on

2

c?(urx +v)

curyVe? — v?

cup,Ne? — v?

2 2 2 2
us = ug, +us, +us, =
s Sx T WSy TSz < c? 4+ Up,v

)+

c? + upv

Mgy +0)?

c?ufy, (c? —v?)

Czu%‘z(cz - UZ)

B (Cz + uTxU)Z

(CZ + uTxv)Z

(Cz + uTxv)z
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5 c2(ufy + 2urv + v%) + ufy (¢ — v2) + uf,(c* — v?)
(€2 + upev)?

cPufy 4 2cPuryv + ¢2v? + c*ufy, —udyv? + c*uf, — uf,v?

(€2 + upev)?

2 c?(ufy +ufy + ui,) + 2ctur,v + c2v? —ud v* —uf,v

(CZ + uTxv)Z

2

c(c*uf + 2cPuryv + c*v? — uf,v? —uf,v?)

(CZ + uTxv)z
kerroin /1 —u2/c?

u? c?uf + 2ctur, v + c2v? — uf, v? — uf,v?
l-—= |1~ 2 2
c (c? +ur,v)

4 2 2 2 _ o292 _ D2 — 292 2 .2 2 .2
\/c + 2¢°UTyV + UTR U — C2UT — 2C°UTyV — C2V* + ULy, V° + UL,V

C? + Upyv

4 2 2 2 V2 — 292 — 2952
\/c +(uTx+uTy+uTz)v c“ur —c<v

C? + Upyv

Jet +udv? — c2uZ — c2v? \[c2(c? —uZ) — (c? — ud)v?

c? +up,v c? +up,v

B J(e2 —ud)(c? —v?2) 3 Je2 —uc? — 2

C? + UpyV C? + Upyv

ja liikemaaran komponentit kaavojen (3.3.6) ja (3.4.5) mukaan

c2(ury + v)
Py = Mugy Ztup,y  mc*(upy +v)
sx = = =
J uz  Je2—uiVcZ—v?  \Jc? —uicZ —v?
c? C? + UpyV
mc2up, mc?v

Jez —uzVez —vZ ([Je2 —udNcZ —v?

1 / mec?up, N mc?v \
\/CZ —v2 u% u%
[ - C_Z c.|1-— C_Z

59



v
= c - = (CpTx + _TT)
Ve2 — 2 \/ uz C\/l u? V2 —p? c
c? c?
curyVe? — v?
m—
pe, = Mmugy c2+ur,v  MCury,  Mur, »
Sy — - - - — FTy
1_5 Jez —udNeZ —vZ e —ud 1_u_%
c? €%+ Upr, v c?
Tx
cupNc? —v?
Do, = mus, C% 4+ U, v _ mcur,  murp; »
Sz — - - - — MTz
1_u_§ Je2—udNez—vZ [z —ud 1_u_%
c? c2 4+ Up, v c?
Tx
Siis
( — (epr +217)
=——|¢ —
Dsx o Prx T
3.5.1 _
( ) pSy - pTy
k pSz =Prz

Ainakin alkuun hAmmastyttdvaa on, ettd junan nopeus v ei vaikuta liikemaaran y-komponenttiin
eikd z-komponenttiin, vaikka se vaikuttaa nopeuden y-komponenttiin ja z-komponenttiin

Kappaleen kokonaisenergia jarjestelmassa § on kaavojen (3.4.5) ja (3.3.6) mukaan

mc? mc2(c? + upyv) c mc3 MCUTLV

TS == = = +
Jl_u_f Je2—uzeZ—vZz V2 —v2\Je2—uk (2 —ud

o2
c mc? L MtV c Tt )
= = T T VPr
Ve? — p? uz uz | V2 —v? *
T c? i

ja liike-energia timén ja kaavojen (3.4.6) ja (3.3.6) mukaan

c c
Ks =Ts —mc? = N (Tr + vpry) —me? = N (Kr + mc? 4 vpr,) — mc?

C

22
= ﬁ<KT +mc? + vppy — —mc2>
Vez —v

C

= ﬁ(KT + vpre + M (CZ —cc? — vz))

Siis
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Cc
(3.5.2) TS = —2 > (TT + vax)
c“—7v

(3.5.3) Kg = ;2 (KT + vpr, + M (c2 —cyc? — vz))

c2—v

3.5.2 Kappalejoukon liikemaara, kokonaisenergia ja liike-energia

Kuten kohdan 3.1.4 klassisessa tapauksessa, maaritellddn nytkin kappalejoukon A = {K44, ..., K4, }
liikemaara joukon A kappaleiden liikemaadrien summaksi, kokonaisenergia kappaleiden kokonais-
energioiden summaksi, lepoenergia kappaleiden lepoenergioiden summaksi ja liike-energia kappa-
leiden liike-energioiden summaksi. Jarjestemassa J siis

Pra = Pra1+ =+ Pran

komponenttimuodossa
( Prax = Praix + -+ Pranx
Pray = Praiy "+ Prany
. Praz = Praiz -+ Pranz
ja

Tra= Tras + -+ Tran
Ey = Eg+ -+ Epp
Krp = Kra1 + -+ Kran

ja tietenkin joukon A massa on sen kappaleiden massojen summa
my = Myq + -+ My,

Kaavojen (3.4.5) ja (3.4.6) mukaan on tilloin

Kra = Kra1 + =+ Kran = Trar — ma1 €% + -+ + Tryn — mypc?
=Tra1 + =+ Tran — (Mar+ -+ + mup)c? = Try — myc?

Joukon A liikeméaaran x-komponentiksi aseman jarjestelméassa S saadaan talléin yhtaloryhman
(3.5.1) ensimmaisen yhtialon mukaan

Psax = Psatx T "+ Dsanx
_ 1 vT 1 vT
= ﬁ(CpTAlx + - TAl) + ot \/ﬁ (CPTAnx + - TAn)

1 v
= —v2<CpTA1x + o+ CPTanx T p (Tras + -+ TTAn))

1

BN (CPTAx + gTTA)
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ja muiksi komponenteiksi toisen ja kolmannen yhtdlon mukaan
Psay = Psaty t ="+ Dsany = Praty + =t Prany = Pray

Psaz = Psatz Tt Psanz = Pratz © =+ Pranz = Praz

Joukon A kokonaisenergia aseman jarjestelmassa § on yhtalon (3.5.2) mukaan

Tsqg =Tsp1 + -+ Topn = Z(TTA1+UPTA1x)+"'+

Cc c
_° . Tyt
m C2 — UZ TAn pTAnx)

¢ c
BN ?(TTAI + 4 Tran + V(Prasx + =+ Prany)) = Ny (Tra + VDrax)

ja liike-energia yhtalon (3.5.3) mukaan

Ksp = Kgaq + -+ Ksan

c
= —2<KTA1 T UPraix + May (CZ —cyc? - v2)> +oe

c2—v

+;2<KTA‘H + VPTAnx + Myn (CZ _ Cm))

czZ—v

c
= —CZ — VZ (KTAl + o+ KTATL + v(pTAlx + -+ pTAnx) + (mAl + -+ mAn) (CZ —c /CZ _ 172))
= 2 2 2
TV =2 KTA+vaAx+mA(C —ccz—v )
Siis
1 v
(3.5.4) Pay = Dray
Psaz = Praz
c
(35.5) Tsa = N (Tra + vDrax)
c
(3.5.6) Kgy = — (KTA + UPray + My (C2 —c /CZ — UZ))
c?—v

Verrattaessa kaavoja (3.5.4) - (3.5.6) kaavoihin (3.5.1) - (3.5.3) todetaan, ettd ne pateviat saman-
muotoisina niin yhden kuin useammankin kappaleen joukolle.

3.5.3 Liikemddrien yhtdsuuruuden sdilyminen

Jos B = {Kp, ..., Kgr} on toinen kappalejoukko, patevat sille vastaavat yhtalot (3.5.4) - (3.5.6).
Kysytadn nyt, ettd jos joukon A liikemaara ja joukon B liikemdaara ovat yhta suuret jarjestelmassa g,
niin ovatko se yhtd suuret myos jarjestelmassa §. Kohdassa 3.1.5 todettiin yhtaléryhmaén (3.1.5) pe-
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rusteella, ettd Klassisessa teoriassa jarjestelman J kulkusuuntaan olevien liikemaarien komponent-
tien yhtasuuruus sailyy, jos ja vain jos joukoilla on yhta suuret massat.

Suhteellisuusteoriassa massojen yhtasuuruus ei ole riittdva eikd myo6skaan valttdmaton ehto liike-
madrien yhtadsuuruuden sadilymiselle, kuten esimerkit L.4.1 ja L.4.2 liitteessa 4 osoittavat.

Jotta saataisiin selville, milla ehdoilla joukkojen A ja B liikemdarien yhtasuuruus sailyy jarjestel-
masta toiseen, tarkastellaan niiden liikemdaarien erotusta. Jos jarjestelman J nopeus jarjestelmassa
§ on v ja jarjestelmdssa J joukon A:n lilkemadrdn komponentit ovat pray, Pray Ja Pra; ja kokonais-
energia Tr, sekad joukon B liikemdaran komponentit prgy, Prgy ja prp; ja kKokonaisenergia Ty, ovat
jarjestelmassa S yhtiloiden (3.5.4) mukaan liikemaarien erotuksen y- ja z-komponentit yhtd suuret
kuin jarjestelmassa J. Erotuksen x-komponentiksi sitd vastoin tulee

1 v 1 v
Psax — PsBx = N (CPTAx + ETTA) BN (CPTBx + ETTB)

1 1% 1
= ﬁ(@mx + ETTA — CPrBx — ETTB)

1

v
= <C(PTAx —prex) + = (Tra — TTB))
2 — 2 c

Siis

1

v
N i <C(PTAx —Prex) +=(Tra — TTB))
v C

Psax — PsBx = >
c

3.5.7
( ) Psay — PsBy = Pray — PTBy

Dsaz — PsBz = Praz — PTBz

Paatellaan siis, ettd kappalejoukkojen A ja B liikemaarien yhtasuuruus sailyy jarjestelmasta J jar-
jestelmddn § siirryttdessd, jos ja vain jos joukkojen A ja B kokonaisenergiat ovat yhtd suuret jar-
jestelmadssa 9.

Kun verrataan kaavoja (3.5.7) Klassisen teorian kaavoihin (3.1.5) kohdassa 3.1.5, todetaan
ensiksikin, ettd kokonaisenergia T nayttdisi ottavan nyt sen roolin, joka massalla m on klassisessa
teoriassa, tai oikeastaan massan roolin nadyttaisi ottavan nyt suure

(3.5.8) M=—

1Y
C2

silld timén suureen yksikko on kg ja kaavan (3.4.5) mukaan kokonaisenergia T = Mc?.

Kuitenkin kaavoilla on oleellinen ero. Jos klassisessa teoriassa kahden kappalejoukon massat ovat
yhtd suuret, on niiden liikemaarien erotus yhta suuri niin jarjestelmassa J kuin jarjestelmassa S.
Suhteellisuusteoriassa sitd vastoin kokonaisenergioiden yhtdsuuruudesta ei seuraa lilkemaarien x-
komponenttien erotuksen yhtidsuuruuden sailyminen jarjestelmasta toiseen siirryttaessd, vaan nii-
den erotus jarjestelméssa § on c/Vc? — v?-kertainen niiden erotukseen jarjestelmassa J. Erityisen
kiusallista on, ettd timan kertoimen suuruus riippuu jarjestelman J nopeudesta v.
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3.5.4 Kokonaisenergioiden yhtasuuruuden siilyminen

Jarjestelmassa § on kokonaisenergioiden erotus kaavan (3.5.5) mukaan

c c
Tsy —Tsp = \/ﬁ (Tra + vDrax) — \/ﬁ (Trg + vPrBxX)
c
= \/ﬁ (TTA — Trp + v(Prax — pTBx))
Siis
c
(3.5.9) Ton — Top = ——(Typ — Trp + V(Prax — Prex)
SA SB m( TA TB Prax — PrBx )

Tasta nahdaan, ettd kappalejoukkojen A ja B kokonaisenergioiden yhtdsuuruus siilyy jarjestelmas-
ta J jarjestelmaan S siirryttaessa, jos ja vain jos jarjestelmiassa J joukkojen A ja B liikemaarien kom-
ponentit ovat yhta suuret positiivisen x-akselin suuntaan eli siihen suuntaan, johon jarjestelma 5
liikkkuu jarjestelmassa S.

Kokonaisenergioiden yhtdsuuruuden sailymisesta ei kuitenkaan seuraa joukkojen A ja B liikemaa-
rien yhtasuuruus jarjestelmassa J, vaan liikemaarien y- ja z-komponentit voivat olla eri suuret, ku-
ten liitteen 4 esimerkki L.4.3 osoittaa.

Tarkastellaan tilannetta, jossa juna liikkuu asemalla vaakasuoraan nopeudella v; pohjoisesta ete-
laan, lentokone lentaa aseman yldpuolella vaakasuoraan idasta lanteen nopeudella v, ja helikopteri
laskeutuu aseman kohdalla suoraan alaspdin nopeudella v;. Otetaan kayttéon suorakulmainen
Oxyz-koordinaatisto, jossa positiivinen x-akseli on eteldstd pohjoiseen, positiivinen y-akseli lan-
nesta itdan ja positiivinen z-akseli alhaalta ylos. Tarkastellaan aseman jarjestelman liikkumista ju-
nan jarjestelmassa J, lentokoneen jarjestelmdssa £ ja helikopterin jarjestelmdssa #. Koska se on
nyt liikkkuva jarjestelmd, merkitdan sitd poikkeuksellisesti J:114. Kohdan 1.2 perusoletuksen P1 mu-
kaan jarjestelma J liikkuu talloin jarjestelmdssa J nopeudella v, positiivisen x-akselin suuntaan,
jarjestelmassa £ nopeudella v, positiivisen y-akselin suuntaan ja jarjestelméassa € nopeudella v,
positiivisen z-akselin suuntaan.

Oletetaan, ettd asemalla on kaksi kappalejoukkoa A ja B, joiden kokonaisenergiat aseman jarjestel-
massa Try4 ja Trp, ovat yhta suuret. Oletetaan lisdksi, ettd A:n ja B:n kokonaisenergiat ovat myos
junan jarjestelmdssd J yhtd suuret, T, = T). Kaavan (3.5.9) mukaan on téll6in

vy

c
T (TTA —Trp +v1(Prax — pTBx)) = T (Prax — Prex)

ja siis pray = Prpy €li aseman jarjestelmassa J kappalejoukon A liikkemaardn x-komponentti on yh-

td suuri kuin kappalejoukon B liikemddran x-komponentti. Tarkastelemalla vastaavasti aseman
liikkumista lentokoneen ja helikopterin jarjestelmissa £ ja #, saadaan yhtdsuuruudet myos liike-
maadrien y-ja z-komponenteille: pray, = Prpy ja Praz = Prpz, joten liikemadrit ovat yhta suuret:
Pra = PrB-

Yhteenvetona: jos kahden kappalejoukon kokonaisenergiat ovat yhtd suuret yhdessé jarjestelméssa

J ja kolmessa muussa toisiaan vastaan kohtisuoraan liikkuvassa jarjestelmassa, ovat kappalejouk-
kojen liikemaarat yhta suuret jorjestelmassa J.
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3.5.5 Liike-energioiden yhtisuuruuden sdilyminen

Liike-energioiden erotus jarjestelmassa § on kaavan (3.5.6) mukaan

c
(3.5.10)  Ksp —Ksp = m(KTA — Krp + v(prax — Prex) + (Mg —mp) (CZ —cye? = 172))

Siis, jos kappalejoukkojen A ja B liikemaarien komponentit jarjestelmédn J kulkusuuntaan ovat yhta
suuret jarjestelmassa J, niin A:n ja B:n liike-energioiden yhtasuuruus sailyy jarjestelmasta J jarjes-
telmaan § siirryttdessd, jos ja vain jos A:n ja B:n massat ovat yhta suuret. Toisaalta, jos A:n ja B:n
massat ovat yhta suuret, sailyy niiden liike-energioiden yhtdsuuruus jarjestelmasta J jarjestelmaan
S siirryttdessa, jos ja vain jos A:n ja B:n liikemadrien komponentit jarjestelmdssa J jarjestelman 5
kulkusuuntaan ovat yhta suuret.

Vertaamalla saatua liike-energioiden erotuksen kaavaa (3.5.10) klassisen teorian vastaavaan kaa-
vaan (3.1.6) todetaan, ettd liike-energian sailymisehto on molemmissa teorioissa sanamuodoltaan
tdsmalleen samanlainen.

3.5.6 Tulos

Oletetaan, etti jarjestelmi J liikkuu vakionopeudella suoraviivaisesti jarjestelmassa S. Tall6in maari-
telmédn (3.3.4) mukaiselle liikemaaralle, maaritelmén (3.4.5) mukaiselle kokonaisenergialle ja
madritelmén (3. 4. 6) mukaiselle liike-energialle pitee:

1 Jos kappalejoukkojen A ja B liikemairit ovat yhti suuret jirjestelmdssi J, ovat ne yhti suuret
jarjestelmissa S, jos ja vain jos joukon A kokonaisenergia on yhti suuri kuin joukon B kokonais-
energia jirjestelmissa J.

2 Jos kappalejoukkojen A ja B kokonaisenergiat ovat yhté suuret jirjestelméssa J, ovat ne yhta suu-
ret jarjestelmassa S, jos ja vain jos jarjestelmissd J joukon A liikemairdn komponentti jarjestel-
man J liikkumissuuntaan on yhta suuri kuin joukon B liikemaardn komponentti tdhdn suuntaan.

3 Jos kappalejoukkojen A ja B kokonaisenergiat ovat yhtd suuret jarjestelmdssa J, ovat niiden koko-
naisenergiat kolmessa muussa toisiaan vastaan kohtisuoraan liikkuvassa jarjestelméssa yhta suu-
ret, jos ja vain jos joukon A liikemaara on yhtd suuri kuin joukon B liikemé&ar3 jarjestelmissa J.

4 Jos kappalejoukkojen A ja B liikemddrien komponentit jarjestelmédn J lilkkumissuuntaan ovat yh-
té suuret jirjestelmassi J ja jos niiden liike-energiat ovat yhti suuret jirjestelméassi J, ovat nii-
den liike-energiat yhta suuret jarjestelmassa S, jos ja vain jos joukon A massa on yhtd suuri kuin
joukon B massa.

5 Jos kappalejoukon A massa on yhta suuri kuin kappalejoukon B massa ja jos niiden liike-energiat
ovat yhtd suuret jirjestelmdssa J, ovat niiden liike-energiat yhtd suuret jarjestelméssa S, jos ja
vain jos jarjestelmassa J kappalejoukon A liikemdaran komponentti sithen suuntaan, johon jarjes-
telma J liikkuu, on yhtd suuri kuin kappalejoukon B liikem&irian komponentti tihdn suuntaan.
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3.5.7 Esimerkkeja

Tarkastellaan nyt lahemmin tilannetta, jossa kappalejoukko A jossakin jarjestelmassa 9 muuttuu
sen kappaleiden Ky, ..., K4, hajoamisten ja keskindisten térmaddmisten seurauksena joukoksi
B = {KBll . KBk}'

Koska kappalejoukon kappaleiden térmayksissa ja hajoamisissa kappalejoukkoon ei tule energiaa
eika siitd lahde energiaa, ovat A:n ja B:n kokonaisenergiat kohdan 1.2 perusoletuksen P4 mukaan
yhtd suuret kaikissa jarjestelmissd, joissa jarjestelma J liikkuu vakionopeudella ja suoraviivaisesti.
Tuloksen 3.5.6 kohdan 3 mukaan tdma merKitsee, ettd A:n ja B:n liikemaarien on oltava yhta suuret
jarjestelmassa J. Se, ettd tormayksissa ja hajoamisissa kappalejoukon kokonaisenergia ja liikemaa-
ra sailyvat, on aivan keskeinen tieto yritettdessa selvittdd, mitd kappaleiden tormaamisissa ja hajoa-
misissa tapahtuu. Kisitellddn seuraavaksi timan tiedon soveltamista muutamassa erikoistapauk-
sessa.

Oletetaan, ettd kasiteltdvissad tapahtumissa (tormaamisissa tai hajoamisissa) kappalejoukkojen pyo-
rimisenergiat eivat muutu, joten tarkastellaan vain kappaleiden etenemis- eli radiaalista liiketta.
Oletetaan lisdksi, ettd kappaleet liikkuvat ennen tapahtumaa ja sen jalkeen pitkin samaa suoraa ja
ettd tarkasteluissa kaytettava jarjestelma ja sen koordinaatisto valitaan niin, ettd tdma suora on x-
akseli. Tarkasteluista tulee nain ollen yksiulotteisia ja kappalejoukon liikeméaaran suuruus eli sen
kappaleiden liikeméaérien summan suuruus on kappaleiden liikemaarien suuruuksien summa.

Tapaus 1

Kaksi kappaletta, joiden kummankin massa on m ja nopeuden suuruus u térméaavat vastakkaisista
suunnista. Oletetaan, ettd kun ne térmaavat, ne takertuvat toisiinsa niin, ettd muodostuu yksi uusi
kappale. Mitka ovat ndin syntyvan kappaleen massa M ja nopeus x?

Kappalejoukon liikemaaran ja kokonaisenergian sdilymisista saadaan yhtéalépari

( Mx  mu +m(—u)
xz_ u? u?
Jl‘c—z Jl‘c—z Jl‘c—z
Mc? 3 mc? mc?
xz_ u? u?
u/l 2 \/1‘72 Jl z
Mxc —0
) o2 _ 2
Mc3 3 2mc3
Ve2 —x2 e —u?

Ensimmaisesta yhtadlostd saadaan x = 0 ja jalkimmaisesta timan jalkeen

Mc3 2mc3
c 2 — 2
2mc
M=—
2 — 2
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Mielenkiintoista on se, ettd syntyneen kappaleen massa M on suurempi kuin sen muodostavien
kappaleiden massojen summa 2m. Kohdassa 3.6 selvitetdan, miten tima on mahdollista.

Alkuaan kappaleilla oli liike-energiaa kaavan (3.4.6) mukaan yhteensa

mc3
K =2 ——— — mc?
2 — 12

ja lepoenergiaa kaavan (3.4.7) mukaan yhteensa
E = 2mc?

Tormayksessa edelld mainittu liike-energia K muuttuu lepoenergiaksi, minka jalkeen lepoenergiaa
on

3

3
E =2mc? + 2 | ——— — mc? __me
,/CZ_uZ c2 — y2

siis tdsmalleen saman verran kuin kappaleella, jonka massa on edella laskettu M.

Esim 18 Jos kummankin kappaleen nopeus on 300 m/s (ampumahiihdossa yleisesti kiytetyn La-
pua Polar Biathlon 22 LR patruunan luodin nopeus 50 m:n etdisyydella piipun suusta),
niin niilla on liike-energiaa yhteensa

K 2< me’ 2> 2 2( < 1)
=2 ———=—mc* | =2mc* | —=—

Vc? — 3002 Ve? — 3002
Koska térmayksessa syntyvan kappaleen liike-energia on 0], on silla lepoenergiaa K:n
verran enemman kuin alkuperdisilla kappaleilla yhteensa. Kuten kohdassa 3.6 esitetdan,
tama nakyy lampoenergiana, jota syntyva kappale saa kilogrammaa kohti maaran

2mc2(;—1)
K 2 _3002
K _ VeZ —300? = c(c—+/c2=3002) = n.45000 ]
M __2mc
VeZ —3002

Jos alkuperdiset kappaleet ovat lyijya ja kummankin lampétila on 0°C eika lampda siirry
ymparistdon, riittdd tdma energia nostamaan syntyvan kappaleen lampétilan lyijyn sula-
mispisteeseen 327,46°C:seen ja jopa sulattamaan siitd kolmisen prosenttia, silla lyijyn
lampotilan nostaminen 0°C:sta sulamispisteeseen vaatii energiaa 44280 ] ja sulattaminen
23080 ] kilogrammaa kohti.

Huom! K/M:n arvoa laskettaessa voi joutua laventamaan lausekkeella ¢ + vc? — 3002
(vrt. esim 1 kohdassa 2.1.4), jolloin

c(c? — (¢ —300%)) 300%¢
x = =
¢+ Vc2 — 3002 ¢+ Vc2 — 3002

~ 45000

Huom! Klassisen teorian mukaan lammaoksi muuttuva liike-energia kilogrammaa kohti on
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m - 300%
Z'T
=——2  =45000]
2m

Sis

joka on n.1,13 1078 ] vdhemmin kuin edell laskettu c(c —Vc? — 3002). Ero ei ole siis
tallaisilla nopeuksilla merkityksellinen, mutta jos kappaleiden nopeudet ovat lahella va-
lonnopeutta, ero tulee merkittavaksi kahdestakin syysta: liike-energian kaava on erilainen
eikd Kklassisessa teoriassa oleteta tapahtuvan massan muuttumista.

Tapaus 2

Tarkastellaan yleisemmin tapahtumaa, jossa kaksi kappaletta tormaa tai yksi kappale hajoaa kah-
deksi kappaleeksi. Oletetaan, ettd kappaleiden massat ja nopeudet ennen tapahtumaa ja massat ta-
pahtuman jalkeen tunnetaan. Tehtdvana on laskea kappaleiden nopeudet tapahtuman jalkeen.

Kun kappaleiden massat ja nopeudet ennen tapahtumaa tunnetaan, tunnetaan myos niiden yhteen-
laskettu liikemaara p ja kokonaisenergia T ennen tapahtumaa. Ja kun kappaleiden massat tapahtu-
man jalkeen tunnetaan, tunnetaan myds niiden lepoenergiat E; ja E, tapahtuman jalkeen.

Tehtdvan ratkaisu sujuu helpoiten, jos lasketaan ensin kappaleiden liikemadrat tapahtuman jal-
keen. Merkitdan niita x:113 ja y:114 ja kaytetaan kaavaa (3.4.9), jonka mukaan kappaleen kokonais-
energialle T patee

(3.5.11) T = p?c?+E?
missa p on kappaleen liikemaaran suuruus ja E sen lepoenergia.

Nyt on kuitenkin huomattava, ettd kaava (3.5.11) patee vain yksittdiselle kappaleelle, ei kappalejou-
kolle, vaan yleensa T, # +/p4c? + EZ. Téasti on tarkempi selvitys liitteen 4 esimerkissa L.4.4.

Merkitadn p,:lla kappaleiden yhteenlaskettua liikemaaraa ja T,:1la niiden yhteenlaskettua koko-
naisenergiaa ennen tapahtumaa, jolloin hajoamistapauksessa p, on hajoavan kappaleen liikemaara
ja Ty sen kokonaisenergia. Jos merkitdan x:11a ja y:lla kappaleiden liikemaaria tapahtuman jalkeen,
saadaan liikemaaran ja kokonaisenergian sailymisesta yhtalopari

X+y=Dpo

(3.5.12)
szcz +EZ+ Jyzcz +EZ=T,

Ratkaistaan ensimmadisestd yhtalostd y
(3.5.13) Y=Do—X%x

ja sijoitetaan jalkimmaiseen

\/xzcz +EZ + \[(po —x)2c?+EZ =T,
Kirjoitetaan muotoon
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\/(po —x)2c2+E2 =T, — /czx2 + E?

ja korotetaan puolittain nelioon

(po — X)%c? + E2 = T¢ — 2T, /czx2 + EZ + c2x? + E?
péc? — 2poc?x + c?x? + E — T¢ — ¢?x? — E? = =27, /czx2 + E?
pic? — 2pocix + E3 — T¢ — E? = —2T,_[c2x? + E?

Merkitdaan
(3.5.14) a=pic?+E:—-T¢—E?

jolloin yhtal6 yksinkertaistuu muotoon

—2poc?x + a = —2Ty [c2x% + E?

Korotetaan uudelleen puolittain neli6on
4p2ctx? — 4apyc?x + a? = 4TEc?x? + ATZE?

4c?(péc? — TE)x? — 4apyc?x + a? — 4TEEE =0

4apoc? +/16a2p¢ct — 4 - 4c2(pic? — T¢)(a? — 4TZE?)
x =
8c2(pgc? — Tg)

_4apyc? + 4c\Ja?pic? — (pic? — TF)(a? — 4ATEE?)
8c2(psc? — Tg)

_apc & Ja2pic? — a?pic? + ATEE?péc? + a?T¢ — ATy E?
2c(pse? = Tg)

Ratkaisu on siis

apoc + To\Ja? + 4E?p2c? — ATZE?
X =

3.5.15
( ) 2c(p§c2 - Toz)

Toisen kappaleen liikemaara y saadaan taman jalkeen yhtalosta (3.5.13). Saaduista liikemaarista
lasketaan lopuksi kappaleiden nopeudet kaavalla (3.3.7)

pc

(3.5.16) U=
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Esim 19 Tarkastellaan neutronin (n) hajoamista. Oletetaan, ettd se hajoaa kahdeksi muuksi hiukka-
seksi, protoniksi (p) ja elektroniksi (e)

n—-p+e

ja madritetddn, kuinka suuret nopeudet protoni ja elektroni saavat. Neutronin massa on
M = 1,674927471- 1027 kg, protonin massa m, = 1,672621898 - 10727 kg ja elektronin
massa m, = 9,10938356- 10731 kg.

Neutronin liikemaara ja liike-energia neutronin jarjestelmassa J ovat

M-0
po = ———= = 0 kgm/s
02
1=z
Mc? 10
Ty = ——=—== =~ 1,50534974 - 10717
0
-z

Hajoamisessa syntyvan protonin lepoenergia on
E; = myc? ~ 1,503277593 - 10719
ja elektronin
E, = myc? ~ 8,187105650- 107 1% ]
Sijoittamalla nama yhtdloon (3.5.14) saadaan
a=pic?+E2—-TZ—E? ~ —4,525920686- 107202

ja sitten yhtalosta (3.5.15) protonin lilkeméaara

apoc + Toy/a? + 4E?p2c? — 4TZE?
X =

~ ¥6,345187286 - 10722 kgm/s
2¢(p§e? = 1¢) g/

ja yhtalosta (3.5.13) elektronin lilkemaara
y =po — x ~ +6,345187286 - 10722 kgm/s

Lopuksi kaavasta (3.5.16) saadaan protonin nopeudeksi

c xc
Uy P = ~ +0,001265393550c¢

CJm2c2 +p?  [(1,672621898 - 10-27)2c2 + x2

ja elektronin nopeudeksi

yC
U, =
" /(9,10938356- 1031)2¢2 + 2

~ +0,9185381199c

Etumerkit kertovat sen, ettd protonin saama nopeus on n. 0,001265c¢ yhteen suuntaan ja
elektronin nopeus n. 0,918538c¢ vastakkaiseen suuntaan.
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Esim 20

Protonin liike-energia on talloin kaavan (3.4.6) mukaan

myc
Ky = ————m;c? ~ 1,203541148 - 10716 |
ui
1-=
ja elektronin
myc?
K, = —=———m,c? ~ 1,252231568 - 10713 ]
U3
1- =z

yhteensa
K =K, + K, ~ 1,253435109- 10713 ]
Hajoamisessa massaa muuttuu energiaksi
m=M— (m; +m,) =~ 1,394634644 - 10730 kg
joka on energiana
E = mc? =~ 1,253435109- 10713 ]
eli saman verran kuin protonilla ja elektronilla on liike-energiaa yhteensa. Kuten pitaakin.

On kiintoisaa, ettd hajoamistuotteiden nopeudet pystytddn laskemaan, kun niiden massat
ja alkuperdisen kappaleen massa tunnetaan. Télla ei ole klassisessa teoriassa minkaanlais-
ta vastinetta, koska klassinen teoria ei tunne aineen ja energian valista yhteytta.

Korostettakoon lopuksi, ettd neutroni ei hajoa edelld mainitulla tavalla. Jos se hajoaisi, oli-
sivat sekd protonin nopeus u; ettd elektronin nopeus u, joka kerta samat kuin edella. To-
dellisuudessa elektronin nopeuden on todettu vaihtelevan tietyn jakauman mukaisesti 0:n
ja maksimiarvon valilld. Ainoa mahdollinen selitys tille on, ettd protonin ja elektronin li-
saksi syntyy muitakin hajoamistuotteita. Itse asiassa naitd on vain yksi, nimeltaan elektro-
nin antineutriino, jolla on hyvin pieni massa, mutta jolla voi olla lahes valonnopeuden suu-
ruinen nopeus. Asiaa kasitelldan laajemmin kohdassa 4.3.7.

Tarkastellaan tapahtumaa, jossa neutroni tormaa nopeudella u; = 0,06¢ paikallaan ole-
vaan vesimolekyyliin. Kysytdan, mika on neutronin nopeus tormayksen jalkeen.

Jos oletetaan, etta tdssa vesimolekyylissi, H,0, molemmat vetyatomit ovat isotooppia TH
(ytimessi yksi protoni eikd muuta) ja happiatomi isotooppia §0 (ytimessd kahdeksan
protonia ja kahdeksan neutronia), on vesimolekyylin massa

m, =2-1,673532812- 10727 kg + 2,656018017 - 10726 kg = 2,990724579 - 10~26 kg

Koska neutronin massa on m; = 1,674927471 - 10~27 kg, ovat neutronin ja vesimolekyy-
lin yhteenlasketun liikemadaran suuruus ja kokonaisenergia ennen térmaysta
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myuy myu,  1,674927471-10727-0,06c  2,990724579 - 10726 -0
+ = +

u? u3 1 _ 0,06%c? 10
s ra 2 2

Po =

~ 3,018221438- 10720 kgm/s
ja
m,c? myc?  1,674927471-107%7¢? +2,990724579 -10726¢2

_\/ a2 \/ a2 | 0,06%7 L
c? c? c? c?

~ 2,838735874-107?]
Neutronin lepoenergia on ennen térmaysta ja tormayksen jalkeen
E; = myc? ~ 1,505349739 - 10710
ja vesimolekyylin
E, = myc? ~ 2,687929204- 1077 ]
Nailla arvoilla
a=pdc?+E} —T¢ — E? ~ —8,560368648 - 1071° 2

jolloin yhtélon (3.5.15) mukaan neutronin liikemaara on

apoc + Tov/a? + 4EZp2c? — ATZE?
X = 2.2 _ 72
2¢(pye® —Tg)

x ~ —2,697595977 - 1072% kgm/s tai x ~ 3,018221438 - 1072% kgm/s
ja
y =po—x =~ 5715817415102 kgm/s tai y = 0 kgm/s

Naistd jalkimmaiset tarkoittavat alkutilannetta, jossa vesimolekyylin liikemaara oli 0 ja
edelliset ovat ne liikemaarit, joita haetaan. Kaavan (3.5.16) mukaan neutronin saaman
nopeuden suuruus uz ja vesimolekyylin saaman nopeuden suuruus u, ovat

xc

Uz = ~ —0,0536456334c
J(1,674927471 - 10727)2¢2 + x2

yc
u =
Y J(2,990724579 - 10-26)2¢2 + y2

~ 0,00637488566¢

Neutronin saama nopeuden suuruus on n. 0,05365c ja vesimolekyylin 0,00637c. Miinus-
merkKi u;:n arvossa, tarkoittaa siitd, etta tormayksen jalkeen neutroni liikkuu sen alkupe-
raiselle kulkusuunnalle vastakkaiseen suuntaan ja u,:n positiivisuus kertoo, ettd vesimole-
kyyli liikkuu neutronin alkuperaiseen kulkusuuntaan.
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Jos tdima sama neutroni tormaa uudelleen paikallaan olevaan vesimolekyyliin, saadaan sen
nopeudeksi n.0,04796c. Seuraavan tormayksen jalkeen sen nopeus on n.0,04288c jne.
Kun térmayksia on ollut 21, on neutronin nopeus n. 0,005701c eli alle kymmenesosa alku-
perdisestd ja kun tormayksia on ollut 81, on neutronin nopeus enda n.0,00000683c eli
n.2047 m/s. Se, mitd kdytannon merkitysta talla neutronien hidastamisella on, selvitetdan
kohdassa 4.3.14.

Kuten tdman kohdan alussa mainittiin, sailyvat kokonaisenergia ja liikemaara kappalejou-
kon tormayksissa ja hajoamisissa. Tassa esimerkissa ndiden lisdksi sailyy myo6s neutronin
ja vesimolekyylin muodostaman kappalejoukon massa. Kaavasta (3.5.10) seuraa tilloin,
ettd myos liike-energia sailyy. Tallaista tormaysta kutsutaan tiysin kimmoiseksi.

Tapaus 3

Kappale, joka on paikallaan ja jonka massa on M hajoaa kahdeksi kappaleeksi, joista toisen massa
m, ja toisen nopeus u, tunnetaan. Mikd on edellisen kappaleen nopeus u ja mika jalkimmaisen
kappaleen massa m?

Kun liikemaara on hajoamisen jalkeen yhta suuri kuin ennen hajoamista ja kokonaisenergia samoin
yhtd suuri hajoamisen jdlkeen kuin ennen sitd, saadaan yhtalépari

myu mu
e =+ =0
-t -5
\ 2 2
myc me
L =+ 2=Mc2
u u
|- -4
myu mu
1 + 2 =0
J Vez —u? \fc2 —ud
my m M
+ =—
Ve —u?  (fe2—uZ ¢

Ratkaistaan ensimmaisestd yhtalosta m

mu, mu
Je2 —ul Vez —u?
(3517) myu/c? —uj
5. m=—
uyVe? —u?

ja sijoitetaan jalkimmaiseen

my mu M
c?—u? u,Ve2—u? ¢



mycu, — mycu = Muy/ c? — u?
Korotetaan puolittain nelio6n
m2c?u3 — 2micuyu + mic?u? = M?c?ui — M?uiu?
(M?u% + micH)u? — 2micuu + m2c?us — M?c?ué =0
ja merkitddn
( M?u3 + m2c? = a
(3.5.18) < —2mictu, =B
\ m2c?us — M?c?ué =y

jolloin saadaan

_ B EB* —4ay
a 2a

(3.5.19) u

minka jalkeen m saadaan yhtalosta (3.5.17).

Esim 21 Otetaan uudelleen kasittelyyn kohta 3.1.1, joissa laskettiin kivadrin saama rekyylinopeus.
Siina oli kivaari, jonka massa oli 2,8 kg ja patruuna, joka koostui hylsystd, jonka massa oli
12,4 g, ruudista, jota oli 3,6 g ja luodista, jonka massa oli 18,5 g. Alkuperdinen massa oli
siis M = 2,84 0,0124 4+ 0,0036 + 0,0185 = 2,8345 kg. Rekyylinopeus u saatiin liikemaa-
ran sdilymisestd, kun luodin ja ruudin liikemaara laukaisun jalkeen 0,0221 - 720 asetettiin
yhta suureksi kuin kivaarin ja hylsyn liikemaara laukaisun jalkeen 2,8124u, koska liike-
madrat olivat yhta suuret ennen laukaisua, nimittidin kumpikin oli 0,.

Suhteellisuusteorian mukaan sailyy paitsi lilkemdara myos kokonaisenergia ja ratkaisu ta-
pahtuu siten kuin se edella on selvitetty. Sen mukaan hajoamisessa syntyvien kappaleiden
massojen summa ei ole yhtd suuri kuin alkuperdisen kappaleen massa. Oletetaan, etta
massan muutos tapahtuu kokonaan ruudissa, mika onkin totta, ennen kuin syntyvaa lam-
p0oa alkaa levita ruutikaasuista ymparistoon.

Tunnettuja ovat siis alkuperdinen paikallaan oleva koko massa M = 2,8345 kg, kivaarin ja
hylsyn massa m; = 2,84+ 0,0124 = 2,8124 kg ja luodin ja ruudin, siis ruutikaasujen,
nopeus u, = 720 m/s laukaisun jdlkeen. Ratkaistava on kivaarin ja hylsyn nopeus u lau-
kaisun jdlkeen ja ruutikaasujen massa laukaisun jalkeen. Sijoittamalla ndma ensin yhtaloi-
hin (3.5.18) saadaan

( a = M?u3 + m?c? = 7,108788354 - 107
{ B = —2m?c?u, = —1,023665523 - 102!
\ y = mic?u3 — M?c?u3 = —5,814451729 - 10%?

ja sen jalkeen saadut «, 8 ja y yhtaloon (3.5.19), saadaan
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u ~ 1445,657801 m/staiu = —5,657801166 m/s

Naisté edellinen antaa kaavalla (3.5.17) luodin ja ruudin yhteismassaksi m =~ —5,6469 kg
ja jalkimmadinen m = 0,0221 kg, joten jadlkimmadinen m:n arvoista ja siis myos jalkimmai-
nen u:n arvoista on oikea. Miinus tarkoittaa, ettd kivaari ja hylsy lahtevat vastakkaiseen
suuntaan kuin luoti ja ruuti.

Kivaadrin ja hylsyn nopeus u on hyvin tarkasti sama kuin kohdassa 3.1.1 laskettu. Samoin
luodin ja ruudin yhteismassa m on hyvin tarkasti sama kuin kohdassa 3.1.1 oletettu
0,0221 kg. Teorian kannalta tarkeda on kuitenkin se, ettd ruudin ja luodin yhteismassa ei
ole tarkasti 0,0221 kg, vaan poikkeaa siita

Am =m —0,0221 =~ 6,423700 - 10~ * kg

Koska massan muutoksen oletettiin tapahtuvan kokonaan ruudissa, ruudin massaa muut-
tui energiaksi n.6,423700-1071* kg = 64,23700- 10712 g = 64,23700 pg, joka on ener-
giana kaavan (3.4.7) mukaan

E = Amc? = 6,423700 - 1071%- 2997924582 ~ 5773 ]

joka puolestaan on hyvin lahelld kohdassa 3.1.3 laskettua luodin, ruudin, kivaarin ja hylsyn
yhteenlaskettua liike-energiaa, mutta ei kuitenkaan tasan yhta suuri.

3.6 Massa suhteellisuusteoriassa

Edella esitetyn mukaan kappaleen hajotessa useampaan osaan massa pienenee ja useamman kap-
paleen liittyessa yhdeksi kappaleeksi massa kasvaa.

Mutta mista tdssd aineen muuttumisessa energiaksi ja energian muuttumisessa aineeksi on oikein
kysymys?

Kuvitellaan tdman selvittdmiseksi tilanne, jossa suorassa putkessa liikkuu vastakkaisista suunnista
yhta suurilla nopeuksilla kaksi palloa, joilla on yhtd suuret massat. Pallojen valissa putkessa tarkal-
leen pallojen puolivalissa on kierrejousi, joka, kuten pallotkin, mahtuvat juuri ja juuri putkeen. Ole-
tetaan myos, ettd jousi on siind mielessa ideaalinen, ettad sen liikkeet eivat tarvitse energiaa. Nailla
oletuksilla tilanne saadaan yksiulotteiseksi ja kaikki energia keskitetyksi palloihin. Merkitaan pallo-
jen yhteenlaskettua liike-energiaa Kj:lla (kuva 15 a).

— —
Liike-energia K

Kuva 15 a: Pallot ldhestyvit kierrejousta.

Oletetaan vield, ettd osuessaan kierrejouseen pallot takertuvat kiinni sen paihin. Kun pallot koh-

taavat omanpuoleisensa jousen pain, mika tapahtuu kummallakin pallolla samanaikaisesti (kuva

15b),
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—lly i —
Liike-energia K,

Kuva 15 b: Alkutilanne, kierrejousi lepotilassa.

alkaa jousi painua kokoon ja pallojen vauhti hidastua, mika tarkoittaa, ettd pallojen liike-energia
pienenee. Samalla jousi jannittyy ja jos tilanteesta otetaan pysaytyskuva, kertoo se, ettd mikali jousi
paastettaisiin vapaaksi, se lennattaisi pallot tulosuuntiinsa. Jousi pystyy siis antamaan palloille lii-
ke-energiaa, joten palloilla on sijaintinsa perusteella energiaa, potentiaalienergiaa. Oleellista on, et-
ta se energiamaard, K;, joka haviaa liike-energiasta, muuttuu potentiaalienergiaksi. Energian yh-
teismadra on siis sama K, kuin alussa (kuva 15 c).

e =
Liike-energia K, — K;, potentiaalienergia K;

Kuva 15 c: Pallot tyontévit kierrejousta kasaan.

Pallojen jatkaessa liikettddn jousen jannitys, siis pallojen potentiaalienergia, kasvaa aina siihen
saakka, kunnes pallot pysahtyvait. Silloin pallojen liike-energia on nolla ja niiden energia on pelkkaa

potentiaalienergiaa (kuva 15 d).

Liike-energia 0, potentiaalienergia K,

Kuva 15 d: Pallot Adriasennossa, kierrejousi kasassa.

Pallojen pysdhtymisen jilkeen ne alkavat liikkua jousen tyontdmind takaisin tulosuuntiinsa, jolloin
ne saavat liike-energiaa (kuva 15 e).

< ->
Liike-energia K5, potentiaalienergia K; — K,

Kuva 15 e: Kierrejousi tyontia palloja.

Liike-energia on huipussaan silloin, kun pallot tulevat niihin kohtiin, joissa ne ensimmaisen kerran
koskettivat jousta. Tuolloin jousi on alkuperdisessa tilassaan ja sen palloille antama potentiaali-
energia on nolla (kuva 15 f).
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— —
Liike-energia K, potentiaalienergia 0
Kuva 15 f: Alkutilanne, kierrejousi lepotilassa.
Taman jalkeen pallot alkavat venyttda jousta ja niiden vauhti pienenee. Lopulta ne pysahtyvat, jol-

loin niiden liike-energia on nolla ja potentiaalienergia maksimissaan, tilla kertaa jousen venymisen
takia (kuva 15 g).

Liike-energia 0, potentiaalienergia K,

Kuva 15 g: Pallot ddriasennossa, kierrejousi venynyt ddrimmilleen.

Taman jalkeen pallot alkavat liikkua jousen vetdmina toisiaan kohti, jolloin liike-energia kasvaa ja
potentiaalienergia pienenee saman verran (kuva 15 h).

_ @®VWVWVWWW\A

e —

Liike-energia K3, potentiaalienergia K, — K3

Kuva 15 h: Kierrejousi vetda palloja toisiaan kohti.

Pallojen tultua kohtiin, joissa ne ensimmaisen kerran koskettivat jousta, niiden potentiaalienergia
on nolla ja liike-energia maksimissaan (kuva 15 i).

—_— €<
Liike-energia K|, potentiaalienergia 0

Kuva 15 i: Alkutilanne, kierrejousi lepotilassa.
Tama tapahtumaketju toistuu timan jalkeen yha uudestaan ja uudestaan.

Oleellista on, etta koko aikana pallojen ja kierrejousen systeemiin ei tuoda ulkoa lisaa energiaa eika
siitd poistu energiaa, mika tarkoittaa, ettd sen kokonaisenergia pysyy koko ajan samana. Ndin ollen
myos sen lilkemaara on vakio, nolla, kaiken aikaa. Asian voi ilmaista yksinkertaisemminkin kutsu-
malla pallojen liike-energian ja potentiaalienergian summaa varahtelyenergiaksi. Talloin pallojen
varahtelyenergia on koko ajan vakio ja yhtd suuri kuin niiden alkuperainen liike-energiaa.

Tarkastellaan nyt hieman kolmiulotteista tapausta. Jos pallot tulevat vastakkaisista suunnista mutta
eivat pitkin samaa suoraa, ne jaavat jouseen takerruttuaan kiertdmaan toisiaan. Talloin pallojen no-
peus ei ole koskaan nolla, joten jousikaan ei veny yhta pitkaksi tai supistu yhta lyhyeksi kuin yksi-
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ulotteisessa tapauksessa. Pallojen enrgiaa voidaan kutsua tassdkin tapauksessa varahtelyenergiak-
si, joskin se on nyt vahdn ontuva nimi, silla daritapauksessa pallot voivat jadda kiertdmaan ympyra-
rataa niiden yhteisen massakeskipisteen ympari. Talloin pallojen nopeuksien suuruudet samoin
kuin kierrejousen venyma pysyvat koko ajan samana. Kaytettiinpa pallojen energiasta mitd nimea
tahansa, tallaisessakin tapauksessa pallojen erilliset liike-energiat muuttuvat niiden ja jousen muo-
dostaman kokonaisuuden sisdiseksi energiaksi.

Vieldkin pitemmalle voidaan menna ja kuvitella mitad tapahtuu, kun usemman pallon muodostamat
joukot kohtaavat ja jokainen kummankin joukon pallo on kierrejousien valitykselld kiinni jokaises-
sa muussa oman joukkonsa riittdvan lahelld olevassa pallossa ja takertuu toisen joukon jokaiseen
riittdvan lahelle tulevaan palloon ja joukot yhdistyvat ndin yhdeksi joukoksi. Tastd katastrofaalisen
monimutkaisesta tilanteesta teoreettisesti tuskin voidaan sanoa muuta kuin oleellisin: kummankin
joukon alkuperaista liike-energiaa muuttuu syntyvan uuden joukon sisdiseksi varahtelyenergiaksi.
Jos tapahtumaa tarkastellaan jarjestelmdssd, jossa joukkojen liikemdaarat ovat yhtd suuret mutta
vastakkaissuuntaiset, kummankin joukon liike-energia muuttuu kokonaan pallojen varadhtelyener-
giaksi.

Palataan esimerkissa 18 kuvattuun kappaleiden tormaamiseen. Kappaleiden pienimmat rakenne-
osaset, molekyylit (tai yksittdiset atomit) ovat nyt ne pallot, jotka ldhestyvat toisiaan ja kierrejousi-
na ovat niiden valiset sdhkoiset (ja magneettiset) veto- ja poistovoimat. Erona on vain se, ettd ndma
voimat vaikuttavat kaikilla etdisyyksilla, mutta jos pallojen tarttuminen kierrejousen paihin kuvaa
tilannetta jonakin sellaisena hetkend, jona ndma veto- ja poistovoimat kumoavat toisensa, tilanne
on hyvin samankaltainen. Tosin tilanne on kaikillla paljain silmin havaittavilla kappaleilla, mikali
mahdollista, viela edelld kerrottuakin monimutkaisempi, silla “kierrejousia” on jokaisesta molekyy-
listd jokaiseen muuhun molekyyliin, joskin ne ovat merkityksellisia vain suhteellisen lahella olevien
molekyylien valilla. Yhta kaikki, tormayksessa alkuperdisten kappaleiden liike-energiaa muuttuu
niiden muodostaman kokonaisuuden sisdiseksi energiaksi.

Todellisuudessa kaikilla molekyyleilla on vardhtelyenergiaa jo alunperinkin ja niiden varahtely-
energia vain kasvaa tormayksessa. Molekyylien vardhtelyenergia havaitaan kappaleen lampona ja
se on nolla vain jos kappaleen lampétila on absoluuttinen nollapiste, nolla kelvinia eli —273,15°C,
mika puolestaan on mahdotonta.

Edella esitetty patee my0s nesteisiin, vaikka nesteiden molekyylien valiset sidokset ovat heikom-
mat kuin kiinteilld aineilla ja molekyylit pystyvat lilkkkumaan melko vapaasti toistensa ohi. Kaasuilla
tilanne on toinen ja yksittdisten molekyylien varahtelyn sijaan kysymys on niiden vapaasta liikku-
misesta ja siitd aiheutuvista jatkuvista keskinaisistd tormayksistad. Mita lampimampaa kaasu on, sita
kovempi vauhti molekyyleilld on ja sitd enemman ne tormailevit toisiinsa (I1amp6) seka kaasun si-
saltdvan astian seiniin (paine). Kun johonkin tilaan, jossa on ennestdan kaasua, tuodaan lisda uutta
kaasua, tuodun kaasueran liike-energia lisda tilassa ennestdin olevan kaasun molekyylien ja myos
omien molekyyliensa vauhtia. Nain tapahtuu esimerkiksi, kun ilmaa pumputaan py6ran renkaaseen
tai kun gravitaatio vetaa vety-, helium- ja muita atomeja kohti tidhden keskustaa. Uusien atomien
(tai molekyylien) liike-energia leviaa tormaysten kautta koko tilaan ja sen lampdétila nousee. Esi-
merkiksi Auringon keskustassa vetyatomien ytimien nopeus on kasvanu niin suureksi, siis keskus-
tan lampotila niin korkeaksi, ettd vety-ytimia yhtyy heliumytimiksi kohdassa 4.3.12 kerrottavalla
tavalla.

Vastaavasti hajoamisreaktioissa varahtelyenergia muuttuu liike-energiaksi. Kierrejousiesimerkissa
tdma tapahtuu, jos jousi katkaistaan silla hetkell3, jolloin pallot ovat niissd kohdissa, joissa ne en-
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simmaisen kerran koskettivat jousta. Talldin niiden potentiaalienergia on nolla, eikd jousen katkai-
seminen muuta systeemin energiaa. Pallot jatkavat tdman jalkeen nopeudella, joka niilld oli alun
perin ja niiden vardhtelyenergia on muuttunut kokonaan niiden liike-energiaksi. Kohdan 3.5.7 esi-
merkissa 19 puolestaan ns. heikko vuorovaikutusvoima purkaa neutronin protoniksi, elektroniksi
ja elektronin antineutriinoksi ja neutronin potentiaalienergia muuttuu hajoamistuotteiden liike-
energioiksi. Esimerkissd 21 taas ruudin padaineosan nitroselluloosan molekyylit purkavat sisdisen
varahtely- eli potentiaali- ja liike-energiansa hajoamistulosten, vesi-, hiilidioksidi-, hiilimonoksidi-,
vety- ja typpi-molekyylien, liike-energiaksi niin, ettd alkuaan kiintedstd ruudista tulee kaasua ja
ruutikammioon syntyy paine, joka ajaa luodin liikkeelle. Kaikkiaan siis osa nitroselluloosamo-
lekyylien potentiaali- ja liike-energioiden muodostamasta sisdisestd energiasta muuttuu luodin,
syntyvien kaasujen, kivaarin ja hylsyn liike-energioiksi.

Mita siis pitdisi ajatella aineen ja energian valisesta suhteesta?

Vaikka edelld esitetty teoria pohjautuu massan avulla madriteltyihin lilkemaaran, liike-energian,
kokonaisenergian ja lepoenergian késitteisiin, sen antaman lopputuloksen ymmartdmiseksi olisi
parempi luopua koko massan kisitteesta. Massan sijaan olisi helpompaa kayttaa perustana kappa-
leen sisdistd energiaa eli lepoenergiaa, joka paikallaan olevalla tai vakionopeudella suoraviivaisesti
liikkkuvalla kappaleella on se osa energiasta, joka ei ole liike-energiaa. Jos kappaleeseen tai kappale-
joukkoon ei tule lisda energiaa eika siitda lahde energiaa, sen kokonaisenergia pysyy muuttumatto-
mana, mutta sen sisdinen energia voi muuttua liike-energiaksi ja pdinvastoin. Ndin silla edellytyk-
selld, ettd liike-energiaksi lasketaan myds kappaleen sdteilemdn sahkomagneettisen sateilyn ener-
gia, jota tietyt atomeissa ja molekyyleissa tapahtuvat energiatilan muutokset synnyttavat jokaisessa
aineessa, jonka lampotila on yli absoluuttisen nollapisteen.

79



4 KAYTANNON ESIMERKKE]A

4.1 Myonit

Myonit ovat alkeishiukkasia, joita syntyy ilmakehassa yli 15 km:n korkeudessa, kun erittdin suurel-
la nopeudella liikkuvat avaruussateilyn protonit osuvat ilmakehan typpi- ja happiatomien ytimiin.
Myoneja syntyy sellaista vauhtia, ettd Maan pinnalle vaakasuoralle yhden neliésenttimetrin suurui-
selle alueelle niitd osuu keskimaarin yksi minuutissa.

Myonilla on sama sahkdvaraus kuin elektronilla ja 206,7682826-kertainen massa elektronin mas-
saan verrattuna. Mutta myonilla ja elektronilla on oleellisempikin ero: elektroni on pysyva alkeis-
hiukkanen, mutta myoni ei. Myoni hajoaa elektroniksi, myonin neutriinoksi ja elektronin antineut-
riinoksi. Myonien hajoaminen on esimerkki radioaktiivisesta hajoamisesta eli hajoamisesta, jossa
yksittainen hiukkanen hajoaa sattumanvaraisena hetkend, mutta niin, etta aika, jonka kuluessa puo-
let (tilastollisesti riittavin suuresta) hiukkasmaérasté hajoaa, eli ns. puoliintumisaika t; /5, on hiuk-
kasmaarasta ja yleensa ulkoisista olosuhteista riippumatta sama. Levossa olevien myonien puoliin-
tumisaika on laboratoriokokeiden mukaan ¢;,, = 1,5228313 107%s.

Vuonna 1963 yhdysvaltalaiset fyysikot David H. Frisch ja James H. Smith julkaisivat tulokset ko-
keesta, jossa he selvittivat kiayttdmansa ilmaisimen rekisteréimien myonien lukumaaran tunnin ai-
kana Cambridgessa Massachusettsissa lahellda meren pintaa ja 1907 m ylempanda Mount
Washingtonin huipulla New Hampshiressa. Tulokset olivat 568 myonia ja 412 myonia (kuva 16).

Cambridge, US-MA, 3 m

Kuva 16: Havaittujen myonien méaarat.

Mount Washingtonin huipun ilmaisin oli tehty sellaiseksi, ettd myonit, joiden nopeus oli pienempi
kuin 0,9950c¢, pysdhtyivat ilmaisimen 76 cm paksuun rautakuoreen ja myonit, joiden nopeus oli
suurempi kuin 0,9954c¢ lapaisivat ilmaisimen. Ainoastaan myonit, joiden nopeus oli naiden rajojen
valissa pysahtyivat ilmaisimeen, hajosivat siind ja tulivat havaituiksi. Koska myonien on kuljettava
Mount Washingtonin huipun korkeudelta Cambridgeen 1907 m paksun ilmakerroksen lapi, piene-
nee niiden nopeus. Jotta Cambridgessa havaitut myonit olisivat sellaisia, joiden nopeus ylhaalla oli
0,9950c¢:n ja 0,9954c:n valilla, oli Cambridgessa ilmaisimen rautakuoren oltava ohuempi. Kun my-
onien hidastuvuus sekd ilmassa ettd raudassa olivat tunnettuja, voitiin laskea, ettd rautakuoren
paksuuden alhaalla oli oltava 46 cm. Ottamalla timéan ja monia muita asiaan vaikuttavia tekijoita
huomioon Frisch ja Smith paatyivat tuloksen, ettd ilmaisimet havaitsivat myonit, joiden keskimaa-
rdinen nopeus matkalla 1910 m:n korkeudelta 3 m:n korkeudelle oli 0,9935c.

Myoniin kiinnitetty jarjestelma J liikkui siis nopeudella v = 0,9935c¢ Maahan kiinnitetyssa jarjes-
telméassa §. Ndin ollen myoni tulee Mount Washingtonin huipun korkeudelta Cambridgen korkeu-
delle eli 1907 m jarjestelmassa § ajassa
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1907

te =——— =~ 6,402684746 - 10~°
S = 0,9935¢ >

Myonin jarjestelmassa J myonin kayttdma aika ylhaalta alas, t, on kaavan (2.1.2) mukaan

v? 6 0,99352%¢2 _,
tr=ts |1— =z =6,4027-107"°- |1 Tz ~ 7,288311349-107" s

Myoneja jai ilmaisimeen ylhaalla tunnin aikana 568 kappaletta. Edelld mainitun puoliintumisajan
Ty, kuluttua 568 myonista on jéljellda 568/2, kahden puoliintumisajan kuluttua 568/2/2 = 568/
22,... n:n puoliintumisajan kuluttua 568/2" ja yleisesti x:n puoliintumisajan kuluttua 568/2%, olipa
x mika tahansa reaaliluku. Kun myonin jarjestelmassa on kulunut edelld laskettu myonien kulku-
aika t7, on puoliintumisaikoja kulunut

tr _ 7,288311349-1077
ti,  1,5228313-107°

~ 0,4786026899

kappaletta. Nain ollen Mount Washingtonin huipun 568 myonista pitdisi Cambridgessa olla jaljella

568
20,4786026899

~ 408 kpl
mika vastaa varsin hyvin havaittua lukumaaraa 412.

Saatu tulos on kaukana siitd maarastd, joka myoneja olisi jdljelld, jos myonin jarjestelmassa aika ku-
luisi samaan tahtiin kuin Maan jarjestelmassa, jolloin puoliintumisaikoja olisi kulunut

tr 6402684746 107°
ti,  1,5228313-1076

~ 4,204461082 kpl

ja myoneja olisi jaljella

568

24,204461082 ~ 31 kpl

[tse asiassa Frisch ja Smith tekivat viela viisi vastaavaa koetta, joista viimeisessa ei kuitenkaan teh-
ty havaintoja Cambridgessd. Myonien havaitut lukumaarat Mount Washingtonin huipulla, teoreetti-
set lukumaarat ja lukumaarat, jos ajan hidastumista ei olisi, ovat alla olevassa taulukossa 3.

Taulukko 3: Havaitut myonien maarét eri kokeissa.

Mt. Washington Cambridge Cambridge Cambridge, ei
havaittu havaittu teoreettinen ajan hidastumista
568 412 408 31
554 403 398 30
582 436 418 32
527 395 378 29
588 393 422 32

Nama tulokset eivat tietenkddn todista kaavaa (2.1.2) oikeaksi, mutta ne ovat ovat erittdin vahva
naytto siitd, ettd kappaleen nopeus vaikuttaa sen kokemaan ajankulkuun.
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4.2 Satelliittipaikannus

4.2.1 Satelliittipaikannuksen periaate

Kaikissa satelliittipaikannusjarjestelmissd on sama toimintaperiate, mutta kasitellddn tdssa GPS-
jarjestelmaa (Global Positioning System). Kysytadn, onko GPS-satelliittien kelloissa tapahtuva no-
peudesta johtuva kaavan (2.1.2) mukainen ajan hidastuminen otettava huomioon paikannuksessa.

GPS-satelliitit kiertavat n. 26560 kilometrin kiertosateella kaksi kierrosta Maan ympari siina ajassa,
tadhtivuorokaudessa (n. 23 h 56 min), jossa Maa kiertda tdyden kierroksen akselinsa ympari eli yh-
den kierroksen n. 718 minuutissa. Ne kiertdvat Maata kuudessa Maan keskipisteen kautta kulkevas-
sa tasossa. Nama tasot ovat n. 55°:n kulmassa paivantasaajan kanssa ja sijaitsevat niin, ettd vierek-
kdisten ratatasojen ja padivantasaajatason leikkaussuorien valinen kulma on 60°. Jokaisessa tasossa
kiertda nelja satelliittia toistensa suhteen niin sijoittuneina, ettd napa-alueita lukuun ottamatta jo-
kaisessa Maan pinnan pisteessd on koko ajan vahintaan kuusi satelliittia horisontin ylapuolella. Nai-
den 24 satelliitin lisdksi jarjestelmadn kuuluu muutamia ylimaaraisia satelliitteja, jotka parantavat
paikannustarkkuutta ja ovat myos varalla, jos jokin satelliiteista menee epdkuntoon. Paikannus
GPS-jarjestelmassa perustuu siihen, ettd paikannussatelliitit lahettdavat radiosignaaleja, joilla ne il-
moittavat sijaintinsa ja signaalin lahtohetken. Sijaintinsa ja kellonsa tarkkuutta satelliitit sdatavat
Maan pinnalla olevien tukiasemien avulla.

Oletetaan, ettd paikannin P saa signaalit neljalta satelliitilta S, S, S5 ja S4 niin, ettd signaalien saa-
pumishetket paikantimeen ovat paikantimen kellon mukaan Ty, T5, T3 ja T, ja satelliittien ilmoitta-
mat signaalien lahtohetket ovat L4, L,, L3 ja Ly, jotka ovat hyvin tarkasti Maan pinnalla kaytettavan
ajan mukaisia. Jos myos paikantimen kello kavisi tarkalleen tatd samaa aikaa, saataisiin signaalien
kulkuajat vahentamalla saapumisajoista lahtoajat. Itse asiassa talldin riittdisi kolmen satelliitin an-
tamat tiedot ja neljds antaisi vain lisda tarkkuutta. Kuitenkaan ndin tarkat kellot eivat ole paikanti-
missa mm. kustannussyistd mahdollisia. Siksi pitda varautua siihen, ettd paikantimen mittaamissa
ajoissa on oleellisia virheita. Jos paikantimen kellon virhe t pysyy riittdvan tarkasti samana koko
edelld mainittujen neljan signaalin saapumisten ajan, saadaan signaalien oikeat saapumisajat riitta-
valla tarkkuudella vahentdmalla paikantimen kellon antamista saapumisajoista paikantimen kellon
virhe t. Oikeat saapumisajat ovat siten T; — t, T, —t, T3 — t ja T, — t. Kun ndistd viahennetaan sig-
naalien oikeat lahtdajat, saadaan signaalien oikeat kulkuajat T; —t — Ly, T, —t — L,, T3 —t — L3 ja
T, —t — Ly. Jos laskutoimitusten yksinkertaistamiseki merkitdan vield t; =Ty — Ly, t; =T, — Lo,
t; =T; — Ly ja t, =T, — L4, saadaan signaalien kulkuajoiksi t; — ¢, t, — ¢, t3 —t ja t, —t. Koska
paikantimen kellon virhettd ¢t ei tiedetd, on ratkaistavana nelja tuntematonta: paikantimen kolme
paikkakoordinaattia ja kellon virhe t. Naiden ratkaisemiseksi tarvitaan nelja yhtéloa ja siis nelja sa-
telliittia.

GPS-paikantimen sijainnin maarittamiseksi otetaan kayttoon suorakulmainen Oxyz-koordinaatisto.
Tassa koordinaatistossa origo O on Maan keskipisteessa. Positiivinen x-akseli on origosta kohti pai-
vantasaajan ja nollameridiaanin leikkauspistettd, toisin sanoen pistettd, jonka maantieteellinen
leveys ja pituus ovat 0°. Tama piste sijaitsee Guinean lahdella n. 750 km Sdo Tomésta ldnteen. Posi-
tiivinen y-akseli on origosta kohti pdivintasaajan ja 90 asteen meridiaanin leikkauspistetts, siis pis-
tettd, jonka maantieteellinen leveys 0° ja pituus 90° ja joka sijaitsee Intian valtameressa n. 1550 km
Singaporesta lanteen. Positiivinen z-akseli on origosta kohti pohjoisnapaa eli pistettd, jonka maan-
tieteellinen leveys on 90°.

Oletetaan, etta tdssa suorakulmaisessa koordinaatistossa satelliittien S;, S,, S3 ja S, koordinaatit
signaalien lahtohetkilla ovat Sy: (xq,V1,21), S (X2, V2, 22), S3i (X3,V3,23), Sa: (X4, V4, Z4) ja GPS-pai-
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kantimen paikka on (x,y,z) ensimmaisesta signaalin saapumisesta viimeiseen. Kunkin satelliitin
etaisyys paikantimesta voidaan lausua kahdella tavalla: paikantimen ja satelliitin koordinaattien
erotuksistax — x;, y —y;jaz — z;, i = 1,2, 3,4 Pythagoraan lausetta soveltaen ja toisaalta signaalin
kulkeman matkan perusteella, joka saadaan kertomalla signaalin kulkuaika t; — t signaalin nopeu-
della c. Tekemalla tama jokaiselle satelliitille saadaan etdisyyksien nelidistd neljan yhtalon yhtalo-
ryhma

(x—x)* + (= y1)* + (2= 2)? = c*(t; — t)?
(x =202 + (V= ¥2)* + (2 — 2)* = c*(t, — t)?

(4.2.1) )
(x = x3)% + (y —¥3)* + (2 — 23)* = c?(t3 — t)?

(x = x)% + 7 —ya)? + (2 — 24)* = c*(t, — t)?

Yhtaloryhman (4.2.1) ratkaiseminen yleisesti ja seuraavassa kohdassa kisiteltaviassa esimerkkita-
pauksessa erityisesti on esitetty liitteessa 5.

4.2.2 Esimerkki

Sivuston http://www.n2yo.com/satellites/?c=20 mukaan GPS-satelliitien Navstar 72, Navstar 70,
Navstar 66 ja Navstar 58 sijainnit olivat 12.3.2015 klo 07:16:40 UTC-aikaa (09:16:40 Suomen
aikaa) allaolevan taulukon 4 mukaiset

Taulukko 4: Satelliittien maantieteelliset koordinaatit

leveys ¢ (°) | pituus A (°) | Kkorkeus h (m)
Navstar 72 50,49 36,61 20192060
Navstar 70 54,78 -65,08 20194440
Navstar 66 7,07 30,08 20272520
Navstar 58 53,93 104,55 20262210

Naiden maantieteellisten koordinaattien tarkkuus, asteen sadasosa leveydessi ja pituudessa seka
10 metria korkeudessa, on muutamien kilometrien luokkaa. Koska tehtavana on selvitta3, mika on
kaavan (2.1.2) mukaisen ajan kulun suhteellisuuden vaikutus paikanmaarityksen tarkkuuteen, ole-
tetaan, ettd ilmoitetut koordinaatit ovat tdsmaélleen oikeita tai ainakin niin tarkkoja, etta niista koor-
dinaattimuunnoksella saatavat suorakulmaiset koordinaatit ovat oikeita metrin tarkkuudella.

Maantieteellisten koordinaattien muuntaminen suorakulmaisiksi koordinaateiksi ja painvastoin on
esitelty liitteessa 6. Esimerkissa L.6.1 on Navstar 72:n maantieteellisten koordinaattien muuntami-
nen suorakulmaisiksi ja esimerkissa L.6.2 Lagka-tunturin huipun suorakulmaisten koordinaattien
muuntaminen maantieteellisiksi. Muunnoksia varten tehtyja sovelluksia on myds internetissa mm.
sivulla http://www.apsalin.com/convert-geodetic-to-cartesian.aspx (maantieteellisistd suorakul-
maisiin) ja sivulla http://www.apsalin.com/convert-cartesian-to-geodetic.aspx (suorakulmaisista
maantieteellisiin).

Satelliittien suorakulmaisiksi koordinaateiksi saadaan taulukon 5 arvot.
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Taulukko 5: Satelliittien suorakulmaiset koordinaatit.

x; (m) yi (m) z; (m)
Navstar 72 13575819 10085969 20476093
Navstar 70 6460645 | -13905556 21685017
Navstar 66 22886448 13256139 3274997
Navstar 58 -3942561 15190057 21510070

Laskentatarkkuuden parantamiseksi valitaan nollahetkeksi, t = 0, signaalien ldhtoaika 07:16:40.

Kysytddn nyt, mika oli paikantimen sijainti, jos signaalit saapuivat siihen paikantimen kellon mu-
kaan seuraavan taulukon 6 hetkilld t4, t,, t;jat,

Taulukko 6: Signaalien saapumisajat.

ti (s)
Navstar 72 0,413597802
Navstar 70 0,420527863
Navstar 66 0,423564542
Navstar 58 0,420104432

Kuten edella esitettiin, ndma ajat ovat signaalien kulkuaikojen ja paikantimen kellovirheen summia.
Kun nama ajat ja satelliitien koordinaatit sijoitetaan yhtaloryhméaan (4.2.1) ja ratkaistaan se liitteen
5 esimerkissa L.5.1 esitetylla tavalla, saadaan paikantimen suorakulmaiset koordinaatit

( x = 2961900,328 m
{ y = 1251955,263 m
k z = 5489765,661 m

ja paikantimen kellon virhe t = 0,3456222945 s. Nama suorakulmaiset koordinaatit muunnetaan
liitteen 6 kohdan L.6.2 kaavoilla (L.6.9) maantieteellisiksi ja saadaan: leveys ¢ = 59,80796697°,
pituus A = 22,91312195° ja korkeus H = 0 m. Paikannin on siis Hankoniemen eteldkarjessa me-
renpinnan tasalla ja sen koordinaatit ovat

( leveys ¢ = 59,8080°
(PO) pituus A = 22,9131°

korkeus H = 0 m

4.2.3 Nopeuden vaikutus

Satelliitit siis lahettivat signaalit, joissa ne ilmoittivat sijaintinsa hetkelld, jolloin niiden kellot
nayttivat 07:16:40 UTC-aikaa. Selvitetddn nyt, mitka olisivat olleet seuraukset, jos jostakin syysta
satelliitin Navstar 72 kello olisi vuorokauden ajan ennen tata hetkea jattanyt ottamatta huomioon
kaavan (2.1.2) mukaisen ajan hidastumisen, mutta kolmen muun satelliitin kellot olisivat olleet
saadetyt niin, ettd ne olisivat ndyttidneet Maan pinnalla noudatettavaa virallista UTC-aikaa.

Navstar 72 kiertad Maata lahes ympyranmuotoista rataa 26560 kilometrin etdisyydella Maan keski-
pisteestd yhden kierroksen n. 718 minuutissa, joten sen nopeus on
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_ 20726500000 5473 755844
YT 7860 Y m/s

Silloin, kun Navstar 72:n kello on kdynyt vuorokauden, 24 - 60 - 60 = 86400 sekuntia, siis sen jar-
jestelmassa J aikaa on kulunut tasan vuorokausi, on Maan pinnalla paikoillaan olevassa jarjestel-
massa S aikaa kulunut kaavan (2.1.2) mukaan

tr 86400
ts = = ~ 86400,000007213 s

vz_ v2
\/1‘72 \/1‘72

Nain ollen Navstar 72:n signaali olisi 1ahtenyt satelliitista ja my6s saapunut paikantimeen ajan

At, = ts — t; = 0,000007213 s = 7,213 pis

verran myohemmin kuin jos se olisi lahtenyt klo 07:16:40 UTC-aikaa. Se ei siis olisi osunut paikanti-
meen edellisen kohdan taulukon 6 mukaisella hetkelld t; = 0,413597802 s, vaan hetkella

t; = t, + At, = 0,413597802 + 0,000007213 = 0,413605015 s

Koska paikannin toimii satelliiteilta saamiensa tietojen varassa, se olisi olettanut, ettd Navstar 72:n
signaali oli lahtenyt nollahetkella 07:16:40 ja olisi laskenut liitteen 5 esimerkissa L.5.2 esitetylla
tavalla koordinaateikseen x = 2959148,066 m, y = 1250959,228 m ja z = 5485964,064 m. Maan-
tieteelliset koordinaatit olisivat olleet liitteen 6 mukaan tall6in

( @' =59,8135°
(P1) A= 22,9159°
L H' = —4756m

Jos paikantimen haltija ei olisi huomannut korkeuskoordinaattia, olisi han luullut olevansa paikas-
sa, joka on oikeasta paikasta 634 m:n etdisyydelld suunnassa 14°. Mutta hassuinta olisi ollut, etta
paikannin olisi ilmoittanut olevansa 4756 m:n syvyydelld Maan sisdssa.

4.2 4 Gravitaation vaikutus

Ajankulkuun satelliiteissa vaikuttaa myds se yleisen suhteellisuusteorian puolelle kuuluva (ja tissa
perustelematta jaava) tosiseikka, ettd mita pienempi on Maan vetovoima sitd nopeammin aika ku-
luu. Néin ollen satelliiteissa aika kuluu nopeammin kuin Maan pinnalla. Jos kahden tapahtuman
valinen aika on t; etdisyydella r; pallonmuotoisen taivaankappaleen K keskipisteestd, niin ndiden
tapahtumien valinen aika etdisyydella r, K:n keskipisteesta on

2Gm
1= cr.
(4.2.2) t, = —ztl
2Gm
1- 2
cn

missd m on K:n massa ja G on yleinen gravitaatiovakio G = 6,67408 - 10~ Nm? /kg?. Kaava edel-
lyttaa, ettd sekd ry ettd r, ovat vahintaan kappaleen K sdteen suuruisia.
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Koska Maata, jonka massa on 5,9723 - 10%* kg, voidaan vaadittavan tarkkuuden rajoissa pitia pallo-

na, voidaan kaavaa (4.2.2) soveltaa ratkaistaessa, kuinka paljon Navstar 72:n aika ja Maan pinnalla
mitattu aika poikkeavat toisistaan painovoimaeron johdosta. Navstar 72 kiertdd Maata keskimaa-
raisella kiertosateelld r; = 26560 km ja Hankoniemen Karjessa pisteessa (P0) etiisyys Maan keski-
pisteestd on kohdan 4.2.2 mukaan

= \/x2 +y?+22= \/2961900,3282 + 1251955,263% + 5489765,661% ~ 6362214 m

Kun Navstar 72:n korkeudella aikaa kuluu vuorokausi, t; = 86400 s, sité pisteessa (P0) kuluu

\/1 _2:6,67408-10711-597237 - 1024
2997924582 - 6362214

t, = - 86400 =~ 86399,999954199 s
\/1 _2:6,67384 - 10711.5097219 - 1024
2997924582 - 26560000
eli
At; =24-60-60—t, = 0,000045801 s = 45,801 ps
vihemman.

4.2.5 Yhteisvaikutus

Edella esitetyn perusteella Navstar 72:n nopeus hidastaa ajan kulumista ja gravitaatio nopeuttaa
sitd niin, ettd niiden yhteisvaikutus on

At = At, + At = 7,213 — 45,798 = —38,588 ps

Kuvitellaan, ettd Navstar 72:n kello ei olisi ottanut huomioon kumpaakaan naistd vaikutuksista.
Siita olisi seurannut, ettd signaali, jonka Navstar 72 olisi lahettanyt nollahetkellda 07:16:40 UTC, olisi
saavuttanut paikantimen —38,588 ps etuajassa. Tama tarkoittaa, ettd laskettaessa paikantimen si-
jaintia t;:n paikalla olisi ollut

ti =t; + At = 0,413597802 — 0,000038588 = 0,413559214 s

Talloin koordinaateiksi olisivat tulleet liitteen 5 esimerkissd L.5.3 esitetylld tavalla x =
2976609,486 m, y = 1257278,520 m ja z = 5510083,564 m ja naista liitteessa 6 esitetylla tavalla
maantieteelliset koordinaatit

" =159,7786°
(P2) A" =22,8985°
k H'" = 25419 m

Siis paikka, joka on todellisesta paikasta 3372 m suuntaan 194° ja 25419 m:n korkeudella.

Vield on huomattava, ettd Navstar 72 olisi ilmoittanut sijaintinsakin vdarin antamalla pisteen, jossa
se oli ajan At verran nollahetken 07:16:40 jalkeen. Kuitenkin se etenee ajassa At vain matkan

vAt = 3873,755844 - 38,585 107°% ~ 0,149 m = 14,9 cm
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joten talla virheelld ei olisi ollut kdytannon merkitysta koordinaattien maaraytymisessa.

Nain Hankoniemen kérjessa. Mutta virheen suuruuteen vaikuttaa myos se, missad paikannin on. Esi-
merkkind tasta tarkastellaan tilannetta, jossa toinen paikannin sijaitsi niin, ettd edelld mainitusta
nollahetkestd, 12.3.2015 klo 07:16:40 UTC-aikaa, signaalien saapumisajat olivat ty, t;, t3 ja t
(taulukko 7)

Taulukko 7: Signaalien saapumisajat.
6 ()

Navstar 72 0,350356579
Navstar 70 0,355165029
Navstar 66 | 0,362634921
Navstar 58 | 0,354439593

Liitteen 5 esimerkistd L.5.4 kdy ilmi, tdma paikannin oli tuolloin pisteessd x = 2020780,744 m,
y = 985008,305m, z =5949498,787 m ja sen kellon virhe oli t = 0,2813992443 s. Liitteen 6
mukaan paikan maantieteelliset koordinaatit olivat

( @" =69,4274°
A" = 25,9864°
L H*=620m
Paikannin on ndin olen Lagka-tunturin huipulla Utsjoella.

Téassa pisteessa etdisyys Maan keskipisteesta on

Ty, = \/2020780,7442 +985008,3052 + 5949498,7872 ~ 6360057,546 m

mik3 tarkoittaa, ettd kun Navstar 72:n korkeudella aikaa kuluu vuorokausi eli 86400 s, kuluu sita
Lanka-tunturin huipulla kaavan (4.2.2) mukaan 86399,999954178 s. Erotus on At; = 45,822 us ja
yhteisvirhe At = At,, + At; = 7,213 — 45,822 = —38,609 ps.

Jos Navstar 72:n ajassa ei olisi tehty suhteellisuusteorian vaatimia korjauksia, olisi sen lahettaman
signaalin saapumisaika paikantimeen ollut ¢t;* = 0,350356579 — 0,000038609 = 0,350317970 s ja
paikantimen suorakulmaiset koordinaatit olisivat olleet liitteen 5 esimerkin L.5.5 mukaan
x = 2036281,338m, y = 990569,520 m, z = 5969850,414 m ja maantieteelliset koordinaatit liit-
teen 6 mukaan

@ =69,3545°
A= 259411°
H™ = 25431 m
Tama piste on oikeasta paikasta 8336 m suuntaan 192° ja 25431 m:n korkeudessa.

Paikantimen tekeman virheen suuruus riippuu myos siitd, minka satelliitin kello on kdynyt vaarin.
Jos virheellistd aikaa nayttanyt satelliitti olisi ollut Navstar 70, olisi sen lahettdman signaalin saapu-
misaika Lagka-tunturin tapauksessa ollut t5** = 0,355165029 — 0,000038609 = 0,355126420 s ja
paikannin olisi laskenut koordinaateiksi liitteen 5 esimerkin L.5.6 tapaan x = 2018350,912 m,
y = 975382,254 m, z = 5947854,513 m, joista saatavat maantieteelliset koordinaatit ovat
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( @ =69,4759°
< A = 25,7925°
k H™™ = —-3162m
siis oikeasta paikasta 9327 m suuntaan 306° ja 3162 m Maan sisassa.

Mutta mielenkiintoista on se, ettd jos kaikki satelliitit olisivat tehneet timan tai jonkin muun, mutta
kaikki kuitenkin yhtd suuren virheen k, olisi paikannin laskenut sijaintinsa aivan oikein, silla jos x,
Y, Z ja t ovat yhtaléryhman (4.2.1) ratkaisu, ovat x, y, z ja t + k yhtdléryhméan

(= x) >+ —y)?+ (2 —2z)* =c2(ty + k—t)?

(x=22)2+ (= y2)* + (2= 2)* = c*(t, + k — t)?

(x —x3)% + (y —¥3)? + (2 — 23)* = c*(t3 + k — t)?

(x=x)*+ (—ya)? + (z—2)* =ty + k—1)?

ratkaisu. Paikantimen koordinaateiksi tulevat siis tdsmalleen samat kuin oikeillakin arvoilla ja sa-
telliittien kellojen virhe sulautuu paikantimen kellon virheeseen.

Kaikkien GPS-satelliittien kellojen pitad kidyda samaa aikaa ja siis aina, kun uusi satelliitti laukais-
taan radalleen, sen kello on asetettava kdymaan tai ainakin ndyttdmaan samaa aikaa jo radoillaan
olevien satelliittien kanssa.

On hyva tietda, ettd paikannukseen liittyy myos muita teoreettisesti vaikeasti hallittavissa olevia ja
hallitsemattomia virheitd, jotka johtuvat mm. ilmakehéan tapahtuvista sihkomagneettisista ilmiois-
td. Nama hairiot syntyvat Auringon hiukkassateilyn vaihteluista ja vaaristavat signaalien kulkureit-
teja. Yksi virhelahde on signaalien heijastumiset Maan pinnalla olevista kohteista jne. Nain ollen sa-
telliittien sijaintia ja kelloja on joka tapauksessa kaiken aikaa saddettdvda Maan pinnalla olevalla
kontrollijarjestelmalla.

Toisaalta tarkkuutta yleensa lisda se, etta paikantimella on yhteys useampaan kuin neljaan satelliit-
tiin.
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4.3 Massan ja energian valinen yhteys
4.3.1 Alkeishiukkaset

Aine koostuu alkeishiukkasista, joilla ei ole rakennetta, mika tarkoittaa, ettd niita ei voida jakaa pie-
nempiin osiin. Materia-alkeishiukkasia on kaksi kuuden hiukkasen ryhmaa: leptonit ja kvarkit.

Leptonit ovat elektroni (e), myoni (p), tau (1), elektronin neutriino (v¢), myonin neutriino (v,) ja
taun neutriino (v;). Leptoneille on ominaista, ettd ne esiintyvat aina yksin. Elektronin neutriinoa
kutsutaan usein lyhyemmin neutriinoksi ja merkitaankin (v).

Toinen ryhma materia-alkeishiukkasia on kvarkit: ylos (u), alas (d), lumo (c), outo (s), huippu (t) ja
pohja (b). Toisin kuin leptonit, kvarkit esiintyvat yksin vain erittdin poikkeuksellisissa tilanteissa ja
silloinkin erittdin lyhyen ajan, esimerkiksi silloin, kun niistd koostuvia hiukkasia on saatu hajote-
tuksi tormayttamalla niita toisiinsa valtavilla nopeuksilla hiukkaskiihdyttimessa.

Jokaisella materia-alkeishiukkasella on vastaava antimateria-alkeishiukkanen. Elektronin antihiuk-
kasta, antielektronia, kutsutaan myos positroniksi. Sen ominaisuudet ovat muutoin samat kuin
elektronin, mutta sen sahkdvaraus on positiivinen, kun elektronin varaus on yhta suuri, mutta ne-
gatiivinen. Kun edella luetellut hiukkaset ovat aineen perusosasia, ovat antihiukkaset antimaterian
perusosasia. Antihiukkasia merkitadn samoilla symboleilla kuin vastaavia hiukkasia asettamalla vii-
va symbolin paille, siis esimerkiksi positronia merkitdan €. Positronille tosin kdytetdan myos mer-
kintda et (ja elektronille vastaavasti merkintid e™).

Materia- ja antimateriahiukkasten lisaksi ovat mittabosonit, joita ovat luonnon neljan perusvoiman
valittdjahiukkaset: sihkdmagneettisen vuorovaikutusvoiman valittdjahiukkanen fotoni (y), vahvan
vuorovaikutusvoiman valittdjahiukkanen gluoni (g), heikon vuorovaikutusvoiman valittajahiukka-
set Wt-bosoni (W), W™-bosoni (W™) ja Z°-bosoni (Z°) sekd massojen vilisen vetovoiman eli gra-
vitaation valittdjahiukkanen gravitoni, jota ei ole kuitenkaan pystytty tdhdn mennessa havaitse-
maan. Alkeisbosoneihin kuuluu viela Higgsin bosoni (H?). Mittabosoneita ja Higgsin bosonia ei tis-
sa yhteydessa kuitenkaan tarkastella.

Edella kohdassa 4.1 oli esilla, ettd myoni hajoaa heikon vuorovaikutusvoiman vaikutuksesta elek-
troniksi, myonin neutriinoksi ja elektronin antineutriinoksi:

pH—oe+v,+Ve

[tse asiassa termi "hajoaa” on arveluttava, koska se voi johtaa ajatteluun, ettd myoni koostuu ndista
hajoamistuloksistaan, kun kuitenkin myoni on alkeishiukkanen eika se koostu muista hiukkasista.
Tata korostaa sekin, ettd myoni voi hajota myds niin, ettd naiden lisdksi syntyy muita hiukkasia,
esimerkiksi

p—-oe+v,+vetete

Kvarkkien yhdistelmia ovat baryonit ja mesonit. Baryonit koostuvat kolmesta kvarkista ja niita ovat
mm. protoni (p), joka koostuu kahdesta ylds- ja yhdesta alas-kvarkista (uud) ja neutroni, joka koos-
tuu yhdesta ylos- ja kahdesta alas-kvarkista (udd). Vastaavasti antiprotoni koostuu kahdesta anti-
ylos- ja yhdesti antialaskvarkista (iitid) ja antineutroni koostuu yhdesti antiylos- ja kahdesta anti-
alas-kvarkista (idd). Mesonit puolestaan koostuvat kvarkista ja antikvarkista, tai oikeammin ne ha-
joavat kvarkiksi ja antikvarkiksi.
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4.3.2 Protoni, neutroni ja atomi

Unohdetaan hetkeksi muut hiukkaset ja keskitytdan elektroniin, ylos-kvarkkiin, alas-kvarkkiin, pro-
toniin ja neutroniin, koska kaikki tavanomainen suoraan aistein havaittava aine koostuu niista. Ai-
neessa elektronit, protonit ja neutronit ovat jarjestyneet atomeiksi siten, ettd atomin ydin koostuu
protoneista ja neutroneista ja ytimen ymparilla on liikkuvien elektronien muodostama elektroni-
verho.

Elektroniverhon rakennetta ei tassa yhteydessa kasitelld sen enempaa kuin, ettd atomia voi havain-
nollistaa Auringolla (ydin) ja planeetoilla (elektronit). Nailld on kuitenkin se oleellinen ero, etta pla-
neetta voi kiertda Aurinkoa milla tahansa ellipsiradalla, jonka toisessa polttopisteessa Aurinko on,
kunhan vain planeetan nopeus (ja siis energia) on joka hetki télle radalle sopiva. Ydinta kiertavin
elektronin energia ei sitd vastoin voi olla mika tahansa, vaan mahdolliset energiatilat voidaan jar-
jestaad suuruusjarjestykseen Ey, E;, E, jne. Elektronin energiatila voi kylld muuttua yhdesta energia-
tilasta E,, toiseen E,;, mutta sen energia ei voi koskaan olla kahden perdkkaisen energiatilan E,;:n ja
E, 410 valissa.

Elektronin, ylds-kvarkin, alas-kvarkin, protonin ja neutronin tirkeimmat ominaisuudet ovat
taulukossa 8:

Taulukko 8: Elektronin, u- ja d-kvarkin, protonin ja neutronin ominaisuudet.

Sahkovaraus (e) Massa (u) Massa (MeV/c?)
Elektroni -1 0,000548579909070 0,5109989461
Ylos-kvarkki +2/3 0,00247 2,3
Alas-kvarkki -1/3 0,00515 4,8
Protoni +1 1,007276466879 938,2720813
Neutroni 0 1,00866491588 939,5654133

Tassa taulukossa on sahkévarauksen yksikkéni e eli alkeisvaraus 1,6021766208 - 10~19 C (coulom-
bia eli ampeerisekuntia, As), joka on elektronin varauksen suuruus. Massan yksikkona taulukossa 8
on seki atomimassayksikkoé u = 1,660539040 - 10727 kg ettd MeV/c?. Edellinen on hyva siksi, etti
useissa mielenkiintoisissa esimerkeissa massojen lukuarvot ovat sitd kiyttaen lahella kokonaislu-
kuja ja siksi varsinkin massojen keskindiset suhteet on helppo ndhda. Jalkimmainen taas tulee ener-
gian yksikosta elektronivoltti, eV, silld sahk6éopin ja mekaniikan perusteiden mukaan on

1CV=1AsV=1VAs=1Ws=1]
jandin ollen 1 eV = 1,6021766208 - 107 1% ] ja

1

= Vv
1,6021766208 - 10~19 ¢

1]
Kaavan (3.4.7) mukaan atomimassayksikon suuruisen massan m lepoenergia on talldin
E=mc?=1u-c?=1,660539040" 1027 kg - 29997924582 m? /s>
=1,660539040 - 10727 - 29997924582 kgm? /s?

= 1,660539040 - 10727 - 29997924582 ]
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~ 1,492418062 - 1071°]

_1,492418062 - 10710 v
~1,6021766208 - 10-19 ¢

~ 931494095 eV
= 931,494095 MeV
Siis
(4.3.1) 1 u:nsuuruisen massan lepoenergia = 1,492418062 - 1071°] = 931,494095 MeV

Taman tiedon kaytté yksinkertaistaa ja selkeyttdd jatkossa suoritettavia laskutoimituksia, joissa
massat on annettu atomimassayksikkoind, mutta vastaus annetaan hiukkasfysiikan yleisen kaytan-
nén mukaisesti yksikkoa MeV kiyttien. Kaavasta (4.3.1) nidhdéan, ettd 1 u = 931,494095 MeV/c?.

On selvaa, ettd protonin varaus on +1 e, koska protoni koostuu kahdesta ylos-kvarkista ja yhdesta
alas-kvarkista, jolloin sen varaus taulukon 8 mukaan on 2 - (+2/3) + (—1/3) = +1 e. Vastaavasti
neutronin varaus on (nimen mukaisesti) +2/3+2-(—=1/3)=0e.

Sita vastoin hyvin kummallista on, ettd taulukon 8 mukaan kahden ylos-kvarkin ja yhden alas-kvar-
kin massa on yhteensd vain 2-0,00247 u+ 0,00515u = 0,01009 u, mutta protonin massa sitd
vastoin n. 1,00728 u, siis 1ahes 100-kertainen. Samoin yhden ylos-kvarkin ja kahden alas-kvarkin
massa on vain 0,00247 u+ 2 - 0,00515 u = 0,01277 u ja silti neutronin massa on n. 1,00866 u.

Mutta on toinenkin ongelma: miten kaksi positiivisesti varautunutta ylos-kvarkkia voi olla toistensa
lahella protonissa? Selitykseksi ei kelpaa niiden massojen vilinen vetovoima eli gravitaatio, silla jos
niiden etdisyys on r, vallitsee niiden valilla Coulombin lain mukaan sahkdinen poistovoima

2. “19)° _
Wl . (3-1,6021766208 - 107°) 102537 . 10-28
2 e 2 ~ 2 N
T T r

mika massojen valiseen Newtonin yleisen vetovoimalain mukaiseen vetovoimaan

myms

(0,00247 - 1,660539040 - 10727)2  1,12275-107%° N
T2

= 6,67408 - 10711 . ~

Fg=G r2 )

verrattuna on

F, 1,02537-107%8 20 _
E = 112275 10-%° ~ 9,1 -10*"-kertainen

Selitys sille, ettd kvarkit voivat olla toistensa lahelld, on kvarkkien valilla vaikuttava vahva vuoro-
vaikutusvoima, joka on suurimmillaan kvarkkien vilimatkan ollessa n. 1 fm (= 107> m) eli 60 %
protonin ldpimitasta, joka on n. 1,7 fm. Talldin vahva vuorovaikutusvoima on n. 100-kertainen sah-
koiseen poistovoimaan verrattuna. Vahva vuorovaikutusvoima on sikali erikoinen, ettd se muuttuu
poistovoimaksi alle 0,7 fm:n etdisyyksilla ja merkityksettoman pieneksi yli 2,5 fm:n etdisyyksilla.
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Samalla saadaan selitys protonin ja neutronin kummallisen suurille massoille niiden muodostavien
kvarkkien massoihin verrattuna. Kun massojen sijaan puhutaan energioista, asia yksinkertaistuu
oleellisesti. Tilanne on kuvattu kohdassa 3.6. Nyt palloina ovat kvarkit ja kierrejousina niiden vali-
set vahvat vuorovaikutusvoimat seka kvarkkien valiset sdhkoiset vetovoimat sdahkoéisesti erimerk-
kisten kvarkkien ja poistovoimat samanmerkkisten kvarkkien valilla. Kvarkkien liike- ja potentiaa-
lienergiat vaihtelevat kaiken aikaa, mutta kaikkien niiden summa pysyy vakiona.

Protonin kvarkkien massat ovat yhteensa edella laskettu my = 0,01009 u, joten niiden lepoenergiat
ovat kaavan (3.4.7) mukaan yhteensa

Ex = 0,01009 - 1,660539040 - 10727¢? =~ 1,506 - 10712 ]
Protonin lepoenergia puolestaan on

E, =1,007276466879 - 1,660539040 - 10727¢% ~ 1,50328- 10719

Néiden erotus
E =E, — Ex =1,50328-107'%] - 1,506 - 107'% ] = 1,48822- 1079 ]
on protonin muodostavien kvarkkien liike- ja potentiaalienergiat yhteensa.

Kasityksen kvarkkien liikkumisesta saa, jos kuvittelee tilanteen, jossa protonin jokaisen kvarkin po-
tentiaalienergia sattuu olemaan yhta aikaa 0. Silloin edelld mainittu energia E olisi kokonaan niiden
liilke-energiaa. Jos viela kaikilla olisi yhtd suuri nopeus u, toteuttaisi u kaavan (3.4.6) mukaan yhta-
16n

—mygc? =E
U2
1 —_—
2
3
mycC
= E + myc?
2 _ 2
2.6
ka
= (E + myc?)?
PR ( kC*)
, méc®
c?—ut=——-_—
(E + myc?)?
5 5 méc®
ur=ct-——
(E + myc?)?

méc*
=c|1——K
w=c (E + myc?)?
u = 0,9999498¢

Kaavan (2.1.2) mukaan talld nopeudella liikkuvassa jarjestelmdssd Suomi on 24.9.2017 ollut itse-
ndinen
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v 0,99994982¢2
tr =tg 1—C—2= 36452 - 1_0—2= 365,24 d = 1 vuoden

Neutronin kvarkkien nopeudeksi saadaan vastaavasti 0,9999199c.

Vilkkaalla mielikuvituksella tdstd voisi jatkaa paattelyd niin, ettd kvarkeilla ja leptoneillakin on
rakenne ja ne koostuvat hiukkasista, joiden massat ovat erittdin pienia ja liike- ja potentiaalienergi-
at kvarkkien/leptonien sisalla lepoenergioihin verrattuina suuria ja edelleen, ettd nailla hiukkasilla
on rakenne jne. loppumattomiin, jolloin massa ikadn kuin saadaan kokonaan havitetyksi. Voi kui-
tenkin olla, ettd jo kvarkkien rakenteen selvittdminen vaatii hiukkaskiihdyttymilta niin suuria ener-
gioita, ettd edes kvarkkien rakennetta - siis jos sellainen on - ei pystytd koskaan selvittdmaan.

4.3.3 Alkuaineet ja isotoopit

Kuten sanottu, kaikki suoraan aistein havaittavat aineet koostuvat atomeista. Atomin ytimessa
olevien protonien lukumaard, ns. jarjestysluku, maaraa sen, minkd alkuaineen atomista on kyse
niin, ettd jos protoneja on 1, on kyseessa vety (kemiallinen merkki H), jos 2, helium (He), jos 3,
litium (Li), jos 4, beryllium (Be), jos 5, boori (B), jos 6, hiili (C), jos 7, typpi (N), jos 8, happi (0), jos
26, rauta (Fe), jos 79, kulta (Au), jos 92, uraani (U) jne.

Ytimessa olevien neutronien lukumaara ratkaisee, mista kyseisen alkuaineen isotoopista on kyse.
Jos vetyatomin ytimessa on vain protoni, on kyseessa ns. tavallinen vety, jolle kdytetdan merkintaa
1H, missd alempi 1 ilmoittaa protonien lukuméaarin ja ylempi 1 protonien ja neutronien lukuméari-
en summan eli ns. massaluvun. Jos vety-ytimessa on protonin lisdksi yksi neutroni, on kyseessa iso-
tooppi 2H, nimeltian deuterium. Jos protonin lisiksi neutroneja on kaksi, on kyseessa isotooppi 3H,
tritium. Jos ytimessa on kaksi protonia ja yksi neutroni, on kyseessi heliumin isotooppi 3He, jos
kaksi protonia ja kaksi neutronia, heliumin isotooppi 3He, jos 26 protonia ja 30 neutronia, raudan
235

92

isotooppi 58Fe ja jos 92 protonia ja 143 neutronia, uraanin isotooppi 235U. Asiayhteydesta riippuen

23 23

esimerkiksi 233U voi tarkoittaa yksittaista 233U-atomia, sen ydinta tai isotooppia yleensa.

On hyvi tietdd, ettd atomimassayksikko u on hiilen isotoopin 12C atomin massan kahdestoista osa.

Saman alkuaineen eri isotoopit eivit yleensa poikkea kemiallisilta ominaisuuksiltaan, mutta fysi-
kaalisilta ominaisuuksiltaan kyllakin. Erdissd tapauksissa jopa hyvinkin paljon, kuten kohdassa
4.3.5 huomataan.

Koska elektronilla ja protonilla on yhta suuret, mutta erimerkkiset varaukset, on atomi (riittavan
kaukaa tarkasteltuna) sahkdisesti neutraali, jos elektroniverhossa on elektroneja yhta monta kuin
ytimessa on protoneja. Muussa tapauksessa atomi on sdahkoisesti varautunut eli ioni, positiivisesti
varautunut, jos protoneja on enemman ja negatiivisesti varautunut, jos elektroneja on enemman.
Ionia merkitddn kirjoittamalla alkuaineen kemiallisen merkin oikeaksi ylaindeksiksi varauksen
suuruus. Esimerkiksi merkinti 37Cl1™ tarkoittaa kloori-atomia, jonka ytimessa on 17 protonia ja 20
neutronia ja elektroniverhossa 18 elektronia ja vastaavasti 33Mg?* tarkoittaa magnesium-atomia,
jonka ytimessa on 12 protonia ja 13 neutronia ja elektroniverhossa 10 elektronia.

Alkuaineita tammikuussa 2016 oli 118 kappaletta ja niilla yhteensa yli 3300 isotooppia, joista luon-
nossa esiintyvia 339 ja loput keinotekoisesti aikaan saatuja. Kaikkia isotooppeja, joiden jarjestys-
luku on alle 95, tavataan luonnossa.
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Vastaavasti kuten positiivisesti varautunut protoni ja sitd kiertdvd negatiivisesti varautunut
elektroni muodostavat vetyatomin, muodostavat negatiivisesti varautunut antiprotoni ja sita kier-
tiva positiivisesti varautunut positroni antivedyn atomin 1H. Joulukuussa 2016 ilmoitettiin, etti
CERN:issa oli pystytty mittaamaan antivedyn ominaisuuksia ja valmistamaan kaikkiaan 14 antive-
tyatomia.

Atomiytimen rakennetta tarkasteltaessa heraa vastaava kysymys kuin protonin rakennetta tarkas-
teltaessa: miten positiivisesti varautuneet protonit voivat olla toistensa ldhella ytimessa. Selitys on
tassakin vahva vuorovaikutusvoima. Vaikka se vaikuttaakin vain kvarkkien valill3, ei se edellyta,
ettd kvarkit olisivat samassa protonissa, vaan vaikutus ulottuu, jos vain etdisyys on riittdvan pieni,
yhden protonin kvarkista naapuriprotonin kvarkkiin. Jos tdman lisdksi neutroneja on omine kvark-
keineen sopivasti ldhelld, ydin pysyy koossa.

4.3.4 Sidosenergia

Jokaisen atomin massa on pienempi kuin sen ytimen massan ja elektronien massojen summa. Tama
nékyy jo yksinkertaisimmalla neutraalilla atomilla eli }H-atomilla. Sen massa on 1,00782503223 u,
mutta kun lasketaan yhteen sen ytimen eli yhden protonin massa 1,007276466879 u ja sen elek-
troniverhon eli yhden elektronin massa 0,000548579909070 u saadaan n. 1,007825046788 u. Va-
hentiamalla tistid 1H-atomin massa saadaan 1,456 - 1078 u, joka on energiana kaavan (4.3.1) mu-
kaan

E =1,456-1078-931,494095 MeV = 1,36 - 1075 MeV ~ 13,6 eV

Taman verran protonin ja elektronin lepoenergiaa muuttuu vetyatomin sidosenergiaksi. Tdma si-
dosenergia pitdd neutraalin }H-atomin koossa ja se on elektronin potentiaalienergia ytimen synnyt-
tdmassa sdhkoisessa vetovoimakentdssad. Se on myos se energia, joka tarvitaan siirtimaan elektroni
kokonaan pois tisti atomista ddrettdman kauas eli }H-atomin ionisoitumisenergia. Tdssa on oletet-
tu, etta elektroni on kaikkein alhaisimmalla mahdollisella energiatasolla. Muilla mahdollisilla ener-
giatasoilla atomin massa on suurempi ja ionisoitumisenergia vastaavasti pienenmpi.

Vastaavasti kuten atomin massa on pienempi kuin sen ytimen massan ja elektronien massojen
summa, on myods atomiytimen massa pienempi kuin siind olevien protonien ja neutronien massojen
summa. Esimerkiksi 2H-ytimen massa on 2,013553212745 u, mutta yhden protonin ja yhden neut-
ronin massojen summa on 1,007276466879 u + 1,00866491588 u = 2,015941382759 u. Naiden
erotus 0,002388170014 u on kaavan (4.3.1) mukaan

E =0,002388170014 - 931,494095 MeV =~ 2220000 eV = 2,22 MeV

Ytimen sidosenergia on siis yli 160000 kertaa elektronin sidosenergia, joten ainakin vertailuja
varten riittdvan suurella tarkkuudella ytimen sidosenergia voidaan laskea kdyttden massoina ato-
mien massoja, vaikka pitdisi kayttaa ytimien massoja.

Jos ytimen massa on m ja siind on p kappaletta protoneja, (massa m;) ja n kappaletta neutroneja
(massam,,), on siis aina

m < pm, +nmy

Mielenkiintoinen tassa yhteydessa on suhde
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pmy +nm, —m m
q:

pm, + nmy, pmy + nmy,

joka muilla kuin }H:n ytimella (jolla se on 0) kertoo, kuinka suuri osa protonien ja neutronien lepo-
energiasta on muuttunut ytimen sidosenergiaksi. Sitd kdyttden voidaan siis vertailla myo6s eriko-
koisten ytimien kesken, kuinka vahvasti protonit ja neutronit ovat sitoutuneet ytimeen. Tama
suhde on ?H:lla

4 m 4 2,013553212745 0001185
I T my+1-m, = 1-1,007276466879 + 1-1,00866491588

Seuraavaan taulukkoon 9 on laskettu muutamia timéan suhteen arvoja.

Taulukko 9: Sidosenergiasuhteita.

ydin q ydin q ydin q ydin q
2H | 0,001185 oLi 0,005678 | 32Co | 0,009336 | S3Cu | 0,009324
SH | 0,003011 160 0,008493 | S9Ni | 0,009349 | 23%Pb | 0,008376
SHe | 0,002741 SCFe 0,009359 | $2Ni | 0,009364 | 23%Th | 0,008107
%He | 0,007534 SSFe 0,009361 | S&Ni | 0,009345 | 23U | 0,008060

Toisen sarakkeen arvot on laskettu ytimien massoista ja muut koko atomien massoista, siis
elektronit mukaan lukien, esimerkiksi $3Ni-atomille

61,9283451
28my, + 34m,, + 28m,

q=1 ~ 0,009364
Se, mihin taulukko 9 vihjaa, pitdd paikkansa myds todellisuudessa: suhdeluvun trendi on ytimen
kasvaessa aluksi kasvava, mutta muuttuu nikkelin isotoopin $3Ni kohdalla pienentyviksi.

4.3.5 Radioaktiivisuus

Osa hiukkasista ja atomiytimistd on pysyvia (esimerkiksi protoni ja 2C) ja osa hajoaa itsekseen
(esimerkiksi myoni ja 1¢C). Itsestddn hajoavia hiukkasia ja atomiytimia kutsutaan radioaktiivisiksi.
Kaikkiaan yli 3300 isotoopista pysyvid on vain 254. Kahta poikkeusta (teknetium ja prometium)
lukuun ottamatta jokaisella alkuaineella, jonka jarjestysluku on pienempi kuin 83, on ainakin yksi
pysyva isotooppi. Eniten pysyvia isotooppeja on tinalla, 10 kpl. Pysyvista isotoopeista suurin mas-
saluku on lyijyn isotoopilla 235Pb.

On vain kaksi pysyvaa isotooppia, joissa protonien lukumaara on suurempi kuin neutronien luku-
maird (1H ja 3He) ja 13 pysyvaa isotooppia, joissa protonien ja neutronien lukuméaarit ovat yhti
suuret (3H, 3He, SLi, 12B, 12C, 1IN, 180, 20Ne, 33Mg, 38Si, 325, 38Ar ja 30Ca). Kaikilla muilla neutroneja
on enemman kuin protoneja. Massalukuja 5 ja 8 lukuun ottamatta jokaiselle massaluvulle, joka on
pienempi kuin 209, on olemassa pysyva isotooppi.

95



Esimerkkina radioaktiivisesta hiukkasesta voidaan mainita myoni, jota kéasiteltiin jo kohdissa 4.1 ja
4.3.1, joissa todettiin, ettd myoni hajoaa elektroniksi, myonin neutriinoksi ja elektronin antineutrii-
noksi

p—oe+v,+Ve

Yksittdisesta radioaktiivisesta hiukkasesta tai atomiytimesta ei voida sanoa, milloin se hajoaa. Kui-
tenkin, jos tutkitaan naytettd, jossa samoja hiukkasia/ytimia on riittavan paljon, todetaan, ettd nayt-
teen hajoamisvauhti on suoraan verrannollinen hiukkasten/ytimien maardaan. Taman tiedon poh-
jalta voidaan laskea todennékdisyys sille, ettd yksittdinen hiukkanen/ydin on vield annetun ajan ¢t
kuluttua hajoamatta. Hieman erikoista tdlldin on, ettd tdma todenndkoisyys on sama riippumatta
siitd, kuinka kauan hiukkanen/ydin on ollut olemassa. Hajoamisvauhti eli aktiivisuus ilmoitetaan
yksikkona hajoamisia per sekunti eli becquerel, Bg. Toinen paljon kaytetty ja myds konkreettisempi
kasite on puoliintumisaika ¢;,,, joka tarkoittaa sitd aikaa, jonka kuluessa puolet ndytteestd on ha-
jonnut. Esimerkiksi myonin puoliintumisaika on, kuten kohdassa 4.1 kerrottiin, 1,5228313 - 1076
sekuntia.

Atomiytimien puoliintumisaika ei riipu siitd, mistd ytimet ovat perdisin tai milloin ne ovat synty-
neet. Ulkoiset olosuhteet, kuten lampoétila, paine, sdhkd-, magneetti- tai painovoimakenttd, kemialli-
nen tila (onko nayte kokonaan samaa isotooppia, samaa alkuainetta, samaa kemiallista yhdistetta
vai useamman tallaisen seosta) jne. eivat vaikuta puoliintumisaikaan. Kuitenkin elektroniverhon ra-
kenteen muutokset joissakin harvoissa tapauksissa saattavat muuttaa hieman (alle prosentin ver-
ran) puoliintumisaikaa. On kuitenkin pari mielenkiintoista poikkeusta: dysprosiumin isotooppi

183Dy, jonka neutraali atomi on pysyvi, mutta pelkka ydin eli ioni 182Dy®* on radioaktiivinen puo-

liintumisajalla 47 vuorokautta ja reniumin isotooppi '8ZRe, jonka neutraalin atomin puoliintumisai-

ka on 41,6 miljardia vuotta, mutta pelkin ytimen 8Re’5* vain 33 vuotta.

Yksittdisen hiukkasen puoliintumisaika voi vaihdella erittdin paljon sen ympariston mukaan, kuten
kohdassa 4.3.7 tarkemmin kéy ilmi.

Isotoopista toiseen puoliintumisaika vaihtelee suuresti. Lyhyin tunnettu on vedyn isotoopilla 7H,
jolla se on 2,3 - 10723 s, mutta se on hyvin lyhyt, 7,6 - 10722 sekuntia, my6s kohdassa 4.3.11 esille
tulevalla heliumin isotoopilla 3He. Pisin havaittu puoliintumisaika on 2,2 - 10%* vuotta telluurin
isotoopilla *25Te.

[tse asiassa isotoopin julistaminen pysyvaksi on ongelmallista. Voihan olla, ettd isotoopin ytimen ei
ole todettu milloinkaan hajonneen, mutta tima johtuu vain siitd, ettd sen puoliintumisaika on hajo-
amisen toteamiseksi liian pitkd. Teoreettisesti pysyvid isotooppeja on vain 90 ja ndistd suurin ydin
on zirkoniumin isotoopilla 72Zr. Edelld mainituista 254 pysyvisti isotoopista loput 164 ovat teo-
reettisesti radioaktiivisia, mutta niiden hajoamista ei ole ainakaan vield havaittu. Tasta on esimerk-
kina volframin isotoopit 83W, 183w, 182w ja 188w, joiden hajoamista ei ole havaittu, mutta joiden
pitdisi teoreettisesti olla radioaktiivisia. Se tiedetdan, etta jos ne ovat radioaktiivisia, niiden jokaisen
puoliintumisaika on yli 4,1 - 102 vuotta.

Mielenkiintoinen tapaus on tantaalin isotooppi 189Ta. Samalla tavalla kuin elektroniverhon elektro-

ni ja sita kautta koko elektroniverho voi olla energialtaan perustilassa tai viritettyna johonkin kor-
keampaan energiatilaan, voi myos atomiydin olla eri energiatiloissa. Yleensa pysyva isotooppi on
pysyva nimenomaan perustilassaan; muutoin se purkaa viritystilansa lahettamalla y-kvantin, vas-
taavasti kuten elektroni purkaa viritystilansa lahettamalla kvantin, joka useissa tapauksissa on na-
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kyvia valoa. Mutta 189Ta onkin pysyva yhdessa viritystiloistaan. Perustilassa se hajoaa ja sen puo-

liintumisaika on 8,152 h.

Hyva esimerkki pysyvyyden toteamisen vaikeudesta on myos protoni yksittdisena hiukkasena. Siita

tiedetdan vain, ettd jos se hajoaa, sen puoliintumisaika on yli 103° vuotta.

Luonnossa esiintyvistd 85 radioaktiivisesta isotoopista 27:n puoliintumisaika on suurempi kuin
maailmankaikkeuden ikd 13,799 + 0,021 miljardia vuotta. Ndiden joukossa on aikaisemmin mainit-
tu '28Te ja maankuoren yleisin radioaktiivinen isotooppi, toriumin isotooppi 233Th, jonka puoliin-

tumisaika on 14,05 miljardia vuotta.

4.3.6 a-aktiivisuus

Protonit ja neutronit ovat atomiytimessa jatkuvassa liikkeessa. Jos sivuutetaan tarkemmat yksityis-
kohdat, voidaan sanoa, etta joissakin tapauksissa voi kdyda niin, ettd protonin etdisyys muihin pro-
toneihin kasvaa niin suureksi, ettd sihkodinen poistovoima voittaa vahvan vuorovaikutusvoiman ja
protoni irtoaa ytimesta. Yleensa irtaantumassa oleva protoni vetda tilloin, kvarkkien valisen vah-
van vuorovaikutusvoiman ansiosta, mukaansa toisen protonin ja kaksi neutronia. Ytimesta poistuu-
kin siis 4He-ydin, jota radioaktiivisuuden yhteydessi kutsutaan a-hiukkaseksi ja titi tapaa hajota
a-aktiivisuudeksi. Se, miksi muodostuu juuri a-hiukkanen selittyy sen kokoon nihden hyvin suurel-
la sidosenergialla, kuten kohdan 4.3.4 taulukosta 9 kay ilmi.

Esimerkki a-aktiivisuudesta on uraanin isotooppi 233U. Kun sen ytimesti lihtee $He-ydin eli kaksi
protonia ja kaksi neutronia, jaa jaljelle ydin, jossa on 90 protonia ja 141 neutronia, joka on toriumin

isotoopin 233 Th-ydin. Reaktio on siis (kuva 17)

235U — 233Th + 3He

235 235 231
4
o oHe
0.4:.‘:‘0..

Kuva 17: 233U-ytimen radioaktiivinen hajoaminen

Katsotaan nyt, mitd tdmad merkitsee massoille. Taulukoista l16ytyvat vain neutraalien atomien
massat, mutta tdma reaktio tapahtuu ytimilla ja siksi pitaisi kdyttaa ytimien massoja. Ongelma tulee
siitd, etta ytimen massaa ei saada vahentamalld atomin massasta elektronien massat, silla osa
elektronien lepoenergiasta on atomissa muuttunut niiden liike- ja potentiaalienergioiksi. Ero on
kuitenkin niin pieni, ettd se ei ndy lopputuloksessa, jos se annetaan esimerkiksi kolmen numeron
tarkkuudella. Kaytetadn siis neutraaleja atomeja, mutta varmistetaan ensin, ettd reaktioyhtdlon
vasemman puolen 92 elektronia riittavat tekemaan oikealle puolelle tismalleen neutraalit atomit,
90 elektronia ja 2 elektronia.

235,0439299 u — 231,0363043 u + 4,00260325415 u

235,0439299 u - 235,0389076 u
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Massaa muuttuu siis energiaksi
m = 235,0439299 u — 235,038907554 u = 0,0050223 u
mika kaavan (4.3.1) mukaan on energiana
Q = 0,0050223-1,492418062-1071°] ~ 7,495439659 - 10~ 13 ]
tai jos niin halutaan

Q =0,0050223-931,494095 MeV ~ 4,68 MeV

23

Tai oikeammin massaa ei muutu energiaksi, vaan - kuten kohdassa 3.6 esitettiin - 233U-ytimen le-

poenergiaa muuttuu 231 Th-ytimen ja 4He-ytimen liike-energiaksi.

Ennen hajoamista ytimen 233U jarjestelmassa 233U:n nopeus u = 0, liilkeméaira p, = 0 ja kokonais-
energia kaavan (3.4.5) mukaan

mc?  235,0439299 - 1,660539040 - 10727 ¢?

W 02
/1—6—2 1-=

Liikemadran ja kokonaisenergian sailymisen perusteella voidaan kohdan 3.5.7 esimerkissa 19 ker-

rotulla tavalla laskea, ettd 3He-ydin saa nopeuden n. 0,0496¢ ~ 14900 km/s johonkin suuntaan ja

231Th-ydin nopeuden n. 0,00086¢ ~ 258 km/s vastakkaiseen suuntaan.

T0:

~ 3,50783806]

5

Energiaksi muuttuneen massan suhde alkuperdiseen 235U:n massaan on

_235,0439299 u — 235,0389076 u

~ s
235,0439299 u ~ 2,1367690 - 10

q

23 231

Tama tarkoittaa, ettd jos yksi kilogramma isotooppia 235U muuttuu niin 23 Th:ksi ja $He:ksi, mas-

saa muuttuu energiaksi 2,1367690 - 10~° kg, joka kaavan (3.4.7) mukaan on

~2,1367690 - 1075 -¢2

MWh =~ 533 MWh
106 - 60 - 60

E =qc?=2,1367690-107>-¢c?]

Se, kuinka suurella teholla tietty nayte radioaktiivista isotooppia tuottaa energiaa eli kuinka paljon
energiaa sekuntia kohti syntyy, voidaan laskea, kun tiedetddn naytteen aktiivisuus A eli se, kuinka
monta hajoamista sekunnissa naytteessa tapahtuu. Se saadaan kaavalla

mln2

(4.3.2) A=
myty

missd m on ndytteen massa tarkasteluhetkelld, m, isotoopin yhden atomin massa, t,,, isotoopin

puoliintumisaika ja kerroin In 2 on luonnollinen logaritmi luvusta 2, In2 = 0,693147180560. Kaa-
van johtaminen sivuutetaan tiassa yhteydessa.

23

Koska Isotoopin 233U puoliintumisaika on 704 miljoonaa vuotta eli

tip =704 10%-365,2422-24-60-60s = 2,221607596 - 1016 s
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on yhden 233U-kilogramman aktiivisuus kaavan (4.3.2) mukaan

_ 1kg-In2
 235,0439299 - 1,660539040 - 10727 kg - 2,221607596 - 1016 s

~799-107 1/s=7,99-107 Bq

Kun jokaisessa hajoamisessa energiaa vapautuu edella laskettu Q, tuottaa yksi kilogramma isotoop-
pia 233U hajotessaan 23} Th:ksi ja $He:ksi energiaa teholla

P=A4Q ~599-107%]/s=5,99-10"°> W = 59,9 yW

Muita esimerkkeja a-aktiivisista isotoopeista ovat uraanin isotooppi 235U, joka on radioaktiivisuu-
den tuottaman maaldmmon (joka on puolet koko maaldammostd) paaldhde (maankuoressa keski-
madrin 1 - 2,7 grammaa tonnissa) ja toriumin isotooppi 235Th, joka on maankuoren yleisin radio-
aktiivinen isotooppi (6 - 9,6 g/t). Alla olevaan taulukkoon 10 on lisdksi otettu kohdassa 4.3.14 tar-
kempaan kisittelyyn tuleva plutoniumin isotooppi 233Pu, radonin isotooppi 235Rn seké palovaroit-
timissa yleisesti kdytetty amerikiumin isotooppi ?42Am (n. 0,3 pg/varoitin)

Taulukko 10: Erdiden a-aktiivisten isotooppien hajoamisominaisuuksia.

. En.ergia_ per E.nergia PET 1 puoliintumisaika | Aktiivisuus T eho per
. Tytar- | hajoaminen | kilogramma kilogramma
Isotooppi | . . t1/2 A
isotooppi Q E (Bq) P
(MeV) (MWh) (s) a W)
2350 231Th 4,68 533 2,222-101° 7,99-107 | 599-107°
2380 234Th 4,27 481 1,410 - 107 1,24-107 | 8,51-107°
23%Pu 2350 524 588 7,608 - 1011 2,30- 1012 1,93
232Th 228Ra 4,08 471 4,057 - 107 4,06-107 | 2,65-107°
2¢1Am 23’Np 5,64 627 1,363 - 1010 1,27 - 101* 115
222Rn 218po 5,59 675 3,303 - 10° 5,69-10'8 | 5100000

Taulukosta 10 ndhdaan, ettd erot yhden hajoamisen ja myo6s kilogramman hajoamisen tuottamissa
energioissa ovat yllittdvan pienii. Sitd vastoin puoliintumisaikojen suuren vaihtelun (%33Th:lla
14,05 miljardia vuotta ja radonin isotoopilla 232Rn 3,823 vuorokautta) takia aktiivisuuksissa ja te-
hoissa erot ovat hyvin suuret. Niinpd 242Rn tuottaa puolet suomalaisten saamasta siteilyannokses-
ta, vaikka tonnissa maankuorta sitid on keskimairin 4 - 1071 kg. TAmin radon-méaaran aktiivisuus
on kuitenkin taulukon 10 mukaan

A=4-10"1% -5,69-10'® ~ 2300 Bq

ja kun 222Rn on kaasu (kiehumispiste —61,7°C), voi maasta nouseva ilmanvirtaus helposti nostaa
ilman radon-aktiivisuuden yli arvon 200 Bq/m?3, joka on korkein uudisrakennuksissa sallittu radon-
pitoisuus. Nain, vaikka radonin tiheys on ilman tiheyteen verrattuna n. 7,5-kertainen. Maankuores-
sa isotooppia 232Rn syntyy 238U:n hajotessa, misti enemmin seuraavassa kohdassa 4.3.7.

Jos halutaan selvittds, kuinka suurella teholla yksi kilogramma esimerkiksi isotooppia 235U kaikki-
aan tuottaa enegiaa, on otettava lisiksi huomioon, ettd 238U-ytimen hajoamisessa syntyva 234Th-
ydin on myds radioaktiivinen ja hajoaa edelleen ytimeksi, joka myos on radioaktiivinen jne. Se, mil-
lainen reaktioketjusta kaikkiaan syntyy, selvitetdan seuraavassa kohdassa.
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4.3.7 B -aktiivisuus

Atomiytimen ulkopuolella neutroni on radioaktiivinen hiukkanen. Heikko vuorovaikutusvoima
muuttaa nimittdin neutronin toisen alas-kvarkin ylos-kvarkiksi, jolloin syntyy hiukkanen, joka
koostuu kahdesta ylos- ja yhdesta alas-kvarkista. Se on siis protoni. Samalla syntyy, sahkévarausten
sdilymisen takia, alkeisvarauksen suuruista negatiivista varausta kantava hiukkanen, elektroni. Ku-
ten kohdan 3.5.7 esimerkissa 19 jo Kerrottiin, ei syntyvan elektronin nopeus ole aina sama. Tama
merKitsee, ettd syntyy kolmaskin hiukkanen, elektronin antineutriino vy, silla ilman sita liikemaara
ja kokonaisenergia eivét sailyisi.

n->p+e+yvg

Radioaktiivisuuden yhteydessa elektronia kutsutaan [~ -hiukkaseksi ja tallaista hajoamista [3™-ak-
tiivisuudeksi. Neutronin puoliintumisaika on t; , = 611,0 s.

Elektronin antineutriinon v, massasta tiedetddn vain, ettd se on alle 1,3 - 1071% u, joten silli ei ole
vaikutusta lopputulokseen ja se voidaan unohtaa. Kun reaktioyhtidloon sijoitetaan massat, saadaan

1,00866491588 u - 1,007276466879 u + 5,48579909070 - 10~* u
1,00866491588 u — 1,00782504679 u
Kuten edell4, paatellaan nytkin, ettd vapautuva energia on kaavan (4.3.1) mukaan
Q = (1,00866491588 — 1,00782504679) - 931,494095 MeV ~ 782000 eV = 0,782 MeV

Tavallaan esimerkki ™ -aktiivisuudesta on myos kohdassa 4.1 esitelty myonin hajoaminen elektro-
niksi, myonin neutriinoksi ja elektronin antineutriinoksi: p - e + v, + V.

Toisin kuin atomiytimen ulkopuolella, neutroni voi olla pysyva atomiytimessd, kuten on jokainen
neutroni hiilen isotooppien 12C ja 13C ja 252 muun pysyvin isotoopin ytimissi. Mutta neutroni voi
hajota myos ytimessa ollessaan. Silloin yksi ytimen neutroneista hajoaa, kuten yksittdinenkin neut-
roni, protoniksi, elektroniksi ja elektronin antineutriinoksi. Kaksi viimemainittua sinkoutuu pois
ytimestd, mutta protoni jaa sinne. Ytimessa protonien lukumaara kasvaa siis yhdelld, mutta hiuk-
kasten kokonaismaara eli massaluku ei muutu. Esimerkki tasta on radiohiiliajoituksessa kaytettava
hiilen isotooppi ¢C. Sen atomin ytimessa protonien lukuméira nousee seitseméaan, mutta massalu-
ku pysyy 14:na. Ytimien osalta reaktio on siten

BC->UN+e+,

Neutraalissa '¢C-atomissa on kuusi elektronia. Kun sen ytimesti irtoaa tissi reaktiossa yksi elek-
troni lisdd, on elektroneja reaktion jalkeen seitsemén, mika on elektronien lukumaara neutraalissa
14N-atomissa. Jos haetaan vain reaktion nettotuottoa, voidaan ajatella, ettd neutraali 'zC-atomi
muuttuu neutraaliksi 4N-atomiksi. Kun V,:n massa voidaan jalleen unohtaa ja 14C:n atomin massa
on 14,003241989 u ja 4N:n atomin 14,0030740048 u, saadaan vapautuvaksi energiaksi kaavaa
(4.3.1) kayttaen

Q = (14,003241989 — 14,0030740048) - 931,494095 MeV ~ 0,156 MeV
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Energiaksi muuttuvan massan suhde alkuperaiseen massaan on

q

~14,003241989 u — 14,0030740048 u

14,003241989 u

joten yhden 12C-kilogramman hajotessa vapautuu energiaa

E =mc? =1,199609-1075-¢c?] =

~ 1,199609 - 1075 - ¢2

106 - 60 - 60

~ 1,199609 - 10~°

MWh =~ 299 MWh

Kun isotoopin ¢C puoliintumisaika on 5730 vuotta eli t1/2 = 5730 -365,2422-24-60-60s =

1,808 - 10! s, on yhden kilogramman aktiivisuus kaavan (4.3.2) mukaan

1kg-In2

A=
14,003241989 - 1,660539040 - 10-27 kg - 1,808 - 1011 s

ja teho

P=A40 ~413]/s =413 W

~ 1,65-10'* 1/s = 1,65 - 101 Bq

Seuraavassa taulukossa 11 on muutamien ™ -aktiivisten isotooppien hajoamisominaisuuksia

Taulukko 11: Erdiden ™ -aktiivisten isotooppien hajoamisominaisuuksia.

Energia per | Energia per Puolii o . Teho per
t k
. | Tytar- | hajoaminen | kilogramma uoliintumisatka | Aktiivisuus kilogramma
Isotooppi | . . t1/2 A
isotooppi Q E (Bq) P
(MeV) (MWh) (%) q W)

*H 3He 0,0186 165 3,888 - 108 3,56 - 1017 1060
c N 0,156 299 1,808 - 1011 1,65- 10 4,13
19K 35Ca 1,31 879 3,938- 106 2,65-10% | 557-107°
89%Co SONi 2,82 1260 1,663 - 108 4,19 - 1016 18900
137¢Cs 137Ba 1,18 230 9,520- 108 3,20 - 105 603
2350 23Np 1,26 141 1,407 - 103 1,24-10% | 2,51-108
Z3INp 232Pu 0,72 81 2,036-10° 8,58-108 | 9,93-10°

Naista isotoopi 3H (t;,, = 12,32 a) tulee vahvasti esille kohdassa 4.3.11. Kaliumin isotooppi 19K
(t12 = 1,248 10° a) on merkittivin ihmiskehon sisdinen radioaktiivisuuden lihde ja myés kol-

manneksi tirkein radioaktiivisuuden tuottaman maalimmén lahteistd. Koboltin isotooppia $9Co

(t1/2 = 5,2713 a) kdytetdan sen suuren tehon takia radioterapiassa ja laitteiden ja ruoan steriloin-
nissa. Cesiumin isotooppi *32Cs (t1/2 = 30,1671 a) oli TSernobylin ja Fukushiman onnettomuuksien
pahin saastuttaja. Uraanin isotoopista 233U (t;, = 23,45 min) ja neptuniumin isotoopista *33Np
(t1/2 = 2,356 d) lisdd kohdassa 4.3.14. Jos atomien massojen sijasta olisi kaytetty ytimien massoja,

olisi 3H:lle saatu Q = 0,530 MeV.

Kohdassa 4.3.6 oli jo esilld se, ettd kun a-aktiivinen 238U hajoaa, syntyy radioaktiivinen 23¢Th-ydin.

Tama on B~ -aktiivinen ja hajoaa edelleen. Kaikkiaan muodostuu reaktiosarja, jossa protaktiniumin,

uraanin, toriumin ja radiumin isotooppien kautta paddytdan kohdassa 4.3.6 mainittuun isotooppiin
222Rn (kuva 18)
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Kuva 18: 238U-ytimen hajoaminen 222Rn:iin saakka.

josta sarja jatkuu poloniumin, lyijyn, vismutin, poloniumin, lyijyn, vismutin ja poloniumin kautta
isotooppiin 235Pb, joka on pysyva (kuva 19):

222Rn—> ‘218P0 L 214Pb - 214]31 — ‘214})0 - 21opb L5 210B1 - ‘210p0 — 206pb

N TN R SN T VN

o o L o v, o

. o Ve
4 4 4 4
,He ,He € e >He e & ,He

Kuva 19: 222Rn-ytimen hajoaminen.

Yleisesti voidaan sanoa, ettd 3~ -aktiivisia ovat ytimet, joissa on protoneihin verrattuna liikaa neut-
roneja, mika tarkoittaa, ettd muuttaessaan neutronin protoniksi ytimen sidosenergia kasvaa.

Harvinaisissa tapauksissa [~-hajoamisia voi tapahtua samanaikaisesti kaksikin, kuten kdy kohdas-
sa 4.3.5 mainitulle pisimmén puoliintumisajan ytimelle *25Te, josta tulee niin pysyva ksenonin ydin
128Xe

4.3.8 B*-aktiivisuus ja elektronikaappaus

Kuten B~ -hajoamisen myos B*-hajoamisen saa aikaan heikko vuorovaikutusvoima. Siind toinen
protonin ylos-kvarkeista muuttuu alas-kvarkiksi ja protonista tulee ndin neutroni. Protonin sdhko-
varauksen ottaa positroni ja lisdksi syntyy elektronin neutriino

p-on+e+v,

[tsendisend tdma reaktio on kuitenkin mahdoton, koska neutronin massa on suurempi kuin proto-
nin massa. Atomiytimessa reaktio sitd vastoin voi tapahtua. Silloin yhdesta ytimen protonista tulee
neutroni ja positroni ja neutriino sinkoutuvat ulos ytimesta. Protonien ja neutronien yhteismaara ei
siis muutu, mutta protonien lukumaira pienenee yhdelli. Karkeasti ottaen voidaan sanoa, ettd f*-
aktiivisuutta esiintyy isotoopeilla, joilla protonien lukumaara suhteessa neutronien lukumaardan
on liian suuri verrattuna samankokoisiin ytimiin, joilla on suuri sidosenergia.

Hapen isotoopit 1§0 ja 130 ovat B*-aktiivisia ja niilli se on ainoa hajoamistapa. Monilla muilla yti-
milla se esiintyy yhdessa muiden hajoamismuotojen kanssa.

Tarkastellaan nyt 'g0-ytimen reaktiota
BOo->UIN+e+v,

Koska neutraalissa 'g0-atomissa on kahdeksan elektronia ja reaktiossa tulee vield yksi elektronin
massainen hiukkanen (positroni) lisda, tulee naistd yhteensa yhdeksan elektronin massaa ja kun
neutraalissa #N-atomissa on vain seitseméin elektronia, voi reaktio onnistua vain, jos 1N-atomin
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massa on kahden elektronin massan verran pienempi kuin 0. Niin todellisuudessa asia onkin ja
atomien 130 ja 1#N massojen erotus on

Am = 14,00859625 u — 14,0030740048 u = 0,0055222 u > 2-0,000549 u = 2m,

Mikali lahettyvilld on muita atomeja, kuten kiaytannossa yleensa on, ytimesta sinkoutunut positroni
kohtaa hyvin pian elektronin. Talloin tapahtuu se, mika aina tapahtuu kun antimateria ja materia
kohtaavat: ne molemmat haviavat eli annihiloituvat niin, etta jaljelle jaa pelkastain energiaa tai, jos
niilld on riittavasti energiaa, myos yksi tai useampi uusi hiukkanen.

Jos positronin ja elektronin nopeudet ovat pienid, niiden yhteenlaskettu kokonaisenergia ei riita
tuottamaan uusia hiukkasia, vaan niiden massat haviavat, jolloin syntyy partikkeleita, joiden koko-
naisenergiat ovat positiivisia, mutta joilla ei ole massaa. Kohdassa 3.4.3 esitetyn perusteella ndma
partikkelit liikkuvat valonnopeudella ja ovat siis sthkdmagneettisen séteilyn kvantteja.

Koska elektronin, protonin ja kvanttien kokonaisuuteen ei tule ulkoapdin energiaa eika siita lahde
energiaa, on positronin ja elektronin kokonaisenergioiden summa yhta suuri kuin kvanttien energi-
oiden summa jokaisessa jarjestelmassa ja kohdan 3.5.6 tuloksen 3 mukaan my6s positronin ja elek-
tronin liikemaarien summa yhta suuri kuin kvanttien liikemaarien summa jokaisessa jarjestelmas-
sa. My®s siina jirjestelmassa J, jossa positronin ja elektronin yhteenlaskettu liikemaéra on 0, ns. lii-
kemaarakeskipistejirjestelmassa, jossa siis myds kvanttien liikemairien summa on 0. Jos kvantteja
syntyisi vain yksi, olisi sen kokonaisenergia positronin ja elektronin kokonaisenergioiden summana
T > 0 ja kohdan 3.4.3 kaavan (3.4.11) mukaan sen liikemaaran suuruus olisi p = T /c > 0, eika po-
sitronin ja elektronin liikemaarien summa olisi 0.

Jos seka positronin etta elektronin nopeus on kohtaamishetkella 0, on havaittu, ettd syntyy kaksi sa-
teilykvanttia, joiden energioiden summa on positronin ja elektronin lepoenergioiden summa.

et+e— 2y

Koska positronin ja elektronin kummankin massa on 5,48579909070 - 10~* u, on syntyvien kahden
sateilykvantin energia yhteensa kaavan (4.3.1) mukaan

T =2-5,48579909070 - 107*-1,492418062-1071° ] ~ 1,637421129-10713]

Kumpikin syntyvisti siteilykvanteista saa energiaa puolet tisti, T' = T/2 = 8,187105646 - 107 1*].

Syntyvan sateilyn aallonpituus voidaan nyt laskea kohdan 3.4.3 kaavalla (3.4.10)

_hc_ 6,626070040 - 103* Js - 299792458 m /s
T 8,187105646 - 10~14]

~ 2,426-10712 m = 2,426 pm

Se on siis y-sateilya, jollaiseksi luetaan sdhkdmagneettinen sateily, jonka aallonpituus 4 < 10 pm
(vrt. ndkyva valo 380000 pm < A < 760000 pm).

Koko tapahtumaketju voidaan kuvata niin, ettd neutraalista 'g0-atomista, jossa on kahdeksan elek-
tronia, syntyy positroni, elektronin neutriino ja neutraali 1#N-atomi, jossa on seitsemén elektronia.
Nain jaa yli yksi elektroni, joka annihiloituu syntyneen positronin kanssa energiaksi. Vapautuvan
energian kannalta elektronin neutriinon massa on haviavan pieni, joten voidaan laskea ikddn kuin
neutraali 30-atomi muuttuisi neutraaliksi 14N-atomiksi. Siis kaavan (4.3.1) mukaan

Q = (14,00859625 — 14,0030740048) - 931,494095 MeV =~ 5,144 MeV
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mika sisaltdd annihilaatiossa vapautuneen positronin ja elektronin lepoenergian
T ~ 2-5,48579909070 - 10~*-931,494095 MeV =~ 1,022 MeV

Jos radioaktiivisessa ytimessa on liikaa protoneja, mutta sen massa ei ole kahden elektronin massan
verran suurempi Kuin sen ytimen massa, joksi ydin muuttuisi, jos se *-hajoaisi, voi tapahtua ns.
elektronikaappaus (EC). Siina ydin sieppaa yhden elektroniverhon lahimmista elektroneista, joka
yhtyy ytimen protoniin ja syntyy neutroni ja elektronin neutriino. Lopputuloksessa erona *-hajo-
amiseen on vain se, etta tdssa ei synny positronia. Esimerkkina tallaisesta on berylliumin isotooppi
7Be, jonka reaktio on

7Be + e - ZLit+v,

Kun neutraalista ;Be-atomissa yksi protoni muuttuu neutroniksi ja yksi elektroni haviis, on tulos
neutraali atomi ja energiaksi muuttuva massa saadaan atomien massojen erotuksena

7,01692983 u — 7,01600455 u = 0,0009528 u
joka on vihemman kuin kahden elektronin massa 2m, = 2 - 0,000549 u.

Kuten B~-hajoaminen, myos elektronikaappaus voi tapahtua myos kaksinkertaisena. Ndin tapah-
tuu esimerkiksi bariumin ytimelle *32Ba (puoliintumisaika 1,6 - 1021 a), josta tulee pysyva ksenonin

ydin *3%Xe.

Varsin monet ytimet voivat hajota radioaktiivisesti useammalla tavalla. Esimerkki téllaisesta on
kohdassa 4.3.7 mainittu {3K, joka voi siis olla B~ -aktiivinen mutta myds B*-aktiivinen ja sille on
mahdollinen myo6s elektronikaappaus. Reaktiot energioineen ja esiintymistodennakodisyyksineen
ovat

1K > %%Ca+e+v. (1,311MeV, 89,28 %)
K-> 1Ar+e+v, (1,505MeV, 10,72 %)

1K +e - $3Ar+v. (1,505MeV, 0,001 %)

4.3.9 Muut radioaktiivisuuden lajit
On myds koko joukko muita radioaktiivisia hajoamistapoja.

Voi kiyda niin, ettd ytimesti ei lahdekain 3He-ydin eli a-hiukkanen, vaan pelkki protoni. Tdmaé ha-
joamistapa, ns. protoniemissio (p), on mm. boorin isotoopilla B, josta tulee niin $Be. Protoneja voi
lihted samalla kertaa kaksikin. Nain kdy juuri §Be-ytimelle, josta tulee 3He-ydin, joten isotoopin §{Be
voi yhta hyvin sanoa olevan a-aktiivinen. Selvempi tilanne on esimerkiksi ytimelld 130, josta tulee
19¢, joka puolestaan on B*-aktiivinen ja muuttuu pysyviksi 12B-ytimeksi. Protonien poistuminen
120-ytimesta voi tapahtua myds kahdessa vaiheessa, joista ensimmaisessi ytimeksi tulee 12N ja toi-
10
sessa “¢C.

Yksi hajoamistapa on neutroniemissio (n). Téllainen tapahtuu mm. 3He:lle, josta tulee pysyva 3He.
Neutronejakin voi irrota samanaikaisesti kaksi, kuten kiy mm. 19He-ytimelle.
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Suurilla atomiytimilla voi esiintyd spontaani fissio (SF), milla tarkoitetaan sitd, ettd ydin hajoaa

kahteen tai useampaan a-hiukkasta suurempaan osaan. Tata esiintyy mm. kohdassa 4.3.6 mainituil-

la isotoopeilla 233Th, 233U, 238U, 237Pu ja 24Am.

4.3.10 y-sateily

Radioaktiivisen hajoamisen seurauksena, kuten kohdassa 4.3.8 todettiin, voi syntya positroni, joka
elektronin kohdatessaan annihiloituu kahdeksi y-sateilyn kvantiksi. Mutta y-sateilya syntyy myos
silloin, kun ydin jaa radioaktiivisen hajoamisen jidlkeen ns. viritettyyn tilaan. Kun sen protonit ja
neutronit asettuvat jalleen alempaan energiatilaan, purkautuu vapautuva energia y-sateilyn kvant-
tina.

4.3.11 Fuusio

Kahden atomiytimen yhdistymistd suuremmaksi atomiytimeksi kutsutaan fuusioksi. Fuusio voi ta-
pahtua vain pienehkdéilla ytimilld, mika johtuu siita tavasta, jolla ytimen sidosenergiaksi muuttuvan
massan suhde ytimen muodostavien protonien ja neutronien yhteismassaan kehittyy ytimen koon
kasvaessa. Kohdassa 4.3.4 todettiin, ettd ytimen koon kasvaessa tdma suhde ensin kasvaa hyvin jyr-
kisti ja vahitellen loivemmin, kunnes ytimesta $2Ni lihtien suhde alkaa loivasti pienentya. Tastd
sdannostd on kaiken aikaa pienia poikkeuksia, mutta trendi on selva.

Edella olevan perusteella on selva3, ettd energiaa tuottavat fuusiot onnistuvat helpoiten pienilla yti-
mill4 ja aina sitd vaikeammin miti ldhempéna fuusion lopputulos on $3Ni-ydint4 ja ettd titd suu-
remmilla ytimilla energiaa tuottava fuusio ei ole lainkaan mahdollinen. Toisaalta fuusio voi hypata
82Ni-rajan yli. Esimerkiksi kaksi pysyvaa kalsiumin isotoopin 45Ca ydinta voi fuusioitua pysyvaksi
zirkoniumin isotoopin $2Zr ytimeksi

38Ca+ 35Ca —> 237r
45,9536926 u + 45,9536926 u = 91,9073852 u - 91,9050408 u
ja massojen erotus on 91,9073852 u — 91,9050408 u, miké kaavan (4.3.1) mukaan on energiana
Q =(91,9073852 — 91,9050408) - 931,494095 MeV ~ 2,184 MeV
Ydin 3§Ca on muuten suurin ydin, joka voi fuusioitua itsensi kanssa.

Helpoimmin toteutettava fuusio on ?H- eli deuterium-ytimen eli deuteronin ja 3H- eli tritium-
ytimen eli tritonin yhtyminen (kuva 20)

“H + 3H > 3He - jHe +n

2H H SHe +He
_____ > - . » B N
a ¥ L > @ T SFiF -8

Kuva 20: 2H:n ja $H:n fuusio.
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jossa valivaihe 3He on nopeasti ohi, silla 3He:n puoliintumisaika on vain n. 7 - 10722 s, Jos jatetdin
tama valivaihe huomiotta, on reaktio massoina ilmoitettuna

2,013553212745 u + 3,01550071632 u — 4,001506179127 u + 1,00866491588 u
5,02905392907 u = 5,01017109501 u

Massaa, oikeammin vety-ytimien lepoenergiaa, muuttuu liike-energiaksi ja muiksi energiamuo-
doiksi

5,02905392907 u — 5,01017109501 u = 0,01888283406 u
Tama on energiana kaavan (4.3.1) mukaan
Q = 0,01888283406-931,494095 MeV = 17,6 MeV

Massakadon suhde vety-ytimien alkuperdiseen massaan on

_0,01888283406
"~ 5,02905392907

q ~ 0,00375474877

Jos vety-ytimia fuusioituu 1 kg, massaa muuttuu energiaksi q kg, mika on energiana kaavan (3.4.7)
mukaan

_0,00375474877 ,  0,00375474877 - c?
~5,02905392907 ° ) 502905392907 - 105 60 - 60

E =qc? MWh =~ 93700 MWh
Tahan reaktioon tarvitaan siis deuteriumia ja tritiumia. Deuteriumin saanti ei ole ongelma, silla vesi
koostuu vesimolekyyleista H,O, joissa on kaksi vetyatomia ja yksi happiatomi ja meriveden 6420
vetyatomista keskimaarin yksi on deuterium-atomi. Nditd 6420 vetyatomia kohti merivedessa on
3210 happiatomia. Kun }H-atomin massa on 1,00782503223u, ?H-atomin 2,01410177812u
(huom! naissad massoissa ovat elektronit mukana) ja happiatomien keskimaarin 15,9994 u, on ton-
nissa puhdasta (suolatonta) merivetta

2,01410177812u
6419-1,00782503223 u + 2,01410177812u + 3210 - 15,9994 u

1000 kg ~ 0,0348 kg = 34,8 ¢

deuteriumia. Lisaksi deuterium on helppo erottaa 1H:sti, koska 2H-ytimen massa on melkein kaksi
kertaa 1H-ytimen massa.

Tritium on hankalampi, silld se on hyvin harvinaista ja sita paitsi se hajoaa radioaktiivisesti puoliin-
tumisajalla 12,32 vuotta. Jos kuitenkin tritiumia on sen verran, ettd reaktio kaynnistyy, voidaan sita
tehda lisda asettamalla litiumia reaktioalueen ymparille, jolloin syntyvit neutronit saavat aikaan
reaktion

n + $Li - 3He + 3H
tai

n+jLi-> 3He+3H+n
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riippuen siitd, kumpaa litiumin isotooppia, $Li vai 3Li, kiytetidan. Kummassakin tapauksessa saa-
daan tritiumia ja jalkimmaisessa tapauksessa vield neutroni seuraavan tritium-ytimen tekemiseksi.
Jalkimmaisessa reaktiossa on kuitenkin se huono puoli, ettd se on energiaa kuluttava, silld massoina
reaktio on

1,00866491588 u + 7,01600455 u — 4,00260325415 u + 3,0160492779 u + 1,00866491588 u
8,02466947 u — 8,02731745u
kun taas edellisen reaktio on energiaa tuottava, silla siina
1,00866491588 u + 6,015122795 u — 4,00260325415 u + 3,0160492779 u
7,023787711u - 7,018652532 u
ja energiaa vapautuu kaavan (4.3.1) mukaan
(7,023787711 — 7,018652532) - 931,494095 MeV =~ 4,78 MeV

Ongelmana 2H + 3H -fuusioreaktion toteuttamisessa on se, ettd fuusioitavat vety-ytimet ovat sah-
koisesti positiivisesti varautuneita ja siis hylkivat toisiaan. Puuttumatta yksityiskohtiin voidaan sa-
noa, ettd jos vety-ytimien nopeudet saadaan riittdvan suuriksi, ne voivat suurten liike-energioiden-
sa ansiosta tunkeutua niin ldhelle toisiaan, ettd protoneissa ja neutroneissa olevien kvarkkien vali-
nen vahva vuorovaikutusvoima vetdd ne yhteen helium-ytimeksi. Suuri nopeus tarkoittaa, etta ve-
dyn, jossa reaktion halutaan kdynnistyvan, on oltava hyvin kuumaa, n. 90 miljoonaa astetta, ja viela
puristettu hyvin tihedksi. Tadllaisessa vetykaasussa elektronit ovat irronneet atomeista ja vety on ns.
plasmaa. Sen aikaansaaminen on vaikeaa, mutta vield vaikeampaa on sen hallitseminen. Niin pitkal-
le on kuitenkin kokeissa paasty, ettd fuusio on muutamien sekuntien ajan tuottanut enemman ener-
giaa kuin se on kuluttanut ja jopa niin, ettd se on saatu tuottamaan enemman energiaa kuin sen
aloittaminen on kuluttanut. Silti ei olla 1dhelldkdén tuottavasti toimivaa fuusiovoimalaa.

4.3.12 Reaktiot Auringossa

Aurinko, muiden tdhtien tavoin, on muodostunut niin, ettd padasiassa vedysta ja heliumista koostu-
neeseen kaasu- ja polypilveen on syntynyt massatihentymis, jotka ovat alkaneet vetda puoleensa
ympadrilld olevaa ainetta. Yhdestd ndistd tihentymistd on sitten aikojen kuluessa alkanut kehittya
Aurinko. Siitd on tullut aikaa mydten yha vain massiivisempi ja sen vetovoimakenttad on niin ollen
voimistunut ja vetovoimakentdn hiukkasille antama liike-energia tullut aina vain suuremmaksi. Na-
ma hiukkaset ovat sitten antaneet kohdassa 3.6 kuvatulla tavalla liike-energiaansa tihentymassa
ennestadn olleille hiukkasille ja ndin tihentymdn ldmpotila on noussut ja se on myos ahtautunut yha
pienempdan tilaan.

Lopulta Auringon keskustan ldampétila on noussut nykyiseen 15,7 miljoonaan celsius-asteeseen ja
paine kasvanut 265 miljoonaan baariin ja tiheydeksi tullut 150 kg/litra. Tallaisessa kuumassa plas-
massa protoneilla on hyvin suuri nopeus. Ei kuitenkaan keskiméarin niin suuri, ettd se protonien
tormatessa riittdisi voittamaan sahkodisen poistovoiman. Koska protonien nopeudet vaihtelevat tie-
tyn jakauman mukaisesti, aina silloin tall6in riittdvan nopeat protonit tulevat suurten liike-energi-
oidensa ansiosta niin lahelle toisiaan, etta syistd, jotka kuuluvat ldhinna kvanttimekaniikan piiriin,
kvarkkien valilla vaikuttava vahva vuorovaikutusvoima vetaa kaksi protonia yhteen.
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Niin syntyy kahdesta protonista koostuva 3He-ydin. Tdmain jalkeen tapahtuu B*-hajoaminen: heik-
ko vuorovaikutusvoima muuttaa toisessa naista protoneista ylos-kvarkin alas-kvarkiksi, jolloin pro-
tonista tulee neutroni ja sen sahkovarauksen ottaa reaktiossa syntyva positroni €. Positroni sin-
koutuu ulos ytimesti ja jéljelle jaa yhden protonin ja yhden neutronin sisiltiva 7H-ydin. Reaktiossa
syntyy lisdksi elektronin neutriino v.

Kun protonia merkitian selvyyden vuoksi JH:114, on reaktio kokonaisuudessaan (kuva 21)

H+1H->3He > ?H+e+ v,

2 2 v

-
_____ . . ——— e , ' ' s ~
- -+ . ’ ' - ” J\f‘\

o =

Kuva 21: Protoni-protoni-fuusio.
Taman jilkeen 2H-ydin ja 1H-ydin voivat sopivasti kohdatessaan yhty4, jolloin syntyy 3He-ydin
{H+ 1H - 3He
Tahin mennessi on siis kolmesta 1H-ytimesti tullut yksi 3He-ydin, positroni ja elektronin neutriino
(4.3.3) 31H - 3He + & + v,
Syntynyt positroni annihiloituu heti elektronin kanssa ja syntyy kaksi y-kvanttia, kuten kohdassa
4.3.8 kerrottiin. Tdman jalkeen voi kaksi 3He-ydinti yhtya niin, ettid syntyy 3He-ydin ja kaksi 1H-
ydinta
>He + 3He —» 3He + 21H
Jos kootaan edella oleva yhteen, saadaan
31 H+31H - 3He + €+ v, + 3He + € + v, - 3He + 21H + 28 + 2v,
Siis
61H — 5He + 21H + 2€ + 2v,
ja tdma yksinkertaistettuna
(4.3.4) 41H - 3He + 2€ + 2v,
Reaktioketju voi pysahtya tihdn ja Auringossa 91 % 3He-ytimistd muodostuukin niin.
Mutta voi kiyda my®s niin, ettid 3He- ja $He-ydin fuusioituvat, jolloin syntyy beryllium-ydin ;Be
3He + 3He — Be

Yhdistamalla tima yhtaloihin (4.3.3) ja (4.3.4) voidaan nyt Kirjoittaa
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31H+ 4]H - 3He + € + v, + 3He + 2& + 2v, - }Be + 3¢ + 3v,
(4.3.5) 71H - 7Be + 3€ + 3v,

Syntynyt ;Be-ydin voi timin jilkeen tehdi elektronikaappauksen ja muuttua }Li-ytimeksi, joka yh-
tyessddn protonin kanssa muodostaa kaksi 3He-ydinté. Siis

(4.3.6) iBe+e - JLi+ v,
JLi+ 1H - 24He
jolloin yhtdlon (4.3.5) perusteella voidaan kirjoittaa
71H+ e+ 1H - 7Be + 38 + 3v, + e + {H - ’Li + v, + 38 + 3v, + {H —» 23He + 3€ + 4v,

Jos tdhan lisdtdan molemmille puolille positroni ja otetaan huomioon, etté se reaktioyhtdlon vasem-
malla puolella annihiloituu elektronin kanssa kahdeksi y-kvantiksi, saadaan lopputulos

(4.3.7) 81H — 23He + 4€ + 4v,
Niin syntyy 9 % Auringon keskustan 3He-ytimista.

Sen sijaan, ettd ;Be-ytimelle kiy kuten yhtiléssa (4.3.6), voi kiyda niin, ettd se fuusioituu protonin
kanssa ja muodostaa boorin isotoopin &B-ytimen. Tdma taas on B*-aktiivinen ja hajoaa $Be-ytimek-
si, positroniksi ja elektronin neutriinoksi ja jai jaljelle $Be-ydin, joka puolestaan hajoaa kahdeksi
4He-ytimeksi.

7Be+ 1H - B
8B > 8Be + €+ v,
®Be — 23He
Kun katsotaan niiti ja reaktioyhtdl6a (4.3.5), todetaan, etté
71H + {H - 7Be + 38 + 3v, + 1H > 8Be + € + v, + 3€ + 3v, — 23He + 4€ + 4v,
(4.3.8) 81H - 24He + 4€ + 4v,

Siis myo0s naissi kahdessa muussa vaihtoehdossa (4.3.7) ja (4.3.8) paadytaan samaan lopputulok-
seen (4.3.4). Kun siind otetaan huomioon, ettd syntyneet positronit annihiloituvat heti synnytty-
aan, saadaan lopullinen toteutuva muoto:

(4.3.9) 41H + 2e - 3He + 2v,

Kun tarkastellaan téitéd reaktioyhtiloa (4.3.9) massoina ja jatetian havidvan pienet elektronin neut-
riinojen massat pois, saadaan

4-1,007276466879 u + 2 - 5,48579909070 - 10~* u - 4,001506179127 u

4,030203027334 u — 4,001506179815 u
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Energiaksi vapautuva massa on siten
m = 4,030203027334 u — 4,001506179815u = 0,028696847519 u
Vapautuva energia on talldin kaavan (4.3.1) mukaan
Q =0,028696847519 - 931,494095 MeV =~ 26,73 MeV

Laskemalla massojen erotuksen suhde 1H-ytimien massaan saadaan tietid, kuinka paljon energiaa
vapautuu, kun 1 kg 1H-ytimia fuusioituu 3He-ytimiksi. Tulos on kaavan (3.4.7) mukaan

0,028696847519 u 2 0,028696847519¢?

E= : = MWh = 177800 MWh
4-1,007276466879 u ¢’ 4-1,007276466879 - 10° - 60 - 60

joka on melkein 90 % enemmain kuin 2H- ja $H-ytimien fuusiosta saatava energia, joka on kohdan
4.3.11 mukaan n. 93700 MWh.

Kottikarryllisessa, siis noin sadassa litrassa (15000 kilogrammassa), Auringon keskustaa tapahtuu
6,456 + 1012 tillaista reaktiota sekunnissa, joten teho on

P =6,456-1012-4,282769459 -1071%2 = 27,65 W

Se on vahan vajaa neljannes 60-vuotiaan kevytta tyota tekevan ja jonkin verran vapaa-ajan liikun-
taa harrastavan 77-kiloisen 180 cm pitkdn miehen keskimaaraisesta energiankulutuksesta.

Auringon keskustan yllattavan pientd energiatuottoa selventdd myos se, ettd Auringon keskustan
aineesta 71 % on vetyd, joten varovasti arvioiden edelld mainitussa kottikdrryllisessa Auringon kes-
kustaa on n. 10600 kg yksittdisia protoneja. Kun yhden protonin massa on

m, = 1,007276466879 - 1,660539040 - 107%7 kg

on protoneja kottikarryllisessa Auringon keskustaa

10600
1,007276466879 - 1,660539040 - 1027

~ 6,34 103° kpl

Vaikka protonien fuusioita tapahtuu 6,456 - 1012 kappaletta sekunnissa ja siis 6,34 - 1039 -10° -
365,2422 - 24 - 3600 = 6,34 - 1029 kpl miljardissa vuodessa, on protonien fuusioita pidettiva erit-
tdin harvinaisina tapahtumina.

Jos kottikarryllinen Auringon keskustaa tuottaakin varsin vaatimattomasti energiaa, koko Aurinko
tuottaa energiaa valtavalla 3,846 - 102 W:n teholla. Niin siksi, ettd protonien fuusioitumisia tapah-
tuu Auringon keskipisteestd aina 200000 km:n (30 % Auringon séteestd) etdisyydelle saakka, tosin
etdisyyden kasvaessa aina vdhemman ja vahemman. Energiaa syntyy alueella, joka on

_ 4m-200000000°
B 3

~1.3,35-10%5 m?3

Protonien fuusioissa vapautuva energia ilmenee syntyvien ytimien, elektronien ja elektronin neut-
riinojen liike-energioina sekd annihiloitumisissa syntyvien y-kvanttien energioina. Tima energia
estdd gravitaatiota vetamasta Aurinkoa pienemmaksi ja ndma reaktiot jatkuvat vakaasti niin kauan
kuin Auringon keskustassa on riittavasti polttoainetta, siis protoneja. Niiden maaran vahennyttya
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alkaa tapahtumasarja, jonka lopputulos on ns. valkea kaapio, Maan kokoluokkaa oleva hyvin tihea
taivaankappale, joka ei tuota energiaa.

Reaktioissa syntyvat ytimet ja y-kvantit tormailevat toisiin ytimiin ja atomeihin ja ndma taas seu-
raaviin jne. niin, ettd tormailyji tapahtuu aina Auringon pinnalle saakka. NAima t6rmdaykset saavat
aikaan atomiytimissé ja elektroniverhoissa viritystiloja, joiden purkautuessa syntyy sahkomagneet-
tisen sdteilyn kvantteja. Koska erilaisia viritystiloja on erittdin paljon, noudattaa Auringon sateily
varsin tarkasti sellaisen mustan kappaleen sateilyjakaumaa, jonka lampétila on Auringon pintaldm-
potila n. 5500°C. Suuri osa sateilystd on ndkyvaa valoa ja sateilymaksimi on vihredn valon alueella,
suunnilleen aallonpituuden 530 nm kohdalla.

Massojen muuttuminen energiaksi on siis alkusyy Auringon ldhettdmaan sdhkdmagneettiseen sa-
teilyyn, jonka intensiteetti etdisyydelld r Auringon keskipisteestd on

= 3,846 - 102%°

41r?

koska etdisyydelld r siteily on jakautunut r-siteisen pallon pinnalle, jonka pinta-ala on 4mr2. Kun
Maan etdisyys Auringosta on pienimillddn (keskimaarin 147098075 km 2. - 5. tammikuuta), inten-
siteetti on

3,846 - 102

= ~ 1414 W/m?
47 - 1470980750002 /m

ja kun etdisyys on suurimmillaan (152097696 km 3. - 7. heindkuuta), on intensiteetti

B 3,846 - 1026
"~ 41+ 1520976960002

~ 1323 W/m?

ja keskimaaraiselld etdisyydella

3,846 - 102%°

= ~1 2
- 1495978707002 = 1268 W/m

Tosiasiassa siteilyteho, ns. aurinkovakio, on hieman tita pienempi, 1361 W/m?. Auringon siteilyn
koko teho Maahan saadaan, kun kerrotaan aurinkovakio Maan Auringon suuntaa vastaan kohtisuo-
ran projektion pinta-alalla, joka hieman vaihtelee vuodenajan mukaan, mutta on keskimaarin sen
ympyran pinta-ala, jonka sdde on Maan keskimaarinen sade 6371 km. Sateilyteho on

P =1361-m- 63710002 ~ 1,735- 1017 W

mika on koko ihmiskunnan energiankulutukseen verrattuna n. 10000-kertainen (kts. esim 17 koh-
dassa 3.4.4)

Reaktiossa
41H + 2e — 3He + 2v,

syntyvista elektronin neutriinoista mainittakoon, ettd ne liikkuvat ldhes valonnopeudella ja niita tu-
lee Auringosta Maahan Auringon siteita vastaan kohtisuoralle nelidsenttimetrin kokoiselle pinnalle
65 miljardia kappaletta sekunnissa. Koska ne ovat sahkdvarauksettomia ja ldhes massattomia, niilla
on erittdin vahdinen vuorovaikutus aineen kanssa niin, ettd kdytdnndssa neutriinoja tulee samalla

111



intensiteetilla seka Auringon puoleiselle Maan pinnalle ettd Maan lapi vastakkaiselle Maan pinnalle.
Sen verran niilla on kuitenkin vuorovaikutusta, ettd niitd voidaan erityisjarjestelyin havaita.

4.3.13 Alkuaineiden synty

Edella selvitettiin, miten kahdesta TH-ytimesti voi tulla 2He-ydin ja tisti edelleen H-ydin seka tis-
ti ja TH-ytimestd 3He-ydin. Lisdksi selvitettiin, miten kahdesta 3He-ytimesti voi tulla 3He-ydin, mi-
ten >He-ytimesti ja 3He-ytimesti voi tulla ;Be-ydin, miten ;Be-ytimesti voi tulla }Li-ydin tai }H-yti-
men kanssa $B-ydin ja tisté edelleen $Be. Ndin koossa on 5 alkuainetta (vety, helium, litium, berylli-
um ja boori) ja niille yhteensi 9 isotooppia (1H, 2H, 3He, 3He, 3He, jLi, ;Be, Be ja EB).

Auringossa muita isotooppeja syntyy hyvin viahan. Jos tdhden massa on suurempi, on sen ldmpétila
korkeampi, silla tdhden syntyessa hiukkasilla on silloin ollut enemman potentiaalienergiaa ja sen
seurauksena myo6s enemman liike-energiaa tdhteen tullessaan. Korkeampi ldmpotila puolestaan
mahdollistaa uusia reaktioita. Jos lampétila on 100 miljoonan celsius-asteen luokkaa, voi esimerkik-
si 8Be-ydin kaapata 3He-ytimen, jolloin syntyy 12C-ydin. Jotta tita tapahtuisi merkittivissi maarin,
on 3He-ytimii oltava runsaasti, jotta niisti jokin ehtisi kaapattavaksi, silld $Be-ydin hajoaa puoliin-
tumisajalla 6,7 - 10~17 s kahdeksi §He-ytimeksi.

Mielenkiintoinen on ns. hiilisykli, joka on vallitsevin energiantuottotapa tdhdissd, joiden massa on
Auringon massaan verrattuna n. 1,5-kertainen ja lampotila 20 miljoonaa celsius-astetta. Tdma reak-
tiosarja on

1ZC+1H - BN

BN->13C+e+v,

2C+1H - "IN

N+ 1H - 30

120> BN+e+v,

15N + 1H - '2C + 3He
silla 13N ja 130 ovat f*-aktiivisia.
Tassa lihdetddn 12C-ytimesti, johon eri vaiheissa liittyy nelja 1H-ydinti ja lopputulos on *2C-ydin ja
2He-ydin. Tassikin ketjussa nelja 1H-ydinta fuusioituu yhdeksi 3He-ytimeksi ja lisdksi syntyy kaksi
positronia ja kaksi elektronin neutriinoa. Siis tdsmalleen edellisen kohdan reaktioyhtalon (4.3.4)

mukaisesti. Hiiliytimelle 12C ei siis tapahdu mitian ja sen rooli onkin toimia ikd4n kuin katalysaat-
torina.

Jos tahden keskustan lampaotila on 100 miljoonan celsius-asteen luokkaa, voi tapahtua seuraavaa
1¢C + 3He — 130

120 + SHe — 3)Ne
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20Ne + 3He — 33Mg
ja jos lampotila on useita satoja miljoonia celsius-asteita, myos reaktioita
12C+ 12C - 23Mg > 23Na + 1H - 3JNe + He — 23Mg + n - 50 + 23He
ja viela korkeammassa lampotilassa
180 + 180 — $2S - 3P + {H - 3Si + 7He — 3¢S + n — {3Mg + 23He
jajopa
28Si + 28Si > 38Ni

Koska 3Ni-ydin on B*-aktiivinen, se hajoaa 5$Co-ytimeksi, positroniksi ja elektronin neutriinoksi ja
kun 35Co-ydinkin on B*-aktiivinen, se hajoaa 3¢Fe-ytimeksi, positroniksi ja elektronin neutriinoksi:

58Ni — 35Co + € + v = 38Fe + 2€ + 2v,

Syntynyt rautaydin 3SFe on pysyvi ja timin reaktioketjun paitepiste, silld mika tahansa mahdolli-
nen lisdys siihen vaatii energiaa, silla lopputuloksen massa on suurempi kuin 3éFe-ytimen massan
ja lisdiyksen massan summa. Tahti, joka on saavuttanut vaiheen, jossa sen keskusta on rautaa ja
ydinreaktiot loppuneet, luhistuu painovoiman vaikutuksesta ja sen ulko-osat rdjahtavat avaruuteen
supernovana ja sisdosa luhistuu niin, ettd protonit ja elektronit yhtyvat neutroneiksi ja syntyy ns.
neutronitdhti. Jos massaa on tarpeeksi voi syntyd myos musta aukko. Ulko-osista syntyneesta
pilvesta voi alkaa seuraavan tahtisukupolven syntyminen.

Kuten kohdassa 4.3.4 jo mainittiin, nikkelin isotoopilla $4Ni on suurin sidosenergia suhteessa yti-
men muodostavien protonien ja neutronien massojen summaan. Ydin $2Ni on siis erdinlainen kul-
minaatiokohta fuusioille. Tosin fuusioita voi tapahtua timan rajan yli, esimerkiksi kaksi 35Ca-ydinti
voi fuusioitua 33Zr-ytimeksi, kuten kohdassa 4.3.11 kerrottiin.

Suurten ytimien muuntuminen vielda suuremmiksi tapahtuu yleisimmin neutronikaappauksen kaut-
ta. T4std esimerkki on neutronin tunkeutuminen kullan ainoan pysyvin isotoopin 137Au ytimeen,
jolloin siiti tulee B~-aktiivinen 133Au-ydin. TAma hajoaa pysyviksi elohopeaytimeksi 135Hg, elek-
troniksi ja elektronin antineutriinoksi. Toinen esimerkki on 238U-ytimen tekeméa neutronikaappaus,
jolloin syntyy B~ -aktiivinen 235U, josta tulee B~ -aktiivinen 233Np-ydin, josta edelleen a-aktiivinen
232Pu-ydin.

Edella on kerrottu keskeisimmit periaatteet, joilla yksinkertaisimmista 1H-atomiytimisti eli proto-
neista rakentuu yha suurempia ja suurempia atomiytimia Auringossa ja muissa tahdissa, joita on
arvioitu olevan 10?2 - 102* kappaletta.

4.3.14 Fissio

Kohdassa 4.3.6 selvitettiin, miten 233U-ydin voi hajota 23}U-ytimeksi ja a-hiukkaseksi eli 3He-yti-
meksi ja ettd yhdessi reaktiossa vapautuva energia on 4,68 MeV ja jos 233U-ytimia hajoaa tilla ta-
valla 1 kg, vapautuu energiaa 533 MWh.
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Ydin 233U voi hajota myés suuremmiksi osiksi, jolloin puhutaan fissiosta. TAma voi tapahtua itsek-
seenkin spontaanina fissiona, mutta se voidaan saada aikaan ampumalla neutroni sopivalla nopeu-
della 235U-ytimeen, jolloin syntyy vilittdmasti hajoava ydin 23SU. Hajoaminen voi tapahtua useam-
mallakin tavalla, mutta yksi tyypillisimmista on sen hajoaminen barium-yimeksi, krypton-ytimeksi
ja kolmeksi neutroniksi (kuva 22)

n+ 233U - 235U - '¢Ba + 32Kr + 3n

n
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Kuva 22: “33U: n fissio.

Jos jatetdan 23SU-vaihe pois, saadaan reaktioyhtild massoina lausuttuna seuraavaksi
1,00866491588 u + 235,0439299 u — 140,914411u+ 91,926156 u + 3- 1,00866491588 u
236,0525948 u = 235,8665617 u
mika tarkoittaa energiana kaavan (4.3.1) mukaan
Q = (236,0525948 — 235,866562) - 931,494095 MeV ~ 173 MeV
Massakadon suhde 233U-ytimen massaan on

_236,0525948 u — 235,866562 u 791482 - 10—+
q= 235,0439299 u o

Jos 235U-ytimia hajoaa tilld tavoin 1 kg, vapautuu massaa energiaksi maara q kg, joka energiana on

, . , . 7,91482-107*- 299792458
E = qc? =7,91482-107*- 2997924587 | = 366060 MWh ~ 19800 MWh

Vertaamalla tita aikaisemmin saatuihin tuloksiin, todetaan, ettd 1 kg 235U-ytimid edelld mainitulla
fissiolla tuottaa n. 37-kertaisesti sen energiamaarin, 533 MWh, jonka 1 kg 233U-ytimii kohdan 4.3.6
mukaan tuottaa a-hajotessaan. Mutta se tuottaa vain n. 21 % siitd energiamaarastd, 93700 MWh,
jonka 1kg 3H- ja 3H-ytimia kohdan 4.3.11 mukaan tuottaa fuusioituessaan ja vain n. 11 % siiti
energiamaarasti, 177800 MWh, jonka 1 kg 1H-ytimii kohdan 4.3.12 mukaan tuottaa fuusioitues-
saan 3He-ytimiksi.

Jos 235U-ytimia hajoaa 1012 kg, on vapautuva energia

E =1012-qc? ~ 20000000 MWh = 20 TWh
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joka on Olkiluoto 1:n koko vuoden energiatuotanto, josta n. 7 TWh on sdhkdenergiaa. Kts. esim 13
kohdassa 3.4.4.

Edelli oleva on vain esimerkki hyvin monista tavoista, joilla 233U-ydin voi fissioitua. Muita mahdol-
lisuuksia ovat mm.

n + 2330 - 235U - 1%¢Ba + J%Kr + 2n + 180 MeV

n + 2330 - 2350 - 13Xe + 199Sr + 2n + 181 MeV
235U - 235U - 139Te + 24Zr + 3n + 173 MeV

n+ 233U - 235U - %5La + 88Br + 3n + 169 MeV

Oleellista fissioilla energiaa tuotettaessa on, ettd saadaan aikaan ketjureaktioita. Naiden edellytyk-
send on, ettd fissioissa syntyy riittavasti neutroneja, fissioituvaa ainetta on riittdvan paljon, jotta
syntyvat neutronit voivat osua uusiin ytimiin, ja syntyvilld neutroneilla on sopiva nopeus, jotta
neutroni jaa ytimeen ja virittda sen niin, ettd se fissioituu.

Maankuoresta uraania on 1,8 - 2,7 miljoonasosaa (ppm), siis vidhan vihemman kuin tinaa ja paljon
enemman kuin esimerkiksi hopeaa. Joissakin graniiteissa uraania voi olla jopa 20 ppm. Uraniniitti-
eli pikivalke-mineraali sisdltda padosin uraanin oksideja UO, ja U;0g. Luonnossa uraani koostuu
kuitenkin kolmesta isotoopista 233U, 235U ja 238U, joista ainoastaan 233U tuottaa riittivasti neutro-
neja hajotessaan, mutta sitd on uraamsta vain 0,72 %, mika on useimpien ydinvoimaloiden teknii-
kalle lilan vahin. Uraania on siis vikevéitivi eli isotoopin 233U osuutta nostettava. Ydinvoimaloi-
den polttoaineessa 235U:n pitoisuus on nostettu 3 - 5 prosenttiin, jolloin 233U-ytimia on riittdvén ti-
heiss3, jotta vapautuneet neutronit osuvat riittivan usein 233U-ytimiin. Neutronivirtojen voimak-

kuuksia sdadellaan neutroneja imevilld saatosauvoilla niin, ettd fissioita tapahtuu haluttua tahtia.

Fissioketjun, ns. ketjureaktion, syntymiselle riittdvdin maaran neutroneja tuottavia aineita ovat
235U:n lisaksi 233U ja plutoniumin isotoopit 237Pu ja 24iPu. Niisti isotooppia 233U voidaan saada
maankuoren yleisimmasta radioaktiivisesta 1sotoopista toriumin isotoopista 233Th, jonka keski-
madriinen pitoisuus on 6 - 9,6 ppm. Kun 233Th-ytimeen osuu neutroni ja jai siihen, syntyy 233Th-
ydin. Tama on ™ -aktiivinen ja hajoaa heikon vuorovaikutusvoiman vaikutuksesta protaktiniumin
isotoopin 233Pa ytimeksi, elektroniksi ja elektronin antineutriinoksi

n + 233Th - 233Th > 233Pa+ e + v,

Ydin 233Pa on niin ikd4n B~ -aktiivinen ja hajoaa 233U-ytimeksi, elektroniksi ja elektronin antineut-
riinoksi

233Pa - 233U + e + v,

Kuten sanottu, ydinvoimalan polttoainesauvan uraanista 3 - 5 % on isotooppia 233U ja loput iso-
tooppia 238U. Kun fissiossa syntynyt neutroni osuu 235U-ytimeen, syntyy B~ -aktiivinen 233U-ydin,
joka hajoaa neptuniumin isotoopin 235Np ytimeksi, elektroniksi ja elektronin antineutriinoksi

n+ 2380 - 239U - 23INp + e + v,

My®ds 239Np on B~ -aktiivinen ja hajoaa siis
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Z3INp - 237Pu+e + v,
Nain ydinvoimala tuottaa koko ajan hyvin puhdasta 23;Pu-isotooppia.
Isotooppi 241Pu syntyy puolestaan, kun 23;Pu-ydin sieppaa kaksi neutronia.

Edellda mainitut plutoniumin isotoopit fissioituvat neutronin osuessa ytimeen samaan tapaan kuin
235U, esimerkiksi

n + 237Pu - 249Pu - 3iXe + 193Zr + 3n + 189 MeV

Fissiopommeissa eli atomipommeissa kdytetian uraanin isotooppia 233U tai plutoniumin isotoop-
pia 237Pu. Jalkimmadisti saadaan hyvin puhtaana ydinvoimaloista ainoana ongelmana se, ettd neut-
ronien osuessa 23;Pu-ytimiin syntyy voimakkaasti spontaanilla fissiolla hajoavaa isotooppia 249Pu.
Uraanin isotoopin 233U vikevéimisti on jatkettava siitd, mika toimii ydinvoimaloissa niin, etti sen
osuudeksi tulee yli 85 %. Riittdvdn puhtaasta 233U:sti valmistetaan riittivd miira niin pienii pala-
sia, ettd hallitsematon ketjureaktio ei niissd kdynnisty. Kun sitten palaset rdjaytetddn esimerkiksi
trotyylipanoksilla samanaikaisesti samaan paikkaan, niin mikali massaa on yli ns. kriittisen massan,
fissioissa vapautuvat neutronit osuvat hyvin varmasti uusiin 233U-ytimiin ja koko massa rajahtaa
hyvin nopeasti. Isotoopin 2§3Pu voimakkaan radioaktiivisuuden vuoksi 233Pu:n suhteen on mene-
teltava niin, etta siitd valmistetaan pallon kuori, joka rajdytetaan sen keskipisteeseen.

Fuusiopommissa eli vetypommissa 2H:n ja 3H:n fuusio kdynnistetdin uraani- tai plutoniumpommil-
la, jolla saadaan fuusiolle riittdvda kuumuus ja paine. Suurimmat ydinpommit ovat olleet juuri vety-
pommeja ja kaikkein suurin Neuvostoliiton 31.10.1961 Novaja Zemljan saaristossa rajayttama
Tsar-Bomba, jonka tuottama energia oli 2,1-10'7]. Tidmi on sama energia, jonka 57 megatonnia
57 - 10° kg trotyylia tuottaa rajihtiessdan. Kun r-siteisen pallon tilavuus on 4mr3/3 ja trotyylin
tiheys on 1654 kg/m?3, tarkoittaa tim4, ettd pommilla oli sama rijahdysenergia kuin trotyylipallolla,
jonka lapimitta on

4.3.15 Kemialliset reaktiot ja energia

Jos ainenaytteen kaikkien atomien ytimissa on yhtd monta protonia, ndyte on neutronien lukumaa-
rastd riippumatta samaa alkuainetta: vetyd, heliumia, litiumia, rautaa, kultaa, uraania tai jotakin
muuta talla hetkelld tunnetuista 118 alkuaineesta. Jos naytteen kaikissa atomeissa ei ole sama maa-
ra protoneja, on naytteessa useampia alkuaineita kemiallisina yhdisteina tai seoksina tai molempi-
na. Kemiallisesta yhdisteesta esimerkki on vesi, jonka pienimmassa rakenneosasessa, vesimolekyy-
lissd, on toisiinsa sitoutuneina kaksi vetyatomia ja yksi happiatomi. Veden molekyylikaava on siis
H, 0. Tallainen molekyyli syntyy, kun vedyn ja hapen seosta lammitetdan riittavasti, jolloin reaktiot

2H+ 0 - H,0

kaynnistyvat.
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Yksi téllainen reaktio tuottaa energiaa mairin Q = 2,9628 eV (vrt. 1H-atomin sidosenergia 13,6 eV
kohdassa 4.3.4). Kun 1 kg vetya yhtyy happeen eli palaa vedeksi, naita reaktioita tapahtuu

1kg

= ~ 2,9872471 - 1026 kpl
"= 21,0080 - 1,660539040 - 10-27 kg P

silla vetyatomien keskimadrdinen massa on
m = 1,0080 u = 1,0080 - 1,660539040 - 10727 kg
Yhden vetykilogramman palaessa vapautuu energiaa siis maara
E =2,9872471-10%%-2,9628 eV = 2,9872471 - 10%¢ - 2,9628 - 10~° MeV
joka kaavan (4.3.1) mukaan on

1,492418062 - 10710

E =2,9872471-10%%-2,9628-107°-
98 0 S 931,494095 - 10°

] ~ 141800000 ] = 141,80 MJ

Nain, olettaen ettd alkutilanteessa vedyn ja hapen lampdétila on 25°C ja lopputilanteessa syntynyt
kaasumainen vesih6yry on muuttunut nestemaiseksi ja jadhtynyt 25-asteiseksi.

Palamisreaktiossa vety- ja happiatomien elektronit jarjestaytyvat uudelleen niin, etta syntyvan ve-
simolekyylin elektroniverhon koko energia, potentiaali- ja liike-energioiden summa on pienin mah-
dollinen. Asian voi tulkita kohdassa 3.6 esitetyin perustein my®0s niin, ettd osa vety- ja happiatomi-
en lepoenergiasta muuttuu niiden syntyvan vesimolekyylin liike-energiaksi. Ja jopa niin, ettad osa
vety- ja happiatomien massasta muuttuu vesimolekyylin liike-energiaksi. Kaavan (3.4.7) mukaan
tama energiaksi muuttuva massa on

E  141,80- 10°

o = 2997974582 ~ P8 107 kg

m =

Se on tdssa ja kaikissa muissakin kemiallisissa reaktioissa niin pieni, etta sitd ei massojen maaria
laskettaessa tarvitse ottaa huomioon.

Kun vetyatomien keskimadrdinen massa on 1,0080 u ja hapen 15,9994 u, niin vedessa hapen maa-
ran suhde vedyn méaaraan on 15,9994 /(2 - 1,0080). Taméa merkitsee, ettd yhden vetykilogramman
polttamiseen tarvitaan 15,9994/(2 - 1,0080) kg happea ja palamistuloksena saadaan

1kg+ 159994 kg ~ 8,9362 k
&T2-1,00794 87 &
vetta.
Energiaa voi my0s syntyd, kun aineen molekyylit hajoavat yksinkertaisemmiksi. Tasta esimerkki on
dynamiitin vaikuttavan aineen, nitroglyseriinin, rajahtaminen vedeksi, hiilidioksidiksi, typeksi ja
hapeksi:
4C3H5N3;09 — 10H,0 + 12C0, + 6N, + 0,

Talloin vapautuva energia nitroglyseriinikilogrammaa kohden on 6,73 M], mikd massana on
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E 6730000
m=—

— ~ . -11
Z = 2997924582 = 49107 ke

eli n. 4,7 % siitd, mita kului vesikilogramman muodostaminessa vetya polttamalla. Koska nitrogly-
seriini on nestemdinen aine ja kaikki rajahdystuotteet reaktion synnyttamassa lampotilassa kaasu-
ja, syntyy siihen tilaan, jossa nitroglyseriiniannos rajahtaa, kova paine suurella nopeudella santaile-
vien kaasumolekyylien tormaillessa tilan seiniin. TAma paine saa rdjaytettdvan kappaleen hajoa-
maan. Osa vapautuvasta energiasta siirtyy siis syntyvien kaasujen ja kappaleiden sisdiseksi lampo-
energiaksi, mutta osa antaa syntyville kappaleille liike-energiaa, joka sekin kappaleiden hidastuessa
ja lopulta pysahtyessa muuttuu lammoksi eli lisda itse kappaleiden ja niiden ymparistdjen molekyy-
lien varahtelyenergiaa.
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5 LOPUKSI

Tama kirjoitus kaynnistyi neljasta hyvin helposti uskottavasta perusoletuksesta P1, P2, P3 ja P4 se-
ka yhdestda kummallisesta perusoletuksesta P5, jonka mukaan on olemassa liike (valon eteneminen
tyhjiossa), jonka nopeus on sama c kaikissa toistensa suhteen vakionopeudella liikkuvissa inertiaa-
lijarjestelmissa. Naistd perusoletuksista kehitettiin johdonmukaisella paattelylla kaavat ajan hidas-
tumiselle, pituuden lyhenemiselle, samanaikaisuuden suhteellisuudelle ja nopeuksien yhteenlas-
kulle. Nopeuksien yhteenlaskukaava yhdessa liikemaaralle asetettujen vaatimusten L1, L2 ja L3 se-
ka liike-energialle asetettujen vaatimusten K1, K2, K3 ja K4 kanssa johti siihen, ettd suureet liike-
maara ja liike-energia jouduttiin maarittelemaan uudelleen. Tama puolestaan johti massan ja ener-
gian valiseen yhteyteen, siis siihen, ettd massan lepoenergia voi muuttua muiksi energiamuodoiksi.
Massan ja energian valisen yhteyden loytdminen puolestaan tekee ymmarrettavaksi sen, miksi Au-
ringossa ja muissa tahdissa voi fuusioitua uudenlaisia atomiytimia.

Tata kaikkea on hauska miettia joskus, kun vaikkapa lukee kuvauksia ASASSN-15lh:sta. Tama su-
pernova tai mustan aukon sydvereihin uppoava tahti nimittiin tuotti, massaa energiaksi muuttaes-
saan, energiaa kesalld 2015 niin, ettd parhaimmillaan se sateili yhden paivan aikana enemman kuin
Aurinko miljardissa vuodessa. Toisaalta mielenkiintoista on pohtia, miten ammoisina aikoina jon-
kin tdhden keskuksessa alkaneesta protonien yhtymisista helium-ytimiksi on tultu nykytilantee-
seen. Tata voi ihmetelld katsellessaan 0,5 mm pitkdn ja 0,1 mm leveén lentokykyisen kovakuoriai-
sen, raidankaaparipsikan (Baranowskiella ehnstromi), puuhastelua kddpansa pillistdssa tai pohtia,
miten aistiton solmusiin kuuluva limasieni (Physarum polycephalum) pystyy etsimdan lyhyimman
reitin labyrintin lapi tai rakentamaan optimaalisen reittiverkoston eri ravintopaikkojen vilille. Sit,
mita kaikkia elimia niissa on ja miten ne toimivat. Mutta myos sitd, mistd aineista ne ovat rakentu-
neet ja mistd ne saavat eldmiseen tarvitsemansa energian ja mistd nuo aineet ja energia ovat alku-
aan peraisin.
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LIITE 1
Vektorit

Vektorin kasitteen lahtokohtana on suunnattu jana jostakin pisteesta A, alkupisteestd, johonkin pis-
teeseen B, loppupisteeseen. Suunnattu jana AB madrittia vektorin, joka on kaikkien niiden suunnat-

tujen janojen joukko, joilla on sama pituus ja sama suunta kuin suunnatulla janalla AB. Vektorin
edustajaksi voidaan ottaa tarpeen mukaan mika tahansa naistd keskendian samanpituisista ja sa-
mansuuntaisista suunnatuista janoista. Se, milloin tarkoitetaan vain vektorin pituutta ja milloin itse
vektoria, ilmaistaan niin, etta vektorille kaytetdan merkintaa v ja sen pituudelle merkintda v.

Vektoreiden % ja ¥ summa madaritellddn seuraavasti: jos vektorin % edustajaksi valitaan suunnattu

jana AB ja vektorin ¥ edustajaksi sunnattu jana BC, on suunnattu jana AC vektorin @ + ¥ edustaja.

Vektoreiden yhteenlasku

<

Vektoreiden yhteenlasku noudattaa vaihdantalakia, # + ¥ = ¥ + u, silla jos AD valitaan vektorin ¥
edustajaksi, on nelikulmio ABCD suunnikas, koska sen toiset vastakkaiset sivut BC ja AD ovat saman
vektorin ¥ edustajina yhtd pitkat ja yhdensuuntaiset. Koska ABCD on suunnikas, ovat myds sen
toiset vastakkaiset sivut AB ja CD yhta pitkat ja yhdensuuntaiset, jolloin suunnattu jana DC kelpaa
vektorin % edustajaksi. Nain ollen suunnikkaan toinen lavistdja AC on sekd 7 + 7:n ettd 7 + @:n
edustaja.

Samaan tapaan voidaan osoittaa, ettd vektoreiden yhteenlasku noudattaa myos liitdntdlakia eli
u+ (7 +w) = (@ + v) + w. On myds olemassa vektori 0, jolle pitee it + 0 = 0 + i = 1 ja jota tistd
syystd kutsutaan yhteenlaskun neutraalivektoriksi tai yksinkertaisemmin nollavektoriksi. Nollavek-
toria edustaa suunnattu jana AA, jolla on kuitenkin se puute, etta silla ei ole maarattya suuntaa. Jos
suunnattu jana AB on vektorin @ edustaja, on suunnatun janan BA edustamalla vektorilla — omi-
naisuus % + (=) = (—%) + u = 0. Vektoria —#% kutsutaan vektorin # yhteenlaskun kiinteisvekto-
riksi, lyhyemmin vastavektoriksi.

Vektoreiden i ja v erotus,  — ¥ tarkoittaa vektoria, joka on lisattava vektoriin 7, jotta saataisiin .
Siis aivan samoin kuin 5 — 2 = 3 sen vuoksi, ettd 3 on se luku, joka on lisattava lukuun 2, jotta
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saataisiin luku 5. Maaritelman perusteella suunnattu jana DB on vektorin & — ¥ edustaja, jos AB on
vektorin U edustaja ja AD vektorin ¥ edustaja. Jos talloin vektorin —¥ edustajaksi valitaan suunnat-

tu jana BE, on suunnattu jana AE vektorin 7 + (—7v) edustaja. Koska suunnatut janat DA ja BE ovat
vektorin —¥ edustajina yhta pitkat ja samansuuntaiset, on nelikulmio AEBD suunnikas ja ndin ollen

myos DB on vektorin @ + (—7) edustaja ja kun se on samalla vektorin & — ¥ edustaja, paatellaan,

ettd 4 — v = U + (—v). Vahennyslasku ei noudata vaihdantalakia, vaan t — v = —(v — ).
u—v=1u+(-7)
E _; B
&
X
N
<
A D

Vektoreille ei ole olemassa kertolaskua, joka noudattaisi edelld mainittuja vaihdanta- ja liitdntalakia
ja jolla olisi neutraalivektori ja jokaisella vektorilla kddnteisvektori. Kuitenkin vektori voidaan ker-
toa luvulla, mika tapahtuu niin, ettd jos v on vektori ja k reaaliluku, niin kv vektori, jonka pituus on
kv ja suunta sama kuin vektorilla 7, jos k > 0 ja v:n suunnalle vastakkainen, jos k < 0.

Vektorin kertominen luvulla

/
Q)
N
/
/
Q\

00=0,10=7,(-D)v=—-0,k(t+v) =kt +kvja(k+h)v = kv + hv

Luvulla kertomiselle on voimassa:

Suunnan ottaminen mukaan vektoreiden tarkasteluun voi tapahtua useammalla eri tavalla, mutta
tehtiinpa se miten tahansa, on aina ensin kiinnitettdva jokin suunta perussuunnaksi. Kiinnitetdan
nyt perussuunnan kanssa yhdensuuntainen lukusuora niin, ettd sen luvut kasvavat perussuuntaan.
Seuraavassa kaikki tarkasteltavat vektorit ovat samassa tasossa, jolloin vektorin maarittaa kaksi lu-
kua. Nama luvut voivat olla vektorin pituus v ja sen suuntakulma ¢ mitattuna positiiviseen kierto-
suuntaan (kellon osoittimien kiertosuuntaa vastaan) positiivisesta x-akselista. Toinen mahdolli-
suus on ilmoittaa vektorin komponentit x-akselin suunnassa eli 0°-suunnassa ja y-akselin suunnas-

sa eli 90°-suunnassa. Jos suunnattu jana AB on vektorin ¥ edustaja ja sen alkupiste A on x-akselilla,
niin piirretddn pisteestd A x-akselia vastaan kohtisuora suora. Jos tdman suoran ja x-akselin leik-
kauspiste on C, niin ¥:n vektorikomponentti x-akselin suuntaan v, on vektori, jonka edustaja on

suunnattu jana AC ja :n vektorikomponentti y-akselin suuntaan 7, on vektori, jonka edustaja on

suunnattu jana CB. Talloin 7 = Uy + Dy,

Néin maariteltyjen komponenttien pituudet v, ja v, madrittavit vektorin v yksikésitteisesti ja v

voidaan lausua naiden komponenttiensa muodostamana lukuparina v = (vx, vy). Komponenttiesi-
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tys on katevd, koska vektoreiden yhteenlasku ja luvulla kertominen voidaan tehda komponenteit-
tain, jolloin ne muuttuvat reaalilukujen laskutoimituksiksi:

u+v= (ux, uy) + (vx, vy) = (ux+vx,uy + vy)
ku = k(ux, uy) = (kux,kuy)

Trigonometristen funktioiden maéaritelmista seuraa nyt suoraan, ettd jos vektorista v tiedetddn sen
pituus v ja suuntakulma ¢, niin

7 = (vcos @, vsing)

ja jos vektorista ¥ tiedetadn sen komponentit v, ja v, niin sen pituus Pythagoraan lauseen ja suun-
takulma tan™!: n mairitelmin mukaan ovat

v = ’v§+v§

tan™! (g),jos x>0

tan~?! (%) + 180°,jos x < 0

90°,josx =0jay >0

270%josx =0jay <0

Valitettavasti tangentin kdanteisfuntkiolle tan"la:lle eli sille, kulmalle ¢, jolle tang = a ei ole stan-
dardisoitua merkintdd, vaan merkinta voi olla my0s arctan, atan, INVtan jne. Lisdksi on huomattava,
ettd jos x > 0 ja y < 0, niin laskimet ja taulukkolaskentaohjelmat antavat tan™*(y/x):ksi negatiivi-
sen suuntakulman, jonka voi muuttaa positiiviseksi lisadmalla siihen 360°.

Vektorin komponenttiesitys

y v = (vy,vy) v= ’v,%-l-vf

Z
) L V, = VCOS @

9 i s
_ 5 v, =vsing @ =tan (v)

X

Vektorin komponenttiesitys

y v=(vyvy) V= ’v,%-kv)%

— 2 g vV, = vV COS @

< v, =vsing @ = tan e + 180°
X

<

Rt:l
=
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Uy

2

Vektorin komponenttiesitys

v=(vpvy) V= ’v§+v§

V, = VCOS @

v

P

. -1 Uy o
=wvsing @ = tan % + 180

X y »

Vektorin komponenttiesitys

v=(vyvy) V= /v§+v§

Vy = VCOSQ

<L
<

X ~ v

Z X ¥

v
=vsing qoztan_l( )

X

<

M)
<
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LIITE 2
Liikemairafunktion ratkaiseminen

Selvitetdan, mika funktio f toteuttaa ehdot

(L.2.1) c? 2c%u B ) u?
o cz+u2f c? +u? =Sl c?
kaikilla u, joille 0 < u < ¢, ja
(L.2.2) limf(u) =1

u—-0

Oletetaan, ettd funktio f toteuttaa yhtalon (L. 2.1) ja valitaan mielivaltainen reaaliluku x, jolle patee
x = 1. Talléin luvulle

(L.2.3) u=c

patee 0 < u < c ja se toteuttaa ndin ollen yhtdlon (L.2.1), jonka lausekkeet saavat seuraavat

muodot:
c? c? c2(x+1 c2(x+1) x+1
L.2.4) _ ( ) ( )
c? + u? 2 2_x—1 2(x+1)+c2(x—1) 2¢%x 2x
2+ c2-=—=
x+1
(L.2.5) 2c%u _5 x+1 x—1_c(\/x+1)2\/x—1_cw/(x+1)(x—1)_chZ—l
e c2+u? x fx+1 xvVx +1 - x S
ja

x—1
u? x—1 c2- x—1 x—1 x—1 [2(x+1)—-(x—-1
ufj2——=c © 2= x+1 =c © 2= =c : ( )= ( )
c? x+1 c? x+1 x+1 x+1 x+1
x—1 2x+2—x+1 x—1 x+3 c (x—l)(x+3) cVxZ +2x -3
¢ x+1 x+1 x+1 (Jx+1 ) x+1
/(x+1)2 x + 12
cx/x2+2x+1—4_c\/(x+1)2—4_2C T—l_c ( 5 )—
B x+1 B 1

x+1 B x+1

Siis

2
/ ) ~1
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Kun (L. 2.4), (L. 2.5) ja (L. 2.6) sijoitetaan yhtaloon (L. 2.1), saadaan

x+1
x+1 (cVx?—-1\ C( 2 -1
2x f x =/ x+1
2
ja edelleen
2
e -
cvx? —1 f x+1
f ” >
(L.2.7) - = T
2
Kun merkitdan
cVx? -1
(=)
(L.2.8) gx) = .

tulee yhtalosta (L. 2.7)

G e R

Sijoitetaan tdhan x:n paikalle (x — 1)/2 +1, jolloin saadaan

x—1
(x_1+1)— ) (x_1+1)
I\ -9 2 BRANFE
ja sitten (x — 1)/22 + 1, jolloin saadaan
x—1
x—1 —z t1+1 x—1
g( 22 +1)=g 2 =g( 23 +1)

jne. Siis

g(x)=g<x2;1+1)=g(x2_21+1)=g(x2_31+1):...

Lopputuloksena on jokaisella luvulla x = 1 ja jokaisella luonnollisella luvullan = 1, 2, 3, ... voimassa
oleva yhtalo

gx)=g (x;ll + 1)

ja kun taman yhtalon oikeassa puolessa kaytetaan g(x):n maaritelmaa yhtalosta (L. 2.8), saadaan
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(T
-

7t

(L.2.9) gx) =

Kun tissa n kasvaa rajattomasti, lahestyy (x — 1) /2" raja-arvonaan 0:aa,

x—1
lim =0

n—-oo

jolloin

JErt+1) -1 JorDrT

n-co x2_711+1 0+1

ja yhtalosta (L. 2.9) saadaan ehdon (L. 2.2) mukaan

(et e

1

xz—nl_l_l 0+1

1

g(x) = lim
n—-oo

Tama puolestaan tarkoittaa yhtilon (L. 2.8) mukaan

f (chz - 1)
x
=1
x
cVx2—1

Koska x oli mielivaltainen vahintadn 1:n suuruinen reaaliluku, paatelldan, etta yhtalo (L.2.10) to-
teutuu kaikilla reaaliluvuilla x, jotka ovat > 1.

Merkitadn

(L.2.11) Vx -1
2. . =u

jolloin

jakoskax =1, on
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c

W/CZ—‘U,Z

X =

Jos nyt u on mika tahansa reaaliluku, jolle patee 0 < u < ¢, on x = 1, joten u toteuttaa yhtdlon
(L.2.10) eli

(L.2.12) Flw) = \/ﬁ

Siis, jos funktio f toteuttaa ehdot (L.2.1) ja (L.2.2), sen on toteutettava myds (L.2.12) kaikilla u,
0<u<ec.

Toisaalta kaavan (L. 2.12) funktiolle f patee jokaisellau, 0 < u < c:

2c%u c?(c? + u?)? — 4c*u?
c? +u? (c? +u?)?

c? f 2c%u B c? c B c? c
¢z +u?’ \c?+u? _cz+u2\/ 2_c2+u2
- (73)

c? c(c? +u?) c?

c2+u o [(cZ+ud)? —4cuZ Vet + 2¢2uZ + uf — 4cu?

c? c? c?

Vet —2c2u? +ut J(c2—u2)2 2 -u?

ja

c c c
- JC4 —2c2uZ + ut - \/(Cz —u?)? T2 —y?
c? c

joten f toteuttaa ehdon (L. 2.1). Lisaksi

: _ I
M) = e~ Vo A !

ja f toteuttaa myos ehdon (L. 2.2). On siis osoitettu, etti funktio f

) = —
oL

ja vain se toteuttaa ehdot (L. 2.1) ja (L. 2.2).
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LIITE 3
Liike-energiafunktion ratkaiseminen

Selvitetdan, mika funktio f, toteuttaa ehdot

2c%u f u?

kaikilla u, joille 0 < u < ¢, ja

- fw) 1
(L.3.2) }ll_r)r(l) uZ =3
(L.3.3) f(0)=0

Ratkaisu on hyvin samantapainen kuin liikemaarayhtalon ratkaisu liitteessa 2. Aloitetaan siis teke-
malld sama sijoitus (L. 2.3) Kuin liitteessa 2

x—1
x+1

u==«c

jolloin yhtdloiden (L. 2.5) ja (L. 2.6) mukaan yhtdlo (L. 3.1) saa muodon

(L.3.4) fo§EE>:2f<c(x;52—1>

x+1
2
Funktiolla
cVx?—1
(L.3.5) gx)=f —

on talloin (L. 3.4):n mukaan ominaisuus

e R e R

siis
x—1
g(x) =2g (T + 1)
Kun tihidn yhtild6n sijoitetaan x:n paikalle ensin (x — 1)/2 + 1, sitten (x — 1)/22 + 1 jne, saadaan

x—1,1.1

x—1 2 x—1
g( > +1)=2g — +1 =2g< >z +1)
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Siis

Kun tdma tehdaan n kertaa, paadytaan yhtaloon

900 =22 (4 1)

ja kun tdman yhtalon oikeassa puolessa kaytetdan g(x):n maaritelmaa yhtalosta (L. 3.5), saadaan

(et )
)

— 27N
gtx) =2"f ]

Lausekkeiden yksinkertaistamiseksi merkitdan tassa

c\/(xz_nl+ 1)2 —1

x—1
—m t1

(L.3.6) In =

jolloin saadaan
9(x) =2"f(yn)
Jotta tihan paastaisiin kayttamaan ehtoa (L. 3.2), lavennetaan yhtilon oikea puoli lausekkeella
2
2f(x—1 2f(x—1 x—1
L€ <(z—+1) ‘1> ¢ ((2—+1)_1><(2—+1)+1)
In = 2 = 2
x—1 x—1
(7 +1) (7 +1)
2 x—1y/x—1
¢ (7)) Gz +2)

Cpt+1)

jolloin saadaan

—_ 2 _ —
Cz=+1) . 2l +2) sow
Vi (xz;nl N 1)2 Vi

gx) =2"f(y) -
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_ c2(x—1) (xz;nl + 2) fOm)
Cztey "

Kun tissa annetaan n:n kasvaa rajattomasti, saadaan

c\/(xz;nl+ 1)2—1 . cyO+1)2 -1 _

My = lim x—1 s 0+1
5T +1
jolloin ehdon (L. 3.2) mukaan
- fOw) 1
lim — =z
n-o Yn 2

ja kaikkiaan

. -0 (5 +2) o)) Fa-1-0+2) 1
gx) = nl_{{)lo (x 1 )2 2 = (0 + 1)2 2

=c?(x—1)

o Tl

Siis
x

(L.3.7) f <sz—_1> =c%x —c?

Nain kaikilla x > 1. Mutta (L. 3.7) patee myo6s, kun x = 1, silld ehdon (L. 3.3) mukaan f(0) = 0.

Kuten liitteessa 2 merkitaan

cVx2—1
=u
x
jolloin
c
X =—
Ve — 2

ja todetaan, ettd jos u on mika tahansa reaalilukuy, jolle piatee 0 < u < ¢, on x = 1, joten se toteuttaa
yhtélon (L. 3.7). Toisin sanoen kaikilla 0 < u < ¢ patee

3

c
(L38) f(u) :\/ﬁ—CZ

Siis, jos funktio f toteuttaa ehdot (L.3.1) - (L. 3.3), sen on toteutettava (L. 3.8) kaikillau, 0 < u < c.

Oletetaan nyt kaantéen, etta f toteuttaa yhtalon (L. 3.8) kaikilla u, 0 < u < ¢. Koska
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2c%u c3 c3
_ 2 )
f 5 5= cc = c
cet+u

. [ 2c%u z c2(c? + u?)? — 4c*u?
¢ c% 4+ u? (c? +u?)?
B c3(c? +u?) , c?(c? +u?) 5
/(€2 + u?)? — 4c2u? Vet + 2c2u? + ut — 4c2u?
c* + c%u? 5 c* + c?u? , ct+ctut
= - = —(*=——C
Vet —2c?u? + ut J(c2 —u?)? ¢? —u?
B c* 4+ c?u? — c* 4 cy? 3 2c2u?
= o2 — 2 T2y
ja
2¢3 2¢3
- i 2¢* = 2 2.2 1 1,4 2¢*
c2—2u2+u—2 Jc —2c2u +u
c c
2c* 2c*
= -2t =— —2c?
(c? —u2)? c
2c* = 2c* + 2c*u® 2c%u?
= cZ — 2 Tz 2
toteuttaa f ehdon (L.3.1) ja kun
c3 o2
— 3_ 2.2 12 3 277 Z a2\ (3 4 22 — a2
u A2 — 4,2 c’—c°Nce—u c” —c°VNce—u“)(c” +cvVee—u
lim fa =lim¥X—%Y  _lim = l'm( )( )

u-0 u?  u-0 u? u-0  142+/c2 = 142 uo) uz\cZ — u?(c3 + c2\/c2 — u?)

_ c®—c*(c? —u?) c® —c®+ ctu?
= lim

= lim
u—0 u21/62 _ uz(c3 + Cz,/cz _ uZ) u—0 uz,lcz _ uz(c3 + Cz,lcz _ uz)

4

_ c c* c* 1
= lim

u=0+/¢2 —uz(c3 + ¢c24/c? —uz) ez o 02(C3 + c2v/c? — 02) o343 2

toteuttaa f ehdon (L. 3.2) ja vielda kun

c3 c3
0)=————c2=——¢2=0
fO) = et =

toteuttaa se myos ehdon (L. 3.3).
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Ndin on todistettu, ettd kaavan (L. 3.8) mukainen funktio f toteuttaa ehdot (L.3.1) - (L.3.3) ja on
ainoa téllainen funktio.

Yleensa f esitetddn muodossa
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LIITE 4

Muutamia esimerkkeja liikemadrista ja kokonaisenergioista

Tassa liitteessa esitetddn muutama kappalejoukkojen liikemdariin ja liike-energioihin liittyva esi-
merkki, joiden tarkoituksena on korostaa huolellisuutta suhteellisuusteoriaa koskevien vaitteiden
esittimisessa ja suhteellisuusteorian ja klassisen teorian valisia eroja.

Ensimmaiseksi kasitelladn esimerkki tapauksesta, jossa - toisin kuin klassisessa teoriassa - kappa-
lejoukkojen liikemdaarien yhtasuuruus ei sdily jarjestelmdsta toiseen siirryttdessa, vaikka kappale-
joukoilla on yhta suuret massat.

Esim L.4.1 Oletetaan, ettd joukossa A on kaksi kappaletta, K4, ja K4, seka joukossa B yksi kappale
Kp ja kaikki kappaleet liikkuvat jarjestelman  kulkusuuntaan, jolloin tarkastelu voi-
daan tehda yksiulotteisena. Oletetaan, ettd K,;:n massa on 4 kg , K4,:n massa 3 kg ja
Kp:n massa 7 kg ja ettd jarjestelmdssa 9 on K,;:n nopeuden suuruus 0,6¢, ja K4,:n no-
peuden suuruus 0,8c.

Joukon A liikemaara jarjestelmassa J on talloin

4-0,6¢c N 3-0,8¢c _ 2,4c N 2,4c —7

0.62¢2 0.82¢2 B 0,8 0,6 - ¢
1-——" 1-——"=
C C

Haetaan nyt Kg:lle sellainen nopeus u, ettd silld on jarjestelmassd J tdma sama liike-
madra. Liikkemdaran maaritelman (kaava 3.3.5) mukaan tdma tarkoittaa, etta

7u
=T7c
-
c2
7cu
=7c
2 — 42
u=+/c?—u?

w = J05c

Talloin joukoilla A ja B on yhta suuret massat ja yhta suuret liikemaarat jarjestelmassa
J. Mutta jos jarjestelman J nopeus jarjestelmdssa § on esimerkiksi 0,5¢, on jarjestel-
massa § kaavan (2.4.2) mukaan K,;:n nopeus

_ 0,6¢c + 0,5¢ _ 1,1c _ 11
Usat = 06c-05c 13 13

c
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K4,:n nopeus

0,8¢ + 0,5¢ 1,3c 13

Usaz = : = =—
14 0,8c 20,56 1,4 14

c

Kgp:n nopeus

+/0,5¢ + 0,5¢ +/0,5+4+0,5
Ucn =
SB . +,/0,5c-0,5c 1+ /0505
CZ

joukon A liikemaara kaavan (3.3.5) mukaan

4-=—=cC 3 12 ¢
Psa = Psa1 t DPsaz = + =
11,7 13\%
j1_<ﬁ> : j1_<n>
7 7
c
44c 39c¢

c= +
/ 1_12 14J 132 V132-112 147 - 132
132 142

44c 39¢ 44\/ 7 + 39/48 132v/3 + 156v3¢
Cc = C
~ Vas \/ V4827 V1296

= 28386\/§c = 8v3c ~ 13,85641c
ja joukon B liikemaara
~Jo5+05
Psp = 1 al \/_ 0 5 ~ 13,79838¢c

B (fﬁ"is )

Joukkojen A ja B liikemaarat ovat siis eri suuret jarjestelmassa §, vaikka ne ovat yhta
suuret jarjestelmassa J ja vaikka joukoilla on yhta suuret massat.

Massojen yhtdsuuruus ei siis ole riittdva ehto liilkemaarien yhtasuuruuden sailymiselle jarjestel-

masta toiseen siirryttdessa. Seuraava esimerkki osoittaa, etta se ei ole myoskaan riittava ehto.

Esim L.4.2 Olkoon joukko A kuten edelld ja jarjestelman J nopeus jarjestelmassa § sama 0,5¢ ku-
ten edelld. Yritetddn hakea kappaleelle Kp sellainen massa m ja jarjestelmassa J sellai-
nen nopeus u jarjestelman J kulkusuuntaan, ettd silla on seka jarjestelméassa J etta jar-

jestelmdssa § sama liikemaara kuin joukolla A. Jarjestelmassa J tdma tarkoittaa, etta
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=7c

1=
c2

mcu

=7c
2 — 42

mu

=7

2 — 42

Koska Kz:n nopeus jarjestelmassa § on

u + 0,5¢ _u+t 0,5¢
u-0,5c ¢+ O,SuC
Yz

Usp =
1+

on sen liikkemaara jarjestelmassa §

u+ 0,5¢
M T¥o5u’ me(u + 0,5¢) me(u + 0,5¢)
Psp = = =
u+ 0,5¢\* ) (u + 0,5¢)2 \/(c + 0,5u)%2 — (u + 0,5¢)2
(m) € (c+05u) [1-+—F %
1- é—z (c+0,5u)
mc(u + 0,5¢) m(u + 0,5¢)

= = C
Je2 4+ cu+0,25u2 —u? — cu—0,25¢2  4/0,75¢2 — 0,75u?

ja tdman on siis oltava yhta suuri kuin joukon A liikemaara jarjestelmassa S, joka edelli-

sen esimerkin mukaan on 8+/3c. Saadaan yhtilopari
mu ;
VeZ — 42
m(u + 0,5¢
( ) _g V3
J0,75¢2 — 0,75u?

Ratkaistaan ensimmadisestd yhtalosta m

ja sijoitetaan toiseen

7V c?

— .2
7 v (u+0,5¢)
J/0,75¢2 — 0,75u? -

7Vc? —u?(u+ 0,5¢) B
u+/0,75Vc? — u?

8v3

8v3

7u + 3,5¢ = 8v3,/0,75u
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7u+ 3,5¢ = 12u

B 3,5¢ _ 07
u=—-=07c
jolloin
7/ ¢ —(0,7¢)?
= 07¢ =10,/0,51 =51

Talloin kappaleen Kp liikemaara jarjestelmassa J on

_ V51-0,7c _V51-0,7c

p = = =
P07 fost
CZ

7c

janopeus jarjestelmassa §

0,7¢ + 0,5¢ 1,2 120 8

Use = | 07c05¢ 13571357 9°¢
C2

8
Vv5l-gc¢ V51-8 V3:17-8
= cC =
a2 V92 — 82 V17
(5)
139/

c?

c =8V3c

Psp =

Siis, jos kappaleen Kz massa on m =+51 = 7,141 kg ja nopeus jarjestelmdssda J
u = 0,7c, niin silla on yhta suuri liikemaara kuin joukolla A, seka jarjestelmassa J (7¢)

ettd jarjestelmassa S (8v/3c), vaikka sen massa on eri suuri kuin joukolla A.

Kohdan 3.5.6 tuloksen 2 mukaan jarjestelmasta toiseen siirryttaessa kappalejoukkojen kokonais-
energioiden sdilymisesta seuraa kappalejoukkojen liikeméaarien yhtasuuruus niiden komponenttien
osalta, jotka ovat siithen suuntaan, johon jarjestelma liikkuu toisessa jarjestelmdssa. Seuraava esi-
merkki osoittaa, ettd muiden komponenttien ei tarvitse olla yhta suuria.

Esim L.4.3 Oletetaan, ettd joukoissa A ja B on kummassakin yksi kappale niin, ettd joukon A kap-
paleen K, massa on 1 kg ja jarjestelmassa J sen nopeuden komponentit ury, = 0,4c,
Uray = 0,3¢jaury, = 0,jolloin sen nopeuden suuruus on

Uras =+/0,4%2 + 0,32 + 02¢ = 0,5¢

Oletetaan lisdksi, ettd jarjestelmassa J joukon B kappaleen Kz nopeuden komponentit
ovat urg, = 0,4¢, urgy, = 0jaurg, = 0,6¢, joten nopeuden suuruus on

urg = /0,42 + 02 + 0,62c = \/0,52¢

Kysytadn, mika on oltava kappaleen Kz massan m, jotta kappaleen K5 kokonaisenergia
jarjestelmdssa J olisi yhtd suuri kuin kappaleen K, kokonaisenergia. Siis
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myc? mc?
z 2
\/1 _ Y74 \/1 _Yrs
c? c?
1-c? mc?

J1-0,52 - J1-10,52

m =

J1-052 048 Jogi
[1—052 4075 Y~

= 0,8 kg

Paitsi, ettd kokonaisenergiat ovat talloin yhta suuret, Tr4 = Trp, ovat myos liikemaarien
x-komponentit yhta suuret, silla

1-0,4c 0,4c 0,4c 0,4c _ 0,8¢c

P T 052 J075 J3.025 05V3 3

ja
0,8:0,4c _ 0,32c¢ 0,32c B 0,32c¢ _ 0,8¢

J1-052 048 3016 043 3

Prex =

Kappaleiden K, ja K liilkemaarat eivat kuitenkaan ole yhta suuret, vaan

Mauray  1:03c 03¢ _ 3:01c 3-01c

Pray = = = = - =0,2v3c
TAy \/1_% J1-052 075 /3-025 05V3
CZ
ja
MmpUrpgy 0,8-0c
p = = =
TBy \/ u%A \/1 _ 0’52
1-—T4

Koska Try = Trg ja Prax = Prex Pitdisi K4:n ja Kz:n kokonaisenergioiden kaavan (3.5.9)
mukaan olla yhta suuret jokaisessa jarjestelmassa §, jossa jarjestelma J liikkuu jarjestel-
man J positiivisen x-akselin suuntaan. Olkoon § yksi tillainen jarjestelma ja v sen no-
peuden suuruus jarjestelmassa J. Kokonaisenergioiden yhtisuuruuden toteamiseksi

lasketaan kappaleiden nopeuksien komponentit ja nopeuksien suuruudet jarjestelmassa
S kaavoilla (2.4.2) ja (2.4.3)

Uray + U 04c+v 0,4c®+cv
UraxV 0,4cv
14+ TC_Zx + =2 c+0,4v

Usax =
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v2 ’
uTAy C_Z 036 1——2 036 CZ_UZ

Usay =

1+ uTCAZxU 1+ 0, 4-26'1] - c+04v
, 2
uTAZ 1 - C_Z 0 . 1 _

Usaz T =0

1+ TAZx 14 0,42017

c
2

0,4c% + cv 2 0,3cVc? — p2

Usqg = — | +|———— | +02
c+ 0,4v c+ 0,4v

/0,16¢* + 0,8¢3v + c2v? + 0,09¢* — 0,09c2v?
B c+04v

_1/0,25¢* + 0,8¢3v + 0,91c?v?

c+0,4v
Urgy TV 04c+v  0,4c? +cv
Usgy = 0 7 = =
1+TCI% 1494 c+04v
c
v2 v2
w1z 0 Jl-@
Uspy UrpV 04cv
1+ 2 1+ 2
uTBz,I1 c2 1_C_2 0,6¢Vc? —v2
Uspz = UTpxV 0,4cv - c+0,4v
1+ 2 1+ =2

2
0,4c% + cv 2 0,6¢cVc? — v2
Ugp = || ————] +0%2+(—-—

c+04v

/0,16¢* + 0,8¢3v + c2v? + 0,36¢* — 0,36c2v?
B c+0,4v

~/0,52¢* + 0,8¢3v + 0,64c2v?
B c+0,4v

ja kokonaisenergiat kaavalla (3.4.5)

1-c? c3 c3
Tsa = = =
\/1 _ uLZA \/cz —u2, 2 0,25¢* 4+ 0,8¢3v + 0,91c?v?
¢ (c + 0,4v)2
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3 c3(c + 0,4v)
Je2(c +0,4v)2 — 0,25¢* — 0,8c3v — 0,91c2v?

3 c3(c+0,4v)
Vet +0,8¢3v + 0,16c2v2 — 0,25¢* — 0,8¢3v — 0,91c2v2

e+ 04v) c3(c+0,4v)
J0,75¢% — 0,75¢2v2  {/3-0,25c2(c? — v2)

e+ 04v) 2¢%(c+0,4v)
0,5¢y/3(c2 —v2)  /3(c2 —v?)

0,8c? 0,8¢3 0.8¢3
TSB = = =

2
\/1 _Usp \/cz —uZg \]cz _0,52¢* +0,8c3v + 0,64c?v?

c? (c +0,4v)?

B 0.8¢c3(c + 0,4v)
Je2(c +0,4v)2 — 0,52c* — 0,8c3v — 0,64c2v2

3 0,8¢3(c + 0,4v)
Vet +0,8¢3v + 0,16c2v2 — 0,52¢c* — 0,8¢3v — 0,642 12

~08c%(c+04v)  08c3(c+0,4v)
J0,48¢c* —0,48c2v2  |/3-0,16¢2(c? — v2)

_08c*(c+04v)  2c*(c+0,4v)
0,4c,/3(c2 —v2)  /3(c2 —v?)

Kappaleiden K, ja K kokonaisenergiat ovat siis yhtd suuret myos jarjestelmassa S.
Kohdassa 3.4.3 osoitettiin, ettd yhdelle kappaleelle patee kaava (3.4.9)

(L.4.1) T =\p?c? +E?

missa T on kappaleen kokonaisenergia, p sen liikemadaran suuruus, c valonnopeus ja E kappeleen
lepoenergia.

Kysytadn nyt, pateekod tima myos useamman kappeleen joukolle, siis onko

(L.4.2) T, = /pf,cz + E?

Esim L.4.4 Tarkastellaan kahden kappaleen K4:n ja Kz:n joukkoa A. Oletetaan, ettd K,:n massa on
m; ja nopeuden suuruus u, ja Kz:n massa m, ja nopeuden suuruus u,. Talldin

Ty=T,+T, = prcz + E? + Jp%cz + E2
Jotta kaavan (3.4.9) vastine patisi, pitaisi timan olla yhta suuri kuin
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D= \/(P1 +p2)2c? + (E; + E)?

Jotta ndma olisivat yhtasuuret, on oltava

(L.4.3) \/plzcz +E2 + \/p%cz + E2 = /(py +p2)?c? + (E; + E;)?

josta puolittain nelioon korottamalla saadaan

pic? + E? + 2\/pfc2 + Ef\/p%cz + EZ + p5c? + E2

= p?c? + 2pypyc? + pic? + EE + 2E.E, + EZ

2\/pfc2 + Ef\/p%cz + EZ = 2p,p,c? + 2EE,
josta jakamalla puolittain 2:11a ja korottamalla uudelleen puolittain nelié6n
(pic® + ED)(pic® + EF) = (p1p2c? + E1Ey)?
pipict + pic*E} + p3c?EY + EYES = pipsc* + 2p1poc®E By + EVES
pic?EZ + pic’Ef = 2pyp,EyEac?
PTEF — 2p1poE B, + p3EF = 0

(p1E, — PzEl)2 =0

p1E2 = p2Eq
miuq 5 myU, 2
,C% = myc
u? u?
1--1 1-=2
c? c?
Uy Uz

U = tu,

Koska tata ratkaistaessa tehtiin yhtalon toiseen potenssiin korottamisia, on saadut rat-
kaisut tarkastettava sijoittamalla alkuperdiseen yhtaloon (L.4.3). Tarkastetaan ensin,
mita tapahtuu, jos u, = u4. Talloin yhtdlon vasen puoli saa arvon
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2.2 2.2
msu msu
2.2 2 2.2 2 _ 1*1 5 2 .4 271 2 2.4
\/plc +E1+\/p2c +E5 = 5 C*+mic* + 5 €~ +mjc
1-—21 1-—21
c? c?
m2ctu? m3ctu?
— 2.4 2.4
= > > T mict + > >+ ms;c
(o _ul C _ul

24,2 2.6 _ 402 n04,,2 2 .4,,2 26 _ a2 ,4q,2
mic*uy + myc® —mjc u1+ msciuy + m5c® —mictug

cz —u? cz —u?

2.6 2.6 3 3 3
_ | mjc myc®  myc myc®  (my+my)c
T2 — 2 2 _ 2 -

ct—uy  cf-ur Je2—ud  ([e? —u? c? —u?
ja oikea puoli arvon
2
mqUy maUy

\/(Pl +p2)ic? + (B + Ey)? =

2

<m1u1c + myu c
c?—us

2
) c? + (my + my)2ct

(my + my)2c*u?
! 2 L + (ml + m2)2C4

Tarkastetaan toinen vaihtoehto u, = —u4. Yhtdlon vasemmassa puolessa u; ja u,
esiintyvat vain toiseen potenssiin korotettuina, joten vasemman puolen arvo on sama

kuin edella.

Oikeasta puolesta sita vastoin tulee
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Vo1 +p)2c2 + (Ey + Ey)? = (

(my —mp)?uf+(my +my)?(c? —uf)

2 _ 2
c? —uj

2 _ 2
c® —uj

((my — my)? — (my + my)?)u+(my + my)?c?

2 _ 4,2
c? —uj

, J(ml — my)2ud+(my +my)2c? — (my +my)?u?

—4mymuud+(my + my)2c?

2 _ 2
c% —ug

Tama taas on yhta suuri kuin vasen puoli eli

2

—4mymyui+(my + my)2c?  (my +my)c?

2 2
cf -y Je? —uf

c

vain, jos
o4 —4Amymyui+(m; + my)3c? _ (m; +m,)%c®
cz—u? cZ —u?
—4mymyuict + (my + my)?%c® = (my + my)?c®
—4mymyu? =0
Siismy =0taim, =0taiu; =0.Josu; =0,0on u, = —-uy =0.

Lopputulos on, ettd kaava (L. 4.2) patee kahden kappaleen joukolle A ainoastaan silloin,
kun kappaleilla on sama nopeus.
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LIITE 5
Satelliittipaikannuksen periaate

Oletetaan, ettd tunnetuista pisteista S;: (X1, ¥4, 21), So: (X2, ¥2,22), S3: (X3,¥3,23) ja Su: (X4, Va, Z4)
lahtee jokaisesta nopeudella c eteneva signaali. Oletetaan myos, ettd naiden signaalien lahtdajat
kellon C mukaan ovat Ly, L,, L3 ja L, ja ne tavoittavat pisteen P: (x, y, z) toisen kellon K nayttamilla
hetkilla Ty, T,, T5 ja T,. Merkitddn t;, =Ty — Ly, t, =Ty — Ly, t3 = T3 — Ly ja t, = T, — L,. Oletetaan
vield, ettd kellot C ja K kayvat koko tarkastelujen ajan samaan tahtiin, mutta sit3, kuinka paljon
niiden samalla hetkelld ndyttdmissa ajoissa on eroa, ei tiedetd. Merkitddn kellon K nayttdman ajan
ja kellon C samalla hetkelld ndyttdman ajan erotusta t:11a. Talloin signaalien kayttamat ajat matkoi-
hin pisteista S;, S,, S5 ja S, pisteeseen P ovatt; — t, t, — t, t3 — t ja t, — t. Tehtdvana on laskea pis-
teen P koordinaatit ja samalla kellojen K ja C aikaero t.

Pythagoraan lauseen mukaan pisteen (x, y, z) etdisyys pisteesta (x;, y;,z;),i = 1,2,3 tai 4, on

Vo= x)2+ (= y)? + (2 = 2)?

Toisaalta se on signaalin ajassa t; — t nopeudella ¢ kulkema matka c(t; — t). Kun ndma asetetaan
yhta suuriksi jokaisella i = 1, 2, 3 tai 4 ja korotetaan potenssiin 2, saadaan yhtdaloryhma

(=22 + (Y —y1)?+ (2 —2)% = c?(t; — t)?
(x = x)2 + (Y = y2)* + (2 = 2)* = c*(t, — t)°

(L.5.1) {
(x —x3)% + (y —¥3)* + (2 — 23)* = c?(t3 — t)?

V(= x0)? + (Y = ya)? (2 —24)% = Pty — )?
koordinaattien x, y ja z ja aikaeron t maarittamiseksi.

Kirjoitetaan yhtdloryhma auki

(L.5.2) x2 = 2xx + X2 +y? =2y, vy +yE + 22 — 2zyz + z¥ = ¢t} — 2c% ¢t t + c?t?
(L.5.3) x2 = 2x,x + X2 + y? = 2y,y + y2 + 2% — 22,7 + z% = c?t3 — 2c%t,t + c*t?
(L.5.4) x2 = 2x3x + x2 + Y% — 2y;y + Y2 + 2% — 223z + 22 = %t — 2c%tt + c2t?
(L.5.5) x2 = 2x,x + x2 +y?2 =2y, + yZ + 22 — 22472 + 25 = c?tf — 2%t t + c?t?

Vahentamalla yhtalosta (L. 5.3) yhtéld (L. 5.2) ja saadaan

(2x; — 2x)x — x + %% + Qyy — 2y,)y — yE +y% + (221 — 22,)z — z§{ + 75
= —c?t? + c?t2 + (2¢?ty — 2¢?ty)t

(2x1 = 2x)x — x% + x% 4+ (2y; — 2v,)y — vZ + y% + (22, — 22,)z — 2% + 22 + %t} — c?t?
= (2c%t; — 2c?ty)t

jajos ty # t,, saadaan tasta
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(2x; — 2x)x + (2y; — 2y,)y + 22y — 22,)z + c?t? — %t —x? + x5 —y? + y3 — 28 + 73
t =
2c%t; — 2c?t,

Kun merkitain

X1 — X2
a4 =—-
Y72ty — 2,
1=V
b, = 2 2
C tl —C tz
Z1 — Zy
G =———"—"—
Y72t — 2,
4 c?t? — %t —x?+x2 -y +yi—zi+22
e 2(c?t; — c?ty)
saadaan t:n lauseke muotoon
(L.5.6) t=ax+by+cz+d,

Vahennetdan yhtalo (L. 5.2) yhtalosta (L. 5.4) ja saadaan

(2x; — 2x3)x — x} +x% + (2y1 — 2y3)y — ¥ + ¥y + (22, — 223)z — z§ + 23
= —c?t? + c?t2 + (2c%t; — 2c?t3y)t

Sijoitetaan tdhan t yhtalosta (L. 4.6)

(2x1 = 2x3)x = xf + x5 + (2y1 = 2y3)y —yf + ¥5 + (221 — 223)2 — 71 + 23
= —c?t? + c?t2 + (2c?t; — 2c%t3)(ayx + by + c1z + dy)

(2x1 — 2x3 — (2c?ty — 2c?t3)a)x — x7 + x§ + 2y, — 2y3 — (2c*ty — 2c*t3)b))y — yi + y3
+(22z; — 223 — (2c%t; — 2¢%t3)cy)z — 27 + 25 = —c?t? + c?tZ + (2c?t; — 2¢?t3)d,

Z(xl — X3 — Czaltl + Cza1t3)x + 2(3’1 —Yy3— Czbltl + Czbltg)y + Z(Zl —Z3 — Czcltl + C2C1t3)Z =
—c?t? + c?t3 + 2c?d t; — 2c?d ity + x} — x2 + y? — y? + 72 — 7%

2(c2cqty — ¢ty + 21 — z3)z = —2(c%a t; — cagty + x; — x3)x — 2(c%byt3 — c?byty + y; — y3)y
2c%d ty — 2c?d ity — c?t? + c?t2 +x¥ —x3 +yi —yi + 27 —z5

jajos z; — z3 — c?cyty + c?cqts # 0, ratkaisemalla tistd z ja merkitsemalld

ctast; — c?agt;—x; + x5

C2C1t3_C2C1t1 + Z1 — Z3

_ ?bity — c?bit; =y + 3

c?cits—c?cit; + 24 — 73

2c%d ity — 2c?d ity — c?t? + c?t2 + x? —x3 +yi —yi + 27 — 73
CZ =

2(C2C1t3_C2C1t1 + Zy — Z3)
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saadaan
(L.5.7) z=a,x+byy+c,
ja sijoittamalla tdmé (L. 5.6):een

t = ax + bly + Cl(azx + be + Cz) + d1 = (a2C1 + al)x + (b2C1+b1)y + C1Cy + d1

Merkitdadn
as = axcy +aq
bs = bycq + by
€3 =C16 +dq
ja saadaan
(L.5.8) t =azx + by +c3

Seuraavaksi vahennetdan yhtalosta (L. 5.5) yhtdlo (L. 5.2)

(2xy — 2x,)x — x} +xF + (2y1 — 2y4)y — ¥} + yi + (22, — 22,)z — 2§ + 22
= —c?t? + c?t2 + (2c%t; — 2c?ty)t

ja sijoitetaan tdhan z yhtalosta (L. 5.7) ja t yhtalosta (L. 5.8)

(2x1 — 2x9)x — x} + x5 + 2y1 — 2y9)y — ¥ + y# + (221 — 2z4)(apx + byy + ¢3) — z{ + 22
= —c?t? + c?tZ + (2c%t; — 2c?ty)(azx + by + c3)

(2x; — 2x4 + (221 — 2z4)a, — (2¢ty — 2¢t,)az)x — x% + x2
+(2y1 — 24 + (221 — 224)by — (2¢%t; — 2¢%ty)bs)y — yi + yi
+(2zy — 224)c, — 27 + 27 = —c?t? + %t + (2c?ty — 2c%ty)cs

2(xy — X4 + Apzy — Apzy — cazty + c?aszty)x + 2(y; — yu + byzy — byzy — c?bsty + c?bsty)y

= —c?t? + c%tZ 4+ 2c%cyty — 2c%caty — 2002y + 20324 + X7 — X2 + yE —yi 4+ zF — 72

2(c2bsty — c?bsty + byzy — byzy + y, — ya)y = —2(c?asty, — c?asty + ayz; — AyZ4 + X1 — X4)X
+2c2c3ty; — 2c%caty — C2t2 + ?t?2 — 2¢,21 + 20524 + X2 — x2 + yE — yE + 22 — 72

Jos c2bsty — c2bsty + byzy — byzy + ¥, — y4 # 0, ratkaistaan y ja merkitsemalla

ctasty — c?aszty — ayzy + apzy — X + X4

as = C?bsty — c%bsty + byzy — byzy + Y1 — Ya
2¢%csty — 2¢%caty — €2t + CPtf — 26,21 + 2024 + xf — x5 +y] —yi + 21 — 74
4 = 2(c%bsty — c?bsty + byzy — byzs + Y1 — Va)
saadaan
(L.5.9) Y = asX + by
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Sijoitetaan tdma (L.5.7):d4n ja (L. 5.8):aan
zZ = azx + bz(a4x + b4) + Cz = (a4b2+a2)x + b2b4_ + CZ

t = asx + b3(a4x + b4) + C3 = (a4b3 + a3)x + b3b4, + C3

merkitddn
as = azb,+a,
bs = byb, + ¢,
ag = a4bz + as
bg = b3b, + c3
jolloin
(L.5.10) Z = asx + bs
(L.5.11) t =aegx + bg

ja sijoitetaan (L.5.9), (L.5.10) ja (L.5.11) yhtdl6on (L. 5.2). Tulos on yhtalo

x2 = 2xyx + x2 + (a4x + by)? — 2y, (asx + by) + y? + (asx + bs)? — 2z, (asx + bs) + z?
= c2t? — 2c%ty(agx + bg) + c?(agx + bg)?

x% = 2x1x + x2 + a2x? + 2a,b,ux + b? — 2a,y,x — 2b,y; + y? + a2x? + 2asbsx + b2
—2asz,x — 2bszy + z2 = c?t? — 2cagt;x — 2¢%bgty + c2aix? + 2c%aghgx + c?b?

(1+ a3 + a? — c?a?)x? + (—2x; + 2a,b, — 2a,y, + 2asbs — 2asz;+2c%agt; — 2c?aghg)x
+x24bZ — 2b,y, + y2+bZ — 2bszy + z2 — c?t? + 2¢?bgty—c?bZ = 0

Merkitdan
a; = —c?at+al+at+1
b, = —2c?agbg + 2c?agty + 2ashs — 2asz; + 2a4b, — 2a,y; — 2x;
€7 = 2¢?bgty — 2byy, — 2bszy — c?bZ — c?t? + x?+bF + y2+bZ + 72
Nain saadaan toisen asteen yhtalo
(L.5.12) a;x2+b;x+c; =0
jajos a; # 0, tulee pisteen P x-koordinaatiksi

_ —b; £ b7 — 4ayc,

2a,

Josa; =0jab; #0,onx =—cy/b;. Jos taas a; = 0 ja b; = 0, ei ratkaisua ole, jos c¢; # 0 ja ratkai-
suksi kelpaa mika tahansa luku, jos ¢; = 0.
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Jos siis a; = 0 ja b; = 0 tai jokin muu yhtdléryhman ratkaisussa esiintyneista erisuuruusehdoista ei
toteudu, yksikasitteistd ratkaisua ei ole. Ndin teoriassa. Kdytannossa tallainen tilanne on toki mah-
dollinen, mutta sen todennakdéisyys on nolla. Jos nain silti tapahtuu, onnistuu paikantaminen arvo-
jen muututtua kuitenkin hetken paasta.

Kun x-koordinaatti on ratkaistu, lasketaan y-koordinaatti yhtalostd (L.5.9) ja z-koordinaatti yhta-
l6sta (L. 5.10) seka kellojen K ja C aikaero t yhtalosta (L. 5.11).

Esim L.5.1

Kun edella esitetty koordinaattien maaritys tehdaan kohdan 4.2.2 arvoilla
x; = 13575819, y; = 10085969, z; = 20476093 jat; = 0,413597802
X, = 6460645,y, = —13905556, z, = 21685017 jat, = 0,420527863
X3 = 22886448, y; = 13256139, z3 = 3274997 jat; = 0,423564542
x, = —3942561,y, = 15190057, z, = 21510070jat, = 0,420104432

saadaan ensin (L. 5.6):sta

(L.5.6E) t =—1,142370716 - 10~ 8x — 3,851938913 - 108y 4+ 1,940977657 - 10~ °z
y
+0,4170272159

ja sitten (L. 5.7):st4, (L. 5.8):sta, (L. 5.9):st4, (L. 5.10):st4, (L.5.11):std ja (L.5.12):sta

(L.5.7E) z = 1,031882082x + 1,989176775y — 56926,54942

(L.5.8E) t =—9,420847098 - 10~ °x — 3,465844146 - 1078y + 0,4169167228
(L.5.9E) y = 0,3989351268x + 70349,18066

(L.5.10E) z = 1,825434571x + 83010,40686

(L.5.11E) t = —2,324731683 - 10~8x + 0,4144785298

(L.5.12E) — 44,08076115x% — 105914956,0x + 7,004236048 - 10** = 0

Talla yhtalolla on kaksi juurta x = —5364648,220 ja x = 2961900,328. Ensimmaiselld x:n arvolla
saadaan yhtalosta (L.5.9E) y-koordinaatiksi y = —2069797,437 ja yhtdlosta (L.5.10E) z-koordi-
naatiksi (L.5.10E) z = —9709803,916. Tama z-koordinaatti ei kuitenkaan tule kohdan 4.2.2 esi-
merkin tapauksessa kysymykseen paikantimen sijaintipaikkana, silla siind oletetaan, etta piste P on
Maan pinnalla, eikd se nain ollen voi olla yli 9700 km paivantasaajan eteldpuolella, kun eteldnavan
etdisyys paivantasaajasta on n. 6360 km.

Toisella x:n arvolla sitd vastoin saadaan kohdan 4.2.2 esimerkkiin sopivat arvot ja pisteen P koordi-
naatit ovat
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( x = 2961900,328 m
{ y = 1251955,263 m
k z = 5489765,661 m

Kellojen K ja C aikaeroksi saadaan yhtalosta (L. 4.11E) t = 0,3456222945 s.

Esim L.5.2
Jos kaikki muut arvot ovat samat kuin edelld, mutta t;:n paikalla on
t; = t, + At, = 0,413597802 + 0,000007213 = 0,413605015 s

muuttuvat edella olevat vaiheet seuraaviksi

(L.5.6E") t = —1,143560967 - 10~ 8x — 3,855952295 - 1078y + 1,942999986 - 10~z
+0,4170307853

(L.5.7E") z = 1,032023523x + 1,989697122y — 56976,32417

(L.5.8E") t = —9,430387975 - 10~°x — 3,469354147 - 10~%y + 0,4169200803

(L.5.9E") y = 0,3989700204x + 70347,86412

(L.5.10E") z = 1,825853024x + 82994,61862

(L.5.11E") t = —2,327207092 - 10~8x + 0,4144794638

(L.5.12E") —44,18270113x2% — 105955128,2x + 7,004252656 - 101* = 0

ja kun tasta ratkaistaan x ja sijoitetaan kaavoihin (L.5.9E") ja (L.5.3.10E"), saadaan pisteen P kel-
vollisiksi koordinaateiksi

( x =2959148,066 m
y = 1250959,228 m

z = 5485964,064 m

Esim L.5.3

Jos kaikki muut arvot ovat samoja kuin esimerkissa L.5.1, mutta t;:n paikalla on
t; =ty + At = 0,413597802 — 0,000038588 = 0,413559214 s

muuttuvat edelld olevat vaiheet seuraaviksi

(L.5.E6') t = —1,136044985 - 107 8x — 3,830609295 - 1078y 4+ 1,930229742 - 10~ °z
y
+0,4170081192

(L.5.E7") z =1,031130240x + 1,986410815y — 56660,13907
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(L.5.E8")
(L.5.E9")
(L.5.E10")
(L.5.E11")

(L.5.E12")

Esim L.5.4

t =—9,370131594 - 10~ °x — 3,447186372 - 108y + 0,4168987521
y = 0,3987497072x + 70356,35919

z =1,823210971x + 83096,49373

t =—2,311577716 - 1078x + 0,4144734372

— 43,54090858x% — 105701877,9x + 7,004145463 - 10'* = 0

x = 2976609,486 m
y =1257278,520 m
|

z =5510083,564 m

Tarkastellaan toista pistettd P*, jossa olevan kellon K* ndyttdmat ajat signaalien saapumishetkiksi
ovat t; = 0,350356579, t; = 0,355165029, t; = 0,362634921 ja t; = 0,354439593. Tastd seuraa

(L.5.E6%)

(L.5.E7%)
(L.5.E8%)
(L.5.E9%)
(L.5.E10%)
(L.5.E11%)

(L.5.E12%)

Esim L.5.5

t = —1,646413865-1078x — 5,551512782 - 1078y + 2,797386593 - 10~z
+0,3527094725

z = 1,354449568x + 3,175873280y + 84191,62153
t =—1,267521959 - 107 8x — 4,663098248 - 1078y + 0,3529449890
y = 0,4496746179x + 76314,49623
z = 2,782559172x + 326556,7910
t = —3,364398882 - 1078x + 0,3493863691
—92,78687217x% — 154155751,8x + 6,904152538 - 101* = 0

( x =2020780,744 m

y = 985008,305 m

z = 5949498,787 m

Oletetaan, ettd kaikki on kuten edella paitsi, etta t;:n paikalla on

Talloin

ti" =t; + At = 0,350356579 — 0,000038609 = 0,350317970 s
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(L.5.E6™)

(L.5.E7")
(L.5.E8")
(L.5.E9")
(L.5.E10*)
(L.5.E11*)

(L.5.E12")

Esim L.5.6

t = —1,633299440 - 10~ 8x — 5,507292491 - 1078y + 2,775104154 - 10~ %z
+0,3526905769

z=1,351106071x + 3,163572857y + 84879,49021
t = —1,258353433 - 1078x — 4,629368074 - 10~8y + 0,3529261263
y = 0,4489921389x + 76295,20681
z = 2,771525415x + 326244,93560
t = —3,336903306 - 1078x + 0,3493941404
—91,19275611x2 — 153373039,2x + 6,904361027 - 101* =0

( x=2036281,338 m

y = 990569,520 m

z = 5969850,414 m

Jos kaikki on samoin kuin esimerkissa L.4.4 paitsi ettd t,:n paikalla on

niin saadaan

(L.5.E6™)

(L.5.E7")
(L.5.E8")
(L.5.E9")
(L.5.E10**)
(L.5.E11**)

(L.5.E12**)

ty"™ =t, + At = 0,355165029 — 0,000038609 = 0,355126420 s

t = —1,659740597 - 1078x — 5,596448946 - 1078y + 2,820029759 - 102z
+0,3526897525

z =1,360023298x + 3,196378525y + 85159,36052

t =—1,276209980 - 1078x — 4,695060690 - 10~8y + 0,3529299044
y = 0,4457772548x + 75647,32505

z = 2,784896142x + 326956,84581

t =—3,369161245 - 1078x + 0,3493782166

—93,06556085x2 — 154227951,2x + 6,904110611 - 10* =0

( x =2018350,912 m

L

l z = 5947854,513 m

975382,254 m
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LIITE 6
Suorakulmaisten ja maantieteellisten koordinaattien muunnoskaavat

L.6.1 Kaksiulotteinen tapaus

Tarkastellaan ensin kaksiulotteista tapausta, jossa on annettu suorakulmainen Oxy-koordinaatisto
ja ellipsi E, jonka yhtdlo on

x2 yZ

Taman ellipsin keskipiste on origossa ja sen isoakseli x-akselilla ja pikkuakseli y-akselilla. Isoakse-
lin puolikas on a ja pikkuakselin puolikas b.

Téassa tasossa olevan pisteen P paikka voidaan ilmoittaa antamalla sen vaakasuora x-koordinaatti ja
pystysuora y-koordinaatti. Toinen tapa ilmoittaa ellipsilla E tai sen ulkopuolella olevan pisteen P
sijainti on antaa sen maantieteelliset koordinaatit, korkeus h ja leveys ¢. Nama kumpikin maaray-
tyvat pisteestd P ellipsid vastaan kohtisuoraan piirretyn suoran N (normaalin) avulla niin, ettd jos A
on N:n ja ellipsin leikkauspiste eli normaalin kantapiste (samalla my6s P:td lahin ellipsin piste), niin
h on janan AP pituus ja ¢ on N:n ja positiivisen x-akselin valinen kulma.

Merkitadn B:1ld pisteen P kautta kulkevan pystysuoran suoran ja pisteen A kautta kulkevan vaaka-
suoran suoran leikkauspistettd. Janan AB pituus on télldin h cos ¢ ja janan BP pituus h sin ¢.

Jos pisteen A suorakulmaiset koordinaatit ovat x ja y, ovat pisteen P suorakulmaiset koordinaatit
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xp=x+hcosg
Yyp =Yy +hsing

Kun nyt halutaan lausua pisteen P suorakulmaiset koordinaatit xp ja yp maantieteellisten koordi-
naattien ¢ ja h avulla, on pisteen A suorakulmaiset koordinaatit x ja y esitettdva akselien puolikkai-
den a ja b avulla.

Myohemmin kasiteltavaksi tulevaa kolmiulotteista tilannetta varten riittda tarkastella tapaus, jossa
—90° < ¢ <90°.

Yhtalosta (L. 6.1) seuraa

y2 2

2 a2
b?x?

2 _ 12

y =b*" — a2
5 b2x2

y:i b= — a2

ja

(L.6.2) y= |b2—

ja y:n derivaatta x:n suhteen on

B bzx

y'=
,bz bzx2 b2 _ 2 abJ 1 _2 a\/a2— x2

Ellipsille E pisteeseen (x, y) piirretyn normaalin kulmakertoimeksi saadaan ndin

1 ava?— x2
k=——=—— "
y bx

Jotta tdma normaali muodostaisi positiivisen x-akselin kanssa kulman ¢, on oltava k = tan ¢ ja siis

ava? — x2
bx

ava? — x? = bxtang

a’(a? —x?) = b%x*tan? ¢

= tan ¢

a* —a’x? = b?x%tan? ¢
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a’x? + b%x?tan? ¢ = a*
(a® + b?tan? p)x? = a*
4
=

a? + b?tan? ¢

a2
x =4

~Ja%+b2tan2 g

joista vain positiivinen vaihtoehto kay, koska x > 0. Siis

aZ

Ja? + b?tan? ¢

Sijoittamalla saatu x yhtaloon (L. 6.2) saadaan

a*b? a? a? + b? tan? ¢ — a?
y= [p2— =b |1-— =b
a?(a? + b? tan? @) a? + b?tan? ¢ a? + b?tan? ¢
b? tan ¢
Ja? + b?tan? ¢

silla y > 0 jatan ¢ > 0. Siis

(L.6.3) X =

b? tan ¢
Ja? + b?tan? ¢

Jos ¢ = 0° ontan ¢ = 0 ja kun tilloin x = a jay = 0, patevat kaavat (L. 6.3) ja(L. 6.4) myos talloin.

(L.6.4) y=

Jos taas —90° < ¢ < 0° 0on y < 0ja yhtalo (L. 6.2) muuttuu yhtaloksi

bZx?
y=- b2 - Cl2
josta
. bx
Y ava? — x2

Ellipsille E pisteeseen (x, y) piirretyn normaalin kulmakertoimeksi saadaan nain

= 1 ava? — x2
oy bx

Jotta tdma normaali muodostaisi positiivisen x-akselin kanssa kulman ¢, on siis oltava

ava? — x2
e tan ¢
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ja koska nytkin x > 0, on

a2

Ja? + b?tan? ¢

ja koska tan ¢ < 0, saadaan kaavaa (L. 6.2) soveltaen

a*b? a? a? + b?tan? ¢ — a?
y=— b2 - =—h|1l—-————=—p
a?(a? + b? tan? @) a? + b?tan? ¢ a? + b?tan? ¢

_ —bb(—tang) b? tan ¢
Jaz+b%tan2¢ /a?+b2tan? ¢

X =

Kaikille ¢, —90° < ¢ < 90° saadaan siis x:lle ja y:lle sama lauseke ja lopputuloksena on, etta
ellipsin E piste, johon piirretty normaali muodostaa kulman ¢ positiivisen x-akselin kanssa on

( a? b%tang >
JaZ +b%tan? ¢ \Ja? + b2 tan? ¢

Jos hyvaksytaan, ettd tan 90° = oo ja tan(—90°) = —oo, tulee tdssd ensimmaisen lausekkeen arvoksi
0, kun ¢ = 90° tai kun ¢ = —90°, mika on totta, silla silloin piste A on y-akselilla.

Jos ¢ > 0° ontan¢ > 0 jajalkimmainen lauseke voidaan kirjoittaa muotoon

B b?tan ¢ B b? 3 b?
21 bltan2a
Ja? + b? tan’ ¢ a? + b%tan? ¢ a? + b2
tan? ¢ tan? ¢

jonka arvo on b, kun ¢ = 90°.Jos taas ¢ < 0° on tan ¢ < 0 ja jdlkimmainen lauseke voidaan kirjoit-
taa muotoon

b%tan g b? b?
y = = = —
[ 42 2 2
a‘ + b tan®g _ |a®+b%*tan? @ a? + b2
tan? ¢ tan? ¢
jonka arvo on —b, kun ¢ = —90°. Saadut x:n ja y:n arvot patevat ndin ollen kaikille kulmille ¢,

—90° < ¢ < 0°,

Kun pisteen A x-koordinaattiin lisitdan korkeuden h vaakakomponentti h cos ¢ ja pystykoordinaat-
tiin h:n pystykomponentti h sin ¢, saadaan pisteen P koordinaateiksi

( a’
| xp= + hcos¢

Ja? + b?tan? ¢

b?tan g
y =
v Ja? +b?tan? ¢

jossasiis xp =0jayp =b+ h,kun¢ =90°jayp = —b — h, kun ¢ = —90°.

(L.6.5)

+ hsing
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L.6.2 Kolmiulotteinen tapaus

Otetaan tarkasteluun nyt aivan erityinen ellipsi. Ellipsi, jonka keskipiste on Maan massakeskipiste,
isoakselin puolikas a = 6378137 m, pikkuakselin puolikas b = 6356752,31414036 m ja pikkuak-
seli Maan napojen kautta kulkevalla suoralla. Pydraytetadn tama ellipsi taysi kierros pikkuakselinsa
ympadri. Ndin syntyy pinta, joka on pyorahdysellipsoidi. Tama pyorahdysellipsoidi on ETRS89-jar-
jestelman GRS 80 -ellipsoidi, ns. vertausellipsoidi, ja se on keskimaaraistd merenpinnantasoa glo-
baalisti parhaiten kuvaava pyorahdysellipsoidi.

Kaytannossa a on paivantasaajan sdde ja sen loppupaa piirtaa ellipsin pyorahtiaessa paivantasaajan.
Pikkuakselin puolikas b puolestaan on Maan keskipisteen etdisyys navoista.

pohjoisnapa

eteldnapa

Jokainen taso, joka kulkee pydrimisakselin kautta, leikkaa vertausellipsoidin pitkin ellipsid, jonka
isoakselin puolikas on a ja pikkuakselin puolikas b.

Vertausellipsoidin pinnalla tai sen ulkopuolella olevan pisteen P maantieteelliset koordinaatit le-
veys, pituus ja korkeus maaritelldan seuraavasti. Asetetaan taso, joka kulkee pisteen P ja Maan py6-
rahdysakselin kautta. Se leikkaa pdivintasaajatason pitkin suoraa L ja vertausellipsoidin pitkin
ellipsia E. Pisteen P korkeuskoordinaatti & ja leveyskoordinaatti ¢ maaritelladn tata ellipsia kaytta-
en kohdassa L.6.1 esitetylla tavalla. Korkeus h on pisteen P etdisyys pisteesta A, joka on pisteesta P
ellipsia E vastaan kohtisuoraan piirretyn suoran N ja ellipsin leikkauspiste. Leveys ¢ on suorien N
ja L valinen kulma, jos P on paivantasaajan pohjoispuolella ja timédn kulman vastaluku, jos P on
pdivantasaajan eteldpuolella.

Pisteen P kolmas koordinaatti, pituus 4, on suoran L ja pdivintasaajatasossa olevan erikseen sovi-
tun perussuoran M vilinen kulma. Tdma perussuora maaritelldan ns. referenssimeridiaanin avulla.
Referenssimeridiaanin on maédritellyt WGS84 (World Geodetic System) -jarjestelmdssd Bureau
International de I'Heure (BIH) vuonna 1984 siksi Maan pyorimisakselin kautta kulkevan tason T ja
vertausellipsoidin leikkausellipsiksi, joka on 5,31 kaarisekuntia itddn Greenwichin observatorion
alueelle merkitysta historiallisesta nollameridiaanista. Perussuora M on tason T ja padivantasaajata-
son leikkaussuora. Se kohtaa paivantasaajan pisteessd, joka sijaitsee Guinean lahdella n. 750 km
S3o Tomeésta lanteen. Pituus A kasvaa lannesta itddn mentiessa.
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Pisteelld P ja sen ellipsoidilla olevalla vastinpisteelld A on sama maantieteellinen leveys ja pituus.

Suorakulmaiseksi koordinaatistoksi valitaan kolmiulotteinen Oxyz-koordinaatisto, jonka origo O
on vertausellipsoidin keskipisteessa (siis Maan massakeskipisteessd), positiivinen x-akseli kulkee
paivantasaajan ja nollameridiaanin leikkauspisteen, siis pisteen ¢ = 0°, A = 0°, kautta, positiivinen
y-akseli pisteen ¢ = 0°, 1 = 90° kautta ja positiivinen z-akseli pohjoisnavan, A = 90°, kautta.

Oletetaan nyt, etta pisteen P maantieteelliset koordinaatit ¢, 4 ja h on annettu. Tehtavana on selvit-
taa, mitka ovat P:n suorakulmaiset koordinaatit xp, yp ja zp.

Piirretaan taso T, joka kulkee pisteen P ja Maan pyodrimisakselin kautta. Merkitaan E:11a ellipsig, jota
pitkin taso T leikkaa vertausellipsoidia. Tasossa T otetaan kayttoon suorakulmainen Ox'y’-koordi-
naatisto, jossa x"-akseli on tason T ja paivantasaajatason leikkaussuora ja y'-akseli yhtyy Maan py6-
rimisakseliin. Positiivinen suunta on x'-akselilla origosta pisteen P x'-akselilla olevan kohtisuoran
projektion suuntaan ja y’-akselilla origosta pohjoisnavan suuntaan. Se, mitd edella kaksiulotteisessa
tapauksessa esitettiin, patee tissi Ox'y’-koordinaatistossa. Tédssé tasokoordinaatistossa pisteen P
x-koordinaatti xp ja y-koordinaatti yp ovat kaavojen (L. 6.5) mukaan

2
Ja? + b?tan? ¢
b? tan ¢

Yp =
’ Ja? + b?tan? ¢

Pituuskoordinaatin maaritelman mukaan pisteen P pituus A on origosta pisteeseen (xp, yp,0) piir-
retyn janan ja x-akselin valinen kulma, joten pisteen P kolmiulotteiset suorakulmaiset koordinaatit
ovat

Xp + hcos¢@

+ hsing

( a?
Xp = + hcosg |cosA

Ja? + b?tan? ¢

a2
L.6.6 { yp= ( +hcosq)> sin4
( ) ’ Ja? + b?tan? ¢

b%tan ¢ _
Zp = + hsing

Ja? + b?tan? ¢
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Jos suorakulmaiset koordinaatit xp, yp ja zp on annettu, saadaan maantieteelliset koordinaatit rat-
kaisemalla yhtaloryhma (L. 6.6) ¢:n, A:n ja h:n suhteen.

Mikali xp # 0, saadaan jakamalla toinen yhtdl6 puolittain ensimmaisella

sinA
b4 = =tanA
Xp cosA
ja tasta
A=tan?! (y—P>
Xp

Tassi on huomattava, etta laskettaessa A:n arvoa tavanomaisella laskimella tai taulukkolaskentaoh-
jelmalla saadaan tulos, joka on aina valilld —90° < 4 < 90°, mikd on vaarin silloin, kun xp < 0.
Tuolloin

A=tan?! (&) + 180°

Xp
Josxp =0,on4 =90%josyp >0jal=-90°%josyp < 0.Josxp = 0jayp =0, on A epadmadarainen.
Ndin on saatu pituuskoordinaatti A ratkaistuksi.

Jos x5 + y3 = 0, on piste P Maan pyérahdysakselilla ja sen leveyskoordinaatti ¢ = 90°, jos zp > 0 ja
@ =-90°jos zp < 0.

Oletetaan nyt, ettd x3 + y3 > 0, siis xp # 0 tai yp # 0. Tallin kaikilla A:n arvoilla, joilla cos 2 # 0 on

1 —cos? 1 = tan® 1cos? 1

1=(1+tan?2)cos? 1

2/1 1
COS“ A = ————
1+ tan? A
1
cos? A = >
142
Xp
2
X
COSZA:%
Xp + Yp

Koska cos 4 ja xp ovat aina samanmerkkiset, saadaan tasta
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Xp

/x{‘i + 5

Tama patee myos, kun cos A = 0, jolloin my6s xp = 0.

COSA =

Kun sijoitetaan tima yhtaloryhman (L. 6.6) ensimmaiseen yhtdloon, saadaan

a? Xp
p= \/m+hc05(p —_—
+ b4t
“rbtante 53+ 52

aZ

Ja? + b?tan? ¢

/xS +y5

+hcosp = |x3+ y?

+ hcosg

2

a? + b?tan? ¢

hcosp =

2
a
24 .2
Xp+yp —
Ja? + b?tan? ¢

Koska oletettiin, ettd x3 + y3 > 0, on cos ¢ # 0, joten tisti saadaan

/x% + v a2
(L.6.7) h= _

cos ¢ cos @ +/a? + b%tan? ¢

ja sijoittamalla tdma yhtdloryhman (5.6.6) viimeiseen yhtaloon

2 2
b*tang Nt + Ve a?

+
Ja? + b?tan? ¢ cos ¢ cos@+/a? + b%tan? ¢

Zp = sin @

b%tan g a’?tang

_w/az + b2 tan? ¢ Ja? + b?tan? ¢

Kertomalla puolittain lausekkeella \/a? + b? tan? ¢ ja siirtamalla kaikki yhtalon vasemmalle puolel-
le tulee yhtalo

+tang [xE +v3 —

<Zp —tan @ /xg + y1§>\/a2 + b%2tan? ¢ + (a? —b?)tangp =0

Kun tissd merkitddn tan ¢ = x ja /x% + y2 = 1p, saadaan yhtilo

(L.6.8) (zp — x1p)\Ja? + b%2x2 + (a? — b?)x =0
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Normaalisti timai ratkaistaisiin niin, etti (a? — b?)x siirrettiisiin oikealle puolelle ja yhtilo korotet-
taisiin puolittain toiseen potenssiin, jolloin seurauksena olisi yhtalo

(zp — x1p)%(a® + b%x?) = (a? — b?)?*x?
(28 — 2zpxrp + x°1)(a® + b?x?) = (a® — b?*)?x?
a’zf + b%z3x? — 2a%zprpx — 2b%zprpx3 + a’rpx? + b2rgx* — (a? — b?)%x%2 =0
b?réx* — 2b%zprpx® + (b2zf + a?rf — (a® — b?)?)x? — 2a’zprpx + a’zf = 0

Siis tdydellinen neljannen asteen yhtdlo, jonka tdsmallinen ratkaiseminen on kylld mahdollista,
mutta tavattoman tyolasta. Tyydytadn siis selvittdméan yhtalon (L. 6.8) juurelle likiarvo.

Tahdn on olemassa useampiakin eri keinoja, mutta varsin nopea, vaivaton ja yleisestikin toimiva
keino on ns. Newtonin menetelma. Siina etsitian yhtalon f(x) = 0 juurelle likiarvo laskemalla pe-
rakkaisia x:n arvoja kaavalla

f(xn)

Xni1 = X
n+1 n f,(xn)
missa f’ on funktion f derivaatta. Tassi tapauksessa

f(x) = (zp —1px)Va? + b2x2 + (a® — b?®)x

ja

1 1
f'(x) =—rp-ya?+b?x% + (zp —1px) "5 2b%x - ——=+a® — b?

a? + b2x2

(zp — 1px)b?x
= —p /g2 2,2 2 _p2
p -V a* + b%x% + e +a“—b

Kaava, jolla arvoja ryhdytdan laskemaan, on siten
(zp — pxp)y/ A% + b2x2% + (a? — b?)x,

—1p-+Ja? + b2x2 + (zp — TpXn) b2y + a? — b2

Ja? + b2x?2

Xn+1 = Xn —

Aloitetaan laskeminen arvolla

x1=—
p

joka olisi yhtédlon (L. 6.8) juuri, jos vertausellipsoidina olisi pallo, jolloin a = b.

Laskeminen voidaan lopettaa, kun x,:ien arvoissa haluttu maara desimaaleja ei enda muutu. Saatu
tulos x on yhtilon (L. 6.8) juuri ja pisteen P maantieteellinen leveys ¢ on tan™? x.

Lopuksi lasketaan h yhtilosta (L. 6.7) ja lopputulos on:
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Jos pisteen P suorakulmaiset koordinaatit ovat xp, yp ja zp, niin sen maantieteeliset koordinaatit
ovat

@ = tan"! x, missi x on yhtilén (zp —x /x% + yﬁ) Va? + b2x% — (b? — a®)x = 0 juuri

A=tan™?! (z—P),josxP # 0,1 =90%josxp =0jayp >0jald =-90%josxp =0jayp <0

(L.6.9) ! p
/xf, + y3 a2
(| cosg cos @ +/a? + b?tan? ¢

pituuden A arvo kuitenkin niin, ettd jos laskentaviline (laskin tai taulukkolaskentaohjelma) antaa
tan~L:n arvoksi aina kulman —90°n ja 90°:n valilta, lisatddn laskentavdlineen antamaan arvoon
180°.

L.6.3 Korkeuskoordinaatit

Edellisessd kohdassa kaytetty pisteen P korkeuskoordinaatti h on ns. ellipsoidikorkeus eli P:n etdi-
syys Maan vertausellipsoidista. Pisteen korkeuskoordinaattina kaytetdan kuitenkin yleisesti (mm.
kartoissa) ns. ortometrista korkeutta H, joka on pisteen etdisyys vaaituksilla maaritetysta tasa-ar-
vopinnasta, geoidista, joka on lahelld valtamerien vapaata pintaa (maalla pintaa, johon merenpinta
asettuisi, jos se padsisi asettumaan vapaasti esimerkiksi kanavia pitkin). Ortometrinen korkeus H
saadaan nain ollen vdhentdmalla maantieteellisesta korkeudesta h geoidin korkeus N vertausellip-
soidista. Tdmd N voidaan Suomen alueella selvittdd sovelluksella, joka 16ytyy internetistd osoit-
teesta http://coordtrans.fgi.fi/transform-form.do ja on esimerkiksi Helsingin rautatieasemalla pis-
teessd, jonka leveys ¢ = 60,174463° ja pituus A = 24,939208°,on N = 17,6173 m.

L.6.4 Esimerkkeja

Esim L.6.1 Navstar 72:n sijainti 12.3.2015 klo 07:16:40 UTC-aikaa oli ¢ = 50,49°, 1 = 36,61° ja
h = 20192,06 km. Mitka olivat tuolloin sen suorakulmaiset koordinaatit?

Ratkaisu Kaytetdan kaavoja (L. 6.9) arvoillaa = 6378137 mjab = 6356752,31414036 m

a2
Xp = < + 20192060 - cos 50,49°> cos 36,61° = 13575819 m
\/a2 + b2 tan? 50,49°

aZ
Yp = < + 20192060 - cos 50,49°) sin36,61° = 10085969 m
Ja? + b2 tan? 50,49°

3 b?tan 50,49°
\/az + b2 tan? 50,49°

Zp + 20192060 - sin 50,49°° = 20476093 m

Esim L.6.2 Mitka ovat Lanka-tunturin huipun maantieteelliset koordinaatit, kun sen suorakulmaiset
koordinaatit ovat xp = 2020781 m, yp = 985008 m ja zp = 5949499 m?

Ratkaisu Kaavan (L. 6.9) mukaan ratkaistaan yhtalo
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<Zp —x /x% +y1§> va?+b%x2 — (b* —a*)x =0

annetuilla xp:n, yp:n ja zp:n arvoilla ja edellisessa esimerkissa mainituilla a:n ja b:n ar-
voilla kdayttamalla Newtonin menetelmaa. Lasketaan siis perdkkaisia x:n arvoja kaavalla

(zp — X, /xg + yﬁ)w/az + b2x%2 — (b? — a?)x,

<ZP - ,’xg + yﬁxn> bzxn

Ja? + b2x2

Xn+1 = Xn —

— |x§ + yp/a? + b2xi + —b% +a?

aloittaen arvolla

Zp

/x% +y5

x; = 2,646497670

x1 =
Nain saadaan

x, = 2,664437756
X3 = 2,664331925
X, = 2,664331921
xs = 2,664331921

jatisti @ = tan™12,664331921 = 69,427449788°. Keskimmadisen kaavan (L. 6.9)
mukaan

985008

= Y
A= tan (2020781

) =125,986421741°

Lopuksi alimman kaavan (L. 6.9) mukaan

/x% +y3 a2
h = - = 645,450555394 m
cos @ cos @ +/a? + b?tan? ¢

joka on Lagka-tunturin huipun ellipsoidikorkeus. Koska geoidin korkeus N vertausellip-
soidista Lagka-tunturin huipulla on 25,0469 m, on Lagka-tunturin huipun ortometrinen
korkeus H = h — N = 645,450555394 — 25,0469 = 620,403655395 m. Lagka-tunturin
huipun maantieteelliset koordinaatit ovat siis ¢ = 69,4274°, A = 25,9864° ja H =
620 m, kuten kartoista voi todeta.
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LIITE7

Kaytetyt arvot
PERUSVAKIOITA
nimi arvo | lahde
Valonnopeus, ¢ 299792458 m/s 1
Gravitaatiovakio, G 6,67408 - 10~ *Nm? /kg? 2
Coulombin vakio, k, 10~7¢? = 8987551787,3681764 Nm?/C? 3
Alkeisvaraus, e 1,6021766208-1071° C 4
Planckin vakio, h 6,626070040 - 103* Js 5
Atomimassayksikké, u 1,660539040 - 10727 kg 6
Lahteet: 1) http://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?c
2) http://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?bg
3) https://en.wikipedia.org/wiki/Coulomb's_law
4) http://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?e
5) http://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?h
6) http://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?ukg
ALKEISHIUKKASTEN MASSOJA
nimi massa, u ldhde
Y16s-kvarkki, u 0,00247 https://en.wikipedia.org/wiki/Quark
Alas-kvarkki, d 0,00515 https://en.wikipedia.org/wiki/Quark

Elektroni, e

5,48579909070 - 10~*

http://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?meu

Elektr. neutriino, v,

<1,3-1071° https://en.wikipedia.org/wiki/Neutrino

Myoni, p 0,1134289257 | http://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?mmuu

Protoni, p 1,007276466879 http://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?mpu

Neutroni, n 1,00866491588 http://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?mnu

TAHTITIETEELLISIA MITTOJA

nimi arvo | lahde
Tahtivuorokausi 86164,098903691 s 1
Valovuosi, ly 9460730472580,8 km 2
Astronominen yksikko, AU 149597870,7 km 2
Maan pienin etdisyys Auringosta, keskiarvo 2001-2100 147098074 km 3
Maan suurin etdisyys Auringosta, keskiarvo 2001-2100 152097701 km 3
Maan massa 59723 - 10%* kg 4
Auringon massa 1,988500 - 103° kg 5

Lahteet: 1) https://en.wikipedia.org/wiki/Earth
2) https://www.iau.org/public/themes/measuring
3) http://www.astropixels.com/ephemeris/perap2001.html
4) http://nssdc.gsfc.nasa.gov/planetary/factsheet/earthfact.html
5) http://nssdc.gsfc.nasa.gov/planetary/factsheet/sunfact.html
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http://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?e
http://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?ukg|search_for=atomic+mass+unit

ATOMIEN JA YTIMIEN OMINAISUUKSIA

os1 = http://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value
0s2 = https://en.wikipedia.org/wiki
0s3 = https://en.wikipedia.org/wiki/Isotopes_of
Esimerkiksi protonin tietojen ldhde on http://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?mpu

radioaktiivisuuden laji/

mi massa (u) puoliintumisaika ldhde
protoni, p 1,007276466879 pysyva | os1?mpu
neutroni, n 1,00866491588 f~/611,0 s | os1?mnu, 0os2/Neutron
1H-ydin, protoni 1,007276466879 pysyva | os1?mpu
1H-atomi 1,00782503223 pysyva | os3_hydrogen
2H-ydin, deuteroni 2,013553212745 pysyva | os1?mdu
2H-atomi, deuterium 2,01410177812 pysyva | os3_hydrogen
iH-ydin, tritoni 3,01550071632 B~/12,32a | os1?mtu
3H-atomi, tritium 3,0160492779 12,32 a | os3_hydrogen
H 7,05275 4n/2,3 10723 s | 0s3_hydrogen
2He 2,015894 p, B/« 107%s | 0s3_helium
SHe-ydin, helioni 3,01493224673 pysyva | os1?mhu

3He 3,0160293191 pysyva | os3_helium
2He-ydin, a 4,001506179127 pysyva | os1?malu

2He 4,00260325415 pysyvé | os3_helium
SHe 501222 n/7,00- 10722 s | 0s3_helium
OHe 10,05240 2n/2,7 - 10721 s | 0s3_helium
oLi 6,015122795 pysyva | os3_lithium
JLi 7,01600455 pysyvé | os3_lithium
$Be 6,01692983 2p/5,0-107%! s | 0s3_beryllium
4 p y

ZBe 7,01692983 53,22 d | os3_beryllium
®Be 8,00530510 a/6,7 10717 s | 0s3_beryllium
B 7,02992 p/3,50- 10722 s | 0s3_boron

B 8,0246072 B*,«/0,770 s | os3_boron
1B 10,0129370 pysyva | os3_boron
¢ 10,0168532 B%/19,290 s | 0s3_carbon
Zc 12 pysyva | os3_carbon
13c 13,0033548378 pysyvé | os3_carbon
c 14,003241989 B~/5730a | 0s3_carbon
N 11,02609 p/5,90- 10722 s | 0s3_nitrogen
13N 13,00573861 B*/9,965 min | os3_nitrogen
N 14,0030740048 pysyva | os3_nitrogen
15N 15,0001088982 pysyva | os3_nitrogen
20 12,034405 2p, p/5,80- 10722 s | 0s3_oxygen
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2o 14,00859625 B*/70,598 s | 0s3_oxygen
120 15,0030656 B*/122,24 s | 0s3_oxygen
0 15,99491461956 pysyva | os3_oxygen
20Ne 19,9924401754 pysyva | os3_neon

23Na 22,9897692809 pysyvi | os3_sodium
23Mg 22,9941237 B*/11,317 s | 0s3_magnesium
Mg 23,985041700 pysyva | os3_magnesium
28si 27,9769265325 pysyva | os3_silicon

3ip 30,97376163 pysyva | os3_phosphorus
31s 30,9795547 B*/2,572's | os3_sulfur

32 31,97207100 pysyvé | os3_sulfur
3CAr 35,967545106 hajoamista ei ole todettu | os3_argon
19Ar 39,9623831225 pysyvi | os3_argon

19K 39,96399848 B~,EC, /1,248 10° a | 0s3_potassium
2Ca 39,96259098 hajoamista ei ole todettu | 0s3_calcium
1%Ca 45,9536926 hajoamista ei ole todettu | 0s3_calcium
S8Fe 55,9349375 pysyvé | os3_iron

8Fe 57,9332756 pysyvé | os3_iron

38Co 55,9398393 B*/77,233 d | os3_cobalt
59Co 58,9331950 pysyvé | os3_cobalt
%o 59,9338171 B~/5,2713 a | 0s3_cobalt
SeNi 55,942132 B*/6,075d | os3_nickel
SONi 59,9307864 pysyva | os3_nickel
SZNi 61,9283451 pysyvi | os3_nickel
SeNi 63,9279660 pysyvéa | os3_nickel
63Cu 64,9277895 pysyva | os3_copper
88Br 87,92407 B7,n/16,29 s | 0s3_bromine
89Kr 79,9163790 pysyvi | os3_krypton
99K 89,919517 B7/32,32s | os3_krypton
92Kr 91,926156 B~,n/1,840s | os3_krypton
199Sr 99,93535 B7,n/0,202 s | os3_strontium
237r 91,9050408 pysyvi | os3_zirconium
eZr 93,9063152 hajoamista ei ole todettu | 0s3_zirconium
1937r 102,92660 B~/1,3s | 0s3_zirconium
128Te 127,9044631 287/2,2+-10%* a | 0s3_tellurium
139Te 138,93473 B7,n/0,500 s | os3_tellurium
1285 e 127,9035313 pysyvi | os3_xenon
130%e 129,9035080 pysyva | os3_xenon
13%Xe 133,9053945 hajoamista ei ole todettu | 0s3_xenon
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137¢Cs 136,9070895 7/30,1671a | os3_caesium
130Ba 129,9063208 2EC/1,6 - 1021 a | 0s3_barium
137Ba 136,9058274 pysyva | os3_barium
121Ba 140,914411 B~/18,27 min | os3_barium
13%Ba 143,922953 B~/11,5s | os3_barium
135La 144,92165 B~/24,8 s | 0s3_lanthanum
198Au 197,9682423 B7/2,69517d | os3_gold

1%8Hg 197,9667690 hajoamista ei ole todettu | os3_mercury
29Pb 205,9744653 hajoamista ei ole todettu | 0s3_lead

298pp 207,9766521 hajoamista ei ole todettu | os3_lead

219pb 209,9841885 B~, /20,20 a | 0s3_lead

21%pb 213,999 8054 B~/26,8 min | os3_lead

219Bi 209,9841204 B~, /5,012 d | os3_bismuth
21%Bi 213,998712 B~, /19,9 min | os3_bismuth
21%o 209,9828737 «/138,376 d | 0s3_polonium
21%Po 213,9952014 a/1,643-107*s | 0s3_polonium
218po 218,0089730 o, $7/3,10 min | os3_polonium
222Rn 222,0175777 «/3,8235d | 0s3_radon
22CRa 226,0254098 «, 287, SF/1600 a | 0s3_radium
228Ra 228,0310703 B~/5,75a | os3_radium
230Th 230,0331338 o, SF/7,538-10* a | 0s3_thorium
231Th 231,0363043 B~, /25,52 h | 0s3_thorium
232Th 232,0380553 a, 237, SF/1,405 - 101° a | 0s3_thorium
233Th 233,0415818 B~/21,83 min | os3_thorium
234Th 234,043601 B~/24,10d | os3_thorium
231pa 231,0358840 o, SF/32760 a | os3_protactinium
233pa 233,0402473 B~/26,975d | os3_protactinium
23Pa 234,043308 B~,SF/6,70 h | os3_protactinium
2330 233,0396352 o, SF/1,592 - 10° a | 0s3_uranium
232U 234,0409521 o, SF/2,455 - 10° a | 0s3_uranium
23°u 235,0439299 o, SF/7,04 - 108 a | 0s3_uranium
2350 236,045568 o, SF/2,342-107 a | os3_uranium
2380 238,0507882 o, SF, 237 /4,468 - 10° a | 0s3_uranium
2390 239,0542933 B~/23,45 min | 0s3_uranium
23’Np 237,0481734 o, SF/2,144 - 10% a | 0s3_neptunium
239Np 239,0529390 B~/2,356d | os3_neptunium
232Pu 239,0521634 o, SF/2,411-10* a | os3_plutonium
24%u 240,0538135 a, SF/6,561 - 103 a | os3_plutonium
2¢lAm 241,0568291 o, SF/432,2 a | 0s3_americium
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