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Ahven ja harmoninen kuvanpaikkaus

Samuli Siltanen
Helsingin yliopisto

Téassd on paras valokuva, jonka olen onnistunut otta-
maan isastani:

Iséd on hankala valokuvattava, koska hén ei koe oloaan
luontevaksi kameran edessi. Siksi olen erityisen iloinen
ylla olevasta otoksesta. Mutta kun siiné roikkuu tuo ty-
perd ahven! Misté lie sithen tullutkaan, ei aavistusta-
kaan. Olisikohan tilannetta mahdollista korjata? Toisin
sanoen: miten poistaisin kalan kuvasta?

Mustavalkoinen digitaalinen valokuva koostuu nelién
muotoisista kuva-alkioista eli pikseleistd. Jokainen pik-
seli on véritetty yhdelld harmaan sdvylld. Tietokonees-

sa kuva esitetddn lukuruudukkona, jossa 0 tarkoittaa
mustaa, 255 valkoista ja kokonaisluvut nollan ja 255
vélissi kuvaavat harmaan eri sivyji.! Digitaalinen ku-
vankésittely on pohjimmiltaan matematiikkaa: kuvan
kohentaminen tehdddn muuttamalla lukuja.

Minun on siis valittava jotkut muut luvut ahvenen pai-
kalle kuvaan. Milld periaatteella sen tekisin? Voisin yk-
sinkertaisesti valita suorakaiteen muotoisen alueen ka-
lan ympaériltd ja laittaa luvun 255 jokaiseen pikseliin
alueen sisélla. Silloin kuva néyttéisi talta:

Lopputulos on huono, koska kuvasta nékee liian selvis-

IN&in siis kahdeksanbittisille kuville, joissa mahdollisia harmaasévyji on 2% = 256. Hienojen kameroiden tarjoamissa RAW-
tiedostoissa sivyjd on enemmaén, esimerkiksi 212 = 4096. Virikuvat puolestaan koostuvat punaisesta, vihredsté ja sinisesté vérika-

navasta, joista kukin on mustavalkokuvan tapainen lukuruudukko.
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ti, ettéd sitd on muokattu.

Kokeilen huomaamattomampaa tapaa tayttda tuo suo-
rakaide, joka sisaltdd ahvenen. Pyrin vélttdméan hai-
ritsevid rakenteita pakottamalla vierekkaisten pikselien
harmaasévyt niin l&helle toisiaan kuin mahdollista. Se-
litdn tdmén ldhestymistavan ensin yksinkertaisille ta-
pauksille, joissa on vain yksi, kaksi tai 12 pikseli&d muo-
kattavana.

Jos haluan muuttaa vain yhden pikselin, tehtdva on
helppo. Annan tuntemattomalle pikseliarvolle nimek-
si 1 ja oletan esimerkin vuoksi, ettd tdydennettavin
pikselin naapureina ovat ndma luvut:

100

Keskimmaisen pikselin lukuarvo eroaa naapureistaan
vahiten silloin, kun sijoitamme siihen keskiarvon eli

21 = (100 + 0 + 100 + 20)/4 = 220/4 = 55.

Jos tdydennettavia pikseleitd on kaksi, kuvio on téllai-
nen:

100

Kummankin tuntemattoman luvun x; ja zo tulisi olla
keskiarvo neljidstd naapuristaan. Saan yhtéaléparin:

z1 = (100 + z2 + 100 + 20) /4,
z2 = (100 + 0+ 100 + z1) /4.

Sieventdmaélld padddyn muotoon

4$1 — Ty = 220,
x1 — 4xs = —200.

Kerron alemman yhtalon luvulla —4 ja lisdén yhtalot
toisiinsa:

4%1 - To =— 220
—4x; 4+ 1625 = 800
1529 = 1020
Nyt 1525 = 1020 antaa xzo = 1020/15 = 68. Sijoitan
arvon xg = 68 yhtaloon xy — 4o = —200, jolloin saan

1 —4-68 = —200 eli z1 = —200 + 272 = 72. Kahden
pikselin pulman ratkaisu on siis

20 72 68 0

100 | 100

Yhden ja kahden pikselin tilanteet ovat helppoja, mut-
ta niilla voin peittdé vain pienen osan valokuvasta. Ko-
konainen ahven vaatii paljon enemmén pikseleita. Tés-
sé pikseliruudukossa on sentédén jo kolme rivid ja nelja
saraketta, vaikkei senkédan alle vield kala mahdu:

100 | 100 | 100 | 100
20 1 | T4 | 7 | T0] O
201 T2 | s | g [ Z11 ] O
20| T3 | e | To9 | T12| O
100 | 100 | 100 | 100

Nyt tuntemattomia pikseliarvoja on peréti 12 kappa-
letta. Jélleen harmaasévyn 21 tulisi olla keskiarvo naa-
pureistaan:

Saan yhtdlon 21 = (z9+24+100420)/4, josta sieventa-
maélld 4x1 —xo—z4 = 120. Tuntemattoman pikseliarvon
xo pitdd myoskin olla keskiarvo naapureistaan:

T

xs3
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Tésta saan yhtdlon zo = (1 + 23 + x5 +20) /4, ja edel-
leen —x1 +4x5 — x3 — x5 = 20. Jokaiselle 12 tuntemat-
tomalle syntyy néin oma yhtalonsa:

41 — 19 — x4 = 120
—x1 + 419 — 3 — x5 = 20
—xo +4x3 — x5 = 120
—x1 +4x4 — x5 — x7 = 100
—Xo — Xy +4x5 — 26— 23 =0
—x3 — x5 + 4w — 9 = 100
—x4 +4x7 —x8 — 219 = 100
—r5 — 7 +4xg —x9 — 211 =0
—xg — xg + 4x9 — 12 = 100
—x7 4+ 4110 — 211 = 100
—xg — w10 + 4711 — 212 =0
—x9 — x11 + 4712 = 100

Tama nayttad jo hengastyttavaltd verrattuna kahden
pikselin yhtédlopariin. Toki voisin ratkaista tdmén sa-
maan malliin kertomalla yhtéloitd sopivilla luvuilla, 1i-
sdamalld niitd toisiinsa ja néin poistamalla muuttujia
vksi kerrallaan. Sellainen ei kuitenkaan ole nykyaikai-
sen ihmisen touhua, koska tietokone on keksitty. Kir-
joitan yhtaloryhméan matriisimuotoon ja kaytédn kaan-
teismatriisia Matlab-ohjelmassa. Téssé ratkaisu tasa-
lukuihin pyoristettyiné pikseliarvoina:

201 62 | 76 | T4 | 54 0

201 53 | 67 | 64 | 43 0

20 | 62 | 76 | 74 | 54 0

Nyt olen valmis poistamaan ahvenen. Téssd osakuva
ennen ja jilkeen yhtéloryhmén ratkaisemisen; lukujen
sijasta ndytdn harmaasévyt:

Kalan sisdltévissd osakuvassa on 400 rivid ja 800 sa-
raketta, joten ratkaistavia yhtaloita syntyy 400x800 =
320 000. Kannettavalta tietokoneeltani kului yhtéloryh-
mén ratkaisemiseen runsaat kaksi minuuttia (kdyttiden
iteratiivista GMRES-menetelméa, koska kdadnteismat-
riisin laskeminen veisi koneen kaiken muistin).

Vastaavalla tempulla saamme poistettua kuvasta myos
ahventa kannattelevat narut, jolloin lopputulos on t&l-
lainen:

Vaikka kuvassa edelleen nikyy muokkauksen merkke-
ja, keskiarvotemppu kylla peittoaa tuon aikaisemman
valkoisen latkan.

Esitteleméni tekniikka on nimeltddn harmoninen ku-
vanpaikkaus. Jos antaa pikselien koon pienentya aivan
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pistemaéiseksi, rajatapauksena syntyy Poissonin yhtalo

Pu(z,y)
ox?

N O*u(x,y)

92 0 suorakaiteen siséll4,
Y

suorakaiteen reunalla.

u=f

Tédmén osittaisdifferentiaaliyhtédlon keksi ranskalainen
matemaatikko Siméon Denis Poisson (1781-1840). On

Solmun matematiikkadiplomit

aivan sattumaa, ettd hdnen nimensa suomeksi kdénnet-
tyné on professori Kala.

Lisdmateriaalia aiheesta videomuodossa:
e https://www.youtube.com/watch?v=Mge0jjA2xxw

e https://www.youtube.com/watch?v=kfGcwrx_
sI0&t=132s

Solmun matematiikkadiplomit [-X tehtdvineen ovat tulostettavissa osoitteessa

matematiikkalehtisolmu.fi/diplomi.html

Alimmat tasot ovat koulun alkuun, ylimmissé riittda pohtimista lukiolaisillekin.

Opettajille ldhetetdén pyynnostéd vastaukset koulun séhképostiin. Pyynnén voi

lahettaa osoitteeseen

juha piste ruokolainen at yahoo piste com

Ym. verkko-osoitteessa on diplomitehtéville oheislukemistoa, joka varmasti kiinnostaa

muitakin kuin diplomien tekijoita:

Kombinaatio-oppia

Lukujérjestelmista

Desimaaliluvut, mitd ne oikeastaan ovat?
Murtolukujen laskutoimituksia
Negatiivisista luvuista

Hiukan osittelulaista

Lausekkeet, kaavat ja yhtalot

Asrettomisté joukoista

Erkki Luoma-aho: Matematiikan peruskésitteiden historia

Funktiosta

Gaussin jalanjiljissa

K. Viisald: Algebra

Ylakoulun geometriaa

Geometrisen todistamisen harjoitus
K. Viisila: Geometria

Lukuteorian diplomitehtavét
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