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Lomittajalle toita

Jukka Liukkonen
Mat. yo. evp.

Lomituspalvelulain muuttuminen vuoden 2016 alussa
on aiheuttanut harmaita hiuksia lomittajille. Monet
heistd ovat hyvinkin kddrmeissddn tyotuntien vihen-
tymisestd. Syyttdvat sormet osoittavat Suomen halli-
tukseen ja Euroopan komissioon. Yha useampi lomit-
taja harkitsee siirtymistd maatiloilta kvanttitilojen lo-
mittajaksi. Mitd ovat kvanttitilat? Mistd kvanttitilojen
lomittamisessa on oikein kysymys? Mikéd on superpo-
sitio? Tieteen termipankin mukaan positio on “ajatte-
lun tai paéttelyn lahtokohdaksi otettu oletus”. Ottaako
superalykko ajattelunsa ldhtokohdaksi superposition?
Voisiko kvanttitietokone olla superalykko?

Suhteellisuusteoria ja kvanttiteoria ovat viime vuosi-
sadan alkupuolella syntyneitd fysiikan suuria kehitys-
linjoja. Kvanttifysiikan legenda, fysiikan nobelisti Ric-
hard Feynman (1918—1988) oivalsi, ettd kvanttiteo-
rian soveltaminen uudella tavalla saattaisi olla perus-
tana perinteistd huomattavasti tehokkaampien tieto-
koneiden suunnittelulle. Néissé pienikokoisissa kvant-
titietokoneissa valtava mééra eri vaihtoehtoja voitai-
siin prosessoida samanaikaisesti. Vuonna 1985 fyysikko
David Deutsch (1953—) julkaisi yksinkertaisen esimer-
kin kvanttilaskennasta. Siind suoritetaan yhdelld funk-
tiokutsulla tehtavé, joka klassisessa laskennassa vaatisi
kaksi funktiokutsua. Deutschin pieni ja sievd esimerkki
hiamé&a vaatimattomuudellaan. Vuonna 1994 matemaa-
tikko Peter Shor (1959—) esitti tavan jakaa nopeas-
la, ja viimeistddn tuolloin kvanttilaskennan mahdolli-
suudet alkoivat selvitd. Shorin algoritmilla pystyttéi-

siin murtamaan RSA-salaus, joka on tatd nykya laajal-
ti kdytetty tietoliikenteessa.

Kvanttitietokone oli kuuma puheenaihe siis jo kolmisen
vuosikymmentd sitten. Moni varmaan ehti kyllastya
koko aiheeseen, kun ainuttakaan toimivaa kvanttitie-
tokonetta ei pitkiin aikoihin saatu naputeltua kasaan.
Kvanttitietokoneiksi kutsuttuja héarveleitd on kuitenkin
pikkuhiljaa alkanut ilmaantua maailmalle. Epailevét
tuomaat silti jaksavat mutista, ettd tokkopa nuo ihan
ehtoja kvanttikoneita ovat. Mene, tiedéd. Jari epaiilee
ihmisen kuussakédyntidkin huijaukseksi. Joka tapauk-
sessa Googlella on kvanttitietokoneeksi viitetty laite.
Kuvassa se ndyttda mustalta laatikolta. Joku on sprei-
jannut hohtavanvalkoisen tagin laatikon kylkeen. Miké
sitten on se homman juju, joka tekee kvanttilaskennas-
ta (ainakin teoriassa) niin moninkertaisesti tehokkaam-
paa kuin perinteiselld wanhan ajan bittikoneella suori-
tettu laskenta? Deutschin pelkistetty esimerkki antaa
mielestédni oivan vastauksen kysymykseen, ja siksi kdyn
esimerkin valmisteluineen yksityiskohtia myoten lépi.
Muuta ei tdhén artikkeliin sitten mahdukaan.

Kubitti

Tavallisen tietokoneen bitti on muuttuja, joka voi olla
jommassa kummassa tiloista 0 ja 1. Kvanttitietokonees-
sa bitin korvaa kubitti. Sen tilat ovat muotoa o0+ 1,
missd « ja B ovat ehdon |a|? + |B]?> = 1 toteuttavia
kompleksilukuja. Mahdollisia tiloja on siis d4rettoméan
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monta. Kubitin tila on hyvé ajatella vektorisummana,
jonka termeind ovat kaksi keskenddn kohtisuoraa yk-
sikkovektoria 0 ja 1 kompleksiluvuilla o ja S kerrot-
tuina.! Tuttuun reaaliseen tasovektoriin nihden erona
on vain omituinen tapa merkitd kantavektoreita ja se,
ettd kertoimet ovat kompleksilukuja. Luultavasti geo-
metrisen mielikuvan luominen kompleksikertoimisista
vektoreista on hankalaa. Jos nidin on, lukijaa kehote-
taan ajattelemaan algebrallisesti, ei geometrisesti. Ku-
bitti pystytdan toteuttamaan reaalimaailmassa, mutta
tassa artikkelissa tarkastellaan ainoastaan kvanttilas-
kennan matemaattista mallia.

Kubitin arvo on skalaari. Téten se on eri asia kuin ti-
la. Arvon méarittdmistd kutsutaan mittaamiseksi, ja
arvona voi olla ainoastaan joko 0 tai 1. Kubitin sisii-
sen tilan kertoimia « ja (8 ei pystytd saamaan selville
mittauksella, vaan niiden merkitys on seuraava: mit-
taustulos eli kubitin arvo on 0 todennéikéisyydelld |a|?
ja 1 todennikéisyydelld |3|2. Arvo on siis satunnais-
luku. Jos kuitenkin S = 0 eli kubitin tila on muotoa
a0 4 01 = a0, missi |a] = 1, mittauksen tulos on 0
todennékoisyydelld 1. Samoin jos a = 0 eli kubitti on
tilassa 00 + 1 = $1, |B| = 1, mittauksen tulos on 1
todennékoisyydelld 1. Tiloja 0 ja 1 sanotaan ominais-
tiloiksi,? tilat a0 + 81, a8 # 0, ovat superpositioti-
loja. Ominaistilat vastaavat klassisen bitin tiloja. Mit-
tauksessa kubitti ns. romahtaa jompaan kumpaan omi-
naistilaan: vilittomasti mittauksen jilkeen kubitin tila
on 0 (mittaustulos 0) tai 1 (mittaustulos 1). Kvanttify-
siikassa on hyvéiksytty ajatus, ettd havainto edellyttaa
havaittavan kohteen héiritsemista tavalla, joka yleensa
muuttaa kohteen tilaa.

Kvanttirekisteri

Yhden tai useamman kubitin jonoja kutsutaan rekis-
tereiksi. Kahden kubitin rekisterin tila ¥ yleisessé
muodossaan ominaistilojen avulla esitettyné on

v = ’}/000 + 7101 + ’}/210 + ’}/311,
Ivol® + 71?4 [y2l® + [ys)* = 1.

Kertoimien todennékdéisyystulkinta on luonnollisesti
sellainen, ettd rekisterin mittaus johtaa esim. tilaan
10 todennékdisyydelld |y2|%. Rekisterin kubitit voidaan
mitata erikseen. Esim. oikeanpuoleisen kubitin arvo on
0 todennikoisyydelld |vo|? 4 |v2|?. Rekisterin tila nou-
dattaa ristiinkertomissaantoa

(00 + Bol) (10 + f11) =
ap100 4+ 98101 + Bya110 + By 111

1Lihavoidut symbolit 0,1, z,y, f, 4, ..

. tarkoittavat vektoreita, lihavoimattomat 0, 1, «, 3,7, . .

Huomaa, ettd yhtédlon vasemmalla puolella rekisterin
tila on esitetty liittdmaélla kaksi kubitin tilaa pariksi,
kun taas oikealla puolella esiintyy vain ominaistilapa-
reja, so. kahden kubitin rekisterin ominaistiloja, ska-
laareilla kerrottuina.® Kvanttitietokoneen kummallisiin
piirteisiin kuuluu rekisteritilojen superpositioon liitty-
v mahdollisuus lomittuneisiin (engl. entangled) ti-
loihin, joita ei voida esittdd vasemmanpuoleisessa “tu-
lomuodossa”. Esimerkiksi

1 1
¥, =(00+11 2=—00+ —=11
o = (00 + )/\f 7 + 7

on lomittunut tila. Sen sijaan
¥, =(00+01+10+11)/2=(0+1)(0+1)/2

ei ole lomittunut. Kummassakin tiloista ¥y ja ¥; yk-
sittdiseen kubittiin liittyvét todennékoisyydet ovat sa-
mat. Esim. vasemmanpuoleinen kubitti saa mittauk-
sessa arvon 0 todennékoisyydelld 1/2 siitd riippumat-
ta, onko rekisteri tilassa ¥ vai ¥;. Lomittuneisuus il-
menee kubittien arvojen korrelaationa: tilassa ¥q va-
semmanpuoleiselle kubitille saatu arvo eli mittaustulos
madrad taysin oikeanpuoleisen kubitin arvon ja péain-
vastoin.

Portit

Kubittien tiloja muunnetaan kvanttitietokoneessa por-
teiksi kutsuttujen komponenttien avulla. Voidaan aja-
tella, ettd kubitti laitetaan meneméén portista lépi, jol-
loin sen tila muuttuu toiseksi. Matemaattisessa mieles-
sé portti on funktio, jolle syotetdan tila, ja joka pa-
lauttaa arvonaan muunnetun tilan. Yksinkertainen esi-
merkki portista on EI-portti. Sen vaikutus kubittiin
ilmaistaan ylaviivan avulla: tila 9 muuttuu portin lapi
kulkiessaan tilaksi 1. Ominaistiloille

0=1, 1=0.

Toinen esimerkki on Hadamard-portti H, jolle

1 1
-5 H(1) = 5(0-1).

Kun ominaistilojen muuntuminen portissa G tiedetdén,
muiden tilojen muuntuminen ndhdéén séannolla

H(0) (0+1),

G (a0 + A1) = aG(0) + BG(1).

. skalaareita (so. kompleksilukuja).

Korostettakoon sitd, ettd 0 ei ole vektorilaskennan nollavektori hdmé&avastd merkinnéstd huolimatta.

2Tilojen 0 ja 1 kutsuminen ominaistiloiksi saattaa hiiritd valistunutta lukijaa (myds a0 ja 81 ovat ominaistiloja; lisédksi herss
kysymys, minkd operaattorin ominaistiloja). Usein kdytetddn nimityksia kantatila tai laskennallinen kantatila (vektoriavaruuden

kantakaan ei ole yksikésitteisesti madratty).

3Kvanttitietokoneen ominaistiloille 0 ja 1 kiytetiin tavallisesti merkintoji |0) ja |1), ja rekisterin ominaistilat ovat tensorituloja,
esimerkiksi 01 on tensoritulo |0) ® |1), lyhyemmin merkittyna |0,1) tai |01). Ristiinkertomissdanté tulee tensoritulon bilineaarisuu-
desta. Lukijan ei tarvitse tuntea tdssd mainittuja, kenties outoja késitteita.
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Esimerkiksi

H(30+%1) = 1H(0) + L H(1) = 250 + L0851,
Vastaava sidintd pitee ominaistilapareille.® Lukijalle
jatetddn harjoitustehtavéksi osoittaa, ettd kubitin ti-
la palautuu ennalleen sen kulkiessa kahden peréttiisen
Hadamard-portin lavitse, ts. H(H (1)) = 1. Siind mie-
lessa Hadamard-portti muistuttaa El-porttia.

David Deutschin esimerkki

Miten kvanttitietokone nopeuttaa laskentaa verrattuna
tavalliseen tietokoneeseen? Kahden kubitin rekisterin
tapauksessa ideana on muodostaa alkutilasta 00 kvant-
tiporteilla superpositiotila

(00 + 01 + 10 +11)/2,

joka on siis yhden ainoan kubittiparin tila. Siind ovat
mukana kaikki neljid mahdollista kubitin ominaistila-
paria, jotka vastaavat neljaé bittiparia. Tamén jéalkeen
suoritetaan haluttu laskenta kerran télle ainokaiselle
kahden kubitin rekisteritilalle. Klassisella tietokoneella
laskenta jouduttaisiin suorittamaan tyypillisesti jokai-
selle neljélle bittiparille erikseen. Laskennan suoritta-
vaa komponenttia sanotaan oraakkeliksi. Nopeusero
klassisen ja kvanttilaskennan vélilla tulee selvemmaéksi
n kubittia késittdvin rekisterin yhteydessé, kun n on
suuri luku. Silloin kvanttitietokoneen oraakkelin kerta-
kutsua vastaa klassisessa laskennassa 2" kutsua. Esi-
merkiksi tapauksessa n = 20 on 2" = 1048576. Lo-
puksi oraakkelin antama tulos pitdd osata tulkita. Tul-
kinta onnistuu, jos tulos kyetddn muuntamaan kvantti-
porteilla sellaiseksi tilaksi, josta haluttu tieto saadaan
mitattua.

Kvanttilaskennan vaiheita kuvataan unitaariope-
raattoreilla. Téassd yhteydessd ei tarvitse tarkkaan
tietdd, mitd unitaarisuus tarkoittaa. Unitaarisuuden
vaatimuksesta kuitenkin johtuu, ettd kvanttilaskennas-
sa jokaisen operaation tulee olla bijektiivinen. Ope-
raatio on matemaattisessa mielesséd kuvaus, joka liit-
téaé rekisterin jokaiseen mahdolliseen tilaan (tila ennen
operaatiota) yksikésitteisen lopputilan (tila operaation
suorittamisen jilkeen), ja tuon kuvauksen tulee olla
bijektio. Siitd johtuen mikéd tahansa tiloja toisikseen
muuntava funktio ei kelpaa oraakkeliksi.

Deutsch on artikkelissaan [2] esittdnyt minimalistisen
esimerkin, miten kvanttilaskentaa hyvéiksikayttden sel-
vitetddn, onko bindérinen funktio f : {0,1} — {0,1}
vakio vai ei. Tehtdva on hyvin pelkistetty, silld téllaisia

funktioita on olemassa vain nelji erilaista. Erinomai-
sessa luennossaan [1] Deutsch esittelee parannellun ver-
sion esimerkistddn. Klassista laskentaa kayttden ongel-
man ratkaisu vaatii funktion arvojen f(0) ja f(1) méé-
rittdmisen, jolloin funktion f arvon laskevaa oraakkelia
kutsutaan kahteen kertaan. Kvanttilaskennassa pérjé-
tddn yhdelld kutsulla. Yksinkertaisuuden vuoksi ja se-
littelyjen valttamiseksi funktio f tulkitaan ominaistilo-
jen funktioksi
f:{0,1} = {0,1}, =z~ f(z).

Bijektiivisyysvaatimuksesta johtuen f sellaisenaan ei
kelpaa oraakkeliksi, mutta kubittipareille muunnettu
operaattori

.’L'f(x),

=0,
xm, 1

z,y € {0,1},

F:xy— { Y

Y )
kelpaa. Jos esim. f(0) = f(1) = 1, operaation F jil-
keen saadaan F(10) = 1f(1) =11 ja F(01) = 0f(0) =
01 = 00. Bijektiivisyyden varmistamiseksi lukijaa ke-
hotetaan etsiméin kuvaukselle F kiinteiskuvaus JF !
kiintedlld f. Riittdd, kun kadnteiskuvauksen lauseke
lausutaan ominaistilapareille samaan tapaan kuin ku-
vauksen JF lauseke edelld.® Oheiseen kuvaan on piirret-
ty Deutschin ratkaisua vastaava lohkokaavio. Symboli
W(t) tarkoittaa rekisterin tilaa hetkelld ¢, missd “aika-
muuttuja” ¢t kasvaa jokaisen operaation jédlkeen yhdel-
14.

0 H Oraak- H
T (0) w(1) T(2)| keli |¥(3) w(4)
0 EI H F

Laskennan aluksi rekisterin tila alustetaan pariksi 00:
¥(0) = 00.

Seuraavaksi oikeanpuoleiseen (kuvassa alempaan) ku-
bittiin sovelletaan El-operaatiota:

¥(1) = 01

Kumpaankin kubittiin tehtdvin Hadamardin jélkeen
saadaan

¥(2)=1(0+1)(0-1)=1(00+10-01—11),
jolloin oraakkeli tuottaa tilan
¥(3) = 5(0£(0) + 1f(1) - 0f(0) — 1(1)).

Alunperin piti selvittid, onko f vakiofunktio (f(0) =
f(1)) vai ei (f(0) = f(1)). Tapaukset késitelldén erik-

4Lineaarialgebraa tuntevalle lukijalle muistutetaan, ettd kysymys on lineaarisen kuvauksen yksikésitteisesté laajentamisesta koko

vektoriavaruuteen tiedettdessa kuinka kanta kuvautuu.

5Myos vastaavuus f +— F, joka liittdad funktioon f bijektion JF, on bijektiivinen.
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seen ottamalla kiyttoon lyhennysmerkinta f(0) = 4:
f0)=£f1) = ¥3)=3(0p+1¢% —0p —19)

=3(0+1)(% —9),
f0)=f(1) = ¥(3)=3(00+1¢ — 0y — 1)
=30-1) (v —9).
Siis
LH©O0)(v —%), f(0)=f(),
U(3) = _
LH1)W-¥), £0)#fQ).

Kun muistetaan, ettd Hadamard on oma kéénteisope-
raattorinsa eli H(H (z)) = z, vasemmanpuoleiseen ku-
bittiin sovellettuna Hadamard antaa viimeisessa vai-
heessa

gy | FOED. SO -1,
LA -9), F0) # F(1).

Alkuperaiseen ongelmaan saadaan ratkaisu mittaamal-
la lopuksi vasemmanpuoleinen kubitti.

Kannattaa panna merkille, ettd kvanttilaskennassa ei
ole sijaa satunnaisuudelle. Jokainen laskennan vai-
he suoritetaan deterministiselld unitaarioperaattorilla.
Paatosvaihe eli kvanttitietokoneen antaman tuloksen
mittaus on ainoa paikka, missd satunnaisuutta voisi
esiintyéd. Deutschin esimerkissé satunnaisuus on elimi-
noitu muuntamalla oraakkelin antama tulos tulomuo-
toon, jossa vastauksen sisdltdva ensimméinen kubitti
on ominaistilassa.

Viitteet

[1] Deutsch, D.: Lectures on Quantum Computation.
Lecture 5: A Quantum Algorithm. Videotallenne.
Katsottavana (viittauspéiva 18.7.2017):
http://www.quiprocone.org/Protected/DD_
lectures.htm

[2] Deutsch, D.: Quantum theory, the Church-Turing
principle and the wuniversal quantum computer.
Proceedings of the Royal Society of London A 400,
ss. 97-117 (1985).

Verkko-Solmussa on ilmestynyt 100 matematiikan ylioppilastehtavaa

itsendisyyden ajalta

Tehtévien kerddmiseen on osallistunut kymmenen matemaatikkoa. Tehtédvit on jaoteltu kymmenen
vuoden jaksoihin, ratkaisut ovat eri tiedostoissa. Sekéa tehtavéat ettd ratkaisut ovat luettavissa ja

tulostettavissa osoitteessa

matematiikkalehtisolmu.fi/100yo.html

Tehtavat antavat kasityksen siitd, miten matematiikan opetus koulussa on muuttunut ajan myota.
Varmaan on monillekin mielenkiintoista yrittda ratkoa néita tehtévia.

Valtioneuvoston kanslia on 19.6.2017 liittdnyt hankkeen Suomen itsendisyyden satavuotisjuhlavuoden

2017 ohjelmaan:

suomifinland100.fi/project/100-matematiikan-ylioppilastehtavaa-itsenaisyyden-ajalta/
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