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Summaa sarja

Kaisittelin aikaisemmassa kirjoituksessani [1] harmoni-
sen sarjan

1 . 11

Zh} + - +3+4+
hajaantumista, johon liittyy myos viite [2]. Téssé jatko-
osassa tutkitaan, mitd tapahtuu, kun joihinkin sarjan
termeihin vaihdetaan miinus-merkit ja termien jarjes-
tysta vaihdellaan.

Vaikka monille sarjoille voidaan tehd&d aivan samoja
operaatioita kuin &dérellisille summille, niin toisinaan
taytyy olla valppaana. Esimerkiksi yksi helpoimmista
70 = 1-todistuksista” nayttaéd seuraavalta:

0=0+0+0+0+...
= (14 (1) + 1+ (1)) + (1 + (=1)) + ...
=1+ (D) + D)+ (D) + D)+ ((-1)+1)+...
=14+0+0+0+...
=1

Tama kyseenalainen péaéttely liittyy myos sithen, mita
sarjan suppeneminen oikeastaan tarkoittaa. Ainakaan
se ei tarkoita sité, ettd "kaikki sarjan termit lasketaan
kerralla yhteen”, koska tdma ei ole kdytdnndssd mah-
dollista. Asiaa taytyykin tutkia raja-arvona &darellisten

osasummien kautta. Jokaisesta sarjasta

S 1)
k=1

voidaan muodostaa sen osasummien jono (s,) laske-
malla yhteen n ensimmaéista termia:

S1 = ap
So = a1 + as

53:a1+a2+a3

Sp,=a1 +az+--

n
c+a, = E aj.
k=1

Sanotaan, etté sarja (1) suppenee, jos osasummien jo-
nolla on (4érellinen) raja-arvo s:

lim s, = s.
n—oo

Tamé luku s on sarjan (1) summa.

Téassé yhteydessa ei ole syyta kaydé lapi kaikkia sar-
jojen ominaisuuksia ja laskusdéntoja, koska ne 16yty-
vit kaikista aihetta késittelevistd kirjoista (kuten [3]
ja [4]) eikd niitd juurikaan tarvita téssd kirjoitukses-
sa. Totean kuitenkin, ettd 0 = 1-laskun ongelma piilee
toisen ja kolmannen rivin yhtdsuuruudessa, jota ei voi
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perustella sarjojen laskusdanngilld, silla taustalla oleva
geometrinen sarja

oo
D (DF =1+ (1) +14(-1)+...
k=0
suhdelukuna ¢ = —1 hajaantuu. Sen sijaan suppene-

vaan sarjaan voidaan lisdtd yliméaraisia sulkuja mihin
tahansa kohtiin ilman, ettd sarjan summa muuttuu!.

Vuorottelevasti harmoninen

Harmonisesta sarjasta saadaan vuorotteleva, kun joka
toisen termin etumerkki vaihdetaan vastakkaiseksi:

2 (—1)kHL 1 1 1
N T 2
k; k 23 a " 2

Perinteisistd syistd sarja alkaa positiivisella termilla
+1; pelkkd (—1)%/k tuottaa tapauksessa k = 1 ensim-

maiseksi termiksi —1.

Toisin kuin tavallinen harmoninen sarja, vuorotteleva
harmoninen sarja suppenee. Tama tarkoittaa mm. sité,
ettei sarjan suppeneminen riipu pelkastadn siitd, kuin-
ka nopeasti sen yleinen termi lahestyy nollaa.
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Sarjan 100 ensimmdistd osasummaa.

Suppeneminen niyttdd hyvin uskottavalta ylla olevan
kuvion perusteella, johon on piirretty sarjan 100 en-
simméistd osasummaa; havainnollisuuden vuoksi pe-
rakkéiset pisteet on yhdistetty janoilla. Liséksi kuvion
perusteella sarjan summa nayttdd olevan hieman al-
le 0,7. My6s intuitiivinen perustelu suppenemiselle on
kuvion perusteella helppo keksid: Sarjan termien etu-
merkkien vuorottelu aiheuttaa kuvaajan sahalaitaisuu-
den, ja koska jono (1/k) on vihenevi ja lihestyy nol-
laa, kun k — oo, niin osasummien heilahtelu vaimenee
ja niilld on raja-arvo. Tarkempi perustelu liittyy sii-
hen, etta parillisia indekseja vastaavien osasummien jo-
no (S2,,) on kasvava ja parittomia indeksejd vastaavien

osasummien jono (Sg,_1) vihenevi. Sivuutan kuiten-
kin nimi piittelyt?, koska sarjan summakin voidaan
laskea tarkasti alla esitetylld tavalla!

Tehtava 1. Perustele ylld mainitut ominaisuudet ja
osoita, etta sarja suppenee.

Kun geometrisen sarjan summakaavaan sijoitetaan
suhdeluvuksi ¢ = —x, niin se tulee muotoon

_ 1 1
S 1l—(-2) 142z’

l—z+a?—2®+a* -

Integroimalla yht&lon molemmat puolet vélilla 0 < z <
1 saadaan tuloksena vuorottelevan harmonisen sarjan
summaksi

N N _/1da:
2 3 4 )

=1In2.
1+ .

Paattely on kuitenkin hieman epailyttéva, silld vasem-
malla puolella tehty sarjan integroiminen termeittdin
pitéisi perustella tarkemmin; erityisesti sen vuoksi, et-
tei sarja edes suppene integroimisvalin toisessa péédte-
pisteessd x = 1. Asia voidaan korjata integroimalla &4-
rellisen geometrisen summan kaava ja tutkimalla sen
raja-arvoa. Jatdn sen harjoitustehtéviksi lukijalle.

Tehtédva 2. a) Millainen yhtélo saadaan, kun kaavan

1_ L—(—z)"

1_$+$2_$3+.’I]4_"'+(—$)n_ —m

1 x
= — _1’!1
1+ (=1)

eri osat integroidaan véalilla 0 < z < 17
b) Osoita, ettd

1
n 1
0</ x dr <
kaikilla n € N.

c¢) Perustele tarkasti a- ja b-kohtien avulla vuorottele-
van harmonisen sarjan summa In 2.

Sekoitellaan termeja

Tutkitaan, mité tapahtuu, kun vuorottelevan harmoni-
sen sarjan termejd yhdistellddn seuraavalla tavalla:

_1_ 1

2 2
1 11
3 6 6
1 1 1
5 10 10’
1 1 _ 1
7 14 14

I Hienosti sanottuna uudelleen sulutetun sarjan osasummien jono on alkuperiisen sarjan osasummien jonon osajono, joten silld

on sama raj a-arvo.

2Vastaava yleinen tulos on Leibnizin vuorottelevia sarjoja koskeva suppenemistesti.
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jne. Talloin kaikki parittoman nimittdjéin termit hé-
vidvit sarjasta, mutta muotoa —1/4, —1/8, —1/12, ...
olevat termit jaavat kayttamaétta. Tulos voidaan tiivis-
tdd seuraavaan kaavaan:

LIy Loy 111y 1
2) 4 \3 6/ 8 5 10 12 7

= —1In2.
2

Systemaattisemmin selitettynd sarjan (2) termien jér-
jestystd on muutettu niin, ettd yhden positiivisen ter-
min jélkeen vahennetddn seuraavat kaksi negatiivis-
ta termié, joita ei vield ole kéytetty. Sen jélkeen sa-
ma toistetaan aloittamalla ensimméisesté positiivisesta
termisté, jota ei ole aikaisemmin kaytetty. Kokeilemalla
huomataan, ettd yleinen muoto kolmelle perikkiiselle
termille on

S 4k -2 4k
kun k£ =1,2,3,... T&atd ryhmittelyad toistetaan loput-
tomiin, jolloin tuloksena on kaava

) 1 1+1 1 1+1 1 1+ 1
2 4 3 6 8 5 10 12 2

Mita tdmé tarkoittaa? Yksinkertaisesti sitd, ettd ylla
kuvatulla uudelleenjérjestelylld vuorottelevan harmo-
nisen sarjan summa puolittuu, vaikka kokonaisuudessa
ovat mukana tidsmiélleen samat summattavat termit3!

In 2.

Saatua tulosta voidaan kdyttda myos toisenlaiseen uu-
delleenjérjestelyyn. Koska ylla olevan perusteella

oMt Ty T T g
—o+iqo-tio+tio-tiog
h 2 4 6 8 Y

niin laskemalla tdmé yhteen? vuorottelevan harmoni-
sen sarjan (2) kanssa saadaan

2m2:(y+m+<—1+1>+(1+0>+

272 3
11 1 11
1 1 11
g bttt
3 257 4

Tasséd siis kahden positiivisen termin jilkeen otetaan
seuraava aikaisemmin kdyttaméaton negatiivinen termi
jne.

Todetaan vield lopuksi, ettd toistamalla sdantod "yk-
si positiivinen ja nelja seuraavaa negatiivista” saadaan
uudelleenjarjestely, jonka summa on 0; ts.

53 1 1 1 1 1N\,
—~\2k-1 8k-6 8k—4 8k-2 8k o

Tamaéan voi perustella tutkimalla erikseen kunkin vii-
den summan asymptoottista kayttaytymistd Eulerin ja
Mascheronin vakion (viite [5]) avulla, mutta jaakoon se
(huomattavasti edellisid hankalammaksi) harjoitusteh-
tédvaksi. Toinen systemaattisempi tapa on kayttdéd ns.
residylaskentaa viitteen [6] kohdan Example 2 tapaan,
mutta tdméa menee jo kokonaan lukiomatematiikan ul-
kopuolelle.
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3Yleisemmin voidaan osoittaa, ettd kun kiinnitetdin ensin reaaliluku r, niin vuorottelevan harmonisen sarjan termit voidaan jér-
jestdd niin, ettd uusi sarja suppenee kohti lukua r. Tdma on erikoistapaus ns. Riemannin uudelleenjérjestelylauseesta, joka pétee

monille muillekin sarjoille.

4Nollien lisddminen ei vaikuta sarjan summaan, mutta niiden avulla yhteenlaskettavat termit osuvat kohdalleen.
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