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Solmun ongelmapalsta

Lukijoilta on tullut ilahduttava méaérd ratkaisuja ja
tehtaviehdotuksia Solmuun. Taméankertaisiin tehtéviin
toivotaan ratkaisuja elokuun 2017 loppuun mennes-
sé. Ratkaisut voi ldhettad osoitteeseen aernvall@abo.fi.
Myés tehtdvaehdotukset ovat erittédin tervetulleita.

Jatetddn vield avoimiksi ne viime numeron tehtévét,
joihin ei ole tullut lukijoilta ratkaisuehdotuksia, eli li-
satehtévia kaivatessa kannattaa kaivaa Solmu 1/2017
esille.

Tehtavat

Tehtava 1. (Ehdottanut Timo Kérkkédinen) Ratkaise
yhtélon

2524 4+ 10022 + 2022 + 402 +4 =0
kaikki juuret.

Tehtdva 2. (Ehdottanut Aki Halme) Kapteeni Jarmo
Kerkkinen haluaa matkustaa maapallolta juhlimaan
4,3 valovuoden padhidn Alpha Centaurille. Tkéva kyl-
14 poimuajo on vaurioitunut ja kykenee tekeméén vain
tdsmaélleen 10 valovuoden loikkia. Paaseekd Jarmo juh-
liin? Jos ei, miksi ei? Jos péddsee, montako loikkaa vé-
hintdén tarvitaan?

Enté silloin, jos loikkien vélissd voi tehd& vain tdsmél-
leen 90 asteen kddnnoksen?
Tehtava 3. (Ehdottanut Aki Halme) Kuinka suuri on

donitsin pinta-ala? Mitd donitsista kannattaa viivai-
mella mitata, jos voit tehda

a) kaksi mittausta

b) vain yhden mittauksen?

(Ajatellaan téssd donitsi kaksiulotteisena otuksena, ei
siis normaalina kolmiulotteisena.)

Tehtdva 4. (Brittildinen kilpailutehtdavd vuodelta
2011) Poistetaan yksi luku lukujoukosta, joka koostuu
luvuista 1, 2, ..., n. Jéljelle jadneiden lukujen keskiarvo
on 40%. Miké luku poistettiin?

Ratkaisut

Tehtdva 2, Solmu 3/2016. Vauvanruokapurkeista
pinotaan pyramidi seindd vasten siten, ettd kerroksia
on ainakin kaksi ja jokaisessa kerroksessa on yksi va-
hemmaén kuin sen alla olevassa kerroksessa. Ylimmaéssa
kerroksessa voi olla enemmén kuin yksi purkki.

a) Kuinka voisit pinota 100 purkkia?

b) Jos kerroksia on kuusi ja ylimméssé kerroksessa on
kolme purkkia, montako purkkia on pinossa kaikkiaan?

¢) Voiko joitakin purkkiméérii pinota useammalla eri
tavalla?

d) Mikd on ainoa purkkimddrad valillda 1000000
2000000, josta ei voi tehda pyramidia?

Ratkaisu. (toimitus) a) Sata purkkia voi pinota aset-
tamalla ensimmaiseen kerrokseen 22 purkkia, toiseen
21, kolmanteen 20, neljanteen 19 ja viidenteen 18.

b) Pinossa on
3+44+54+64+7+8=33

purkkia.
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¢) Kyll4, esimerkiksi 15 voidaan pinota kahdella taval-
la: kahdeksan purkkia alempaan ja seitseméén ylem-
padan kerrokseen tai kuusi alimpaan, viisi keskelle ja
nelja ylimpéaan.

d) Osoitetaan, ettd 22° on ainoa purkkimiiri vililld,
josta ei voi tehda pyramidia. Aloitetaan todistus osoit-
tamalla, ettd kaikki muut purkkimadarat voidaan pi-
nota.

Jos purkkimééra on pariton, vaikkapa 2k + 1, niin pi-
noaminen on helppo tehda: k + 1 alempaan ja k ylem-
paan kerrokseen.

Oletetaan nyt, ettd purkkimdara n on parillinen, mutta
ei kakkosen potenssi. Silloin luvulla on jokin jakaja, jo-
ka on ykkostd suurempi pariton luku. Olkoon n = dh,
missé d > 1 on pariton.

Jos h—1< %, voidaan purkit pinota asettamalla
% — h 4+ 1 purkkia ylimpéaén kerrokseen, % —h+2
toiseksi ylimpéaén ja niin edespdin, kunnes alimmassa

d+1

kerroksessa on “I= + h — 1 purkkia.

Jos taas h — 1 > %, ei tdméa pinoamistekniikka toi-

mi, koska ylimmaéssé kerroksessa ei voi olla negatiivista

maarad purkkeja. Talloin pistetddn alimpaan kerrok-

seen h + % purkkia, toiseksi alimpaan h — 1 + %

purkkia, ja ndin jatketaan ;i kerroksen verran, eli ylim-
—1

méssd kerroksessa on h — 5= purkkia.

Osoitetaan vield, ettd jos purkkeja on 229, niin pinoa-

minen ei onnistu. Mikéli pinoaminen on mahdollista,
on purkkiméaran oltava

i”: LM +1) NN +1)
N 2 2

k=N+1
_M?*—-N?*4+M-N (M—N)M+N+1)
B 2 B 2 '

Molempien tekijoiden on oltava kakkosen potensse-
ja. Toinen luvuista on parillinen, toinen pariton. Ai-
noa pariton luku, joka on kakkosen potenssi, on yk-
konen, jolloin toisen luvuista on oltava yksi. Selvésti
M+ N +1 > 1, jolloin on padettiava M — N = 1, mut-
ta talloin kerroksia on vain yksi, miké ei ole sallittua,
joten pinoaminen ei onnistu.

Tehtéva 3, Solmu 3/2016. (Vanha itdvaltalainen kil-
pailutehtavd) Maarita kaikki kokonaislukuparit (a,b),
joilla

(@® +b)(a+b*) = (a+b)™

Ratkaisu. (toimitus) Jos vahintdén toinen luvuista
on nolla, patee yhtdsuuruus varmasti. Voimme siis nyt
olettaa, etté seké a ettd b ovat nollasta poikkeavia. Ta-
paus, jossa molemmat ovat negatiivisia, on tdsmalleen
samanlainen kuin tapaus, jossa molemmat ovat posi-
tiivisia. Riittdéa siis tarkastella tapaukset, joissa joko

molemmat ovat positiivisia, tai toinen on positiivinen
ja toinen negatiivinen.

Kasitelldan aluksi tapaus, jossa molemmat ovat positii-
visia. Voidaan olettaa, ettd b > a. Yhtalo on yhtépitava
yhtalon

at + ba + b* + a®b® = a* + 4a3b + 6a%b% + 4ab® + b*
kanssa. Tamé yhtdlo supistuu muotoon
1+ a®b® = 4a® + 6ab + 4b>.
Nyt voidaan arvioida:
1+ a*b? > a®v?

sekd

4a® + 6ab + 4b* < 14b%.
Siispd a?b? < 1462, joten a € {1,2,3}. Kiymilld ta-
paukset lépi l6ydetddn ratkaisu a = 3,b = 5.

Siirrytdan nyt tapaukseen, jossa toinen on negatiivinen
ja toinen positiivinen. Voidaan olettaa, ettd a < 0 < b.
Kirjoitetaan —a luvun a paikalle, jolloin voidaan j&l-
leen tarkastella yhtaloa positiivisten lukujen joukossa.
Yhtalo on nyt siis

(b—a*)(b* —a) = (b—a)",
joka aukikerrottuna antaa
at — a®b® — ab + b* = a* — 4a3b + 6a2b% — 4ab® + b,
josta supistamisen jilkeen saadaan
—1 — @%b = —4b* — 4a® + Gad.

Voidaan jalleen arvioida:

—1—a*? < —a®V?
sekd,
—4b* — 4a® + 6ab > —4max{a?, b*},
joten
—4max{a® b} < —a?b?,
joten

min{a®, b*} < 4,
eli min{a, b} = 1.
Jos a =1, niin (b—1)(b> — 1) = (b— 1), jolloin b = 1.
Jos taas b = 1, niin (—a + 1)(—=a®+ 1) = (1 — a)*, eli
a=1.
On siis loydetty ratkaisut (0, ), (a,0), (3,5), (=3, =5),
(5,3), (=5,-3), (—1,1) ja (1,—1), sekéd osoitettu, etta

muita ei ole.

Tehtévi 4, Solmu 3/2016. (Vanha itdvaltalainen kil-
pailutehtivi) Etsi yhtalon

\/4—35\/4—(x—2)\/1+(a?—5)(x—7)
bz — 6 — x?
N 2
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reaalilukuratkaisut.

Ratkaisu. (Timo Kérkkédinen) Halutaan reaaliluku-
ratkaisuja, joten yhtédlon oikean puolen ja jokaisen
juurrettavan on oltava epanegatiivinen. Yhtéilén oike-
malla

—2? 4+ 52 —6=—(x—2)(z —3).

Kun z < 2, lauseke on negatiivinen, samoin kun z > 3.
Siispé yhtéalolla voi olla reaalisia ratkaisuja ainoastaan
valilla [2, 3].

Tarkastellaan seuraavaksi yhtdlon vasenta puolta. Sisin
juurrettava on 1+ (x —5)(z —7) = (z —6)% > 0 kaikilla
x € R, joten yhtélo saadaan muotoon

\/4—95\/4 (x —2)|lz — 6] =

Koska olemme kiinnostuneita vain vélistd [2, 3], voim-
me asettaa | — 6] = —(x — 6). Sisempi juurrettava on
nyt 4 + (z — 2)(x — 6) = (z — 4)? > 0. Yhtélo saadaan
muotoon

(5;10 -6 —2?).

1
4—z|lz—4|= 5(53:—6—3:2).
Jalleen koska etsimme ratkaisuja vain valiltd [2, 3],
asetamme |r — 4] = —(z — 4). Uloin juurrettava on
4+ x(x—4) = (z —2)?, joten yhtiild saadaan muotoon

2z — 2| = 5z — 6 — 2.

Koska z € [2,3], voidaan kirjoittaa |z — 2| = (z — 2).
Yhtild saadaan muotoon 2(z —2) = 5z — 6 — 22, jonka
ratkaisut ovat 1 ja 2. Ensimméinen ratkaisu ei ole ha-
lutulla vélilld. Toinen on. Ratkaisu on siis = 2. Muita
reaalisia ratkaisuja ei ole.

Tehtéva 4, Solmu 1/2017. (Ehdottanut Aki Halme)
Tasan keskipéivéilla kellon tunti-, minuutti- ja sekuntio-
soittimet ovat tdsmaélleen paallekkéin. Hieman yli kello
yksi iltapéivalla tunti- ja minuuttiosoittimet ovat jal-
leen tdsmaélleen péillekkdin. Minne sekuntiosoitin sil-
loin osoittaa?

Ratkaisu. (Jarno Laiho) Ratkaistaan ensin tunti- ja
minuuttiviisareiden kulmanopeudet wy, ja wy,:

1 21 rad T rad
“hT 1273600 s 21600 s
ja
_ 2 rad_ 7 rad
“m = 3600 s 1800 s

Kello 1 olkoon ajanhetki tg = 0 s. Tuolloin viisareiden
kulkema matka (kiertokulma) klo 12 nédhden:

e tuntiviisari 0, = 2224 = T rad

e minuuttiviisari 8,,, = 0 rad,

e sekuntiviisari 65, = 0 rad.

Ajanhetkelld t; minuuttiviisari on saavuttanut tunti-
viisarin ja ne ovat péddllekkdin. Tuolloin molempien vii-
sareiden kiertokulmat klo 12 ndhden ovat yhta suuret.
Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan se parametrin t;
suhteen:

Hmo + Wit = eho + wpti,

joten
y Ohy — Ome grad — Orad 3600
1= = a1 a = S
Wm TWh o fg0s ~ 2ig00s L

Niin ollen 2890 = 3272 sekuntia kello 1 jilkeen (t;)
tunti- ja mlnuuttiviisarit ovat paallekkéin. Tassa ajas-
sa sekuntiviisari on ehtinyt kiertdd 5 téytta kierrosta
(5-60 s = 300 s) ja yhden vajaan kierroksen. Laske-
taan mikd on tdmén vajaan kierroksen suuruus:

327s — 300s = 27s

tai ilmoitettuna kulman suuruutena klo 12 nédhden:

27 (i?) rad = 7r rad.

Vastaus: Tunti- ja minuuttiviisarin ollessa paallekk&in
hieman klo 1 jédlkeen on sekuntiviisari kiertanyt 27 se-
kuntia uutta kierrosta, eli kellotaululla se on klo 5 ja 6
valissa.

Tehtéva 6. (Lukijan ehdottama muunnelma romania-
laisesta koulutehtévistd) Olkoon

S = k+ kk+kkk 4+ ...+ kk...k,

n kpl
kun k£ =1,2,...,9. Laske summa

S=81+85+...+ 8.

Ratkaisu, Solmu 1/2017. (Timo Kérkkéinen) Koska

k= 10F,
kk = (10* + 10°)k,
10" -1
... f— n71 n72 .. O P
k---k=(10 + 10 + + 10Nk =k 9
n kpl
niin
S k+kk+ - ﬁ Zn: 10° — 1)
R 9 4
n kpl i=1
k 1 2 n
5(10 + 10 -+ 410" — n)
E /10mtt —1 1 k10"t —9n — 10
= — _— N — = -
9 9 9 9 ’
joten
9 9
107+t —9n — 10 k
> 5 5
k=1 k=1

(10" —9n — 10).
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