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Irrationaalisia ja rationaalisia potensseja
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Jokainen meistd on varmasti huomannut, ettd kahden
kokonaisluvun tulo on aina kokonaisluku. Esimerkiksi
2 -3 = 6, joka my6s on kokonaisluku. Témaé luonnolli-
sestikin yleistyy kaikkiin kokonaislukujen tuloihin, siis
myos sellaisiin, joissa kerrotaan yli kaksi lukua keske-
néddn. Erikoistapauksena téstd saadaan, ettd jos m jan
ovat positiivisia kokonaislukuja, niin m™ on myos ko-
konaisluku. Mita tapahtuu, jos toinen luvuista ei ole
kokonaisluku? Enté jos toinen on irrationaalinen? En-
td jos molemmat ovat irrationaalisia? Kéay ilmi, ettéa
vastaavaa systemaattisuutta ei ole.

Oletetaan koko tekstin ajan, ettd kantaluvut ovat po-
sitiivisia, jotta véltytd&n imaginaarilukujen ja mui-
den kompleksilukujen ilmaantumiselta seka tylsélta ta-
paukselta, jossa kantaluku on nolla. Liséksi oletetaan,
ettd eksponentit ovat joko positiiivisia tai negatiivisia
(eli eivét nollia).

Lammittely: rationaaliluvut

Olkoon r = ¢ rationaaliluku ja n kokonaisluku. Yk-
sinkertaisuuden vuoksi oletetaan, ettd lukujen a ja b
suurin yhteinen tekija on yksi. Mitd onkaan 7?7 Entd
n"? Aloitetaan luvusta r™. Nyt

an

= ﬁ’

Rationaaliluvultahan tidm& nayttdd, ja sitd se onkin.
Kokonaisluku tdméa on vain, jos b™ | a™, eli b | a, lu-
vun n ollessa positiivinen kokonaisluku. Luku r onkin

7,71

siis itsekin kokonaisluku. Mikéli taas n on negatiivinen
kokonaisluku, muuttuu tilanne péilaelleen, eli luvun r
onkin oltava muotoa r = %, missd m on nollasta poik-
keava kokonaisluku.

Siirrytddnpd mielenkiintoisempaan tapaukseen n'.
Huomataan ensin, ettd jos r = %, niin tapaus n = 2
tuottaa irrationaaliluvun

n'!‘ — 21/2 — \/i
ja n = 4 tuottaa kokonaisluvun:
4?2 =4 =2.

Lause/Harjoitustehtédva. Todista: Yleisesti ottaen
n®/ on kokonaisluku, kun luku ¢ on positiivinen, jos ja
vain jos n'/* on kokonaisluku, ja tdméi toteutuu, jos ja
vain jos n = pi'ps? - - pp* on luvun n alkutekijéhajo-
telma, ja b | p1,p2, ..., pr. (Muistetaan, ettd lukujen a
ja b suurin yhteinen tekija on yksi.) Muotoile vastaava

lause tilanteessa, jossa 3 < 0.

Todistetaan seuraavaksi, ettd n” ei voi olla rationaali-
luku, joka ei ole kokonaisluku, mikéli 7 on positiivinen.
Tehdéan vastaoletus:

missé my6s lukujen s ja t suurin yhteinen tekija on yk-
si. Nyt saadaan yhtalo

nt® = st.
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Tistd seuraa, ettd t° | s, eli t | s. Koska lukujen s ja
t suurin yhteinen tekiji on yksi, on tdma mahdotonta,
ellei £ = &1, mutta jos ¢ = &1, niin  on kokonaisluku.
Ei siis ole mahdollista, ettd n" olisi rationaaliluku, joka
ei ole kokonaisluku.

Tehtavia. Milloin luku n” on rationaaliluku, joka ei ole
kokonaisluku, jos r on negatiivinen?

Siirrytddnpé eteenpéin: Korotetaan rationaaliluku po-
tenssiin rationaaliluku, mutta oletetaan, ettd kumpi-
kaan néistd luvuista ei ole kokonaisluku. Kirjoitetaan
ry = % jare = ’;—2, missd lukujen aq ja by sekd lu-
kujen as ja by suurin yhteinen tekija on yksi. Lisdksi
oletetaan, ettd by, bs # +1. Huomataan ensin, ettd

D) 2/3 B \3/1
3 Yy
miké ei ole rationaaliluku, silld jos tdmé olisi rationaa-

liluku § (lukujen s ja ¢ suurin yhteinen tekiji on jilleen
yksi), niin olisi myos

4 3
5 @
eli
4¢3 = 9s3,

eli t3 | 9, koska lukujen 3 ja s® suurin yhteinen te-
kija on yksi. Tamé& on kuitenkin mahdollista vain, jos
t = 4+1, mutta oletimme, ettd néin ei ole. Luku on siis
irrationaalinen.

Toisaalta tarkastelemalla vaikkapa lukuja r; = % ja
o = % huomataan, etta

joka on rationaaliluku. Rationaalilukujen rationaalipo-
tensseissa on endd yksi tapaus tarkastelematta: Voiko
tulos olla kokonaisluku, jos kantaluku ei ole kokonais-
luku ja eksponentti on positiivinen? Osoitetaan seuraa-
vaksi, ettd ndin ei voi olla. Tehd&an vastaoletus:

T2 _
T’ =mn,

al az/bz B
by -

joka puolestaan muokkautuu muotoon

eli

Yhtélon oikea puoli on kokonaisluku. Vasen puoli on

puolestaan kokonaisluku ainoastaan, jos b{? | af?, eli

b1 | a;. Tami on kuitenkin mahdotonta, silla oletim-
a1

me, etta 3T on rationaaliluku, vaan ei kokonaisluku.

Tehtava. Muotoile ja todista vastaava tulos, kun eks-
ponentti on negatiivinen.

Hyvé, olemme saaneet valmiiksi kaikki tapaukset, jois-
sa kantalukuna tai eksponenttina ei ole irrationaalilu-
kua, ja voimme siirtya eteenpéin.

Villit tapaukset, eli irrationaaliluvut mu-
kana

Hyvin kiero tapa osoittaa, ettéd irrationaaliluku potens-
siin irrationaaliluku voi olla rationaaliluku, on tarkas-
tella luvun /2 potensseja. Tunnetusti /2 on irratio-

naaliluku. Luku v/2 V2 on irrationaaliluku tai rationaa-
liluku. Kumpi tdmé on, silld ei ole juuri mitdan valia:
jos tdmé on rationaaliluku, on todistus valmis. Olete-
taan siis, ettd kyseinen luku on irrationaaliluku. Tar-
kastellaan nyt lukua

(x/ﬁﬂyi:x/f =2

Jos siis luku /2 on irrationaaliluku, saadaan ra-
tionaaliluku korottamalla tamaé irrationaaliluku irratio-
naaliseen potenssiin V2.

Toinen tapa ldhestyé tétd on tarkastella vaikkapa yh-

tal64 )
V3" = 100.

On helppo kirjoittaa x logaritmimuodossa. Se ei kuiten-
kaan vield paljon kerro luvun z irrationaalisuudesta tai
rationaalisuudesta. Muokataan siis yhtdlé muotoon

3% = 100% = 10000.

Mikéli luku x olisi rationaalinen, eli z = , olisi myos
péadettava
3% = 10000" = 2405%.

Tamé on kuitenkin mahdotonta, koska luvun alkute-
kijahajotelmat ovat yksikésitteisid, jolloin luku ei voi
olla yhté aikaa kolmen potenssi tai kakkosen ja viiden
potenssien tulo. Toinen tapa argumentoida on havaita,
ettd vasen puoli yhtédloa on pariton ja oikea parillinen.
Tamékédan ei ole mahdollista.

Kaikkien irrationaalilukujen irrationaalipotenssit taas
eivit missddn nimessé voi olla rationaalilukuja, silld ir-
rationaalilukuja on ylinumeroituva mééaréa, rationaali-
lukuja vain numeroituva.

Konkreettinen esimerkki saadaan jaljitteleméalld todis-
tusta, jolla osoitettiin, etté irrationaaliluku potenssiin
irrationaaliluku voi olla my0s rationaaliluku. Aloite-

2
taan jélleen tarkastelu luvusta /2 f. Jos tdma on ir-
rationaalinen, todistus on valmis, silld v/2 on irratio-
naalinen. Oletetaan siis, ettd tdmé on rationaalinen.



Solmu 1/2017

Tarkastellaan nyt lukua

V2
ik

\/51—\/5_

Oletimme, etté /2~ on rationaalinen, jolloin saadun
luvun nimittdja olisi rationaalinen ja osoittaja irratio-
naalinen, jolloin luvun on pakko olla irrationaalinen.

o . . V2, 1-v2 .
Siispé, ainakin toinen luvuista v/2 ~ ja v/2 on ir-
rationaalinen.

Irrationaalilukujen kokonaislukupotenssit
jannittavia esimerkkeja. Esimerkiksi

\/in

tarjoavat
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on kokonaisluku, mikéli luku n on jaollinen kahdella.
Toisaalta luku

7Tn

ei koskaan voi olla rationaalinen, silla luku 7 on trans-
kendenttinen, eli se ei ole minkdédn rationaalilukuker-
toimisen polynomin juuri. Oleellista itse asiassa ei ole
se, ettd kyseessd on juurikin luku 7, vaan se, ettd
kantaluku on transkendenttinen. Luvun osoittaminen
transkendenttiseksi ei yleensé ole kovin helppoa, mutta
transkendenttisia lukuja joka tapauksessa on olemassa,
ja niitd on perdti enemmaén kuin algebrallisia lukuja, eli
sellaisia lukuja, jotka ovat jonkin rationaalikertoimisen
polynomin juuria. (Td&mén tekstin kannalta todistus ei
ole oleellinen, vaan riittdd uskoa vaite. Todistus on sa-
manlainen kuin todistus, jolla osoitetaan, etta irratio-
naalilukuja on enemmén kuin rationaalilukuja.)
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