Solmu 1/2017

29353/ 07 TS 727
2
>3

Juuso aarettoman aarella

Markku Sointu
Soppeenharjun koulu

Solmu-lehdessa julkaistaan osia Tehtdvd maassa -kirjan
jatko-osasta. Ensimméisessé osassa tutustutaan lukio-
laispoika Juusoon, joka on saanut matematiikkakarpé-
sen pureman. Nyt hin opiskelee matematiikkaa yliopis-
tossa. Tarina kertoo Juuson pééssd liitkkuvista ajatuk-
sista hénen tutustuessaan matematiikan saloihin. Idea-
na on esittda ensin nditd ajatuksia, pohdintoja, esiin
nousevia vaikeuksia ja erehdyksidkin. Taman jalkeen
tiivistetddn asia perinteisen matematiikan tavoin tés-
méllisiksi tuloksiksi.

Kirjoittaja on tietoinen esitystapaan liittyvista riskeis-
td, mutta tietdd myos, ettd pelkkien piinkovien tulos-
ten vyoryttdminen voi olla hankalaa nieltdvaé. Jos ja
kun pitkdn pohdinnan tulokset pelkistyvit kaavoiksi,
ilmenee lukijalla usein ymmartamisvaikeuksia. Jos ker-
rotaan hieman, mita kaavan kehittajan tai sithen tutus-
tuvan henkilon péassa liikkuu, voidaan ymmaértamistéa
pehmentéé. Tietoa ei siis yritetd pelkdstddn takoa op-
pijan paahéan.

”Mité ikind maailmankaikkeudessa onkaan, sitd on vé-
hén, hdvidvan vahan”, oli lehtori Laulunen sanonut pu-
huessaan adrettomasta.

Potenssi 10'°° oli helposti kirjoitettu ja sen ilmaise-

ma luonnollinen luku riittdisi minka tahansa luonnossa
olevan asian ilmaisemiseen. Lukusuoralla sen etéisyys
origosta ei olisi kuitenkaan juuri mitdén verrattuna &a-
rettomaén ja nollan védlimatkaan, jota ei ollut mielekésta
pohtia. Adretontd ei siis kannattanut etsia lukusuoran
péistd. Se 16ytyi helpommin kaikkialta muualta. "Esi-

merkiksi lukujen 1—10 ja ﬁ valissé oli co monta reaali-

lukua”, oli Laulunen jatkanut unettavalla dénelldan.

1

Juuso oli saanut ensikosketuksen darettomaéaan luvun 3

yhteydessa:
1
-=0,333...
3
tai ainakin naytti olevan, jos jakoi lukua yksi luvulla

kolme jakokulmassa.

Juuso ei tiennyt, riittiké jakokulmatarkastelu. Siksi
hén asetti

z=0,999...
102 = 9,999...
9r =9
x=1.
Eli 0,999... oli kiistatta 1.
Nain ollen
0,999... 1
4 =0,333--- = —-.
3 ’ 3

Jo tésté pienestd esimerkisté selvisi jotain ddrettomén
luonteesta:
1=0,999...

Jos halusi vakuuttua, ettéd kaksi lukua olisivat yhtdsuu-
ria, kannatti tutkia niiden erotusta:

1,000. . .
~0,999. ..
0,000. ..
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nédytti olevan nolla. Jos erotus olisi 0,00...01, olisi
0,999...9 padttyva, mitd se ei ollut.

Paattymattomyys desimaaliesityksessé olisi valttama-
tonté ja hyodyllisté.

Seuraavaksi Juuso alkoi pohtia, mitd tapahtuisi, jos
summassa olisi termejé loputtomasti:

Si=1-141—-1+1—--

1 1 1
=1 - — —
S2 totgtgt

1 1 1
S = ]_ —_— —_— —_— CEEEEY
3 + 5 + 1 + 3 +
Summan S; arvo oli ongelmallinen. Riippuen siitd mis-
té kohtaa summan katkaisi, arvo oli valilla yksi, valilla
nolla. Summan katkaisu ei kuitenkaan ollut luvallista,
joten summasta ei voinut sanoa oikein mitaén.
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Sarjan Sy arvo kasvoi ja kasvoi. Sille ei voinut asettaa
ylarajaa.

S3 oli helpoin. Olihan se geometrinen (vieldpéd suppe-
neva):
aq 1
S = =
1—-¢q¢ 1-

T =2

2

Taméa tarkoitti sitd, ettd termien méédrin kasvaessa
summa l&heni arvoa kaksi. Valittiinpa ensin miten pie-
ni luku ¢ tahansa, summa saatiin poikkeamaan arvosta
kaksi vihemman kuin valittu e, kun vain lisdttiin yh-
teenlaskettavia. Sarja S3 oli suppeneva.

Sarja So hajaantui ja se oli lisédksi ylhaélta rajoittama-
ton. Sarja S7 oli toki hajaantuva, koska se ei ollut sup-

peneva. Se ei kuitenkaan ollut ylh#aélta rajoittamaton.
Sen arvo ei koskaan ylittéaisi lukua yksi.

1—141—1+"--- néytti olevan pysdytyskohdasta riip-
puen nolla tai yksi. Mutta pysdyttaminen oli kiellettya!

Enta jos ajatteli
1
51:1—1—1—1—14—1—---:5?

(Ndinhdn Eulerkin teki.)

Ajatus oli outo. Tuntui siltd, kuin sanotaan vaikka fyy-
sikot jarjestéisivit vuorovuosina tapaamisen Espoos-
sa ja Vantaalla, mutta ilmoittaisivat aina pitopaikaksi
Helsingin.

Seuraava summa oli
S4=1-2+3—-44+5—-6+---

Koska sekin oli padttyméton, sitd saattoi tarkastella
(vaarallisella tavalla):

S4=1-24+3-4+5—-6+--
Sy = 1—-24+3—4+5—---
28y =1-141-141-14"---

Néin saatiin 254 ndyttdméan sarjalta 1—14+1—1+---,
vaikka tiedettiin summassa olevan muutakin:

1-2+3-4+45
+ 1-2+3-4+5
1-14+1-141+45

1-24+3-445-6
+ 1-24+3-445-6
1-1+41-14+1-1-6
Paattymattomyys esti kuitenkin viiden ja luvun —6 tai
minké tahansa muun kuin lukujen —1 ja yksi ilmaan-
tumisen lausekkeeseen. Jos 254 = %, niin Sy = %. Mer-
kitsemaélla

S;=1+2+3+44+5+---
saatiin
S5 =Sy =(1+2+3+4+5+---)—
(1-243—-445—--+)
=44 8+124+ - =4(1+2+3+---).
Jos 54 = %7 niin S5 754 = 455, joten 7385 = %, eli
S5 = — 15

Juuso ei tiennyt, pitdisiko itked vai nauraa. Hén oli
juuri "todistanut”:

14+24344+5+4-=——.
+2+3+4+5+ o

Todistus naytti ”oikealta”, mutta se meni yli ymmaér-
ryksen (mutta niin meni oo-késitekin). Summia ei oli-
si saanut manipuloida ja uudelleenjérjestelld niin kuin
Juuso oli tehnyt. Paattyméttomyys menetti taikavoi-
mansa, jos se paattyisi.

Oli miten oli, luonnollisten lukujen summa ei ollut — %

Juuso palasi summaan
1 1 1 1 1 1
Sy=l+g+ytgt o =1-214471487 4.
Sarja S3 oli selvd. Se ei temppuillut, vaan se oli im-
muuni katkaisulle. Siirtdmaélla katkaisukohtaa oikealle
arvot ldhenivét siististi lukua kaksi.
1 1 1 1
82:1+§+§+Z+g+
=1+2 " +3 47 57
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kasvoi yli kaikkien rajojen, kuten todettiin.

Epéilyttavésti kuitenkin

S5=1+2+3+4+5+ - =-0.
"Kun haluat kaavoihin selkeyttd, kaytd kompleksilu-
kuja”, oli Laulunen todennut. ”Aina ei voi olla tiedon
valtavirran darelld, joskus ja useinkin tieto koostuu pie-
nistd puroista.” Juuso muisteli Laulusen sanoja.

Tosiaankin Juuso muisti matematiikan luokan seinélta
Riemannin hypoteesin. Siindhén tutkittiin sarjaa

Se=1-+2""4+3""44545 4.,

mutta nyt s ei ollut —1 vaan s = a + ib, missd a
ja b olivat reaalilukuja ja ¢ imaginaariyksikké. Tulos
Sy = —% sisdlsi sen verran outoja asioita, ettd Juuso
jatti sen rauhaan. Kompleksiluvuilla oli verrattomia

ominaisuuksia. Jos tyytyi reaalilukuihin, yhtalét
2 4+2242=0

ja
22 4+22+3=0

lensivit samaan romukoppaan, jossa luki ”ei ratkaisu-
ja”, mutta kompleksiluvuilla saatiin siistit ratkaisut

-1+

Solmun matematiikkadiplomit

ja
—1 4 v2i.

Myés sarja Sg saattoi saada arvon nolla.

Riemannin kuuluisassa hypoteesissa arveltiin, ettd
funktion, ns. Riemannin zeta-funktion, jonka sarja
madritteli, ei-triviaalien nollakohtien reaaliosa olisi ai-
na 1/2. Juuso oli tutkinut Riemannin zeta-funktiota
vain sen verran, ettd oli 16ytdnyt sille muutamia nolla-
kohtia kédyttamalld netistd 16ytdmidan integraaliesityk-
sid

sin(stan~!t)dt

11 o0
= — — 2 =
=TTt /0 (1 + £2)5/2(e2nt — 1) So(s)

zeta-funktiolle. Nyt hin oivalsi, ettd asettamalla s =
—1 saatiin 1+ 2+ 3+ 4+ ... eli luonnollisten lukujen
summa. Niin hienoa kuin niiden 16ytdminen olikin, sité
ei voinut verrata tyrmistykseen, jonka Juuso koki huo-
matessaan, ettd netin integraalikaavat antoivat zetalle
arvoksi —% pisteessid s = —1!

Laulunen oli ollut oikeassa: tieto koostui pienistd pu-
roista. Pelkkd Riemannin zetan tutkiminen ei ollut joh-
tanut Juuson kohdalla juuri mihinkdén. Samoin sum-
mamanipulaatiot saattoivat olla hauskojakin, mutta ei-
vét olisi johtaneet sen pitemmadlle ilman integraalien-
kin laskemaa arvoa —1/12. Juuso kaivoi siis esiin tut-
kielmansa Riemannin zeta-funktiosta. (Niistd kerrom-
me Solmun seuraavassa NUIMErossa).

Solmun matematiikkadiplomit I-X tehtévineen ovat tulostettavissa osoitteessa

http://matematiikkalehtisolmu.fi/diplomi.html

Alimmat tasot ovat koulun alkuun, ylimmissa riittdd pohtimista lukiolaisillekin.

Opettajille ldhetetddn pyynnostéd vastaukset koulun sdhképostiin. Pyynnén voi
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