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Pala palalta
Padkirjoitus

"Pala palalta norsukin syddéén” rohkaisi ditini minua
kerran ison koenipun kanssa taistellessani. Minulla sen
paremmin kuin hénelldkadn ei ole kokemusta norsun
syomisesta, mutta vertaus oli silti selkeéd: joskus on pa-
rempi keskittyd pieniin asioihin ja unohtaa kokonai-
suus. Koepaperinipun kanssa menee helposti toivo, jos
pohtii, ettd vield on kolmesataa paperia jéljelld, tai jos
erehtyy miettiméén, ettd kuusi seitsemésosaa jaljella,
vksi seitsemésosa takana. Sen sijaan, jos vain miettii
edessé olevaa paperia, ja iloitsee sen siirtyessa tarkas-
tettujen pinoon, tai iloitsee edellisen tunnin aikana hy-
vin tehdystd tyostd, tuntuu homma paljon mahdolli-
semmalta.

Viitoskirjaohjaajani professori Jutila varoitti, ettei pi-
dé antaa yksityiskohtien ja epdolennaisuuksien hamé-
td ja viedd huomiota liiallisesti. Yksityiskohdat ja epé-
olennaisuudet eivéit tietenkéddn yleensd ole sama asia.
Minulle hdn sanoi, ettd ei pidd tarttua lillukanvarsiin.
Viesti on selvi. Ei pida ihmetella liikaa kaikkea epé-
olennaista. Eréalle toiselle yhté aikaa vaitoskirjaa teh-
neelle oppilaalleen hén puolestaan kertoi yksityiskoh-
tien héairitsevin asiantuntijoita. Tamé& voi aluksi tun-
tua hieman merkilliseltd, ehké jopa epéloogiselta, mut-
ta tarkemmin ajateltuna tdmaékin on ihan loogista: jos
todistuksessa tai tutkimusartikkelissa on kaikki mah-
dolliset laskujen yksityiskohdat ja vélivaiheet ndkyvis-
sé, on teksti ja tulokset mahdollisesti suhteellisen vé-
hélla vaivalla jopa niiden verifioitavissa, jotka eivét juu-
ri kyseisen alan asiantuntijoita ole. Sen sijaan kokonai-
suus havida. Todistusten rakenteita ei néy, ideat peitty-
vat epédolennaisilla vélivaiheilla. Tall6in viAhemmén on

todellakin enemmaén tiettyyn pisteeseen asti. Jos kaik-
ki yksityiskohdat ja vélivaiheet poistetaan, jai jéljelle
vain todistuksen runko, hahmotelma, josta taas asian-
tuntija saa kylla idean irti, ja voi ehké arvioida todis-
tustekniikan realistisuutta kyseiseen ongelmaan, mutta
my6s sudenkuopat ovat piilossa, ja ldhes kaikki todel-
linen ty6 jaa lukijalle.

Olen mukana tutkimusprojektissa, joka ldhti liikkeel-
le yksityiskohdista, suorastaan lillukanvarsista. Ei siis
mistaddn suuresta visiosta tai ideasta, vaan pikem-
minkin esimerkistd. Tarvitsimme téysin toiseen tutki-
musprojektiin esimerkkeja. Tehtava delegoitui minulle.
Léhdin kehitteleméén niitd ainoalla mieleeni juolahta-
neella keinolla, sain aikaan kasan esimerkkejé ja ldhe-
tin ne projektin muille jasenille. En pitanyt niita miten-
kéadn merkityksellisind, vain mukavina esimerkkeini ja
mahdollisisesti sopivina numeeriseen laskentaan. Frés
toinen meistéd jatkoi, todisti, ettd esimerkit olivat ai-
noat tietyt ehdot toteuttavat funktiot. Tamén jalkeen
hénen padssddn napsahti (hyvilld tavalla), ja hdn on-
nistui yhdistdméaédn néin generoidun funktiojoukon toi-
seen tunnettuun funktiojoukkoon. Yhtéakkid meilla oli-
kin projekti, joka oli kunnianhimoisempi kuin alkupe-
rdinen, josta kriittisimmat vaiheet oli vahingossa tehty,
ja jota kukaan meisté ei koskaan olisi visioinut ennen
kuin osatulokset ja lillukanvarret muodostivat viitoite-
tun reitin koko tulokselle.

Tasapaino on epéileméttd jossain yksityiskohtien ja
suurien visioiden valissd, vdhan kuin sienestéessd tai
marjastaessa: on ensin huomioitava metsatyyppi (avo-
kallio on huono paikka herkkutattien poimimiseen,
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mutta sen jilkeen kun metsiatyyppi on oikea, kannattaa | Yksityiskohdat ovat yksinddn vain yksityiskohtia.
tuijotella maata, sinne lilukanvarsien véliin, ja katsoa,
josko sielld niitd sienié olisi). Suuret visiot eivét sisél-
14 niitd yksityiskohtia, joista tulokset on muodostettu.

Hyvaa kesaa!

Anne-Maria Ernvall-Hytonen

Solmun matematiikkadiplomit

Solmun matematiikkadiplomit I-IX tehtdvineen ovat tulostettavissa osoitteessa
matematiikkalehtisolmu.fi/diplomi.html

Alimmat tasot ovat koulun alkuun, ylimmissé riittda pohtimista lukiolaisillekin.

Opettajille ldhetetdén pyynnostd vastaukset koulun séhképostiin. Pyynnon voi lahettda
osoitteella

juha.ruokolainen(at)helsinki.fi

Ym. verkko-osoitteessa on diplomitehtéville oheislukemistoa, joka varmasti kiinnostaa
muitakin kuin diplomien tekijoita:

Kombinaatio-oppia

Lukujérjestelmista

Desimaaliluvut, mitd ne oikeastaan ovat?

Murtolukujen laskutoimituksia

Negatiivisista luvuista

Hiukan osittelulaista

Lausekkeet, kaavat ja yhtalot

Asrettomisté joukoista

Erkki Luoma-aho: Matematiikan peruskésitteiden historia

Funktiosta

Gaussin jalanjiljissa

K. Viisald: Algebra

Ylakoulun geometriaa

Geometrisen todistamisen harjoitus

K. Viisila: Geometria

Lukuteorian diplomitehtavét
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Matikkaluotsi, avuksi oppimisvaikeuksiin

Marjatta Nddatanen
Helsingin yliopisto

Marja Driger: Matikkaluotsi — Matematiikkavaikeuden
tunnistaminen ja kuntouttava opetus. Elli Early Lear-
ning Oy, 2015.

MATIKKALUOTSI

Matematiikkavaikeuden tunnistaminen
ja kuntouttava opetus

Marja Dréger

Lukivaikeuksia on hoidettu jo pitkéién,
mutta myos matematiikan oppimisvai-
keuksia voidaan hoitaa

Arviot matematiikkakuntoutusta tarvitsevien oppilai-
den méirasta vaihtelevat n. 10 % molemmin puolin eri
tasoilla alkuopetuksessa. Marja Drégerin kirjalla on siis
paitsi yksildiden, my6s yhteiskunnan kannalta merki-
tystd. Tatd korostaa Drigerin 20 vuoden kokemuksen
tulos: ensimmaéisind kouluvuosina annetun tuen seu-
rauksena oppilaat eivit endd tarvitsekaan tukea ylem-
milla luokilla vaan saatuaan perustason kuntoon voivat
edetd muun luokan mukana. Kuntouttavan opetuksen
kesto on lyhin, jos se voidaan aloittaa varhain, ja mate-
matiikan kumuloituvuuden takia on aikuisenkin tyos-
tettdva jopa ensimméisen luokan oppisiséltdja, jos pe-
ruskésite, lukukésite hallitaan puutteellisesti.

Dréagerin kirja késittelee yksityiskohtaisesti neljan en-
simméisen luokan matemaattisten perustaitojen kun-
touttavaa opetusta ja esittelee kiytetyt vilineet. Kun-
touttavaa opetusta matematiikan keskeisisté sisalloisté
on annettu 1-6 luokan oppilaille ja Dréigerin kokemuk-
sen mukaan melkein kaikkia voidaan auttaa. Opetus
on yksilollistd, kokemus on osoittanut, ettei 2-3 oppi-
laan ryhméopetuksesta ollut hyotya. Etenemisen tah-
ti médrdytyy lapsen mukaan ja kuntoutusta jatketaan,
kunnes lapsi padsee luokkansa tasolle ja pystyy jatka-
maan matematiikan opiskelua muun luokan mukana —
nyt ilman tukea. Alussa tulisi kehittya lukuméaéran séi-
lyvyys; lukukésite, sitten peruslaskutoimitukset. Lah-
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totaso kartoitetaan ja oppilasta havainnoidaan testin
aikana. Dréger kertoo, ettéd oppimisen edistyessé opet-
taja voi ndhda lapsen kehonkielestd ryhdin paranemi-
sen ja katsekontaktin, matematiikka muuttuu ymmar-
rettdvaksi ja mielekkéddksi aineeksi, arvosanat nouse-
vat. Jatkokoulutuksen ja jatko-opintojen este viistyy
samoin kuin mahdollinen syrjéytymisen riski.

Matematiikan merkitysta mietti myos Erik Haggman.
Hén tutki vuosien 2000-2005 opiskelijavirtatilastoista
peruskoulun péattineiden sijoittumista koulutukseen
ja tyoeldaméadn ja 10ysi kymmenien tuhansien ”kadon-
neiden” nuorten joukon, joka ei ollut opinnoissa, tois-
sd, tai muussa vastaavassa. Han epdili, ettd suurin syy
saattoi olla riittaméaton matematiikan pohja. Tulee-
han kaikissa ammattiopinnoissakin vastaan symbolita-
son asioita, kuten matematiikan kaavoja.

Matematiikan rakenteen kaytto opetuk-
sen perustana

Kuntouttavassa opetuksessa matematiikan oppimisvai-

keuksia tyostetddn konkreettisten vélineiden avulla. It-
se tekeminen ja oivallus auttavat ymmartdméan, mi-
ten matematiikan eri asiat liittyvat toisiinsa; koko ajan
kéytetddn perustana opetuksessa matematiikan raken-
netta. Esimerkiksi lukualuetta laajennettaessa kéyte-
tddn analogiaa.

Ymmairrysti seuraa motivaatio

Tulos ymmarrystéd seuraavasta motivaatiosta on saatu
Suomenkin tutkimuksissa (Perusopetuksen matematii-
kan oppimistulosten pitkittdisarviointi vuosina 2005—
2012, toim. Jari Metsdmuuronen, 2013), mutta silti
edelleen néytetddn uskottavan, ettd motivoinnista on
aloitettava — mutta itse asiassa siis matematiikan op-
piminen riittdd motivoimaan. Saman olen huomannut
Solmun matematiikkadiplomien tehtévistd: omalle ta-
solle sopivat dlylliset haasteet kiinnostavat oppilaita ja
onnistumisesta saatu ilo kannustaa jatkamaan.

Verkko-Solmun artikkeleita matematiikan historiasta

Osoitteesta matematiikkalehtisolmu.fi/yhteiskunta.html 16ytyvid artikkeleita:

Matti Lehtinen: Matematiikkaa muinaisuudesta — Itdmaan tietdjien laskentoa

Johan Stén: Bernoullien merkillinen tiedemiesdynastia

Matti Lehtinen: Miten integroitiin, kun ei vield osattu integroida?

Matti Lehtinen: Suomen matematiikan tahtinimet

Matti Lehtinen ja Vadim Kulikov: Emmy Noether mursi sukupuolirajan

Matti Lehtinen: Suomen matematiikan pioneereja

Eero Raaste: Aidinkielend luvut — Srinivasa Ramanujanin syntymésti 120 vuotta

Vadim Kulikov: Ensimmaisten kuuluisien naismatemaatikkojen henkilokuvia, Sofia Kovalevskaja

Matti Lehtinen: Matematiikka esilla Helsingin yliopiston museossa

Matti Lehtinen: Kaksi syntymépéivisankaria

Antti Rasila: Mercatorin kartta

David Acheson: 1089 ja muita matemaattisia yllatyksid

Mika Koskenoja: Sattuman matematiikkaa I — klassinen todennékéisyys

Jorma Merikoski: Kompleksiluvuista ja kvaternioista

Marjatta Nadtanen: Naisten matematiikan opiskelusta Ranskassa vuosina 1801-2001

Kalevi Suominen: Diofantoksen ongelmat
Teemu Mehti6: Tangram

Janis Kiinnap: Pythagoraan lause

Matti Lehtinen: Roomalaiset numerot — laskentoa ilman kertotaulua

Matti Lehtinen: Matematiikan sanoja

sisallysluetteloon
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Symbolisesti metsassa’

Pekka Alestalo

Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
matematiikan ja systeemianalyysin laitos
pekka.alestalo@aalto.fi

Lasketaanpa integraali

Sykloidit ovat tasokayrié, joiden kaarenpituuden laske-
minen johtaa integraaliin

! \/1 — cos(nz) dz, (1)

0

kun n > 1 on kokonaisluku.

7-kdrkinen hyposykloidi ympyrin sisdlld.

Integraalia ei 16ydy MAOLin taulukkokirjasta, jo-
ten kokeillaan symbolisella laskimella. Esimerkiksi TT-
nspire CAS -laskimella ja Casion ClassPad 330 -laski-

1 Otsikko on vadnnés kirjan [4] nimesta.

mella integraalin likiarvoksi saadaan 5,656854, jos lu-
vulle n annetaan konkreettinen lukuarvo. Tulos néyt-
tdd siis olevan riippumaton luvusta n.

Integraalien tarkkoja arvoja tai tulosta yleiselld n laski-
met eivit pysty muodostamaan, joten otetaan kdyttoon
jaredmmét symbolisen laskennan tyokalut: Mathema-
tica ja Maple. Valitaan ohjelmalle aluksi konkreettinen
lukuarvo, vaikkapa n = 10000.

Mathematican syntaksilla kirjoitetaan
Integrate[Sqrt[1-Cos[10000 x]],{x,0,2 Pi}]

Kolmen ja puolen minuutin kuluttua ohjelma antaa
vastauksena

2m
/ v/ 1 —cos(10000z) dz =
0

1
12502

Lasku oli ilmeisesti hankala, koska yleensé integraalin
arvo saadaan, jos ei nyt aivan silmanrapéyksessé, niin
ainakin parissa sekunnissa. Liséksi tuloksen likiarvo ei
ole ldhelldkéan laskinten antamaa vastausta.

Tamaé herdttdd sen verran epailyksid, ettd lasketaan
vield Maplella. Kaskylla

> int(sqrt(1-cos(10000%x)) ,x=0..2%Pi)

sisallysluetteloon
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saadaan 35 sekunnin kuluttua vastaus

27
V/1 = cos(10000z) dz = 4v/2,

0

jonka likiarvo on sama kuin laskinten antama tulos.

Vielé yksi epatoivoinen yritys: Ilmainen symbolisen las-
kennan ohjelma Sage [5] tarjoaa integraalin arvoksi nol-
laa, miké ei tietenkéddn ole positiivisen funktion inte-
graalille mahdollista.

Tésséd on nyt selviisti jotakin himiria.?

Symbolista laskentaa

Symbolisen laskennan vaaroista 16ytyy varoittavia esi-
merkkejd internetin keskustelupalstoilta, blogeista [2]
ja my6s matemaatikkojen tieteellisistd lehdistad [1].
Opiskelijoille ja opettajille yksi tuttu esimerkki on ke-
vaan 2015 pitkdn matematiikan ylioppilaskirjoituksis-
ta, jossa osa laskimista ei 16ytdnyt tavallisella solve-
kiskylld yhtilon 2v/1 4 x = /22 ratkaisua = = 0. Las-
kinten antama tulos on tietysti puutteellinen, mutten
uskalla vaittad, ettd se on tdysin pdaton. Myos tdmén
kevddn pitkdn matematiikan tehtévissd 12 laskinrat-
kaisua yrittédva kokelas tormési ongelmaan, joka on itse
asiassa hyvin lahella ylld laskettua integraalia. Palaan
tdhén kirjoitukseni lopussa.

Y14 olevissa laskuissa kéytettiin kahta tdméan hetken
johtavaa symbolisen laskennan ohjelmaa: (aakkosjér-
jestyksessé) Maplea ja Mathematicaa. Niiden kaupalli-
set versiot maksavat yli 2000 euroa, mutta suppeam-
pia opiskelijaversioita myydadn n. 100 euron hintaan.
En ole testannut laskuja kaikilla ylioppilaskirjoituksis-
sa kéytettavillad laskimilla, mutta jos ym. hinnoilla on
mitdén katetta, niin on vaikea odottaa parempia tulok-
sia. Todettakoon lisdksi, ettd Mathematican ”verkko-
versio” Wolfram-alpha ei saa ylla olevasta integraalista
mitadn jarkevad tulosta tunnin sisalla.

Lasketaan kasin

Miké vastaus on oikein? Ainoa tapa selvittdd asia on
laskea késin.

Itse asiassa integraalin laskeminen yleiselld paramet-
rilla n on ldhes yhta helppoa kuin arvolla n = 1. Jo-
kainen 1. vuoden yliopistomatematiikan integrointisul-
keiset kunnialla selvittdnyt nikee nimittdin heti, etta
integraali voidaan laskea kayttadmalld kaksinkertaisen
kosinin kaavaa seuraavalla tavalla: Koska

cos(nx) = cos(2(nx/2)) = 1 — 2sin?(nx/2),

niin
1 — cos(nx) = 2sin®(nx/2).

Tésta seuraa, etté

V1 = cos(nz) = V24/sin®(nz/2) = 2| sin(nz/2)|.

1.4

1

0.6

0
T T 3n T S 3mn T7n 2m
4 2 4 4 2 4

Kuvaaja arvolla n = 10.

Ottamalla huomioon lausekkeen sin(nz/2) jaksollisuu-
den ja merkkivaihtelun vililld = € [0, 27| saadaan inte-
graalin arvoksi

27 27 /n
V1 —cos(nz)dx = \/571/ sin(nz/2) dx
0
=42

kaikilla kokonaisluvuilla n > 1. Maple oli siis talla ker-
taa oikeassa!

0

Miksi Mathematica antaa védran vastauksen? Siihen on
vaikea vastata, koska kaupallisten ohjelmistojen koo-
dit eivéit ole julkisia. Tuloksia vertaamalla huomataan
kuitenkin, ettd vastausten suhde on 10000, joten Mat-
hematican vastaus on vain yhden sini-nyppyldn pinta-
ala. Ohjelman dokumentaatiossa mainitaankin tilan-
teesta, jossa lilan monessa palassa méaritellyn funk-
tion integroimista voi (yrittdd) helpottaa esimerkiksi
apukaskylla

MaxPiecewiseCases = Infinity.

Talla ei kuitenkaan ndytd olevan vaikutusta kirjoi-
tuksen aiheena olevan integraalin kohdalla. Kayttajan
kannalta piddn kuitenkin suurimpana ongelmana sité,
ettd ohjelma antaa vddrdn vastauksen varoittamatta
lainkaan mahdollisesta ongelmasta. Pienentdmalla lu-
kuarvoa 10 000 huomataan, ettd Mathematican vastaus
muuttuu oikeaksi jossakin lukujen 1000 ja 10000 valil-
14.

En kuitenkaan antaisi edes Maplelle puhtaita paperei-
ta kyseessé olevan integraalin kohdalla. Kun ohjelmaan
syottad integraalin (1) symbolisella positiivisen koko-
naisluvun arvolla n

> assume(n,posint)

niin oikea vastaus 4v/2 tulee silménripiyksessi, vaikka
konkreettinen tapaus n = 10000 kestédéd yli puoli mi-
nuuttial My6s Maplen integroimisalgoritmeissa néyt-
tad olevan viela toivomisen varaa. Mathematican koh-
dalla laskut yleiselld n menevéat vield hankalammiksi.

2Laskut on tehty tammikuussa 2016 Maplen ja Mathematican uusimmilla versioilla. On tiysin mahdollista, ettd ohjelmistojen
paivitys poistaa ongelmat miné pédiviana tahansa. Sen sijaan laskimissa ei valttamatta ollut uusimpia ohjelmaversioita.

sisallysluetteloon
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Kysyin asiasta Simo Kivelélté, joka kirjoittaa aiheesta
blogissaan [3].

Yhteenvetona taytyy korostaa myos Kiveldn mainitse-
maa periaatetta, jonka mukaan vihankin epailyttavien
symbolisten laskujen tukena pitéisi aina kéyttaa seka
graafisia ettd numeerisia tarkistuksia, jos se vain on
mahdollista.

YO-tehtiava 12/kevit 2016

Integraali (1) palautuu muuttujanvaihdolla® ¢ = nx ja
yll& mainituilla kaavoilla muotoon

2 2nm
/0 V1 —cos(nz)dx = \T/f/o | sin(t)] dt.

Koska funktio g(t) = |sin(¢)| on w-jaksollinen, niin

2nm ™
/ |sin(t)| dt = 2n/ sin(t) dt = 4n.
0 0

Ensimmaisen yhtdlon geometrista perustelua kaivat-
tiin otsikossa mainitun YO-tehtdvan a-kohdassa, mutta
vain tapauksessa n = 1.

IM
0
b 2n 3n 4n Sn 61

Kuvaaja tapauksessa 2n = 6.

Saman tehtdvin b-kohdassa oli tarkoitus muodostaa in-

tegraalifunktion
/ | sin(t)| dt
0

lauseke muuttujan arvoilla 0 < z < 27. TAmA& néyttaa
olevan hieman liian vaikeaa sekd Maplelle ettd Mathe-
maticalle, laskimista puhumattakaan. Maple ja Mathe-
matica osaavat kylld piirtdd integraalifunktion kuvaa-
jan oikein, mutta lausekkeiden sieventdminen edes tyy-
dyttdvadn muotoon ei ndytd onnistuvan yleiselld muut-
tujan arvolla = > 7.

Ehkapa kasin laskemisessa on vield toistaiseksi jokin
pointti?

Viitteet

[1] A.J. Durdn, M. Pérez, J.L. Varona: The misfortu-
nes of a trio of mathematicians using Computer
Algebra Systems. Can we trust them? Notices of
the American Mathematical Society, Vol. 61, 1249—
1252, 2014.

[2] http://simokivela.blogspot.fi/
Blogi 21.11.2015: Mitd symbolilaskentaohjelmalta
voi odottaa ja mité ei?

[3] http://simokivela.blogspot.fi/
Blogi 12.4.2016: Mit& symbolilaskentaohjelmalta

voi odottaa ja mité ei, osa 2.

[4] Osmo Pekonen (toim.): Symbolien metséssd. Art
House, 1992.

[5] http://www.sagemath.org/index.html

3Muuttujanvaihto ei kuulu lukion varsinaiseen sisiltéén, mutta sité késitellddn joissakin valinnaisen kurssin 13 oppikirjoissa.
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Valintaperusteiden kertomaa'

Jouni Pursiainen

kemian professori ja OuLUMA-keskuksen johtaja, Oulun yliopisto

Mitd aineita lukiossa kannattaa lukea? Oulun yliopis-
ton opiskelijavalinnan perusteet kertovat siitd, mitd
lukioaineita yliopisto-opinnoissa tarvitaan ja arvoste-
taan.

Lukiolla on yleissivistdvd tehtévéd, mutta lukion tu-
lee my6s luoda valmiuksia opinnoille yliopistoissa ja
ammattikorkeakouluissa. Téssd kaydaan lapi ylioppi-
lastutkinnon ainevalintojen ja kirjoitusten arvosanojen
merkitystd Oulun yliopiston opiskelijavalinnassa 2016,
keskittyen LUMA-aineisiin. Erilliset paésykokeet on ja-
tetty tarkastelun ulkopuolelle. Opiskelijavalinnan pe-
rusteet eiviat synny sattumalta, vaan koulutusohjel-
mat valmistelevat niitd huolella, tavoitteena saada par-
haat mahdolliset opiskelijat alalle. Opiskelijavalintatie-
to auttaa osaltaan tekeméén onnistuneita ainevalintoja
lukiossa.

Kansallinen tilanne

Vuonna 2015 Suomessa valmistui 30618 ylioppilas-
ta, joista pitkdn matematiikan kirjoitti 10335 (33.8
%) ja lyhyen matematiikan 14216 (46.4 %). LUMA-
reaaliaineista biologian kirjoitti 5988 (19.6 %), fysiikan
5158 (16.8 %), kemian 4841 (15.8 %) ja maantieteen
3322 (10.8 %) ylioppilasta (Lahde: Ylioppilastutkinto-
lautakunta).

Vuonna 2015 yliopistoihin valittiin Suomessa yhteen-
sd 18714 opiskelijaa, joten nédiden lukujen valossa yli-

opistollinen opiskelupaikka on tarjolla 61 %:lle yliop-
pilaista. Néistéa aloituspaikoista LUMA-koulutusaloilla
oli 10351 (55 % aloituspaikoista) (Lédhde: Vipunen).
Téassd LUMA-koulutusaloiksi on luokiteltu seuraavat:
luonnontieteellinen, teknillistieteellinen, kauppatieteel-
linen, lddketieteellinen ja maatalousmetsitieteellinen
koulutusala, sekd hammaslddketiede, eldinlddketiede,
terveystieteet ja farmasia. Namé luvut kertovat karua
kieltdén valtakunnallisesta tilanteesta. Pitkdn matema-
tiilkan kirjoittaneiden maérd on likimain sama kuin
LUMA-koulutusalojen aloituspaikkamééara, joten pit-
kén matematiikan avulla on oivat mahdollisuudet saa-
da opiskelupaikka. Fysiikan ja kemian kirjoittaneiden
méadrd ei riitd tdyttdmadn edes luonnontieteiden (3243)
ja teknillisten tieteiden (2566) yhteenlaskettuja aloitus-
paikkatarpeita! Tilannetta toki helpottaa se, etta fysii-
kan tai kemian kirjoittaneiden yhteenlaskettu maéra
on fysiikan ja kemian lukuja suurempi ja myos se, et-
ta kaikki fysiikkaa tai kemiaa lukeneet eivit ole niité
kirjoittaneet. Silti voi sanoa, ettd LUMA-osaajista on
kansallinen puute.

Oulun yliopisto on monitieteinen yliopisto, jossa on
10 tiedekuntaa ja 40 sellaista koulutusohjelmaa, joi-
hin otetaan opiskelijoita suoraan lukiosta. Kevéan 2016
yhteisvalinnassa néissd koulutusohjelmissa on 1810
aloituspaikkaa, jos tarkastelun ulkopuolelle jatetddn
maisteriohjelmien valinnat ja siirto-opiskelijat. Ou-
lun yliopisto on kansallista keskiarvoa hiukan LUMA-
painotteisempi: LUMA-tiedekunnissa on noin 3/4 aloi-
tuspaikoista.

ITeksti on muokattu OuLUMA-keskuksen verkkosivuilla 11.2.2016 ilmestyneesti samannimisesté kirjoituksesta.
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Kuva 1: Reaaliaineet Oulun yliopiston valintaperusteissa, joko erikseen nimettying (A) tai madrittelemattoman

otsikon "reaaliaine” alla (B).

Matematiikka ja reaaliaineet Oulun yli-
opiston valintaperusteissa

Miten ylioppilaskirjoitusten tuloksia kédytetdan Oulus-
sa valintaperusteina? Téssd rajoitutaan matematiik-
kaan ja reaaliaineisiin siten, ettéd kullekin ylioppilaskir-
joitusten arvosanalle on méaritelty kussakin koulutus-
ohjelmassa suhteellinen maksimiarvo 1. Taméan saavut-
taa, jos oppiaine on suoravalintaehto tai jos oppiaineen
arvosana edustaa pisteytyksessia maksimitasoa. Jos esi-
merkiksi pitkdn matematiikan ylioppilaskokeen lauda-
tur antaa 10 pistettd (maksimipistemédra ko. koulutus-
ohjelman valintaperusteissa), on pitkdn matematiikan
suhteellinen arvo 10/10. Jos téll6in lyhyen matematii-
kan laudaturista saa 6 pistettd, on lyhyen matematii-
kan suhteellinen arvo 6/10. Niin saadut arvot paino-
tetaan aloituspaikkojen méaralla koulutusohjelmittain.
Eli 100 aloituspaikan koulutusohjelmassa pitkd mate-
matiikka saisi esimerkissd painotuksen 100 ja lyhyt
60. Néiden lukujen summa (yli kaikkien koulutusoh-
jelmien) jaettuna aloituspaikkojen méaaralla 1810 vas-
taa kyseisen lukion oppiaineen merkitysta prosentteina
Oulun yliopiston aloituspaikoista.

Reaaliaineiden kohdalla tarkastelundkokulmia on kak-
si, riippuen vaihtoehtoisten aineiden kasittelytavasta
(Kuva 1). Késittelytapa A antaa vertailuluvun vain
niille reaaliaineille, jotka on nimetty valintaperusteek-
si, erikseen tai vaihtoehtoisina. Taysi vertailuarvo an-
netaan siis silloin, kun vaihtoehdot ovat erikseen ni-
metyt, kuten “kemia tai fysiikka, parempi arvosana’.
Valintakriteeri "kaksi parasta reaaliainetta” (tms.) ei
sen sijaan tuo vertailulukua millekddn reaaliaineelle
erikseen, mutta tuottaa otsikon “reaaliaine” kohdalle
vertailuarvon, jonka maksimi on 1. Kaésittelytapa A
kuvastaa koulutusohjelmien ilmaisemia osaamistarpei-
ta. Késittelytapa B antaa vertailuarvon jokaiselle niis-
td reaaliaineista, jotka sisdltyvédt mainittuun laajem-
paan joukkoon (kuten “kaksi parasta reaaliainetta”).
B-nakokulma katsoo asiaa hakijan kannalta, antaen

tédyden painon jokaiselle oppiaineelle, jotka hénelta voi-
daan laskea valintapisteiksi.

Ylioppilaiden ainevalinnat vs. valintape-
rusteet

Valintaperusteiden painotukset saavat konkreettista
merkitysté, kun niitd verrataan kunkin lukioaineen kir-
joittajien %-osuuksiin. Valintaperusteena pitkai mate-
matiikkaa kayttdd perati 93 % aloituspaikoista ja ly-
hyttd matematiikkaa 59 %. Silti pitkdn matematiikan
kirjoittaa vain 34 % ylioppilaista (Kuva 2) ja lyhyen
46 %. Lyhyttd matematiikkaa kiytetdan valintaperus-
teena jokseenkin yhté usein kuin pitkadédkin, mutta sen
pisteytys on huonompi. Pisteytyksissa hyvin kirjoitettu
lyhyt matematiikka voi olla yhtéd arvokas kuin huonosti
kirjoitettu pitka matematiikka, mutta hyvin kirjoitettu
pitkd matematiikka on todellinen valttikortti useimpiin
koulutusohjelmiin.

Perinteiset LUMA-reaaliaineet fysiikka, kemia ja biolo-
gia nayttaytyvat samassa valossa kuin pitkd matema-
titkkka (Kuva 3). Nimeltd mainiten fysiikka esiintyy va-
lintaperusteissa 43 %:ssa, kemia 44 %:ssa, biologia 35
%:ssa ja maantiede 11 %:ssa aloituspaikoista. Jos mu-
kaan otetaan my0s ndmé oppiaineet otsikon "reaaliai-
ne” alta ovat vastaavat luvut: fysiikka 66 %, kemia 66
%, biologia 57 % ja maantiede 52 % (Kuva 1). Kirjoit-
tajien maarat ovat paljon pienempii, valilla 15-20 %.
Hiukan lievemmin my6s maantiede seuraa samaa tren-
dié. Se, ettd 80-85 % ylioppilaista ei kirjoita fysiikkaa,
kemiaa tai biologiaa, on ongelma, koska nédiden oppiai-
neiden merkitys valintaperusteina on suuri. Syyna voi
olla valintaperustetiedon puutteen ohella se, ettd nama
oppiaineet koetaan vaikeina tai tyolaina.

Terveystietoa, psykologiaa, yhteiskuntaoppia kirjoite-
taan enemmén (23-37 %) kuin LUMA-reaaliaineita,
vaikka ne juuri ja juuri 16ytyvat nimeltd mainittuina
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Oulun yliopiston valintaperusteissa. Naiden oppiainei-
den merkitys on l&hinné yleissivistava.

93 %

100 %
90 %
80 % 59 %

70%

60% 46 %

[ l

Matem.
lyhyt
Valintaperusteet 2016

50%
40 %
30%
20%
10%

0%
Matem.
pitka

B Ylioppilaat 2015

Kuva 2: Matematiikan kirjoittaneiden osuus vuoden
2015 ylioppilaista ja matematiikka Oulun yliopiston va-
lintaperusteissa 2016.

Lukioaineiden ja valintojen merkitykses-
ta

Erityisesti matemaattis-luonnontieteellisissid aineissa
kirjoittajien ja yliopistollisen tarpeen vélinen epdsuhta
on valtakunnallinen ongelma. Opiskelupaikkoja riittda

matemaattisesti orientoituneille nuorille, mutta muut
(enemmistd) joutuvat kilvoittelemaan lukuméériises-
ti vihemmista ei-matemaattisista koulutuspaikoista ja
moni jid ilman. Se, mikd on tuntunut mielenkiintoi-
selta lukiota aloittaessa, ei valttdméatta vastaa tdmén
maailman tarpeita.

Kyse on my6s suomalaisten mahdollisuuksista parja-
td muuttuvassa maailmassa. Maan taloudellinen tule-
vaisuus, vientiteollisuuden kautta, on kiinni LUMA-
aineissa, olipa kyse ICT-alasta, kemian teollisuudesta,
kaivosalasta, biotaloudesta tai metsd- tai terdsteolli-
suudesta. Luonnontieteellistd osaamista tarvitaan laa-
jalti myos suljetulla sektorilla, esimerkiksi ladketieteis-
Sé.

Keskeisié yhteiskunnan ja elinkeinoeldmén tulevaisuut-
ta koskevia ratkaisuja tekevéit 15-16-vuotiaat nuoret.
Heilla ja heiddn vanhemmillaan on oikeus tietdd, teh-
dessddn valintoja peruskoulun jalkeisistd opinnoista,
mité niista ratkaisuista seuraa. Lukiossa paljon auttaisi
jo sekin, jos alussa keskityttéisiin pakollisiin. Keskeiset
ainevalinnat lykkaytyisivat tuonnemmaksi, jolloin rat-
kaisut eivat endd perustuisi yldkoulusta periytyneeseen
asenneilmapiiriin.

Ikdluokkien pieneneminen rasittaa maan tulevaisuutta
monella tavalla jatkossa, mutta yliopistoissa LUMA-
aineita koskeva epédsuhta kéarjistdd tilannetta vield no-
peammin. Lukiolaisen kannattaa valita huolella yliop-
pilaskirjoituksiin ne oppiaineet, ”valintojen valttikor-
tit”, joiden avulla hén tavoittelee opiskelupaikkaa. Pa-
nostaminen matemaattis-luonnontieteelliseen osaami-
seen on mainio sijoitus tulevaisuuteen.
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Kuva 3: Reaaliaineita kirjoittaneiden osuus vuoden 2015 ylioppilaista ja reaaliaineet Oulun yliopiston valintape-

rusteissa 2016.
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Tasograafit ja varitykset: ratkaisuita ongelmiin

Esa V. Vesalainen
Basque Center for Applied Mathematics

Edellisen numeron graafiaiheisessa artikkelissa! oli lo-
pussa kolme ongelmaa pohdittavaksi niille lukijoille,
jotka sellaista kaipaavat. Téssd on niille esimerkkirat-
kaisuita.

Ongelma 1

Onko Petersenin graafi tasograafi? Mikd on pienin
madrd varejd, jolla Petersenin graafin karjet voi vdrit-
taia? Onko Grotzschin graafi tasograafi? Mikd on pienin
madrd varejd, jolla Gritzschin graafin kdrjet voi vdrit-
taa?

Kuva. Petersenin ja Grotzschin graafit.

Téssé siis graafi oli tasograafi, jos sen pystyi piirtdméaan
tasoon niin, etta sen kérjet piirretdén pisteiksi, ja sér-
mid kuvataan karkia yhdistavilla viivoilla, jotka eivat
saa leikata eivatké koskettaa toisiaan kuin vain sdrmien
pédtepisteind olevissa kéarjissd. Edelleen, karkien véri-
tyksistéd vaadittiin, ettd sdrmaélla yhdistetyt kérjet aina
varitetdan eri vareilla.

Ratkaisu: tasoon piirtdminen. Kumpikaan graa-
feista ei ole tasograafi, minké voi osoittaa esimerkiksi
Kuratowskin lauseella.

Petersenin graafista 10ytéé graafin K3 3 osavéleihinjaon
esimerkiksi néin:

2 2
a - A' c a ‘ c
— >
1 2 3
Grotzschin graafista puolestaan 10ytdd graafin K3
osavileihinjaon esimerkiksi ndin:

Jos emme halua kayttdd Kuratowskin lausetta, niin
voisimme osoittaa, etteivit tarkasteltavat graafit ole ta-
sograafeja, myos suoraan kiyttden artikkelissa' esitel-
tyjd ideoitas:

LVESALAINEN, E. V.: Tasograafit ja viritykset, Solmu, 1/2016, 7-13.
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Tehdéédn vastaoletus, ettd Petersenin graafi olisi taso-
graafi, ja oletetaan, ettd se on piirretty tasoon siten,
etteiviat mitkadn kaksi sdrmid kuvaavaa viivaa leikkaa
toisiaan, paitsi mahdollisesti kérjissé, tietenkin. Talloin
kéarkien lukuméérd on v = 10, sdrmien lukumééré on
e = 15, ja Eulerin kaavan nojalla alueiden lukumééréan
onoltava f=24+e—v="T.

Toisaalta, lasketaan jokaiselle alueelle, kuinka montaa
sdrmid se koskettaa, ja lasketaan ndmaé lukuméérat yh-
teen luvuksi N, muistaen tietenkin laskea sdrmé mu-
kaan kahdesti, jos se koskettaa molemmilta puoliltaan
samaa aluetta. Tietenkin jokainen sarma lasketaan jal-
leen kahdesti, eli N = 2e. Toisaalta, ei ole vaikea va-
kuuttua siitd, ettd jokaista aluetta téytyy reunustaa
ainakin viisi sérméé, eli on oltava N > 5f. Mutta nyt
olisi siis oltava

30=2e=N >=5f =35,
miké on tietenkin mahdotonta.

Grotzschin graafille sama todistus toimii melkein sellai-
senaan: On helppo tarkistaa, ettd jos Grotzschin graafi
olisi piirretty tasoon niin, etteivit mitkdan kaksi sen
sdrmié kuvaavaa viivaa leikkaisi, kédrkid lukuun otta-
matta, niin olisiv = 11, e =20 ja f =24+20—11 = 11,
ja lisdksi jokaista aluetta reunustaisi vahintddn nelja
sarmaé, jolloin saisimme epayhtalon

40 =2e =N > 4f = 44,
mikd puolestaan antaisi meille ristiriidan.

Ratkaisu: viritykset. Aloitetaan havaitsemalla, etta
Petersenin graafin kirjet voi varittdd kolmella eri véril-
14 ja Grotzschin graafin kérjet neljéallé eri varilla:

Petersenin ja Grotzschin graafeista myos helposti né-
kee, ettei kummankaan kéarkid voi varittdd vain kahta
varid kdyttden, esimerkiksi siksi, ettei kummankaan ul-
kokehén viitta karked voi varittdéd vain kahdella varilla.
Petersenin graafin osalta olemmekin siis jo valmiit.

Yritetdan siis vérittad Grotzschin graafin kérjet kolmel-
la eri varilld 1, 2 ja 3. Ilman yleisyyden menettamista
voimme varittdd keskimmaéisen karjen véarilld 1.

Jos vérittaisimme keskuskérjen naapurit kaikki samal-
la varilld, joksi voisimme valita vérin 2, niin ulkokehén
viisi kéarkea olisi véritettdava kaytettavissd olevilla vé-
reilld 1 ja 3:

Tama ei tietenkaddn ole mahdollista.

Siis kdrjen 1 naapureissa tadytyy esiintyd molempia vé-
reistd 2 ja 3. Ilman yleisyyden menettamistd voimme
valita, ettd varid 2 on esiinnyttdvd enemmaén kuin vé-
rid 3. Jos vari 3 esiintyisi tdsmélleen kerran, niin tal-
16in ulkokehélle tulee ainakin kahdesti véri 1 ja kerran
vari 3:

Mutta nyt alarivin kaksi kédrked tuottaisivat ilmeisen
ongelman, sillé ne olisi molemmat véritettava varilla 3.

Keskuskérjen naapureista siis kaksi on véritettava vé-
rilld 3 ja kolme varilla 2. Nyt meilld on kaksi tapausta
sen mukaan, miten vérilla 3 véritetyt naapurit sijoittu-
vat:

Mutta molemmissa tapauksissa molemmat alimmista
kahdesta kéarjestd olisi varitettava varillda 1, mikd on
mahdotonta. Taten Grotzschin graafin karkié ei voi vé-
rittdd vain kolmea vérid kiyttéen, ja olemme valmiit.

Ongelma 2

Miten edellisen numeron graafiartikkelissa’ annettua
vitstvarilauseen todistusta voi yksinkertaistaa, jos halu-
taankin osoittaa vain se heikompi tulos, ettd tasograafin
karjet voi varjatd kuudella varilla?

Ratkaisu. Kaytdmme viisivirilauseen todistusta seu-
raten induktiota graafin kirkien lukumééran suhteen.
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Jos tasograafillamme on enintdén kuusi kérkeéd, voi ne
selvisti varittda kuudella eri vérilld. Oletetaan sitten,
ettd N € Z, on sellainen, ettd tieddmme véitteen to-
deksi enintdén N kéarjen tasograafeille, ja otetaan tar-
kasteluun mielivaltainen N + 1 karked sisaltava taso-
graafi.

Jos tarkasteltava IV + 1 kérjen tasograafi ei ole yhte-
néinen, niin sen jokainen yhtenéinen osa sisiltda enin-
tadn N karked, ja yhtendiset osat voi varittda yksitel-
len erikseen enintddn kuutta vérid kayttden. Voimme
siis huoletta olettaa, ettd tarkastelemme N + 1 kérjen
yhteniista tasograafia.

Tieddmme, ettd tarkasteltavassa graafissa on jollain
kérjelld = enintddn viisi naapuria. Poistamme kérjen
x ja siihen liittyvét sdrmét hetkeksi, jolloin jiljelle jéa
N kérjen graafi, jonka kérjet voimme varittda kuudel-
la varilla halutulla tavalla. Lisédmme nyt kdrjen z ja
sithen liittyvét sdrmét takaisin graafiin. Jos voimme jo-
tenkin laajentaa vérityksen koskemaan kérked x, mah-
dollisesti véritysta sopivasti muokkaamalla, niin olem-
me valmiit.

Ja nyt olemme kohdassa, jossa todistus yksinkertaistuu
merkittavasti: nimittdin karki x voidaan aina varittaa
eri varilld kuin naapurinsa, yksinkertaisesti siksi, etté
silld on enintddn viisi naapuria, mutta véreja on kéy-
tettavissa kuusi.

Ongelma 3

Ovatko seuraavat graafit eri graafeja vai sama graafi?

O

Ratkaisu. Télla ongelmalla on oikein miellyttavé rat-
kaisu. Numeroidaan ensin vasemmanpuoleisen graafin
karjet 1,2, ..., 7, ja piirretdédn graafi sen jalkeen uudel-
leen siten, ettd kérjet laitetaan kehdén lavistédjid seu-

raillen:
1 1
2 7 3 6
3 6 5 4
4 5 7 2

Ja ndin saatiinkin tehtdvinannon oikeanpuoleinen
graafi!

Matematiikan hammastyttiava tehokkuuus luonnontieteissa

Nobelin fysiikan palkinnon saaja E. P. Wigner kirjoitti artikkelissa, jonka otsikko on Matematiikan

hémmaéstyttava tehokkuuus luonnontieteisséa:

"Matematiikan kielen ihmeellinen sopivuus fysiikan lakien formulointiin on suurenmoinen lahja, jota
emme ymmaérrd emmeké ansaitse, meidén tulisi olla kiitollisia siitd ja toivoa, ettd se pysyy voimassa
myo0s tulevaisuudessa ja ettd sitd voidaan laajentaa monille muillekin tieteen aloille, seurasi siita sitten

mielihyvaa tai hdmmennysta.”

N. Bourbakin artikkelissa "Matematiikan arkkitehtuuri” sanotaan:

"Nykyfysiikan viimeiset keksinnot ndyttavat vahvistavan, mitd odottamattomimmalla tavalla, kokeel-
lisesti havaittavien ilmididen ja matemaattisten struktuurien vélisen laheisen yhteyden. Kuitenkaan
emme tiedd yhtddn mitddn tdmén tosiasian perusteista ja ehkd emme koskaan tule tietdméaank&an.”

sisallysluetteloon



16 sisallysluetteloon

Solmu 2/2016

Pepin keppihevoset, toisen asteen yhtilo ja Newton

Samuli Siltanen

matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Karaoken peruskauraa on Aikuinen nainen, rockin
Stairway to heaven ja matematiikan tietenkin Toisen
asteen yhtdlon ratkaisukaava. Tieddttehdn: olkoon teh-
tavana loytaa x, joka toteuttaa yhtalon

azx? 4+ bz + ¢ = 0.

Té&lloin joko muistamme ulkoa tai kaivamme taulukko-
kirjasta iki-ihanan klassikon

. —b+Vb% — dac
- 2a '

Koulumatematiikan standardi puolestaan on opettajal-
le osoitettu kysymys Mihin tdtd tarvitaan? Toisen as-
teen yhtédlon tapauksessa tdméa kysymys on toki mie-
leton, koska sitéd tarvitaan melkein kaikkeen. Otetaan
esimerkiksi keppihevosjuhlien jarjestdminen.

Peppi Pasanen on kaksitoistavuotias keppihevosmes-
tari. Haneltd sujuu paitsi esteratsastus, myos keppihe-
vosten suunnittelu ja valmistus korkeatasoisena suoma-
laisena késityond! Kuvassa 4 on pari esimerkkié. Ai-
ka ajoin Peppi jarjestdd kepparijuhlat, joissa jokainen
osallistuja antaa kullekin toiselle itse tehdyn keppihe-
vosen.

Tulevien juhlien suunnittelua vaikeuttaa juuri valmis-
tunut uusi kepparitalli. Siind on 20 pilttuuta, ja olisi
tietysti tyylikkdinté, jos omistajaa vaihtavia keppihe-
vosia olisi tasan kaksikymmentd. Pepilld on siis rat-
kaistavana matemaattinen pulma kuinka monta kave-
ria pitdist kutsua, jotta omistajaa vaihtavia keppihevo-
sia olisi juuri 20 kappaletta?

Kuva 4: Peppi Pasasen suunnittelemia ja valmistamia
keppihevosia.

Merkitadn osallistujien méadraa x:ll4. Jokainen antaa
muille kuin itselleen keppihevosen, joten kunkin tulee
tuoda niitd z — 1 kappaletta. Keppihevosten kokonais-
médra on siis z(x — 1). Talli tulee tdsmaélleen téyteen,
kun z(x — 1) = 20, eli sievennyksen jilkeen toteamme
etsivimme x:44, joka toteuttaa yhtalon

22— x—20=0.

Sijoittamalla klassiseen ratkaisukaavaan a = 1 ja b =
—1 ja ¢ = —20 Peppi saa kaksi ratkaisua: joko x = 5
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taikka r = —4. Néisté viisi on parempi vaihtoehto, kos-
ka tylsét ovat kinkerit, joissa porukkaa on vihemmén
kuin ei ketaén.

Huvin vuoksi voimme kokeilla myd6s toisenlaista ratkai-
sutapaa, jonka ihmiskunnan iloksi loi suurguru Isaac
Newton. Tassd Newtonin iteraatiossa etsimme nolla-
kohtaa funktiolle f(z) = 2% — x — 20 ja valitsemme
ratkaisulle alkuarvauksen x;. Alkuarvausta paranne-
taan askeleittain kayttden Newtonin iteraatiota xo =
x1 — f(x1)/f'(z1) eli yleisemmin

f(an)

Téssa f’ on funktion f derivaatta. Katso kuva 5 .

Tn+l1 = Tn —

Miltd Newtonin iteraatio nayttdd? Otetaan alkuar-
vaukseksi 2. Silloin iteraatio etenee kuvan 5 osoitta-
malla tavalla ja tuottaa ndma luvut:

:L‘1:2
1'2:8
1‘3:5.6

T4 = 5.035294117647059
x5 = 5.000137331197070
s = 5.000000002095476
7 = 5.000000000000000

Tuo alimmainen luku x7 onkin jo oikea tietokoneen ko-
ko laskentatarkkuudella: vastaus on 5 osallistujaa.

Kumpi on parempi menetelméa toisen asteen yhtalon
ratkaisuun, kaava vai iteraatio?

Ratkaisukaavan hyva puoli on yleispidtevyys: se antaa
aina kaksi oikeaa ratkaisua, myos kompleksilukuvas-
taukset silloin, kun reaalisia ratkaisuja ei ole. Iteraa-
tio puolestaan suppenee vain yhteen ratkaisuun, joka
riippuu alkuarvauksesta. Esimerkiksi ylld olevassa ta-
pauksessa f(x) = 22—z — 20 alkuarvaus x1 = —1 tuot-
taa ratkaisun x = —4. Iteraatiossa on ongelmiakin: al-
kuarvaus x1 = 1/2 johtaa nollalla jakamiseen eikd anna
tulosta ollenkaan.

Iteraatioratkaisun eduksi voidaan katsoa se, ettd se
antaa aina numeerisen likiarvon. Ratkaisukaava saat-

Uutta Verkko-Solmussa

Matematiikkadiplomi-sivulla

taa tuottaa esimerkiksi kaupankayntiin liittyvaan kysy-
mykseen vastauksen “1004/2 euroa.” Newtonin iteraa-
tio antaa helpommin tulkittavan ratkaisun “141 euroa
ja 42 senttid.”

Muistettakoon myos se, ettd ratkaisukaavan olemassa-
olo on hieno ja harvinainen asia. Kuten Evariste Ga-
lois aikoinaan osoitti, viidennen ja sitd korkeamman
asteen yhtéloille ei ole ratkaisukaavaa lainkaan! Niissé
tapauksissa meidan on turvauduttava Newtonin iteraa-
tion tapaisiin ratkaisukeinoihin.

NN~

\ _//xs'

\ .

\/xs \/m

Kuva 5: Newtonin iteraatio, joka perustuu derivaatan
ovelaan kdyttdon.

http://matematiikkalehtisolmu.fi/diplomi.html

on ilmestynyt kirjoitus Kombinaatio-oppia:

http://matematiikkalehtisolmu.fi/2008/diplomi/kombinatoriikkaa.pdf
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Tunnuslukujen keski- ja epamaaraisyyksia tutkailemassa

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
Abo Akademi

Kimmo Vehkalahti
Helsingin yliopisto

Todennékoisyyslaskennassa ja tilastotieteessé esiintyy
monia tunnuslukuja, joilla voidaan kuvata jonkin jou-
kon olemusta. Téllaisia ovat muun muassa kolme eri-
laista keskiarvoa sekd mediaani ja moodi. Kdytadnnossa
ylivoimaisesti useimmin néistd kohdataan aritmeetti-
nen keskiarvo, jossa joukon alkiot lasketaan yhteen ja
jaetaan niiden lukumééralld. Harvemmin vastaan tule-
vat geometrinen ja harmoninen keskiarvo, vaikka
kaikki kolme tunnettiin jo antiikin Kreikassa.

Mediaani on keskimmdinen arvo, kun joukon alkiot on
laitettu suuruusjarjestykseen. Moodi puolestaan tar-
koittaa joukon tyypillisintd eli useimmin esiintyvaé ar-
voa. Siitd kdytetddn myds nimed tyyppiarvo.

Joukon keskimadraistd olemusta kuvaavia tunnusluku-
ja tuntuu olevan kovin paljon. Tarvitaanko niitd kaik-
kia oikeasti? Tutkiskellaanpa taté aihepiirid muutaman
esimerkin avulla.

Esimerkki 1: kouluarvosanat

Kuvitellaan, ettd koulutodistuksessa on 11 arvosanaa,
joista kuusi on kymppejé, yksi on seiska ja loput nelja
viitosia. Todistuksen (aritmeettinen) keskiarvo on siis

6-10+7+4-5 87

Kun laitetaan arvosanat jarjestykseen {10, 10, 10, 10,
10, 10, 7, 5, 5, 5, 5}, ndhdaén helposti, ettd mediaani
ja moodi ovat molemmat kymppeja. Jos todistuksessa
olisikin neljé kymppié ja kuusi viitosta (ja seiska), olisi
keskiarvo
4-10+7+6-5 77 _
11 T
kun taas mediaani ja moodi olisivat molemmat viitosia.
Tamén perusteella tuntuu, ettd aritmeettinen keskiar-
vo on varsin fiksu tapa kuvata arvosanajoukon olemus-
ta tiivistetysti. Sen sijaan mediaani ja moodi eivit ehka

vaikuta tésséd suhteessa kovin luotettavilta.

Ehka tavallinen keskiarvo tosiaan riittda. Vai pitaisiko
sittenkin tutkia asiaa vield toisen esimerkin valossa?

Esimerkki 2: keskinopeudet

Turusta Alastarolle ajaa noin tunnissa nopeudella
70 km/h. Jos siis ajaa Turusta Alastarolle ja takaisin
talla nopeudella, kestda matkanteko kaksi tuntia. Ku-
vitellaanpa, ettd ajetaankin Turusta Alastarolle nopeu-
della 35 ki /h. Jos takaisin ajaisi nopeudella 105 km/h,
niin taittuisiko koko matka jilleen kahdessa tunnissa?

Lukujen 35 ja 105 keskiarvo on ilmiselvésti 70:
35+ 105 140

5~
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mutta tdma ei kerrokaan koko totuutta. Jo pelkké me-
nomatka vie kaksi tuntia, jos nopeus on 35 kilometria
tunnissa, jolloin riippumatta siitd miten pahaa ylino-
peutta kaahaa paluumatkan, ei koko matka voi milldéan
taittua kahdessa tunnissa. Mika tédssd nyt meni pie-
leen? Miksi aritmeettinen keskiarvo ei nyt toimikaan?

Katsotaanpa. Nopeus on matkan ja ajan suhde:

missd v on nopeus, s matka ja t aika. Téstd voimme
ratkaista, etta
t=-.
v
Jos siis ajamme matkan s ensin nopeudella v; ja sitten
nopeudella vy, kestdd matkanteko yhteensé

S S
t=—+ —.
U1 V2

Keskinopeus on luonnollisestikin kokonaismatkan 2s

suhde kokonaisaikaan % + v%’ eli

2s 2

s 1y 10
’U1+’U2

eli lukujen vy ja vo harmoninen keskiarvo.

Jos siis Turusta Alastarolle ajaa nopeudella 35 km/h
ja takaisin nopeudella 105 km/h, on keskinopeus, eli
nopeuksien harmoninen keskiarvo

2
= 52,5,

1 T

35 T 105
joka myo0s vastaa todellisuutta: Matka Turusta Alasta-
rolle ja takaisin nopeudella 52 km/h kestda

140 km

ja toisaalta, matka Turusta Alastarolle nopeudella
35 km/h kestdé kaksi tuntia ja paluumatka nopeudella
105 km/h kestdéd 70 km/105 km/h = 40 minuuttia, eli
yhteensd 160 minuuttia (kun jatetddn huomiotta se ai-
ka, joka kuluu, kun poliisi pyséyttda ylinopeuden vuok-
si ja kirjoittaa sakot).

Nopeuksissa siis harmoninen keskiarvo peittoaa arit-
meettisen keskiarvon. Tamékadn esimerkki ei kuiten-
kaan riitd perustelemaan mediaanin tai moodin kéyt-
tod, joten otetaan vield kolmas esimerkkitapaus.

Esimerkki 3: varat ja velat

Tarkastellaan suomalaisten nettovarallisuutta eli va-
rojen ja velkojen erotusta. Tilastokeskuksen mukaan

vuonna 2013 kotitalouksien nettovarallisuuden mediaa-
ni oli 110 000 euroa, kun taas keskiarvo oli 195 332 eu-
roa, siis ldhes kaksinkertainen méara. Kumpi tunnus-
luku — keskiarvo vai mediaani — téssd tapauksessa on
luotettavampi ja miksi?

Likemmaiksi selvyyttd vie nettovarallisuustaulukko [1],
johon on koottu mediaanin ja keskiarvon ohella frak-
titleiksi kutsuttuja tunnuslukuja. Niistd tyypillisimpia
ovat ala- ja yldikvartiili, jotka osoittavat 25 %:mn ja
75 %:n kohdalla olevan arvon jarjestetysté joukosta lu-
kuja, vastaavasti kuin mediaani osoittaa puolivélin eli
50 %:n kohdan.

Nettovarallisuuden alakvartiili on 10 000 euroa, mika
siis tarkoittaa, ettd neljésosalla kotitalouksista on net-
tovarallisuutta alle 10 000 euroa. Varakkaimmalla nel-
jasosalla on ylakvartiilin perusteella nettovarallisuut-
ta yli 252 116 euroa. Ala- ja yldkvartiilin rajaamaan
valiin, jonka keskelle mediaani asettuu, kuuluu puolet
(75 % — 25 % = 50 %) suomalaisista kotitalouksista.

Keskiarvo nayttda nyt olevan ldhempénéd ylakvartiilia
kuin mediaania. Mistd tdmé johtuu? Tunnusluvut vai-
kuttavat vélilld keskiméadrin kovin epamadaraisilta!

Sama taulukko siséltaé kvartiilien lisdksi muitakin frak-
tiileja, jotka auttanevat ymmaéartdmadn, mistd on ky-
symys. Lahempana joukon aérirajoja ovat 10 %:n ja
90 %:n fraktiilit, joista nahddan, etta varakkaimmalla
10 %:lla on nettovarallisuutta yli 458 673 euroa, kun
taas varattomimmilla vain alle 50 euroa. (Nettovaralli-
suus ei ndytd todellakaan jakautuvan kovin tasaisesti.)
Varakkaimmalla prosentilla (sadasosalla) suomalaisista
on nettovarallisuutta yli 1,3 miljoonaa euroa.

Luvassa laatikollinen lukuja (kuvassa)

Hyva tilastollinen kuva tiivistda tiedot vield paremmin
kuin pelkdt tunnusluvut. Oheinen laatikkokuva néyt-
tdd, miten epétasaisesti suomalaisten nettovarallisuus
on jakautunut. Laatikon vasen reuna on alakvartiilin ja
oikea reuna ylakvartiilin kohdalla (ks. luvut edelld).

\
0 100000 500 000 1 000 000

suomalaisten nettovarallisuus (euroa)

Vilissa oleva paksumpi pystyviiva osoittaa mediaanin
paikan. Laatikon reunoista lahtevit vaakasuorat viivat
ulottuvat vain 10 %:n ja 90 %:n fraktiileihin asti, silld
pienintéd ja suurinta nettovarallisuuden arvoa taulukko
ei paljasta. (Arvatenkin ne ovat melko suuria negatii-
visia ja varsin suuria positiivisia lukuja.)
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Ylakvartiilin tietdmilla nédkyvé rasti osoittaa, missé ja-
kauman keskiarvo huitelee. Téssé se on kaukana medi-
aanista. Mitd enemmén se siitd poikkeaa, sitd vinom-
pt jakauma on. Talloin keskiarvo ei ole todellakaan ni-
mensa veroinen vaan se saattaa jopa raikeédsti vaaristaa
késitystdmme tutkittavan ilmion luonteesta. Tilastoilla
valehtelu [2] on torked rike, jolla voi olla huomattavan
kauaskantoisia ja vakavia seurauksia.

Myos esimerkiksi palkkajakaumat ovat tyypillisesti var-
sin vinoja, joten keskiarvo ei ole hyvi keskipalkankaan
mitta. Mediaani sen sijaan kertoo luotettavasti keskim-
maéisen arvon, vaikka &dariarvot olisivat kuinka pienia
tai suuria tahansa.

Varallisuustietoja voi tarkastella myos ikdryhmittain:
alle 25-vuotiaat ovat varattomimpia (alakvartiili jopa
negatiivinen eli yli neljdsosalla tastd ikdryhmaéstd on
enemmén velkoja kuin varoja) ja 65-74-vuotiaat va-
rakkaimpia (alakvartiili 80 000 euroa, ldhes kaikkien
suomalaisten mediaanin verran).

Tarkemmin lukuja ja niiden kuvaamaa todellisuutta va-
lottaa Tilastokeskuksen padjohtaja Marjo Bruun vuon-
na 2013 julkaistussa haastattelussa [3]. Siitd voi myds
katsoa ja vertailla téssd esitettyjé lukuja vuoden 2009
tilanteeseen, jolloin nykyinen talouden alaméki oli jo
alkanut. Tunnusluvut antanevat osviittaa taantuman
mahdollisista vaikutuksista nettovarallisuuteen.

Johtopaatoksia ja pohdiskelua

Kaikissa edella esitetyissd esimerkeissé luvuista saat-
toi laskea erilaisia tunnuslukuja, kunhan oli tarkkana
niista tekemiensé tulkintojen kanssa. Mediaani ja muut
fraktiilit eivat kuitenkaan edellyté laskettavuutta. Nii-
den kayttoon riittdd, ettéd tutkittavan joukon alkiot voi-
daan jarjestdd suuruusjirjestykseen.

Se, miksi mediaani tuntui kdyttaytyvin oudosti esimer-
kissé 1, johtui vain siité, etté arvosanoja oli niin vahén.
Mediaani ynnd muut jdarjestystunnusluvut toimivat pa-
remmin isommilla aineistoilla. T&ll6in ei ole myoskédan
merkitysté, vaikka lukuja olisi parillinen mééra, jolloin
yksikésitteistd keskimmaéistd lukua ei ole. Mediaaniksi
kelpaa silloin kumpi hyvinsd keskimmaéisistd luvuista
(tai niiden keskiarvo, jos laskeminen on mielekésté).

Moodi on vield vaatimattomampi sen suhteen, mita se
aineistolta olettaa. Riittdd, ettd joukon alkiot voidaan
nimeté jollain tunnuksilla (esimerkiksi paédryné, appel-
siini ja banaani). Niilld ei tarvitse olla edes mitdén jér-
jestysté - moodihan ilmaisee vain, mitad naisté alkioista
esiintyy eniten eli mikad on joukon tyypillisin edustaja.

Hyvin usein saatetaan kdyttda tunnuksina myos nume-
roita, mutta talléin numerot ovat vain koodeja, joilla
ei pidd laskea mitdan. Vaikka siis edelld mainitut he-
delmét koodattaisiin numeroin {1, 2, 3}, ei esimerkin 1

tapaisilla laskelmilla olisi mitddn virkaa. Olisikin tur-
vallisempaa kéyttdéd sanallisia koodeja, esimerkiksi {P,
A, B}, niin ei tulisi vahingossa tehtyd holmoyksia.

Tilastollisessa tutkimuksessa, joka perustuu olennaises-
ti erilaisten asioiden ja ilmididen mittaamiseen, on tér-
kedd kiinnittdd huomiota siihen, miten mitataan. Kyse-
lytutkimuksissa [4] riitt44 ldhes aina kolme mittausta-
soa: 1) luokittelu, 2) jérjestdminen ja 3) (numeerinen)
mittaus. TAmé& on vahén yksinkertaisempi tapa ajatella
kuin kirjallisuudessa yleensé esitetty jako neljadn niin
kutsuttuun mitta-asteikkoon: luokitteluasteikko, jarjes-
tysasteikko, vilimatka-asteikko ja suhdeasteikko. Ké-
sitteena “luokitteluasteikko” on hieman onneton, silla
sana “asteikko” antaa ymmaértaé, ettd jotain voitaisiin
asettaa (asteikolle) jarjestykseen, miké ei luokitteluta-
solla nimenomaan ole mahdollista.

On syytd mitata aina mahdollisimman tarkasti, koska
télloin on kaytettdvissd enemmaén erilaisia tunnusluku-
ja ja muita tilastollisia menetelmia. Jos tyydytéaén vain
luokittelemaan asioita eri nimisiksi, ei voida kayttda
edes mediaania, keskiarvoista puhumattakaan. Pelk-
kien keskilukujen liséksi on tarkasteltava, mitd niiden
ympérilla tapahtuu, kuten esimerkin 3 tapauksessa.

Erilaisten tunnuslukujen kuten keskiarvon ja mediaa-
nin térked tehtédvéi on tiivistdad tietoa, mutta pelkkien
tunnuslukujen tuijottelu on kuin yrittiisi sokeasti ha-
puilla lukujen seassa: liilan paljon jaa pimentoon. Lu-
vuista piirretyt tilastolliset kuvat kertovat usein yhdel-
14 vilkaisulla enemmén kuin mitkaén tunnusluvut. Yksi
Yogi Berran viisauksista kuuluukin (vapaasti suomen-
nettuna): “Voit nahdd paljon pelkistian katsomalla.”

Viitteet
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Differentiaaliyhtiloita
Lehtori K.

Differentiaaliyht&lot tulivat kouluopetukseen 1960-
luvulla, kun differentiaalilaskentaa alkoi esiintya yliop-
pilaskokeissa. Vaihtoehtoisina tehtdvini oli usein yh-
taloitd. Oppikirjoissa niitd ei 60-luvulla ollut, mutta
monissa lukioissa jéarjestettiin aiheesta erikoiskursseja
ja kerhotoimintaa. Eturivin oppilaitoksissa vaikutta-
neet opettajat julkaisivat kehittdmi&ddn kurssimateri-
aaleja kirjasina laajemmankin lukiolaisjoukon saatavil-
le. Tyypillisend sisdltona oli ns. separoituvien yhtéloi-
den ratkaiseminen seké vakiokertoimiset ensimmaéisen
ja toisen kertaluvun lineaariset yhtalot. Liséksi niissa
mallinnettiin erditd mekaniikan ja sihkéopin ilmioita.
Mainittujen yhtaléiden ratkaiseminen on varsin kaava-
maista toimintaa, minké lukiokurssit kohtuullisesti hal-
litseva pystyisi nykyisinkin helposti opiskelemaan itse-
néisesti nettildhteista, ks. esim. [6].

Suurena vaikuttimena tdmén harrastuksen viridmiseen
oli se, ettd teknilliseen korkeakouluun pyrittdessa oli
osattava yhtaloiden alkeet — padsykokeissa, ja ne olivat
pakolliset, esiintyi differentiaaliyhtél6itd. Niihin val-
mistauduttaessa oli opiskeltava myts Vaisdlan vekto-
rianalyysin [7] ensimmaéinen luku, joka on sisélloltdén
hieman nykyista lukion vektoriopin kurssia laajempi si-
sdltdaen mm. vektoritulon erédine fysikaalisine sovelluk-
sineen.

Differentiaaliyhtélot eivit kuulu lukion nykyiseen ei-
vatka tulevaankaan opetussuunnitelmaan, mutta erai-
td yksinkertaisia yhtdloitd voi silti helposti ratkaista
opetussuunnitelmiin sisaltyvilla tiedoilla ja taidoilla.
On vain yhdisteltdva eri kursseilla esiin tulevia asioi-
ta. Lehtori jatti edellisessé kirjoituksessaan [5] lukijan

pohdittavaksi kolme tehtdvéé, jotka ratkaisemme seu-
raavassa yksinomaan lukion nykyistd oppiméaraéd so-
veltaen. Ensimmaéisend tehtdvina oli bakteeriviljelméan
kasvun mallintaminen oletuksella, ettei kasvua rajoit-
tavia esteitd ole. Bakteerit lisddntyvat jakautumalla
kahtia, joten on jarkevid olettaa, ettd pienessé aikava-
lissé tapahtuva lisdys on suoraan verrannollinen bak-
teerien méadrddn aikavélin alussa sekd tietenkin aika-
valin pituuteen. Bakteerien lukumaééré ei ole jatkuva
suure, mutta voimme silti laatia kasvua esittdvan dif-
ferentiaaliyhtélon tutkimalla lukuméérin sijasta kas-
vuston massaa. Olkoon se m = m(t) hetkelld ¢ seké
m(0) = mg > 0. Liséksi on jarkevaa olettaa tunnetuk-
si viljelmén kahdentumisaika 7', jonka kuluessa viljel-
mén koko tuplautuu; erityisesti m(7T) = 2m(0) = 2my.
Samalla tavalla kuin kirjoituksessa [5] paddymme yh-
taloon
m'(t) = km(t)

alkuehdolla m(0) = mg, missd vakio k on positiivinen
verrannollisuuskerroin. Yhtélostd nahdaan, ettd m on
aidosti kasvava, joten silld on derivoituva kadnteisfunk-
tio t = t(m). Kdanteisfunktion derivoimissdantoa sovel-
taen saamme yhtalon

tl(m) = 7
josta integroimalla seuraa
1
t(m) = z Inm + d.

Ehdosta m(0) = mg saadaan t(mg) = 0, joten integroi-

sisallysluetteloon



22 siséllysluetteloon

Solmu 2/2016

misvakioksi tulee

d= —%lnmo7
ja
1 1 1
t(m) =t = Elnm— Elnmo = Eln (%)
Taten

m(t) = moe®t.
Verrannollisuuskerroin k& eliminoituu kahdentumisajan
T avulla, minké aktiivinen lukiolainen todetkoon néh-
tyddn ensin tdmén tehtdvan vaihtoehtoisen ratkaisun.
Voimme nimittain ldhes samalla tavalla johtaa ongel-
masta differenssiyhtilon. Olkoon N = N(t) bakteeri-
en lukumaéra hetkelld ¢. Aika t oletetaan diskreetik-
si muuttujaksi, joka saa arvoja t = 0,1,2,.... Vali-
taan aikayksikko pieneksi kahdentumisaikaan verrat-
tuna. Verrannollisuutta soveltaen lukuméarén muutos
aikavélissa [t — 1, ]

Nt)—-N(t-1)=k-N(t—-1)-1,
joten
N(t)=(1+k)N({t—-1), N(0)=Np.

Saadun rekursiokaavan avulla ndhdddn vélittomaésti,
etta
N(t) = (1+k)'N(0) = (1 + k)" No.

Kahdentumisajan avulla saamme edelleen
(1+ k)T Ny = 2Ny,
mista seuraa
(14k)=2YT ja N(t)= N2/,

Eliminoimalla verrannollisuuskerroin k& kahdentumis-
ajan T avulla ndhdéan, etta ratkaisut

m(t) = mee™ ja N(t) = No2t/T
ovat samat.
Toisena tehtavéna oli yhtalon

dy _

1 2
dx ty

ratkaiseminen alkuehdolla y(0) = 1. Trigonometrian
kurssilta muistuu mieleen tangenttifunktion derivaat-
ta, mutta késittelemme tehtdvan kuitenkin kirjoituk-
sessa [5] esitetyn Lindelof-sitaatin mukaisesti. Koska
y'(x) = 1+y? > 1 > 0, on ratkaisufunktio y = y(z)
aidosti kasvava, joten silld on (derivoituva) kddnteis-
funktio = z(y). Kdanteisfunktion derivoimissdinnon
mukaan

dz 1
dy_ n

Integroimalla saamme
x = z(y) = —d + arctan y,
josta edelleen
y =y(x) = tan (x + d).
Koska y(0) = 1, on tand = 1, mistd seuraa, etta

dzz+n7r, n € 7.

4

Ratkaisufunktioita on siis ddretén méara,

y(x) = tan <x+%+nw>7 n € Z.

Kolmas kysymys oli ylioppilaskokeessa syksylla 1967.
Siind pyydetdén ratkaisemaan differentiaaliyhtélo

dy
I = o8 (x+1y)

valitsemalla x + y apumuuttujaksi. Ohjeen mukaan
merkitsemme
z(x) =z +y(z),

jolloin
Y(2) =1+ ().

Talla sijoituksella yhtélo tulee muotoon

d
£ :1+cosz:20052§.

Turvaudumme taas Lindeldfin [1] neuvoon. Jos
% # g +nm, nez

eli

y#—x+ (14+2n)7, neZ,

niin funktiolla z = z(x) on derivoituva kddnteisfunktio
x = x(z), joka saadaan integroimalla yhtdlosta

dx 1

dz  2cos? %’
Tulos on
T = —d—i—tang = —d + tan (% —mr),

josta seuraa

g — nm = arctan (z + d),

ja edelleen
y = —x + 2nw + 2arctan (z + d),

missd n € Z ja d € R. Tam4 on yhtalon ratkaisu siind
tapauksessa, etta

y#—x+ (14+2n)r, nez.
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Enta jos

y=—x+(14+2n)7r, neZ?

Talloin yhtélon y'(z) = cos (x + y) vasen puoli on —1
ja myos oikea puoli on —1, joten yhtéld toteutuu. Siis
myos suoraparvi y = —x + (1 + 2n)w, n € Z toteut-
taa yhtéalon. Ratkaisu koostuu siis kokonaisuudessaan
kahdesta kayraparvesta

y=—x+ (14 2n)m,
y = —x + 2nw + 2arctan (z + d),

missd n € Z ja d € R. Helposti ndhdaan, ettd ylemman
parven suorat ovat alemman parven kéyrien asymp-
tootteja. Lisdksi alemman parven kayrat ldhestyvit
suoraparven suoria, kun d — oo tai d — —oc.

1970-luvulla harrastettu, paljon parjattu uusi matema-
tiikka toi koulumatematiikkaan monen murheen vasta-
painoksi my0s tietynlaisen tarkkuuden. Yhtéloiden ja
juurien méarittelyehtoja ja nimittajien nollakohtia tut-
kittiin tarkemmin senkin jilkeen, kun joukko-opista oli
suurelta osin luovuttu. Vield 60-luvulla né&ihin asioi-
hin ei koulumatematiikassa juuri kiinnitetty huomio-
ta, ja niinpé esimerkiksi yo-tehtévikokoelmassa [3] ja
kirjasessa [4] el tdmén tehtdvin yhteydessd huomata
ollenkaan suoraparviratkaisua. Kokoelmassa [3] tehtéd-
vin ratkaisu on ldhes téysin virheellinen ja [4] jattda
kéasittelyn vajaaksi ilmoittaen kdyrdparviratkaisun ai-
noastaan implisiittisesti.

Verkko-Solmun oppimateriaalit

Suomen matemaattisen yhdistyksen nettisivulta [8]
16ytyy lahes kaikki ylioppilastehtévéit. Differentiaaliyh-
taloista kiinnostuneelle lukijalle lehtori suosittelee ke-
vaan 1999 tehtdvaa n:o 9b.

Kirjallisuutta

[1] E. Lindeldf, Differentiali- ja integralilasku ja sen so-
vellutukset II1. Ensimmdinen osa. Tavalliset diffe-
rentialiyhtdlot. Mercatorin kirjapaino oy, 1935.

. Juve ja V. Lyytikidinen, Differentiaaliyhtdldiden
2] Y. J ja V. Lyytikai Dj tiaaliyhtdloid
alkeet. Kirjayhtyma, 1971.

[3] E. Kannisto, Y. Metsankyld, Matemaattiset tehti-
vit ylioppilastutkinnossa vuosina 19441968, kah-
deskymmenesseitsemés painos, Gummerus osake-
yhtio, 1968.

[4] A.Kantanen, Differentiaaliyhtdloiden harjoitus-esi-
merkkeji lukiota varten, Otava 1968.

[5] http://matematiikkalehtisolmu.fi/2016/1/
lehtori_K_4.pdf

[6] https://matta.hut.fi/matta2/etc/vakkrtdy.
html

[7] K. Viisala, Vektorianalyysi. 3. p. WSQY, 1961.

[8] http://matemaattinenyhdistys.fi/yo/

Osoitteesta matematiikkalehtisolmu.fi/oppimateriaalit.html 16ytyvit oppimateriaalit:

Ensiaskeleet Einsteinin avaruusaikaan, osa 1: Kinematiikka: aika, paikka ja liike (Teuvo Laurinolli)

Ensiaskeleet Einsteinin avaruusaikaan, osa 2: Dynamiikka: liikelait, litkemé&éra ja energia (Teuvo Laurinolli)

Kilpailumatematiikan opas (Matti Lehtinen)
Geometrian perusteita (Matti Lehtinen)
Geometria (K. Vaisila)

Lukualueiden laajentamisesta (Tuomas Korppi)

Jaksolliset desimaaliesitykset algebrallisesta nikokulmasta (Jaska Poranen ja Pentti Haukkanen)

Algebra (Tauno Metsinkyld ja Marjatta Nadtdnen)

Algebra (K. Viisald)

Matemaattista fysiikkaa lukiolaiselle 1: Mekaniikkaa (Markku Halmetoja ja Jorma Merikoski)

Matemaattista fysiikkaa lukiolaiselle 2: Sdhkdoppia (Markku Halmetoja ja Jorma Merikoski)

Lukuteorian helmié lukiolaisille (Jukka Pihko)

Matematiikan peruskésitteiden historia (Erkki Luoma-aho)

Matematiikan historia (Matti Lehtinen)

Reaalianalyysia englanniksi (William Trench)
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Seitsemasluokkalaisten matematiikkakilpailut on taas

kayty

Olympiavalmennus on yhdessd Helsingin, Oulun ja
Turun yliopiston sekd Summamutikkakeskuksen ja
OuLLUMA-keskuksen kanssa jarjestdnyt yhdessi alu-
eellisen seitsemasluokkalaisten matematiikkakilpailun
Helsingissd, Turussa ja Oulussa. Kolmeen alkukilpai-
luun osallistui yhteensa noin 2500 oppilasta, joista par-
haat kutsuttiin kilpailemaan finaalissa. Helsingin finaa-
lin ykkossija jaettiin T66lon yhteiskoulun Daniel Aro-
nen ja Munkkiniemen yhteiskoulun Aaro Niinen vé-
lilld. Oulussakin ykkdssija jaettiin: tasapisteissi olivat
Oulun steinerkoulun Otto Uolamo ja Kellon koulun
Veeti Veteldinen. Turun seudun finaalin ykkdossija
meni Vistan koulun Pauli Lahteelle.

Alkukilpailutehtavit ovat monivalintoja. Finaalitehté-
vistd suurin osa on avoimia kysymyksid, eli vaadi-
taan kokonainen ratkaisu perusteluineen, ei vain vas-
tausta. Ohessa esimerkkejd tehtavistd. Mukavia las-
kuhetkia! Jos ratkaisuja kaipaa, niin niitd 10ytda
kilpailusivuilta http://matematiikkakilpailut.fi/
seiskat/. Jos keksii mielestdén tyylikkddn ratkaisun,
jota ei 16ydy kilpailusivuilta, voi sen mielelldéan lahet-
tdd vaikka Solmun toimitukselle.

Alkukilpailutehtavia

1. Laske 1379 + 2480 — 3576.
a) 283 b) 289 c) 353 d) 495 e) 603
2. Oheinen kuvio véritetddn kolmella vérilla niin, ettd

jokainen ruutu varitetddn tdsmalleen yhdella véaril-
14, ja mikali kahdella ruudulla on yhtdan yhteistéa

sivua, ei niitd saa varittdd samalla vérilla. Montako
varitysvaihtoehtoa on?

a)l b)2 ¢)3 d)6 e)30

. Lukujonon sanotaan olevan aritmeettinen mikali jo-

nossa minka tahansa kahden perdkkiisen termin
erotus on vakio. Miké on aritmeettisen lukujonon
5,66, 127, ... viideskymmenes eli 50. termi?

a) 2989 b) 2994 c¢) 3055 d) 3305 e) 6350

. Metrin pitunen keppi jaetaan kolmeen osaan, joiden

pituudet suhtautuvat toisiinsa kuten luvut 2:5: 7.
Kuinka pitkd on lyhin osa?

1 2 1 2 1

. Mikd on luvun 77 = 7-7-7-7-7-7 -7 viimeinen

numero?

a)7 b))l ¢)5 d)9 e)3

. Ma&aritd varitetyn alueen pinta-ala. Kuvassa on ne-

li6, jonka sivun pituus on 1, ja josta on jatetty
valkoiseksi yldkulmista alakeskelle yltavét suorakul-
maiset kolmiot seké ylareunasta keskipisteeseen yl-
tava tasakylkinen kolmio.
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1 1 1 1 1

. Sadnnollisen viisikulmion muotoisia laattoja laite-
taan kuvan muotoisesti vierekkéin kehéan:

Kuinka monta laattaa kehdssd on?
a)8 b)9 ¢)10 d) 12 e) 15
. Montako sellaista nelinumeroista positiivista koko-

naislukua (eli kokonaislukua véliltd 1000-9999) on
olemassa, joiden numeroiden summa on parillinen?

a) 2250 b) 4499 c¢) 4500 d) 5000 e) 5001

Loppukilpailutehtavia

1. Tarkastellaan merkeistd © ja <> muodostettuja jono-

ja. Saamme tehd4 jonoille kolmenlaisia operaatioita:

e Voimme aina pyyhkid pois kaksi perdkkaistd ©O-
merkKkié;

e voimme aina korvata perakkaiset merkit Q$Q pe-
riakkaisilla merkeilld $<O; ja kadntden

e voimme aina korvata perdkkéaiset merkit $<» pe-
rakkéisilla merkeilld O$Q.

Selvitd, miten n&illi operaatioilla voi jonon

OOOOOOO muuttaa jonoksi <.

. Tasossa on 100 suoraa. Jotkin niistd voivat olla
yhdensuuntaisia yhden tai usemman muun suoran
kanssa, mutta mitkadn kolme eivét leikkaa samassa
pisteessd. Onko mahdollista, ettd suorilla on kaikki-
aan tasan 2016 leikkauspistetta?

3. Huoneessa on 25 hehkulamppua numeroituna yhdes-

td kahteenkymmeneenviiteen. Jokaisessa lampussa
on katkaisija, jota kerran painamalla lamppu syt-
tyy ja uudestaan painamalla taas sammuu. Lamput
ovat aluksi kaikki pois pédltd. Painetaan ensin jo-
kaista katkaisijaa, jonka numero on jaollinen yhdel-
la (1, 2, 3, . .., 25). Sitten jokaista, jonka numero
on jaollinen kahdella (2, 4, 6, . . ., 24), sitten kol-
mella jaolliset ja niin edespdin aina 25:114 jaollisiin
asti.

Mitka lampuista ovat lopuksi paélla ja miksi?

. Anna, Heta, Juha, Matti, Oona, Reetta ja Teemu

kokoontuvat joka tiistai matematiikkakerhoon. Ker-
ho kokoontuu pyoredn pdydan ymparille. Tuoleja on
seitseméan. Matti istuu aina samalla paikalla. Heta
haluaa istua Matin vieressd. Oona ja Reetta eivét
tule toimeen, eivitka siten halua istua vierekkéin.
Monellako eri tavalla oppilaat voivat asettua poy-
taan?

. Tarkastellaan téallaista tasasivuisista kolmioista

muodostuvaa ruudukkoa:

Voiko tamén ruudukon laatoittaa seuraavan muotoi-

silla laatoilla?

Kuten tavallista laatoitettaessa, emme salli laatto-
jen menevan paallekkéin, emmeka ylittda ruudukon
reunaa.

Avoimia matematiikan oppikirjoja verkossa

Osoitteesta http://avoinoppikirja.fi ldytyy avoimia yldkoulun ja lukion matematiikan oppikirjoja.
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Pronssia Bustenista!

Viidennet Euroopan tyttojen matematiikkaolympialai-
set jérjestettiin 10.-16.4.2016 idyllisissd vuoristomai-
semissa Bustenissa, Romaniassa. Kilpailuun osallistui
kaikkiaan 147 kilpailijaa 38 eri maasta. Suomea edus-
tanut Ella Anttila Helsingin matematiikkalukiosta sai
pronssimitalin 14 pisteelld, kun mitaliraja oli 11 pistet-
td. Lisda tietoa loytyy kilpailun kotisivuilta osoitteesta
https://www.egmo.org/egmos/egmo5/

Euroopan tyttojen matematiikkaolym-
pialaisten kilpailutehtavit 2016

1. Olkoon n pariton positiivinen kokonaisluku, ja ol-
koot x1,xo,...,x, ei-negatiivisia reaalilukuja. Osoita,
etta

. 2, .2
omin (27 +27,,) < max
i=1,...,n j=1,....n

(2z52j11),
missé Tpy1 = 271

2. Olkoon ABCD jannenelikulmio, ja leikatkoot lévis-
tajat AC ja BD pisteessd X. Olkoot C; janan C'X
keskipiste, D; janan DX keskipiste ja M janan C'D
keskipiste. Suorat AD; ja BC1 leikkaavat pisteessd Y,
ja suora MY leikkaa lavistdjad AC pisteessd E ja la-
vistdjaa BD pisteessd F', missd E ja F' ovat eri pistei-
td. Osoita, ettd suora XY sivuaa pisteiden E, F ja X
kautta kulkevaa ympyraé.

3. Olkoon m positiivinen kokonaisluku. Tarkastellaan
yksikkonelion muotoisista ruuduista koostuvaa 4m x

4m -taulukkoa. Kaksi eri ruutua liittyvdt toisiinsa, jos
ne ovat samalla rivilld tai samassa sarakkeessa. Mik&an
ruutu ei liity itseenséd. Jotkin ruudut véritetddn sini-
siksi niin, ettd jokainen ruutu liittyy ainakin kahteen
siniseen ruutuun. Mé&aritd pienin mahdollinen mé&éara
sinisia ruutuja.

4. Kaksi samansateistd ympyrad w; ja wo leikkaavat
toisensa kahdessa eri pisteessa X7 ja X5. Tarkastellaan
ympyrad w, joka sivuaa ympyrdd w; ulkopuolelta pis-
teessd 17, ja joka sivuaa ympyrédd ws sisdpuolelta pis-
teessd T5. Osoita, ettd suorat X177 ja X215 leikkaavat
toisensa pisteessé, joka sijaitsee ympyran w kehalla.

5. Olkoot k ja n kokonaislukuja, joille k > 2 ja k <
n < 2k — 1. Sijoitetaan n x n -Sakkilaudalle suorakai-
teen muotoisia laattoja, joista jokaisen mitat ovat joko
1 x k tai k x 1. Jokainen laatta peittda tdsmélleen k
ruutua, ja mitkddn kaksi laattaa eivit mene paallek-
kain. Tata jatketaan, kunnes laudalle ei voi enda aset-
taa lisdé laattoja talla tavalla. Selvita jokaisille &k ja n,
miké on pienin mahdollinen méira laattoja téllaisessa
laatta-asetelmassa.

6. Olkoon S niiden positiivisten kokonaislukujen n
joukko, joille jokin luvuista n? 4+ 1,n2 +2,...,n% 4+ 2n
on luvun n* tekiji. Osoita, ettd joukossa S on direttd-
mén monta lukua, jotka ovat muotoa 7m, ddrettoméan
monta lukua muotoa 7m + 1, &arettoméan monta lu-
kua muotoa 7m + 2, ddrettoméan monta lukua muotoa
7m + 5 seké ddrettomén monta lukua muotoa 7m + 6,
mutta ei ainuttakaan lukua, joka olisi muotoa 7m + 3
tai 7m + 4, misséd m on kokonaisluku.

sisallysluetteloon


https://www.egmo.org/egmos/egmo5/

Solmu 2/2016 siséllysluetteloon

27

Solmu 2/2016

ISSN-L 1458-8048
ISSN 1459-0395 (Painettu)
ISSN 1458-8048 (Verkkolehti)

Matematiikan ja tilastotieteen laitos
PL 68 (Gustaf Héllstromin katu 2b)
00014 Helsingin yliopisto

matematiikkalehtisolmu. fi
Péaatoimittaja:
Anne-Maria Ernvall-Hytonen, akademilektor, Matematik och statistik, Abo Akademi

Toimitussihteeri:
Juha Ruokolainen, FT, Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Sahkoposti:
toimitus@matematiikkalehtisolmu. fi

Toimittajat:

Pekka Alestalo, dosentti, Matematiikan ja systeemianalyysin laitos, Aalto-yliopisto
Sirkka-Liisa Eriksson, professori, Matematiikan laitos, Tampereen teknillinen yliopisto

Aapo Halko, FT, Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Camilla Hollanti, professori, Matematiikan ja systeemianalyysin laitos, Aalto-yliopisto
Marjatta Ndadtanen, dosentti, Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Heikki Pokela, tuntiopettaja, Tapiolan lukio

Aniti Rasila, vanhempi yliopistonlehtori, Matematiikan ja systeemianalyysin laitos, Aalto-yliopisto
Mikko Sillanpdd, professori, Matemaattisten tieteiden laitos ja Biologian laitos, Oulun yliopisto
Samuli Siltanen, professori, Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Kimmo Vehkalahti, yliopistonlehtori, tilastotiede, Sosiaalitieteiden laitos, Helsingin yliopisto
Esa Vesalainen, postdoctoral fellow, Basque Center for Applied Mathematics

Tieteelliset asiantuntijat:

Heikki Apiola, dosentti, Matematiikan ja systeemianalyysin laitos, Aalto-yliopisto
Mika Koskenoja, yliopistonlehtori, Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto
Liisa Ndveri, FT, Opettajankoulutuslaitos, Helsingin yliopisto

Graafinen avustaja:
Marjaana McBreen

Yliopistojen ja korkeakoulujen yhteyshenkilot:

Ari Koistinen, FM, Metropolia Ammattikorkeakoulu

Juha Lehrback, tutkijatohtori, Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Jyvaskylan yliopisto

Jorma K. Mattila, professori, Sovelletun matematiikan laitos, Lappeenrannan teknillinen yliopisto
Jorma Merikoski, emeritusprofessori, Informaatiotieteiden yksikkd, Tampereen yliopisto

Matti Nuortio, tutkijatohtori, Biocenter Oulu, Oulun yliopisto

Petri Rosendahl, assistentti, Matematiikan laitos, Turun yliopisto

Antti Viholainen, tutkijatohtori, Fysiikan ja matematiikan laitos, Itd-Suomen yliopisto

Numeroon 3/2016 tarkoitetut kirjoitukset pyydadmme ldhettdmédn 31.8.2016 mennessi.
Kiitdmme taloudellisesta tuesta Jenny ja Antti Wihurin rahastoa.

Huom! Solmun paperiversio postitetaan vain niihin kouluihin, jotka ovat sitd erikseen
pyyténeet. Toivomme, ettd lehted kopioidaan kouluissa kaikille halukkaille.

sisallysluetteloon


http://matematiikkalehtisolmu.fi
mailto:toimitus@matematiikkalehtisolmu.fi

sisdllysluetteloon

MATEMATIIKAN
VERKKOSANAKIRJA

MATEMATIIKKALEHTISOLMU.FI

sisdllysluetteloon



	Sisällys
	Pala palalta
	Matikkaluotsi, avuksi oppimisvaikeuksiin
	Symbolisesti metsässä1
	Valintaperusteiden kertomaa1
	Tasograafit ja väritykset: ratkaisuita ongelmiin
	Pepin keppihevoset, toisen asteen yhtälö ja Newton
	Tunnuslukujen keski- ja epämääräisyyksiä tutkailemassa
	Differentiaaliyhtälöitä
	Seitsemäsluokkalaisten matematiikkakilpailut on taas käyty
	Pronssia Bus-.25extenista!

