Lisaa unkarilaisia matematiikan tehtavia koululaisille

Kéaannos: Meri Kahkdnen

1. Geometria

1. Paperista leikatun kolmion sivujen pituudet ovat 8 cm, 10 cm ja 12 cm. Kolmio taite-
taan pitkin yhden kulman 18pi kulkevaa suoraa niin, ettd lyhin ja pisin sivu tulevat

paallekkain. Saadaan kaksikerroksinen osa ja yksikerroksinen osa. Todista, ettd yksi-
kerroksinen osa on tasakylkinen kolmio.

Ratkaisu: /'C\ ///
// \\ /_,_./'

Yksikerroksinen osa on kolmio PC'B, t]:B/J e
- - . =~ a=10
jaon siis todistettava PC'=BC.. K e \\

/ - st = I'\I \\\
Kolmio APC on taitettu kolmioksi , /- e )
APC', joten AAPC = AAPC'. Jana AP =12

puolittaa kulman CAC', joten kulmat
CAP ja PAC' ovat yhtd suuret. AC=AC=8, joten BC'=4.

Kolmion sisdakulman puolittajasuora jakaa kulman vastaisen sivun viereisten si-

vujen suhteessa, joten E_(F:) :1_82 < BP=12x,PC=8x

12x+8x:10©x:%

PC=8-%:4 PC=PC=4=BC.

2. Onko olemassa muuta tasokuviota kuin 1x1-nelio, jonka pinta-ala on 1 ja piiri 4?

Ratkaisu:

3. ABCD on tasakylkinen puolisuunnikas. Lavistajaa BD jatketaan karjen D yli kyljen
pituuden verran, ja saadaan piste L. K on piste lavistgjalla AC, ja sen etéisyys pisteesté

C on sama kuin kyljen pituus. Todista, ett& janojen AB ja CD sekd janojen AK ja BL
muodostamien suorakulmioiden pinta-alat ovat samat.




Ratkaisu:

On siis todistettava, etta

AB-DC=AK-BL L
AB.DC=AK-BL < ac= (e-b)(e+b) b /i i

e
<=e?=b?-ac A e : °

Koska kolmion ABC kosinilause on e* =b?* +¢* — 2bccos(180° — &) , riitta
osoittaa, etta

¢’ —2bccos(180°—a) =ac |:c
c—2bcos(180°—a) =a

cC—a a—c

eli cos(180°—a) = % tai cosa = % Jalkimmainen pita4 paikkansa.

4. Kuperan nelikulmion ABCD lavistéjat leikkaavat pisteesséd M. Jatka lavistdjaa AC A:n
toiselle puolelle MC:n pituuden verran pisteeseen E, ja jatka lavistdjaa BD B:n toisel-
le puolelle MD:n pituuden verran pisteeseen F. Osoita, ettd EF on yhdensuuntainen
sivujen AD ja BC keskipisteitd yhdistavan janan kanssa.

Ratkaisu:

Nimetéan pisteestda M lahtevat vektorit
MA=a, MB=b, MC =c jamzd.

ME —a-cja MF=b-d > EF =a-c-b+d.

Vektori pisteestd M janan AD keskipisteeseen on %(a+ d) ja janan BC keski-

pisteeseen %(b+c). Tallgin sivujen AD ja BC keskipisteitd yhdistéavé jana on

%(a+d)+%(b+c):%(a+d—b—c):%ﬁ.

5. Kolmiossa ABC kaérjesta C piirretty korkeusjana leikkaa sivun AB pisteessé T. Sivu-
jen AC ja BC ulkopuolille piirretd&n suorakulmaiset kolmiot CAD ja CBE siten, etté
suorat kulmat ovat kulmissa A ja B. Todista, ettd ZCDE=2CED, kun AD=TB ja
BE=TA.



Ratkaisu:

Muodostetaan pythagoraan lau-
seet kolmioille ATC ja CAD: 5

b? =y*+m? (1)

CD? =x? +b? (2)

Sijoitetaan kaava (1) kaavaan (2):
CD*=x*+y*+m* (3)
Vastaavasti pythagoraan lauseet kolmioille BTC ja CBE ovat:
a’?=x*>+m?(4)

CE?=y*+a’ (5

Sijoitetaan kaava (4) kaavaan (5):

CE? = y* +x* +m” (6)

Kaavoista (3) ja (6) seuraa: CD? = CE”ja koska kyseessa ovat pituudet, jotka
ovat aina positiiviset: CD = CE . Kolmio CDE on siis tasakylkinen, jolloin sen
kantakulmat ovat yhta suuret, ZCDE=2CED.

6. Punaisen pallon pinnalla on 30 valkoista taplaa. (Téaplat ovat pallokalotin muotoisia).
Pallon ympéarysmitta on 54 cm ja téplien kehdn pituus 11 cm. Montako prosenttia
pallon pinta-alasta on téplien peitossa?

Ratkaisu:

54cm
2r

Pallon ympérysmitta on 54cm, joten sen sdde on r, = ~ 8,59cm.

Pallon pinta-ala on
A =4ar? = 47(8,59cm)? ~ 927,25cm? .
Pallokalotin muotoisen t&plan pinta-ala on

C
B
A, =2ar,h =27 -BK -CK . ‘v



r, on sellaisen ympyrén sade, jonka piiri on 1lcm: r, = ;—1 ~1,75cm.
T

h=CK =r, —OK . Jana OK Saadaan Pythagoraan lauseen avulla:

OK =4/1,” —1,% =4/8592 1,752 ~8,41cm

eli h=8,59cm—-8,41cm = 0,18cm ja
A, =2ar,h =27 -8,59cm - 0,18cm ~ 9,72cm?

Taplien yhteenlaskettu pinta-ala on 30-9,72cm? = 291,6cm? ja taméan osuus ko-

2
ko pallon pinta-alasta on M -100% ~ 31,45%.
27,25cm

7. Nelikulmion kolme sivua ovat a=4+/3, b=9 ja c=+/3. Sivujen a ja b vilisen

kulman suuruus on 30° ja sivujen b ja ¢ vélisen kulman 90°. Miten suuri on lavisté-
jien vélinen kulma?

Ratkaisu:

Piirretadn pisteestd D Sivua AD
kohtisuoraan oleva jana, joka
leikkaa sivun AB pisteessd E.
Tutkitaan kolmiota ADE: Koska e N
<DAE=30" ja <ADE =90", A 8 E1 B
niin < AED =180°-90° —30° =60°. Sivun AD pituus tuntien
voidaan saadaan muistikolmion avulla AE =8 ja DE =4.

Yhdistetadn pisteet C ja E janalla, jolloin muodostuu kolmio
EBC. Sen kateetit ovat EB = AB — AE =9-8=1 ja BC =+/3,
joten sen hypotenuusa EC =2, <CEB =60" ja < ECB =30".

Kolmiosta DEC tiedetddn nyt sen sivujen pituudet: EC=2, ED=4 ja
CD=23 , joten sen kulmien suuruudet saadaan muistikolmiosta:

<DEC =90°, < DCE =30° ja < EDC =60°.
Kolmiot ADC ja DCB ovat yhdenmuotoiset, silla AD :D—C
DC CB

<ADC =< DCB =90" + 30" =120°.



Koska kolmio DCE on saatu kiertdmalla kolmiota ADC, on sivujen AC ja DB
valinen kulma sama kuin sivujen AD ja DC valinen kulma, eli

180" —120° =60°, joka on siis kysytty lavistdjien valinen kulma.

8. Kolmion sivujen pituudet ovat kokonaislukuja. Yhden sivun pituus on 7 ja tdman
vastainen kulma on 60°. Miké& voisi olla kolmion pinta-ala?

Ratkaisu:

Kolmion kahden sivun pituuksia ei tiedetd, merkitd&n nditd sivuja a ja b. Tie-
detddn, ettd yksi kulmista on 60° joten kolmion ala on

J3  +/3ab

tzlab-sin60°:1ab-—: )
2 2 2 4

Kosinilause: 72 = a? +b? — 2ab-% = 49=a’+b’-ab=(a-b)* +ab.

Koska ab on positiivinen, lausekkeella (a—b)* on 7 mahdollista arvoa. Sym-
metrian vuoksi voidaan olettaa a <b.

Jos a—b =6, niin ab =49-6° =13, mika ei anna kokonaislukuratkaisuja.

Jos a—b =5, niin ab=49-5° =24, joten a, =8, b, =3

Tutkimalla kaikki vaihtoehdot 10ytyy vield kaksi mahdollista tapausta:
a-b=3,ab=49-32=40,a,=8,b,=5

a-b=0,a,=b,=7

Vastaavat pinta-alat ovat t, =6+/3, t, =10+/3 ja t, = %

9. Stadionin nurmikkoa rajoittaa kaksi yhdensuuntaista 100 metrin mittaista janaa seka
niitd yhdistavat kaksi 100 metrin mittaista puoliympyréd. Kuinka paljon ympyrén,
jonka piiri on 400 metrig, pinta-ala on suurempi kuin nurmikon?

Ratkaisu:

100

Puoliympyran kehd = zr =100m < r = @m
ﬂ' 2r

Nurmikentén pinta-ala




100
T

2
j +200.200 _ 30000 ...

T T

A =nr’ +100-2r:7r(

Y mpyran, jonka piiri on 400 m, séde on R = %ja pinta-
T

400

2
ala A, = 7R’ :ﬂ(400j :40000m2.

2r /4
40000
Pinta-alojen suhde Ao n__4
A, 30000 3
T

10. Neliot ABCD ja BEFG piirret&an niin, ettd nelion ABCD sivu a ja nelion BEFG sivu
b ovat vierekkéin. IImoita termej4 a ja b k&yttden nelikulmion ala, kun sen karjet kar-
jet ovat janojen AB, BE, FC ja DG keskipisteissa.

Ratkaisu:
Merkitaan AD =a ja EF =b. p .

F,F, on puolisuunnikkaan ABGD sivujen AB ja
DG keskipisteita yhdistava jana, joka on yhdensuun-
tainen janan AD kanssa ja jonka pituus on
AD+BG a+b D_ C_
2 2 7 G - F

Vastaavasti F,F, on puolisuunnikkaan

EFCB sivujen BE ja CF keskipisteita
yhdistavé jana, joka on yhdensuuntainen
janan BC kanssa ja jonka pituus on
BC+EF a+b

2 2

Koska AB|BC, niin nelikulmion F,F,F,F, sivut F,F, ja F,F,ovat myds kes-
kendén yhdensuuntaiset. Koska F,F,[|AD L AE on F,F,F,F, suorakulmio.

F.F, = F,B+BF, =%+%, joten F,F,F,F, on nelio ja sen pinta-ala on

2




11. Kuvassa olevat kaksi kuutiota ovat saman tason paalla. Niiden sivujen pituuksien
summa on 2 cm ja tilavuuksien summa 5,375 cm?®. Maarita mustan suorakulmion pin-
ta-ala.

Ratkaisu:

Tiedetadn, ettd a+b =2, a® +b® =5,375. Etsitaan ratkaisu lausekkeelle ab.
a’+b® =(a+b)’—3abla+h),

(a+b)® —(a®+b°] 2°-5357
3(a+b) 3.2

josta ab = =0,4375.

Mustan suorakulmion pinta-ala on 0,4375cm?®.

12. Nelion keskipisteen kautta piirretddn nelja ympyréa siten, etta jokainen nelion kérjisté
on yhden ympyrén keskipiste. Ympyrét leikkaavat nelion sivuja yhteensa kahdeksassa
pisteessé. Todista, etté leikkauspisteet muodostavat sd&nnéllisen kahdeksankulmion.

Ratkaisu:

Olkoon nelion sivu 2 yksikkod, x+y =1. Piirrettyjen
ympyroiden sdde on puolet nelion kulmasta kulmaan
piirretysta halkaisijasta, joka on 2+/2 (Pythagoraan lau-
se), siis sade on /2.

x=~2-1, y:2—\/§

Pythagoraan lauseella saadaan: z = \/5(2 - \/5) = 2(\/5 —1)

Siis z = 2x,, eli kaikki kahdeksankulmion sivut ovat samanpituiset, joten se on
s&annollinen.



13. Onko mahdollista osittaa tasasivuinen kolmio
a) 2007:aan
b) 2008:aan
tasasivuiseen kolmioon?

Ratkaisu:

a) Jaetaan kolmio ensin yhdekséksi tasasivuiseksi kolmioksi.
Jaetaan sitten yksi saaduista kolmioista neljéksi tasasivuiseksi
kolmioksi, jolloin kolmioiden kokonaismé&ara lisaantyy kolmella.
Toistetaan jako 666 kertaa. Kolmioita on nyt 9 + 666 -3 = 2007 .

b) Aloitetaan jakamalla kolmio neljéksi tasasivuiseksi kolmioksi,
ja jatketaan kuten edell&: 4 + 668 -3 = 2008

14. Suorakulman muotoisen 10 m pitkdn luokkahuoneen katossa on kaksi lamppua.
Lampuista lahteva valo muodostaa kartion, jonka huippukulma on 90°. Yksi lampuis-
ta on katon keskelld ja se valaisee lattiaan ympyrén, jonka halkaisija on 6 metria.
Toisen lampun lampunvarjostin on kaannetty niin, ettd valaistu alue lattiassa on niin
pitkd, ettd sithen voidaan piirtdd 10 metrin mittainen jana huoneen pituuden suuntai-
sesti, mutta valo ei osu seiniin huoneen pdissa. Kuinka pitkd on lamppujen vélinen
etaisyys?

Ratkaisu:
G
Kolmiossa AGB sivun AB vastainen )
kulma ~AGB =90°, joten Thaleen <\
lauseesta seuraa: _\ \
10 A D B

AE =EB=EG :?:5.
Tiedetddn, ettd CE = ED =3 . Kolmiossa CFG ZAGB =90°, joten myo0s
EF =3 (Thaleen lause).

Kolmiosta EFG saadaan Pythagoraan lauseella:

FG? =EG” -FE? =5°-3% =16, joten FG =4.



15. Kolme tikkua asetetaan toisesta paastaan kiinni toisiinsa pareittain kohtisuoraan toi-
siaan vasten. Tikkujen pituudet ovat 1, 2 ja 3. Kiinted rakennelma asetetaan poydélle
niin, ettd tikkujen vapaat paat koskevat poytdd. Madritd yhteisen pisteen korkeus
pOydan pinnasta.

Ratkaisu:

1:n pituinen tikku koskettaa pOytéa pisteessa A, 2:n pituinen tikku koskettaa
pOytaa pisteesséd B ja 3:n pituinen tikku koskettaa poytaa pisteessd C. Tikkujen
yhteinen piste on D, joka on rakennelman muodostaman kolmiopohjaisen py-
ramidin huippu. Kysytty korkeus on tdmén pyramidin korkeus.

Koska kolmiot ovat toisiaan kohtisuoraan, muodostuu suorakulmaisia kolmioita,
joista Pythagoraan lauseella saadaan:

AB=+1+4=+5, BC=+/9+1=4/13 ja AC=+/9+1=4/10.

Kolmion ABC pisin sivu on siis BC . Merkitddn sen vastaista kulmaa

/BAC = . Kosinilauseella: 13 = 5+10 — 2+/510 cosa , Mista cos o = ———

V50
sin2a+cosza:1<:>sin2a:1—i:£.Kunsina>0,niinsina:L.
50 50 J50
B0 L
AB-AC -sina J50 7 Agc-h 7
AABC = 2 = 2 :E’ VABCD = 3 :gh

Toisaalta V5 = % =1, joten %h =leh :g.

16. Niiden suorakulmioiden alat, jotka saadaan, kun suorakulmaista sarmittd leikataan
tasolla kahden samansuuntaisen reunan lapi, voi olla t, =60 , t, =4+/153 tai

t, =12+/10 . Laske suorakulmaisen sarmion tilavuus ja pinnan pinta-ala.

Ratkaisu:

tiedetaan:

t, =avb®+c? =60, t, =byc? +a® =44/153 ja t, = cva? + b2 =12410
Yhtaloita muokkaamalla saadaan:

a’b? +a’c? =3600, b?c? + a’b? = 2448 ja a’c? + b’c® =1440



Lasketaan ndmé yhtalot yhteen ja jaetaan kahdella, jolloin saadaan:

a’b? +a’c? +b%c? = 3744

Véhennetdan tasta vuorotellen edelliset kolme yhtalod saadaan

b’c® =144, a’c® =1296 ja a’b® = 2304, joten bc =12, ac = 36 ja ab =48

A=2(ab+ac+bc)=2(48+36+12) =192

V =+ab-ac-bc =+/48-36-12 =144
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2. Luvut, lausekkeet ja yhtalot

1. Todista: Jos n on positiivinen kokonaisluku, niin 2" —1 tai 2*" +1 on jaollinen lu-
vulla 17.

Ratkaisu:

2" =(2*)" =16"
1° n on parillinen:
Olkoon n = 2k

2" —1=16%* —1% = (16 +1)(16%* -16*** +16%*° - .. +16-1) =17a , a>1,
k>1

2° n on pariton:
Olkoon n =2k +1

2" +1=16%" 17" = (16 +1)(16% —-16% ' +16** —..-16+1) =17b, b>1,
k>1

2. Mitk& alkuluvut voidaan ilmaista kahden positiivisen jaollisen kokonaisluvun sum-
mana?

Ratkaisu:

2, 3,5, 7jalleivoida ilmoittaa
13=9+4,17=9+8,....,4k +1=9+4(k - 2) kun k >3
19=15+4, 23=15+8,...,4k + 3=15+4(k —3), kun k > 4

Eli kaikki alkuluvut >13 voidaan kirjoittaa.

3. Pelissé on ké&ytossd 11 punaista, 7 sinisté ja 20 vihreda pelimerkkié. Pankki antaa yh-
destd punaisesta ja yhdesté sinisestd pelimerkisté kaksi vihreaa pelimerkkid, yhdesta
punaisesta ja yhdestd vihreésta kaksi sinisté pelimerkkid, ja yhdesté sinisesta ja yh-
desta vihre&sta kaksi punaista pelimerkkid. Naita vaihtoja tekemalla pelaajan tavoit-
teena on saada haltuunsa vain yhden varisia pelimerkkeja. Minka vérisia?

11



Ratkaisu:

Ensin pyritddn siihen, ettd kahta varia olisi yhta paljon, jolloin ne voidaan vaih-
taa kolmanteen vériin ilman, ettd yhtdan jaa yli.

Kun yksi vdhenee yhdellg, toinen lisdantyy kahdella, eli muutos lukumaarien
erotuksessa 3, erotuksen oltava siis kolmella jaollinen, jotta p&&stdédn samaan
lukuméaraan.

11-7=4 eikay
20-7 =13 eikay
20-11=9 jaollinen kolmella, siis vaihdetaan punaisiin kolme kertaa,

Nyt pelaajalla on 17 punaista, 4 sinist4 ja 17 vihredd merkkid. Vaihdetaan pu-
nainen ja vihred kahdeksi siniseksi 17 kertaa, lopuksi jaljella 4+2-17 = 38si-
nistd merkkia.

4. Yhdeksan kokonaislukua, joiden summa on 90, kirjoitetaan ympyran kehélle. Todista,
ettd 10ytyy neljé vierekkéista lukua, joiden summa on vahintaan 40.

Ratkaisu:

Olkoot 9 lukua a, b, c, d, e, f, g, h ja i tdssd jarjestyksessd. Oletetaan, ettd neljan
luvun summa on aina pienempi kuin 40.

(@a+b+c+d)+(b+c+d+e)+(c+d+e+f)+..+(i+a+b+c)<9-40
4(a+b+c+d+e+f+g+h+i)<360
4-90 < 360

Saadaan ristiriita, joten l6ytyy nelja vierekkaistéd lukua, joiden summa on vahin-
taan 40.

5. Mitkéd kokonaislukuparit toteuttavat seuraavan yhtalon: (x +2)* —x* =y*?

Ratkaisu:

Muokataan yhtalon vasenta puolta:

12



(x+2)* —x*

=[(x+2)—x]’(x+2)3 +(X+2)2X + (X + 2)x? +x3]
=2(4x% +12x +16x +8)

=8(x® +3x° +4x+2)

—g(x+1)° + (x+1)]

=2°(x+1)[(x+1)? +1

x+1 ja (x+1)® +1 ovat keskena4n jaottomia.
Jos x+1=2a% niin b®*=(x+1)? +1=(a%)? +1=(a?)’ =1

Ts. etsimme kahta lukua, joiden valinen erotus on 1. Talléin mahdollisia ovat -1
ja0sekda0jal.

1.tapaus: x+1=-1, x=—2, mutta toisaalta (x +1)* +1=0.
2.tapaus: X +1=0, x=-1 jasiten (x+1)* +1=1 pitee.
y3 :O’ y:o

Vastaus: x=-1, y=0

6. Etsi positiiviset kokonaisluvut n, joille n® +1 ja n? —1 ovat molemmat jaollisia luvul-
la 101.

Ratkaisua:

n*+1=(m+1)(n*-n+1) jan®?-1=(n+1)(n-1). Koska 101 on alkuluku, on
kaksi mahdollisuutta:

1" 10n+1, 2° 102n* —n+1 ja 101 -1

1° n=101k —1, jossa k on mielivaltainen positiivinen tekija.

2° 101n? —n+1)+ (n—-1) = 22 koska 101 on alkuluku 101

10]4n—1 ei mahdollinen = ei ratkaisua
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7. Ratkaise seuraava yhtéloryhm4, kun a, b, ¢ ja d ovat annettuja reaalilukuja:
X+2y+3z+4v=a,
y+2z+3v+4x=D,
Z+2v+3x+4y=c,
V+2x+3y+4z=d
Ratkaisu:
Ratkaistaan v viimeisesta yhtalosta ja sijoitetaan se muihin yhtaléihin:
(1) v=d —-2x-3y -4z
(2) —7x—-10y-13z=a—-4d
(3) —2x—-8y—-10z=b-23d
(4) —x-2y-7z=c-2d
Ratkaistaan x yhtalosta (4) ja sijoitetaan se yhtaloihin (2) ja (3):
(5) x=-2y-7z—c+2d
(6) 4y +36z=a+10d —7c
(7) —4y+4z=b+d-2c

Lasketaan yhteen yhtélot (6) ja (7): 40z=a+b-9c+11d

7= (a+b-9c+11d)
40
Sijoitetaan z yhtaloon (7): y = 4% (@a-9%+11c+d)
Sijoitetaan y ja z yhtaloon (5): x= 4% (-9a+1b+c+d)

Sijoitetaan x, y ja z yhtaloon (1): v = 4% (lla+b+c—-9d)
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8. Etsi kaikki kokonaislukuratkaisut yhtalolle x> +12=y*.
Ratkaisu:

X’ +12=y' ©12=y* - x* ©12=(y*)* - x°.

x ja y’ovat kaksi neliélukua, joiden erotus on 12. Luetellaan neliélukuja:

1,4,9, 16, 25, 36, 49

(49-36 =13, suurempien lukujen erotus on suurempi, joten x ja y® naiden

joukossa)

16-4=12 (y?|° =16 X2 =4
y=2tai y=-2 x=2tal x=-2

Ratkaisuja on siis nelja:  x,=2ja y, =2
X,=2jay,=-2
X;=-2]Jay,=2
X,=-2jay,=-2

9. Milld muuttujan v arvoilla seuraavalla yhtaloryhmalla ei ole ratkaisua?

(1) x+y+z=v
(2) x+vwy+z=v
(3) X+ y+Vviz=V?
Ratkaisu:
Yhtéloiden (1) ja (2) erotus: X +vy+z=v

—X+Yy+z=V

vy-y=0
(v-Dy=0(4)
Yhtaloiden (3) ja (1) erotus: X +y + vz =v?

—X+Yy+z=V

viz—z=v?—-v

15



(V> -z =v(v-1)
vV+D)(v-Dz=v(v-1) (5

1. v=1:y ja z voidaan valita mielivaltaisesti (yhtdlot 4 ja 5) ja x ratkaista esim.
yhtalosta (1).

2. v=+1: yhtalosta (4) y=0 ja yhtalosta (5) z = Ll ja esim. yhtalosta (1)
V J—

VZ
X= .
v+1

3. v=-1: esim. yhtalosta (5) saadaan 0 =2, joka on epatosi.

Vastaus: Yhtaléryhmalla ei ole ratkaisua, kun v=-1.

10. Ratkaise yhtalo x +y = x* —xy + y?, jossa x ja y ovat kokonaislukuja.

Ratkaisu:

Tutkitaan ensin, mit arvoja y voi saada. Muutetaan yht&lé muotoon
x> —(y+1)x+y*—y=0. Yhtalolla on ratkaisuja, kun sen diskriminantti on ei-

negatiivineneli D= (y +1)° —4(y* — y) =1+ 6y —3y” > 0. Kéénteisesti
3y? —6y—1<0. Funktion 3y? —6y —1 kuvaaja on yléspain aukeava paraabeli,
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joten epayhtélo pétee, kun 1— 3 <y<l+ ¥ (funktion nollakohdat). Talla

valilld y voi saada kokonaislukuarvot 0, 1 tai 2.

Kun y=0: x* —=x=0, jolloin x=0 tai x=1.
Kun y=1: x> -2x=0, jolloin x=0 tai x=2.
Kun y=2: x> -3x+2=0, jolloin x=1 tai x=2.

Kaikki mahdolliset ratkaisut ovat siis (0,0), (0,1), (1,0), (1,2), (2,1), (2,2).

11. Ratkaise yhtalo log,,, (2009x) =109 5., (2010x) .

Ratkaisu:

- NP 2
Muunnetaan logaritmit samankantaisiksi: 0 gy (2009%) _ 109 500 (2010x)

109 540 2010
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Kerrotaan nimittajalla (= 0): 109, (2009x%) =109 500 2010 - 109 5444 (2010x)

Logaritmin laskus&antoja kayttaen:

109 5506 2009 + 109 545 X =109 509 2010 - (109 00 2010 + 109,009 X)
1+ 109,500 X =109 5505 2010 + 109 5500 2010 - 109,05 X
log 2, 2010 -1
109 g 2010 -1
109,009 X =—100 5509 2010 -1

IOg 2009 X =

109 5006 X =109 5500 20107 — [0 0, 2009
1

lo x=1lo _—
9 2000 9 2000 2009 - 2010

1
X=—o
2009 - 2010

12. Kokonaisluvuille a ja b, merkitkdon a b lukua, joka on yhtd suurempi kuin ei-
pienempi luvuista a ja b, ja merkitkdon a *b lukua, joka on yhtd suurempi kuin ei-
suurempi luvuista a ja b. Ratkaise yhtalo (xo2010)*2011=x+2.

Ratkaisu:
Tutkitaan erikseen nelja tapausta:

(X02010)%2011=x +2
2011*2011=x +2 _

1" x=2010: tosi
2012=x+2

2012=2012

(X02010)*2011= X + 2
2012%2011=x +2 .

2° x=2011: epétosi
2012=2011+2

2012=2013

(x22010)*2011=x+2

2011*2011=x+2 e
3° x<2010: ristiriita

2012=x+2

x =2010
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(X02010)*2011= X + 2

. (x+1)*2011=x+2 -
4° x>2011: ristiriita
2012=x+2
x =2010

Vastaus: x=2010.

13. Todista, ettd lausekkeen a® —3ab” + 2b*® arvo on ei-negatiivinen, kun a ja b ovat ei-
negatiivisia reaalilukuja.

Ratkaisu:
a® —3ab? + 20° =ala® —b?| - 2b?(a—b) =(a—b)(a(a +b) - 2b?)
a=0,b20

1. Jos a=b, niin a—b>0. Toisaalta, koska b >0, niin a* >b” ja edelleen
ab>b? . Nain ollen a®+ab>b +b?=ala+b)-2b?>0 ja koska ei-
negatiivisten tekijoiden tulo on ei-negatiivinen, niin

(a—b)(a(a+b)-2b?]>0.

2. Jos a<b, niin a—b<0. Toisaalta koska a>0, niin a® <b” ja edelleen

ab<b?. Nain ollen a® +ab<b +b? = a(a+h)-2b? <0. Koska kahden
negatiivisen tekijén tulo on positiivinen, niin

(a—b)(a(a+b)—20%]>0.

14. Olkoon x <y < z. Ratkaise seuraava yht&lo luonnollisten lukujen joukossa:
3" +3Y +3° =1795415.

Ratkaisu:

3 +3Y +37 =1795415 1+37* 4374 =2215
(143 +37 ) =3*.2215 34(1+374] =3° .82
3 =3 =3

x=4 y=7
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1+377 =82

37" =81 x=1

\ vastaus: y=7
3 =3 7=11
z=11

15. Ratkaise yhtélo 1+ cos3x =2c0s2x.
Ratkaisu:

Tiedetaan, ettd cos2x =2cos” x —1 ja sin 2x = 2sin XCOSX..

COS3X = C0S2X COS X — Sin 2Xsin X
= (2co0s” x —1) cos x — 2(1 - cos” X) cos X
=4¢0s>® X —3cos X

Yhtélo voidaan ratkaista:

4c0s® X —3cosx+1=4cos? x—2
4c0s° X —4c0s* X—3cosx+3=0
(cosx —1)(4cos®* x —3) =0

1) cosx=1=x, =2kz,missa keZ.

3

3 T o
2) cos’ X=7 = 00X =52 X, =J_r€+l7r, missid l e Z .
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3. Prosenttilaskenta

1. Vuonna 2006 vakuutusyhtion tulot lisdantyivat 25% ja menot 15% edelliseen vuoteen
verrattuna. Yhtion voitto (tulot — menot) lisadntyi 40%. Kuinka monta prosenttia tu-
loista kului menoihin vuonna 2006?

Ratkaisu:

Toos = 1125-]—2005 , M 006 =L15M 05 , Togos = Mges = 1’4(T2005 -M 2005)
1
1_15 M 2006

1
Tzooe -M 2006 — 1’4[0’8-]_2006 - ].,T5 M 2006 j

Tooes = 0’8T2006, M 005 =

14
Tzooe -M 2006 — 1’12T2006 - E

- 1} M 2006

M 2006

1,4
0’12T2006 = (E

Mogs _ 012
14
115

= 0,552 = 55,2%.

T2006

2. Yksityisyrittdja on ottanut tuetun 120 000 euron lainan, jonka kiinted vuotuinen korko
on 8%. Paljonko h&nelld on lainaa 10 vuoden kuluttua, jos hén lyhentda lainaa joka
vuosi 12 000 euroa?

Ratkaisu:

10
120000€ -1,08"° —12000€ -1- % ~85232,25€
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4. Lukujonot ja sarjat

1. Todista, ettd joka neljas luku Fibonaccin jonosta on jaollinen kolmella. (Fibonaccin
jonossa ai=1, a;=1 ja an=an-1+an- Kaikilla n = I , n= 3.)

Ratkaisu:
Todistus induktiolla:

I. Selvasti a, =3 on jaollinen kolmella.

il. Oletetaan, etta on a,, jaollinen kolmella, ja osoitetaan, ettd myds a, .,

on jaollinen kolmella.

ML @y = 84n.s T 8yn.0 = Qypp T840 T84,

= 2(a4n + a4n+l) +a,,, = 2a4n + 3a4n+1

2. Tien laidassa olevat rakennukset on numeroitu perakkaisilla parillisilla luvuilla. Luku-
jen summa korttelissa on 78. Olettaen, ettd korttelissa on vahintdan 5 rakennusta, mi-
k& voisi olla neljannen rakennuksen luku?

Ratkaisu:

X+ (X+2)+...+(x+2k) =78, k >4, on aritmeettinen kaava.

Muodostetaan aritmeettinen summa

(2% + 2K)(k +1)
2
(x+Kk)(k +1) =78 =2-3-13,

=78

Koska k > 5, niin k +1=6, 13, 26, 39 tai 78.

Koska x > 2, viimeiset 4 lukua ovat liian isoja. Ensimmaisessa tapauksessa
k=5, x=13-5=8.

Neljannen talon numero on 8 +3-2=14.
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3. Alla nékyvien kuvioiden sarja koostuu yha useammista tummista ja valkoisista tasasi-
vuisista kolmioista. Sarjaa jatketaan n:nteen kuvioon n@htdvissa olevan sddénnén mu-
kaan. Kuinka paljon tummia kolmioita yhteensé kéytetdan?

VY-

Ratkaisu:

1+(1+2)+(1+2+3)+...+(1+2+...+n):%+%+ﬁ+m+(n+1)'n

(1+2)-1+(2+2)-2+(3+1)-3+..+(n+1)-n

2
[P 422 43 440?41 (1424344 n)

2
1 (n-(n+1)-(2n+1)+(n+1)-n}_ n-(n+1)-(n+2)
2 6 2 ) 6 '

4. Kokonaisluvut kirjoitetaan ylos tiettyyn luvulla 50 jaolliseen lukuun n asti. Tdmén
jalkeen kaikki luvun 50 monikerrat poistetaan. Todista, etté jaljelle jadneiden lukujen
summa on jonkin luvun neli6.

Ratkaisu:
Jéljelle j4&va sarja, kun monikerrat poistetaan:

1,2, 3,..., 47, 48, 49, 1+50, 2+50,..., 47+50, 48+50, 49+50, 1+100, 2+100,...,
47+100, 48+100, 49+100,...

1+2+...+49:¥:25-49

n
iasn k =——1
Merkitaan 50
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Muodostetaan aritmeettinen summa 49(25+75+...4+ (25+ k - 50)

=49(25(1+ 3 +...+ (1+ 2k))
_ 49-25(%}

= (7-5(k +1))?

. 4, b jacovat kolme, ei valttamatta perékkaista, termié positiivisten lukujen aritmeetti-
c—b+a—c+b—a

sesta sarjasta. Kun
b c

=0, etsi aritmeettisen sarjan yleinen erotus.

Ratkaisu:

0=(c—b)boc+(a—c)ac+(b—a)ab=c’h-b’c+a’c-c?a+b’a—a’b
c’(b—a)+ab(b—a)+cla® —b?)=c’(b—a)+ablb—a)+& a—b)a+b)

=(b—a)(c ab—ac—bc|=(b—a)[¢ c—a)+ba—c)=(b—a)fc—a)c—h)

Jotta edellinen pétee, oltava a=b, a =ctai b =c. = yleinen erotus on 0.

. Suorakulmaisen kolmion sivujen pituudet muodostavat aritmeettisen sarjan. Maarité
sivujen suhde. Todista, ettd kolmion sisdén piirretyn ympyran sade on aritmeettisen
sarjan yleinen erotus.

Ratkaisu:

Sivujen pituudet ovat a— X,a,a+ X . Pythagoraan lauseella
a’+(a—x)® =(a+x)?. a=0, edellisests yhtalosta a = 4x.
Sivujen suhde: (a—x):a:(a+x)=3x:4x:5x=3:4:5,
Merkitdadn A =kolmion pinta-ala ja r = kolmion sisaan piirretyn ympyran séde.

2A
a+b+c

r= < 2A=r(a+b+c)=3x-4x.Koskax = 0,niin x=r.o
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5. Todennéakoaisyyslaskenta

1. Petterin lempilevylld on 11 kappaletta. Han pit4d&4 kahdeksannesta kappaleesta eniten.
Kun hén laittaa levyn soittimeen, h&n painaa nappia aloittaakseen ensimmaisen kap-
paleen, jonka jalkeen h&nen on painettava toista nappia seitsemén kertaa péastakseen
lempikappaleeseensa. Jos han sdatda soittimen soittamaan kappaleet sattumanvarai-
sessa jarjestyksessa, milla todennékoisyydelld han talloin saavuttaa lempikappaleensa
edellistd vahemmilld napin painalluksilla?

Ratkaisu:

Todennékoisyys, ettd Petterin lempikappale on jollakin tietylla paikalla (en-
simmainen, toinen, kolmas jne.) on aina sama Tk Painalluksia on oltava vé-

hemmén kuin 7 eli 0-6 (7 alkeistapausta), joten todenndkdisyys on

-i:1z64%.
11 11

2. Riku, Taneli ja Antti pelaavat poytatennista kaksi yhtd vastaan. Kun Taneli ja Antti
pelaavat yhdesséd Rikua vastaan, he voittavat Rikun kolme kertaa niin usein kuin Ri-
ku heidat. Taneli voittaa pelin Rikua ja Anttia vastaan yhtd usein kuin havida. Antti
voittaa pelin Rikua ja Tanelia vastaan kaksi kertaa niin usein kuin havida. Viimeksi
he pelasivat kuusi pelid, kaksi jokaista pelaajayhdistelmé& kayttden. Mill4 todenna-
koisyydelld Riku voitti ainakin kerran?

Ratkaisu:

Taneli ja Antti vs. Riku: P(Riku voittaa) =

Riku ja Antti vs. Taneli: P(Riku voittaa) =

Riku ja Taneli vs. Antti: P(Riku voittaa) = —.

Wik NP M

P(Riku voittaa ainakin kerran) =1— P(Riku ei voita kertaakaan)

2 2 2
{3 3] e

3. Jalkapallojoukkueen valmentajan mukaan todennakdisyys sille, ettd pelaaja tekee
maalin rangaistuspotkulla, on 95%. Mika on todennakadisyys sille, ettéd viidesta pelaa-
jasta tasan kolme ei tee maalia rangaistuspotkusta?
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Ratkaisu:

Alkeistapauksia (ketk& pelaajista tekevat maalin ja ketkd eivdt) on yhteensa
10 kpl. Todennakdoisyys:

10-(0,95%-0,05°) #113-10° ~ 0,1%.

4. Eréan valtion lotossa arvotaan viisi numeroa valiltd 1-90. Lottokupongin ostaneet
merkitsevét viisi numeroa jokaiseen kuponkiin. Mies osti kaksi kuponkia ja merkitsi
nithin kymmenen eri numeroa kaikkiaan. Olettaen, ettd hdnen kymmenesta numeros-
taan neljé osui oikeaan, mill4 todenndkdisyydelld hanelld oli kuponki, jossa oli

a) nelja oikeaa numeroa?
b) kaksi oikeaa numeroa?

Ratkaisu:
P(numero oikein) = 0,4, P(numero vaarin) = 0,6
a) Kupongissa nelja oikeaa ja yksi vaara numero, mahdollisia

yhdistelmi& 5 kpl. Oikeat numerot voivat olla kummassa tahansa
kahdesta kupongista. P(4 oikein samassa kupongissa)

= 2.5.P(nelja oikein, yksi vaarin) =2-5-0,4*-0,6 ~15% .

b) Viidesta numerosta kaksi oikein, vaihtoehtoja 10 kpl.
P(kaksi oikein samassa kupongissa) =10-0,4%-0,6° ~ 35%.

5. Kuusi korttia numeroidaan yhdestd kuuteen ja sekoitetaan. Kolme korttia nostetaan
perdkkéin ilman takaisinpanoa. Milld todennakdisyydell& saatu lukujono on kasvava?

Ratkaisu:

Jonoja yhteensé 6-5-4 =120 kpl. Kasvavia jonoja 20 kpl:

1,23 1,3,4 1,4,6 2,3,6 3,45
1,2,4 1,3,5 1,56 2,45 3,4,6
1,25 1,3,6 2,3,4 2,4,6 3,5,6
1,2,6 1,45 2,35 2,5,6 4,5,6

P(lukujono kasvava) = 20 = 1 ~17%.
120 6
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6. Numerot 0, 1, 2, 3, 4, 5 ja 6 kirjoitetaan satunnaisessa jarjestyksessé. Milla todenna-
koisyydelld saatu 7-numeroinen luku (joka ei ala nollalla) on jaollinen neljalla?

Ratkaisu:

Numerot voidaan Kirjoittaa 7!(: 5040) jarjestykseen, mikd on kaikkien alkeista-

pausten maard. Luku on jaollinen neljéll, jos sen kahden viimeisen numeron
muodostama luku on jaollinen neljalla. Luvun viimeiset numerot ovat siis 04,
12, 16, 20, 24, 32, 36, 40, 52, 56, 60 tai 64. Lukuja, joka paattyy 04, 20, 40 tai
60 on yhteensd 5! (5 jéljella olevaa numeroa voidaan jérjestédd nain monella ta-
valla). Muissa tapauksissa on huomioitava, ettei 0 saa olla luvun ensimmainen
numero. Luvun ensimmainen numero voi siis olla joku neljastd numerosta, ja
seuraavat neljd numeroa voivat olla missé tahansa jérjestyksessd, siis 4-4!. Yh-
teensd suotuisia alkeistapauksia on siis 4-5+8-4 - 4! ja kysytty todennékdisyys
on 4.5+8-4 .41 _ 26 ~0.25.
7! 105

7. Kolikkoa heitetd&n neljd kertaa. Sen jalkeen sitd heitetdan uudelleen niin monta ker-
taa kuin ensimmaisill4 heitoilla saatiin kruunia. Milld todennédkdisyydelld saadaan
yhteensa vahint&én viisi kruunaa?

Ratkaisu:

Kolikkoa heitetaan nelja kertaa, alkeistapauksia 2* =16 kpl. Ensimmdisilla
neljalla heitolla on saatava vahintdan 3 kruunaa, jotta néitd on mahdollista saada
yhteensd 5. Mahdollisia tapoja saada 3 kruunaa on 4 (KKKL, KKLK, KLKK ja

LKKK) joten P(neljéll& heitolla 3 kruunaa) = % = %

P(neljalla heitolla 4 kruunaa) = %

Jos ensimmaisilla heitoilla saadaan 3 kruunaa, saadaan 3 uutta heittoa, joilla on
saatava vahintaan 2 kruunaa. Kolmella heitolla alkeistapauksia on 2° =8 .
Suotuisia alkeistapauksia (2 tai 3 kruunaa) on 4 (KKK, KKL, KLK ja LKK).

Joten P(kolmella heitolla vahint&dé&n 2 kruunaa) = g = %

Jos ensimmaisilld heitoilla saatiin 4 kruunaa, saadaan 4 uutta heittoa, joilla on
saatava vahintdan yksi kruuna. Suotuisia tapauksia 15 (kaikki paitsi LLLL),

P(neljalla heitolla vahintaan yksi kruuna) :% .

P(yhteensa vahintdan 5 kruunaa) = 11 + L1 ~18% .
2 4 16 16
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8. Erdiden karamellien myynti& parantaakseen niitd valmistava yritys laittaa osaan ka-
ramellipaketeista lahjakortit. Johtajat arvioivat, ettd kampanja tulee olemaan tehokas
ja kulut siedettavid, mikali todenndkdisyys, ettd kymmenen pakettia ostava asiakas
saa vahintddn yhden lahjakortin, on 50%. Moneenko pakettiin tulisi tallgin laittaa
lahjakortti?

Ratkaisu:

P(X >1)=1-P(X =0) :1—(1(;))(3) (”—_1j ~05

n n

n—1\" n-1
(Tj ~056 "=~ 083> n ~14,93.

Vastaus: keskimaarin joka 15. laatikkoon.

9. Kuusivaunuisessa metrossa on nelja matkustajaa, joilla on flunssa. Milla todennakoi-
syydelld metrossa on enintddn kaksi vaunua, joissa on matkustajia, joilla on flunssa?

Ratkaisu:

Matkustajat voivat olla vaunuissa 6* =1296eri tavalla. Mahdollisia tapauksia
on kolme:

a) Kaikki 4 sairasta matkustajaa yhdessa vaunussa, suotuisia alkeistapauksia 6.

b) Kaksi sairasta yhdessd vaunussa, kaksi toisessa vaunussa. Suotuisia

i . (4) (6
alkeistapauksia ( J( Jz 90.
2)\2

c¢) Kolme sairasta samassa vaunussa, neljés eri vanussa. Suotuisia alkeista-

4
pauksia (SJ -6-5=120.

6+90+120 1

Kysytty todenndkdisyys on )
ysytty ¥y 1296 6

10. Kahvilassa on kahden hengen poytid. Talla hetkelld kahvilassa on kuusi asiakasta
kolmessa poydassa. Heistd kolme juo kahvia ja kolme teetd. Milla todenndkdisyydel-
14 kahvilassa on poytd, jossa molemmat asiakkaat juovat teetd?

Ratkaisu:

Jotta samassa poOydéssd olisi kaksi teen juojaa, voivat he jarjestaytya
3.2-2=12:lla eri tavalla (ensimméinen valitsee kolmesta pdydé&std, toinen
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kahdesta vapaana olevasta ja kolmas kahdesta, jossa jo istuu teen juoja). Jos
kahta teen juojaa ei istu samassa poydassd, on silloin kaikissa poydissé yksi

teen ja yksi kahvin juoja. Téllaisia tapauksia on 2° =8. Yhteensé alkeistapauk-

sia siis on 20 ja P(on p0Oyté jossa kaksi teen juojaa) = % =0,6 =60%.

11. Rakennuksen portin vieressa on 10 postilaatikkoa. Mainoksia jakava mies kévelee
ohi ja laittaa mainoksia viiteen postilaatikkoon. Mydhemmin toinen mainosten jakaja
kulkee ohi ja laittaa myGs mainoksia viiteen laatikkoon. Mill4 todenndkdisyydelld
vahintaan kahdeksassa postilaatikossa on mainoksia?

Ratkaisu:
. . 10} . L . .
Jakaja voi jakaa mainokset (5} eri tavalla. Kun kaksi jakajaa jakaa mainoksia,

(1) . . L
on tapoja [5} . Toisen jakajan on jaettava mainoksensa niin, ettd niita tulee

vahintddn kolmeen sellaiseen laatikkoon, joihin ensimméinen jakaja ei
mainoksia laittanut.

55
a) Kaikki 5 mainosta tyhjiin laatikoihin: (OJ(SJ =1.

b) Yksi mainos laatikkoon, jossa on jo mainos, ja 4 tyhjiin laatikoihin:

HW

c) Kaksi mainosta laatikoihin, joissa on jo mainokset, ja kolme tyhjiin
5Y5

laatikoihin: =10°.
23

10

1+5% +10?)
O W+ 126 1

Kysytty todennékoisyys: = =—=50%.

10Y 252 2
5
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6. Lisaa tehtavia

Luvut, Lausekkeet ja yhtalot

1. Nayta, etta lausekkeella —X— + Y4 ZX=Y) on vakioarvo kaikilla x ja y, joille

yP-1 1-x* x*y*+3
se on mielekas, ja x+y =1.

2. X jay ovat reaalilukuja niin, ettdx +3y =12 ja x> 2y >0. Mitd arvoja x+2y Vvoi
saada?

3. Ratkaise yhtalo (ax2 +bx +14)2 + (bx2 +ax+8)° =0 kokonaislukujen joukossa. a ja
b ovat kokonaislukuja.

4. Polynomin p(x) aste on korkeintaan nelja. Polynomilla on nollakohtia ja sill4 on mi-
nimikohdat kun x, = -3 ja x, =5. Olettaen, ettd polynomi g(x) = p(x—1) on parilli-
nen ja silla on lokaalimaksimiarvo 256, méarité polynomi p(x).

5. Osoita, etta yhtaloryhmélla x-y+2z=0, —-2x+y-2z=-2, 2x+cy+3z=1 on
ratkaisu, joka on riippumaton parametrin ¢ arvosta.

6. Etsi kaikki kokonaisluvut x, joille lausekkeen 6x* —167y — 482z ratkaisu on

a) alkuluku;
b) mahdollisimman pieni kokonaisluku.
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Geometria

7. Suorakulmio, jonka sivut ovat 15 cm ja 20 cm, Kierretddn lavistajan ympéri. Miké on
syntyvan pyorahdyskappaleen tilavuus?

8. ABC on annettu kolmio. Etsi jana, joka kulkee kérjen C lapi niin, ett4 kolmion ABD
piiri on suurempi kuin kolmion ABC piiri, kaikilla janalla olevilla pisteilla D, jotka
ovat eri piste kuin C.

9. Kuinka monta sellaista erimuotoista kolmiota on olemassa, jonka kaikkien kulmien
asteluvut ovat kokonaislukuja?

2
10. Suorakulmaisen kolmion hypotenuusan pituus on ¢, ja kolmion pinta-ala on t = %

Maarita kolmion kulmien tarkat suuruudet.

11. Katkaistun pyramidin pohjasarmat ja sivusarmét ovat kaikki neljan yksikon mittaiset.
Paatytahkon sivut ovat kaksi yksikk6d. Mika on suurin mahdollinen etdisyys katkais-
tun pyramidin kahden karjen valill&?

12. Pelto rajoittuu yhdelté reunaltaan 50 metri pitkddn muuriin. Matti haluaa ympardida
suurimman mahdollisen suorakulmaisen alueen sahkoaidalla lehmiensé laitumeksi.
Miten h&n saavuttaa tdmén, jos hanelld on 44 metri4 johtoa jonka h&n voi kiinnittaa
maahan pylvailla, joiden vélinen etdisyys on
a) 1 metri,

b) 2 metria.

Mika on ymparoidyn alueen pinta-ala kummassakin tapauksessa?

13. Puolisuunnikkaan yhdensuuntaisten sivujen pituudet ovat a =10, ¢ =15 ja ympari-
piirretyn ympyran sade on r =10 . Miké& voi olla kylkien pituus? Mika on puolisuun-
nikkaan pinta-ala?
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21.

Yhdista suorakulmion sivujen keskipisteet vastakkaisiin kulmiin. Ndin saadut kahdek-
san janaa muodostavat kahdeksankulmion. Miten suuren osan koko suorakulmion pin-
ta-alasta tdmé kahdeksankulmio muodostaa?

Suorakulmainen kolmio jaetaan kolmioon ja nelikulmioon hypotenuusan kohtisuoral-
la puolittajalla. Nelikulmion lavistajien pituuksien suhde on (1+ \/5):2\/5. Maérita
kolmion kulmien tarkat suuruudet.

Kolmion ABC karjet ovat tason pisteissd A(0,3), B(3,0) ja C(c,6). Kolmion pinta-ala
on 7. Etsi c siten, ettd 0 < ¢ < 3.

Vinonelion, jonka sivun pituus on 1, terdvd kulma on 60°. Kuinka monta sellaista
ympyraé on, ettd vinonelion karjet ovat yht4d kaukana ympyran kehaltd? Mitka ovat
ympyroiden sateet?

Tasasivuisen kolmion ABC sivujen pituus on 6 cm. Otokka lahtee kolmion karjesta C
ryémimaan tasaista vauhtia, 4mm/s kohti pistettd A. Samaan aikaan toinen 6tokka lah-
tee rydmimaén pisteestd B kohti pistettd C 3mm/s vauhdilla. Kauanko kestad, kunnes
0tokat ovat mahdollisimman lahelld toisiaan ja mika on tdman lyhimman mahdollisen
valimatkan pituus?

Etsi pinta-alaltaan mahdollisimman pieni tasakylkinen kolmio, joka on piirretty puo-
liympyran ympdri niin, ettd sen kanta on puoliympyran halkaisijalla ja sen kyljet ovat
puoliympyrén tangentit.

Pallon sisalla on nelja yksikkdpalloa siten, ettd jokainen niista sivuaa sekd isoa palloa
ettd kolmea muuta yksikkopalloa. Kuinka suuren osan ison pallon tilavuudesta nelja
yksikkopalloa tayttavat?

Kolmion kulmat B ja C yhdistetédan pisteisiin, jotka jakavat kulmien vastaiset sivut
kolmeen yht& suureen osaan. N&in syntyvien janojen sisdan muodostuu nelikulmio.
Todista, ettd nelikulmiolla on lavistajd, joka on yhdensuuntainen kolmion sivun BC
kanssa.
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Saannollinen kuusikulmio pyorahtdd symmetria-akseleidensa ympari. Maérita synty-
neiden kappaleiden pinta-alojen suhde.

Jatka nelion kumpaakin l&vist4jad4 toiseen suuntaan nelion sivun pituuden verran.
Kuinka monta tasakylkistd kolmiota voidaan maaraté sivujen jatkojen pééatepisteiden
ja nelion karkien avulla?

ABC on tasasivuinen kolmio tasossa. Ajatellaan tasokuviota joka muodostuu pisteisté,
joiden etéisyys karjestd A on pienempi tai yht& suuri kuin kolmion sivun pituus, ja
etaisyys karjista B ja C suurempi tai yhtd suuri kuin kolmion sivun pituus. Mill& eh-
doilla tasokuvion pinta-ala on suurempi kuin kolmion pinta-ala?

P on piste sivulla AC ja Q on piste sivulla BC kolmiossa ABC. Pisteen P kautta kulke-
va suora, joka on yhdensuuntainen sivun BC kanssa, leikkaa sivun AB pisteessa K ja
pisteen Q kautta kulkeva suora, joka on yhdensuuntainen sivun AC kanssa, leikkaa si-
vun AB pisteessé L. Todista, ettd jos jana PQ on yhdensuuntainen kolmion sivun AB
kanssa, niin AK=BL.

Neljak&ds muodostetaan neljastd metallitangosta, jotka liitetd&n toisiinsa karjista. Pi-
dempi lavist4ja on alun perin 32 cm pitkd. Neljakastd puristetaan hieman kasaan pi-
tempdd lavistdjad vasten. Seurauksena toinen lavistdja pitenee 1,2 kertaa niin paljon
kuin pitempi lavistdja lyhenee. Mitk& ovat lavistdjien uudet pituudet?

Suorakulmaisessa kolmiossa ABC on 30° kulma karjessd B. D on sellaisen kolmion
ulkopuolelle piirretyn nelion keskipiste, jonka yksi sivu on kolmion hypotenuusa BC.
Maarita kulma ZADB.

Todista, ettd suorakulmaisen kolmion sisdan piirretyn ympyran halkaisija on yhté pit-
k& kuin hypotenuusan ja toisen kateetin pituuksien erotus ja kaksi kertaa niin pitka
kuin hypotenuusan ja toisen kateetin pituuksien erotus.

Olettaen, ettd ympyrélle x> —6x+y? —2py +17 = 0 voidaan piirtdd kaksi kohtisuoraa
tangenttia, jotka kulkevat origon kautta, mitd arvoja muuttuja p voi saada?
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Etsi ne suorakulmaiset kolmiot, joiden sivujen pituudet ovat kokonaislukuja ja piiri
yht& suuri kuin pinta-ala.

Nelion ABCD kulman A kautta piirretd&dn mielivaltainen suora (joka ei saa kulkea
kulmien B ja C kautta) ja télle suoralle piirretdan kohtisuorat kulmista B and D .
Kohtisuorien ja suoran leikkauspisteet ovat B, ja D, . Todista, etta

AB’ + AD,” = BB,” + DD,°.

Olkoon annettu kuusi eri pistetté tasossa niin, ett ainakin kolme misté tahansa neljas-
t4 on samalla suoralla. Todista, ettd ainakin viisi pisteista on samalla suoralla.

Pisteet A, B, C ja D sijaitsevat samalla suoralla t&ssa jarjestyksessa ja AB = BC . Piir-
ré janaa AD vastaan kohtisuorat pisteisiin B ja C. Pisteen B kautta piirretty kohtisuora
leikkaa pisteissa P ja Q ympyra4, jonka halkaisija on AD. Vastaavasti pisteen C kautta
piirretty kohtisuora leikkaa pisteissé K ja L ympyréd, jonka halkaisija on BD. Osoita,
etté pisteiden P, K, L ja Q kautta kulkevan ympyréan keskipiste on B.

Suorakulmainen kolmio, jonka sivujen pituudet ovat 3, 4 ja 5 leikataan kahteen osaan
suoralla, joka on kohtisuorassa hypotenuusaa vastaan. Toinen osista on nelikulmio,
jonka sis&an voidaan piirtdd ympyré, joka sivuaa nelikulmion jokaista sivua. Toinen
osa on suorakulmainen kolmio. Madrit4 suorakulmion sivujen pituudet.

Tasakylkisen kolmion ABC kannan AB keskipiste on F. Olkoon D pisteen F kohtisuo-
ra projektio sivulle BC. Olkoon E janan DF keskipiste. Todista, ettd CE ja AD ovat
kohtisuorassa keskenaan.

Etsi kaikki kokonaisluvut, jotka voivat olla s&anndéllisen monikulmion kulmien aste-
lukuja.

Olkoon annettu jana BD, seké pisteesta A janalle CD, pisteestd B janalle DA, pisteesta
C janalle AB seké pisteestd D janalle BC piirretyt kohtisuorat janat. Konstruoi neli-
kulmio ABCD. (Ei tarvitse pohtia mahdollisten ratkaisujen lukumaaréa.)
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39.
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43.

44,

Milla kantalukujérjestelmélla kertolasku 166 - 56 = 8590 pitéa paikkansa?

Etsi kaikki positiiviset kokonaisluvut, joilla on yhtd monta kuudella jaollista tekijaa,
kuin tekijoita, jotka eivat ole kuudella jaollisia.

Etsi kaikki sellaiset positiiviset kokonaisluvut, joilla saadaan tulokseksi 2007, kun
luvusta vahennetddn kaikkien siing esiintyvien numeroiden summa.

Luentosalissa on 24 valaisinta. Jokaisessa valaisimessa voi olla korkeintaan 4 hehku-
lamppua. Kun huoltohenkilokunta oli asettanut osaan valaisimista 4 lamppua, he
huomasivat, ettei lamppuja ollut tarpeeksi. Sitten he jatkoivat laittamalla valaisimiin
kolme lamppua, sitten kaksi lamppua, ja loppuihin valaisimiin yhden lampun. Mon-
tako lamppua puuttui, jos luentosalissa oli kaksi kertaa niin monta valaisinta yhdella
lampulla kuin valaisimia neljalla lampulla, ja valaisimia, joihin ei riittdnyt lamppuja
ollenkaan, oli puolet siitd, mitd valaisimia, joissa oli kolme lamppua?

Teemun matematiikan numeroiden keskiarvo oli 4:n ja 5:n valill& ennen kuin ensim-
maisen lukukauden viimeinen matematiikan koe palautettiin oppilaille. (Arvosanat
unkarilaisessa koulussa ovat 1:st4 5:een, 5 on erinomainen ja 1 hylatty. Opettajat an-
tavat joskus puolikkaita arvosanoja, kuten 3 ja puoli, joka tarkoittaa, ettd arvosana on
3:n ja 4:n valissa. Lopulliset numerot ovat kokonaislukuja.) Opettaja sanoi Teemulle:
“16 teistd teki taman kokeen. Olen antanut my0ds puolikkaita numeroita. Arvosano-
jenne vaihteluvéli on 2, moodi on 4,5 ja mediaani on 4. Keskiarvo on huonoin mah-
dollinen, jonka 16 oppilaan ryhmé voi néill4 ehdoilla saada. Jos osaat kertoa minulle,
oletko voinut saada kokeesta arvosanan 5, niin saat lukukauden arvosanaksi 5.” Tee-
mu sai arvosanan 5. Mitd h&n vastasi opettajan kysymykseen?

Anna kirjoittaa ylos kaksi mielivaltaista luonnollista lukua, jotka koostuvat samoista
numeroista eri jarjestyksessa. Han vahent&a pienemmaén luvun suuremmasta, ja ker-
too erotuksen mielivaltaisella luonnollisella luvulla. Sitten h&n poistaa saadusta lu-
vusta numeron, joka ei ole 0. Han kertoo jaljelle jaaneen luvun Pekalle. Hieman mie-
tittyd&n Pekka osaa arvata poistetun numeron. Miten?

Kymmenen henkilon joukko meni elokuviin. He ostivat liput viidelle vierekkéiselle
paikalle kahdella eri rivilla. Ari ja Pentti halusivat istua vierekkain, kun taas Susanna
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46.

47.

48.

49.

50.

ja Annika eivat halunneet istua vierekk&in. Kuinka monta erilaista mahdollista istu-
majdrjestysté oli?

. 2010-numeroisen yhdeksélla jaollisen luvun numerot lasketaan yhteen. Myds nain

saadun luvun numerot lasketaan yhteen, ja tdmé toistetaan vield kerran. Miké& lopulli-
nen tulos voisi olla?

(x+a)*  (x+b)®  (x+c)
(a-bjfa-c) (b-afb-c) (c—-a)c-b)

Méérita funktion f(x) =

arvojoukko; a, b ja c ovat eri reaalilukuja.

Matematiikkakilpailussa oli ratkaistavana kolme tehtédvéaé. 56 osallistujaa ratkaisi ai-
nakin yhden tehtévén. 2 osallistujaa ratkaisi kaikki tehtavat. Niistd, jotka ratkaisivat
toisen tehtdvan, kolmannen tehtdvan ratkaisi 10 enemmén kuin ensimmaéisen tehta-
van. Niiden lukumaarg, jotka ratkaisivat sekd ensimmadisen ettd toisen tehtévén, oli 10
suurempi kuin niiden lukumaérd, jotka ratkaisivat vain kolmannen tehtdvan. Kaikki
osallistujat, jotka ratkaisivat ensimmaéisen ja kolmannen tehtdvan, ratkaisivat myos
toisen tehtdvan. Yhteensd 14 osallistujaa ratkaisi ainoastaan ensimmadisen tai toisen
tehtdvan. Kuinka moni osallistuja ratkaisi kolmannen tehtévéan?

Kuinka monta sellaista 9-numeroista lukua on olemassa (kymmenjarjestelmdssd),
jotka ovat jaollisia luvulla 11, ja joissa esiintyy kaikki numerot nollaa lukuun otta-
matta?

Lahjatavarakaupassa on myynnissa 160 paé&sidiskorttia pinossa tiskilla. Asiakas jakaa
korttipinon kahteen pinoon, joissa kummassakin on vahintdén kaksi korttia. Han os-
taa yhden kortin jommastakummasta pinosta. Seuraava asiakas toimii samalla tavalla:
han jakaa toisen pinoista kahteen pinoon (samalla sd&nndlla kuin edelld) ja ostaa kor-
tin toisesta ndista pinoista. Seuraava asiakas menettelee samoin, ja niin edelleen. On-
ko ndin toimien mahdollista péatya tilanteeseen, jossa jokaisessa poydalla olevassa
pinossa on nelja kortti jokaisessa?

Mika-Mika-Maan parlamentin edustajista koostuvan pienen ryhmén jésenet osallis-
tuvat neljan komitean toimintaan. Jokainen ryhmén jasen tyoskentelee kahdessa ko-
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miteassa, ja milla tahansa kahdella komitealla on yksi yhteinen edustaja ryhmasté.
Kuinka monta edustajaa ryhmaan kuuluu?

Jos eradaseen kolminumeroiseen lukuun lisatdan sen numeroiden summa, saatu luku
koostuu kolmesta samasta numerosta. Jos taas numeroiden summa vahennetaan alku-
perdisestd luvusta, saadaan myos luku, joka koostuu kolmesta samasta numerosta.
Mika on alkuperéinen luku?

Viidesta tytOsta ja seitsemasta pojasta koostuva ryhmé lastentarhalaisia leikkii haita.
He valitsevat morsiamen ja sulhasen, vihkijan, kaksi morsiusneitoa, yhden bestmanin
morsiamelle ja yhden bestmanin sulhaselle, sekd kaksi todistajaa. Kolmella tytoista
on myos veli ryhmassd, muita sisaruspareja ei ole. Monellako eri tavalla valinnat voi
tehdd, kun sisko ja veli eivat voi olla morsian ja sulhanen, eik& vihkija voi olla mor-
siamen tai sulhasen sisko tai veli. (Morsiusneidot ovat tytt0ja ja bestmanit poikia.
Todistajien sukupuolella ei ole valia.)

Joulupukki jakaa 53 joulukaramellia kolmeen sakkiin niin, ettd jokaisessa sékissé on
eri maara karamelleja, mutta mitk& tahansa kaksi sakkié sisaltavat yhteensa enemmén
karamelleja kuin kolmas sakki. Kuinka monella tavalla tdmé on mahdollista?

Madrita tason pisteparit (x,y), joiden koordinaatit tayttavat ehdot x* +y? <25 ja

X

-1< <1.

X+y

Uuden vuoden konserttiin lipun varanneiden henkildiden lukumaéara on neliéluku. Jos
100 henkiloa lisad varaisi lipun konserttiin, henkildiden lukumé&éara olisi jokin nelio-
luku +1. Jos vield 100 henkil6a varaisi lipun, olisi lukuma&ra taas jokin nelidluku.
Kuinka moni henkild varasi lipun?

Pikajuna ohittaa tavarajunan samansuuntaista viereista rataa pitkin. Paluumatkallaan
pikajuna ohittaa saman tavarajunan, nyt kulkien vastakkaiseen suuntaan. Pikajunan
vauhdin suhde tavarajunan vauhtiin on sama kuin samansuuntaiseen ohitukseen ku-
luneen ajan suhde vastakkaissuuntaiseen ohitukseen kuluneeseen aikaan. Kuinka
paljon nopeampi pikajuna on kuin tavarajuna, jos molemmat kulkevat vakionopeutta?
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Todista, ettd kuusinumeroisella luvulla ababab ei voi olla yli kaksinumeroisia alku-
tekijoita.

Pyoredn poydan ympaérilld istuu 30 henkil6d. Osa heistd on valehtelijoita, osa puhuu
totta. Tieddmme, ettd jokaisen valehtelijan vierustovereista tasan yksi on valehtelija.
Jokaiselta kysytaan, montako valehtelijaa hénen vieressaan istuu. 12 heisté vastaa, et-
td tasan yksi, ja loput vastaavat, ettd molemmat vierustoverit ovat valehtelijoita.
Montako valehtelijaa poydén &aressa istuu?

Eraalla kokonaisluvulla on kaksi alkutekijad. Sen jakajien lukuméaérd on kuusi ja sen
jakajien summa on 28. Miké& luku on kyseessa?

Tukkukauppias myy kemikaliotuotteita ja paperitavaroita. Hanell& on kontti, jonka ti-
lavuus on 12 m? ja johon mahtuu 5000 kg tuotteita. Tonni kemikaliotuotteita vie tilaa
1 m?® ja tonni paperitavaroita 3 m®. Tukkukauppias tekee voittoa 100 000 euroa tonnia
kohti kemikaliotuotteissa ja 200 000 euroa tonnia kohti paperitavaroissa. Miten suu-
ren voiton hén voi korkeintaan tehdd myydessaan yhden kontillisen tuotteita?

Erds kaksinumeroinen luku kerrotaan neljalld ja ndin saadun luvun perdan Kirjoite-
taan alkuperdinen luku. N&in saadulla luvulla on tasan kuusi jakajaa. Mika alkuperéi-
nen kaksinumeroinen luku on?

Oletetaan, ettd allergiasta kérsivien ihmisten joukossa on suhteellisesti enemman tei-
ni-ik&isig, kuin koko véestdssd, ja ettd teini-ikéisten joukossa urheilua harrastavien
osuus on suurempi kuin koko véestossa. Seuraako tastd, ettd urheilua harrastavien
joukossa on suhteellisesti enemmaén allergiasta karsivig?

Laivan kapteeni kirjoitti kaavan d = p~/h lokikirjaansa horisontin etéisyydeksi. Vali-
tettavasti numero p sottaantui, eikd siitd saanut selvdd. d merkitsee etéisyytta hori-
sonttiin kilometreina ja h tarkoittaa katsojan silmien korkeutta meren pinnasta met-
reind. Maarita p:n arvo niin, ettd kaava on kaytannossa mahdollinen. (K&ytd maapal-
lon sateend 6370km.)

Todista, ettd 5%°® + 4 on yhdistetty luku (ykkosta suurempi kokonaisluku, joka ei ole
alkuluku).
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Kolmen positiivisen luvun summa kerrotaan niiden kaanteisarvojen summalla. Etsi
pienin mahdollinen vali, missé tulo voi olla.

Roosa, Inka ja Vilma péattivat ratkaista kaikki tehtdvat matematiikan Kirjastaan.
Roosa ratkaisi a tehtdvad, Inka b tehtdvéd ja Vilma c tehtdvad paivassa. (Jokainen
tehtdva tuli ratkaistuksi vain kerran.) Jos Roosa olisi ratkaissut 11 kertaa niin monta
tehtdvaa paivassa, kuin mitd han ratkaisi, Inka seitseman kertaa niin monta ja Vilma
yhdeksén kertaa niin monta, olisi aikaa kaikkiaan kulunut 5 paivaa. Jos taas Roosa
olisi ratkaissut nelja kertaa niin monta, Inka kaksi kertaa ja Vilma kolme kertaa niin
monta tehtavad, olisi aikaa kulunut 16 péivad. Kauanko aikaa kului?
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