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ALKULAUSE

Tama kirjanen on toinen osa sarjassa Ensiaskeleet Einsteinin avaruusaikaan,
Matemaattinen johdatus suhteellisuusteorian perusteisiin. Ensimmadinen osal, jonka alaotsikko
on Kinematiikka: aika, paikka ja liike, julkaistiin 2014 sahkdisena kirjana Matematiikkalehti
Solmun oppimateriaaliosastossa (http://matematiikkalehtisolmu.fi/oppimateriaalit.ntml).
Kasilla oleva toinen osa julkaistaan samalla foorumilla. Sen alaotsikko Dynamiikka: liikelait,
lilkemddrd ja energia kertoo, ettd suppeaan suhteellisuusteoriaan perehtymista jatketaan
siitd, mihin ensimmainen osa paattyi.

Kirjoittajan motiivi tahdn tyohon on ollut kahtalainen: ensiksi syventdd omaa ymmarrystaan
aiheesta ja toiseksi viitoittaa nuorille - ja miksei vanhemmillekin - lukijoille kulkukelpoinen
polku eradseen fysiikan kiehtovimmista ajatusrakennelmista. Olen pyrkinyt varustamaan
polulle riittdvan yksityiskohtaisen ja ymmarrettiavan tiekartan, mutta pyrkinyt samalla
nayttdmaan laajemmankin maiseman. Tiekarttaa ei voi laatia ilman matematiikkaa -
luonnonlakien kieltd. Tata varten joudumme jonkin verran laajentamaan matemaattista
valineistéamme, vaikka lukion pitkdn matematiikan oppiméaaraan sisaltoja ei juuri tarvitse
ylittdd. Aiheesta kiinnostunut ja uuden oppimista pelkddmaton lukija voi taivaltaa tdman
polun paljon vahdisemmilldkin perustiedoilla, silla tarvittava matematiikka (vektorilaskenta
seka differentiaali- ja integraalilaskenta) on kerrattu perusteellisesti kirjan alkuosassa. Jos
lukija arvelee jo hallitsevansa ndm4, han voi siirtya suoraan lukuun 4 ja palata tarvittaessa
kertaamaan eteen tulevia matemaattisia kasitteita.

Kiitdn Jouko Lahtelaa ja Riitta Laurinollia, jotka ovat pyynndstani lukeneet kasikirjoituksen ja
esittdneet useita arvokkaita huomautuksia. Kiitan tohtori Ralph F. Baierleinia (Northern
Arizona University) seka professori J. S. Dunhamia (Middlebury College, Vermont), joilta olen
saanut hyvia neuvoja kiihtyvan liikkeen relativistisessa kasittelyssa. Kiitdn paatoimittaja
Anne-Maria Ernvall-Hyt6std mahdollisuudesta julkaista tdma kirjanen matematiikkalehti
Solmun verkkosivuilla. Limmin kiitos Juha Ruokolaiselle, joka on tietoteknisilla taidoillaan
nytkin hoitanut MS Wordilla tehdyn kasikirjoitukseni konvertoimisen pdf-muotoon. Lopuksi
kiitdn Niilo Helanderin saatiota kirjoitustydhén myonnetystad apurahasta.

Oulussa, 30.5.2015
Teuvo Laurinolli

1 Siihen viitataan tekstissa lyhenteelld EEA1.



1. JOHDANTO

Taman johdantoluvun jalkeen kirja jakautuu neljaan perusosaan: matemaattinen valmistelu
(Luvut 2 ja 3), klassisen mekaniikan kertaus (Luku 4), suhteellisuusteoreettisen dynamiikan

kasittely (Luvut 5 ja 6) ja liitteet (Liitteet 1, 2 ja 3).

Luku 2 (Vektorit) kirjan aloittaa tarpeellisen matemaattisen valineiston esittelyn kaymalla
melko perusteellisesti ldpi tason ja avaruuden vektoreiden teoriaa erityisesti fysikaalisesta
nakokulmasta. Luvussa 3 (Differentiaali- ja integraalilaskentaa) tutustutaan toiseen fysiikan
kannalta keskeisen tarkeadn matematiikan alueeseen. Lahestymistapa on tassakin luvussa
fysikaalinen ja saattaa poiketa - merkintatapojenkin osalta - jonkin verran lukiokurssien
esitystavasta, vaikka samasta asiasta onkin kysymys. Lukion pitkan tai lyhyenkin
matematiikan opinnot hyvin suorittaneelle lukijalle ndama luvut eivat tuo paljonkaan uutta
pohdittavaa, mutta kertauksenomainen selailu ei varmaankaan ole haitaksi. Differentiaali- ja
integraalilaskennan luvussa tutustutaan esimerkkien kautta differentiaaliyhtal6ihin
(fyysikkojen perustyodkaluja), joita ei yleensa kasitelld pitkinkdan matematiikan

lukiokursseissa.

Luvussa 4 (Klassista mekaniikkaa) kaydaan lapi Newtonin mekaniikan perusasiat, jotka
lienevat lukiofysiikan opintoja harjoittaneelle padosin tuttuja. Esitystapa saattaa tassakin
luvussa poiketa koulukursseista, silla kahden edellisen luvun esittelema matemaattinen
kalusto (vektorit ja derivaatat) otetaan tassa luvussa tehokaytt6on mekaniikan
peruskasitteiden maarittelyssa ja lakien muotoilussa. Tassa luvussa rakennetaan myds tukeva
kasitteellinen pohja seuraavien lukujen suhteellisuusteoreettiselle (relativistiselle)

mekaniikalle.

Luvussa 5 (Suppean suhteellisuusteorian kertaus) nimensa mukaisesti kerrataan kirjasarjan
osassa 1 lapikaydyt suhteellisuusteorian perusasiat: avaruusaikakoordinaatistot, Lorentz-
muunnos, intervalli ja sen invarianssi ja ominaisaika. Luvun viimeisessa kappaleessa 5.4.
kdydaan lapi hieman vaativampi avaruusmatka, jonka analysoimisessa differentiaalilasken-

taakin joudutaan hy6dyntamaan tehokkaasti.



Luvussa 6 (Vektorit ja nelivektorit) paastaan viimein kirjan ydinteemaan: suhteellisuus-
teorian dynamiikkaan. Luvussa 2 esiteltyja avaruusvektoreita mallina kdyttden maaritellaan
tarkea nelivektorin kasite, jonka sisdistiminen ei ole aivan helppoa. Sithen kannattaa
kuitenkin varata aikaa ja voimia. Luvun sisaltda ei kannata ahmia kiireisesti, vaan pureksia
suupala kerrallaan varmistuen, ettd ymmarrys seuraa mukana. Tassa luvussa myos kasittelyn
matemaattinen intensiteetti nousee selvasti. Jotkut paattelyketjut voivat olla aika pitkia,
mutta askeleet on sovitettu lyhyiksi. Niihin kannattaa syventya rauhassa ja ehka paivan, parin

tai jopa viikon kuluttua uudelleen. Niin Kirjoittajakin on usein tehnyt.

Luvun 6 loppupuolella (kappaleessa 6.5.) tehddan jdlleen avaruusmatka, mutta hieman eri
tavalla kuin kappaleessa 5.4. Luvun 6 viimeisessa kappaleessa 6.6. kirjanen kruunataan

johtamalla Einsteinin tunnettu energiayhtalo.

Loppuun sijoitetuissa liitteissa perustellaan tarkemmin muutamia paattelyja, jotka

sujuvuuden parantamiseksi hypattiin tekstissa yli.

Johdannon lopuksi muutama sana kaytetyistda merkintatavoista, joissa on padosin noudatettu
vakiintuneita kdytant6ja, jos kohta muutamia poikkeaviakin linjauksia on tehty. Vektorien
osalta olen merkinnyt tavallisia taso- tai avaruusvektoreita (ns. kaksi- tai kolmivektoreita)
pienilla lihavoiduilla kirjaimilla a, b, w, v, p, f, ... . Tata linjaa olen noudattanut myos
voimavektorin f merkitsemisessa (vastoin yleista kaytantoa merkita voimaa kirjaimella F).
[sot lihavoidut kirjaimet X, U, 4, P, F, olen varannut yksinomaan nelivektoreille. Vektoreiden
komponentteja olen merkinnyt samalla kirjaimella (indeksoituna) ilman lihavointia,
esimerkiksi 3-voima f = (f}, f3, f3) tai 4-nopeus U = (U,, Uy, U,, U3). Vektoreiden

skalaarituloa olen 3-vektoreilla merkinnyt yleensa ab tai joskus a - b ja 4-vektoreillal 4 - U.

Kirjan luvut on numeroitu (1-6), samoin niiden kappaleet (esim. 5.2.) ja alakappaleet (esim.
6.1.3.). Tekstissa esiintyvat yhtalot ja kaavat on numeroitu padsaantoisesti lukukohtaisesti,
vaikka joskus on kaytetty yhtalon merkitykseen viittaavia tunnusmerkkeja (esim. (Lvc)

tarkoittaa Lorentz-muunnoskaavaa, jossa valon nopeus c esiintyy eksplisiittisesti ).

1 Kaksi-, kolmi- ja nelivektoreita kutsutaan lyhyemmin myds 2-, 3- ja 4-vektoreiksi.



2. VEKTORIT

2.1. Skalaarisuureet ja vektorisuureet

Fysikaalisen suureen (aika, massa, pituus, vauhti jne.) arvo saadaan mittaamalla tai laskujen
tuloksena. Tulos ilmoitetaan mittaluvun ja yksikkésymbolin avulla (aika 45,71 s; massa 0,329
kg; pituus 1609 m; vauhti 19,2 m/s). Suureen arvo on siis reaaliluvun ja yksikon tulo (esim.
massa 0,329 kg on reaaliluvun 0,329 ja yksikon kg tulo. Yksikko puolestaan on joko
perusyksikko tai johdannaisyksikko sen mukaan onko kyseinen suure perussuure vai
johdannaissuure. Tama luokittelu taas perustuu sopimukseen. Kansainvalisessa SI-
jdrjestelmdssd? pituus, aika ja massa ovat perussuureita ja niiden yksikot m, s ja kg ovat
perusyksikoita. Vauhti on johdannaissuure ja sen yksikkdé m/s on johdannaisyksikkd.
Johdannaisyksikot ovat perusyksikkdjen tuloja tai osamaaria. Luonnollisessa
yksikkdjdrjestelmdssd (ks. EEA1, s. 14) sekd matkan ettd ajan yksikkéna on metri, jolloin

vauhdin yksikkéna on m/m = 1. Vauhti ilmaistaan siis paljaana lukuna.

Edelld mainitut suureet (aika, massa, pituus, vauhti) ovat esimerkkeja skalaarisuureista.
Usein on kuitenkin valttimatonta ottaa huomioon myds vaikutuksen suunta. Merella
liikkuessamme ei riitd, ettd tiedimme veneen kulkeneen lahtopaikasta matkan, jonka pituus
on 12,5 km (skalaarisuure), myos kulkusuunta on tunnettava voidaksemme selvittaa
sijaintimme. Talloin on hyo6dyllistd yhdistad matkan pituus ja kulkusuunta yhdeksi suureeksi:

siirtymdksi. Tallaisia suunnattuja suureita kutsutaan vektorisuureiksi.

4,2 km

4,2 km

KUVIO 1. Karttalehdelle piirretyt kahta siirtymaa osoittavat nuolet eli vektorit. Ndiden
siirtymien pituudet eli itseisarvot (4,2 km) ja suunnat (koilliseen) ovat samat. Kyseessa
on siis yksi ja sama siirtyma, vaikka lahtopisteet ovatkin eri paikoissa.

1 Systéme international d’unités, kansainvilinen yksikkojarjestelmd, joka perustuu Ranskassa 1700-
luvun lopulla kayttoon otettuun metrijarjestelmaan.



Siirtyman lisaksi vektorisuureita ovat mm. nopeus (vauhdin ja suunnan yhdistelma?) ja voima
(jannityksen ja suunnan yhdistelma). Seuraavissa kappaleissa tutustumme vektorisuureiden

matemaattiseen kasittelyyn eli vektorilaskentaan.

2.2. Vektorit koordinaatistossa

Tyypillisind vektorisuureina tarkastelemme siirtymia?, joita voidaan esittda suorakulmaisessa
xy-tasokoordinaatistossa3 nuolina kuten edelld Kuviossa 1. Samanpituiset ja -suuntaiset
nuolet kuvaavat tdll6in samaa siirtymaa eli samaa vektoria. Tiettya vektoria a kuvaavan

nuolen alkupiste voidaan siis sijoittaa mihin tahansa tason pisteeseen.

KUVIO 2. Vektori a sijoitettuna koordinaatiston pisteisiin A ja F. Vektori b sijoitettuna
pisteisiin A ja C. Huomaa, ettd a # b, vaikka |a| = |b| = V10.

Erotukseksi lukuarvoja eli skalaareja tarkoittavista kirjainsymboleista a, b, ¢, a4, c5, ...

merkitsemme vektoreita lihavoiduilla pienilla kirjaimilla a, b, ¢, a4, b, ... tai joskus alku- ja

loppupisteen avulla AB, CD, FG, ... . Kasin kirjoitettaessa vektoreita merkitadn myos

1 Termia nopeus kaytetaan arkikielessa skalaarisessa merkityksessa vauhti. Nain tehdaan usein
fysiikassakin (myds tdssa kirjassa), jolloin asiayhteydesta kdy ilmi kumpi merkitys on kyseessa. Tdssa
kirjasessa merkitysero osoitetaan myds symbolilla: "nopeus v” tarkoittaa vektoria, mutta "nopeus v”
tarkoittaa skalaaria eli v = |v|.

2 Tarkastelu patee myds muille vektorisuureille (voima, nopeus, kiihtyvyys jne).

3 Nain myos kolmiulotteisessa xyz-avaruuskoordinaatistossa, jonka visuaalinen esittiminen vaatisi
"rautalankamallia” tai 3D-kuvatekniikkaa.



a,b, c, ... eli kirjainsymbolilla, jonka ylipuolella on "vektoriviiva”. Kuvioon 2 piirretyille

vektoreille pitee a = AE = FGjab = AB = CD.

Vektorin pituutta (koordinaatiston yksikoilla mitattuna) eli itseisarvoa merkitaan tutuilla
itseisarvomerkeilla. Kuviossa 2 on |a| = |b| = V10 =~ 3,2, kuten Pythagoraan lauseen avulla
helposti nahdaan. Silti a # b, silla nailla vektoreilla on eri suunta. Vastaavat siirtymat eivdt
ole samat, vaikka ovatkin samanpituiset. Vektoriyhtdlé a = b on tosi vain silloin, kun

vektoreilla a ja b on sama itseisarvo ja sama suunta.

2.3. Vektorin koordinaattiesitys

xy-koordinaatistossa tapahtuvat siirtymat voidaan ajatella suoritetuksi kahdessa vaiheessa

kuvion 3 mukaisesti.

y
5] C
a a9
A B
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a ay
a

0 L] T bl Ll T L) T
0|0 1 a 2 3 4 5 6 7 {)

KUVIO 3. Vektoria a vastaava siirtyma tason pisteesta O pisteeseen A (tai pisteesta B
pisteeseen C) voidaan suorittaa kahdessa vaiheessa. Vaihe 1: siirrytaan alkupisteesta
vaakasuunnassa +3 askelta. Vaihe 2: siirrytdadn pystysuunnassa +1 askelta. Vektoria a
vastaava x-siirtyma a; = 3 jay-siirtyma a, = 1. Vektorin koordinaattiesitys on
a = (a;,a,) = (3,1). Kun vektori a sijoitetaan origoon O, niin sen loppupisteelld A =
(3,1) on samat koordinaatit kuin vektorilla.
Tasokoordinaatistossa olevan siirtymavektorin a koordinaattiesitys on lukupari (a4, a;), joka
saadaan jakamalla vektorin osoittama siirtyma koordinaattiakselien suuntaisiin? vaiheisiin
kuvion 3 esittdmalla tavalla. Luku a; ilmaisee siirtyman x-suunnassa ja luku a, ilmaisee

siirtyman y-suunnassa. Naita lukuja kutsutaan vektorin a koordinaateiksi eli

skalaarikomponenteiksi. Jos kahdella vektorilla @ = (a;,a;,) jab = (b1, b,) on samat

1 Koordinaattiakselien suuntia kutsumme kuvaannollisesti vaaka- ja pystysuunnaksi.



skalaarikomponentit (a; = by ja a, = b,), niin niilld on sama suunta ja sama itseisarvo eli

a=b.

Huomautus 2.3.1. Origoon sijoitetun vektorin skalaarikomponentit
Origoon sijoitetun vektorin skalaarikomponentit ovat samat kuin vektorin loppupisteen

koordinaatit.

Huomautus 2.3.2. Vektorit avaruuskoordinaatistossa
Myos kolmiulotteisen xyz-koordinaatiston pisteiden vélinen siirtyma voidaan jakaa akselien
suuntaisiin vaiheisiin, jolloin saadaan siirtymaa osoittavan avaruusvektorin

koordinaattiesitys a = (a4, a,, az).

Huomautus 2.3.3. Koordinaattiesitys vektorin tiydellisena kuvauksena

Vektorin koordinaattiesitys on vektorin taydellinen kuvaus, johon sisaltyy tieto seka vektorin
pituudesta ettd suunnasta. Kun koordinaattiesitys tunnetaan, niin siitd voidaan Pythagoraan
lauseen avulla laskea vektorin itseisarvo ja trigonometrian avulla vektorin suuntakulma
(vektorin ja positiivisen x-suunnan valinen kulma). Kaantéen, jos vektorin itseisarvo ja
suuntakulma tunnetaan, niin vektorin skalaarikomponentit voidaan laskea. Seuraavat

esimerkit ja lauseet valaisevat asiaa.

Esimerkki 2.3.4. Laske alla olevan kuvioon 4 piirrettyjen vektoreiden a ja b pituudet ja

suuntakulmat.

1r|'\
]
1
1
I
]
1
1
I
I

,-,-,-,4&_,,,-,_,,,,-,,,-,
'l\,.
|
-
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—-
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w
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D

KUVIO 4. Vektorit a ja b seka niiden skalaarikomponentit. Vektorien itseisarvot eli
pituudet saadaan suorakulmaisista kolmioista Pythagoraan lauseen avulla. Vektorien
suuntakulmat « ja § (vektorien ja positiivisen x-suunnan valiset kulmat) saadaan
samoista kolmioista trigonometrian avulla.
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Kuviosta ndemme, ettd vektoreiden a ja b koordinaattiesitykset ovat

a=(a;,a;) = (3,-3)
b= (bp bz) = (—2,-5)

Huomaa, ettd skalaarikomponentit a4, b; ja b, ovat negatiivisia, koska ne tarkoittavat

siirtymaa koordinaattiakselin negatiiviseen suuntaan. Pythagoraan lauseen mukaan on

la| =32 +32=vV9-2=3V2~ 4.2
ja

|b| =22+ 52 =+/29 = 5/4.

Kolmiosta ABF saadaan tan @ = 3/3 = 1,joten kulman a suuruus! = tan"1(1) = 45°.
Vektorin a suuntakulmana sille on kuitenkin annettava negatiivinen etumerkki? eli ¢ = —45°,
koska vektorin a suunta saadaan kiertamalla x-akselin suuntaa AF negatiiviseen
kiertosuuntaan. Samasta syystd myos vektorin b suuntakulman f etumerkki on miinus.
Kolmiosta CDE saadaan kulman DCE tangentiksi 5/2 = 2,5 ja kulman suuruudeksi 68,2°. Niin
ollen suuntakulma g = —(180° — 68,2°) = —111,8°.

Yhteenveto laskujen tuloksista:
Vektorin a itseisarvo on |a| = 3v2 = 4,2 ja suuntakulma —45°.

Vektorin b itseisarvo on |b| = V29 = 5,4 ja suuntakulma —111,8°.

Edellisen esimerkin menetelma voidaan yleistaa lauseeksi.

Lause 2.3.5: Vektorin a = (a4, a,) pituus on |a| = \/a;% + a,? ja suuntakulman « itseisarvo
on |a| = tan"!(a,/a;), missi 0 < |a| < 180°. Suuntakulman merkki paitelldin erikseen sen

mukaan, miten vektorin suunta poikkeaa positiivisen x-akselin suunnasta.

Kaantden patee: jos vektorin pituus ja suunta tunnetaan, sen komponentit voidaan laskea.

1 T4ssd tan™1(x) tarkoittaa tangenttifunktion kidinteisfunktiota arctan(x) eiki potenssia,
kuten merkinnéissa tan?(x) tai sin?(x).

2 Tasovektorin suuntakulman a vaihteluvali on sopimuskysymys. Tdssa noudatetaan
sopimusta —180° < a < 180°. Yhta hyvin kelpaisi esim. vali 0° < a < 360°.

11



Lause 2.3.6: Jos vektorin a pituus on r ja suuntakulma on «, sen skalaarikomponentit ovat

a; =rcosa ja a, =rsina.

Todistus: Alla oleva kuvio esittaa tilannetta, kun suuntakulma 0° < a < 90°.

a9

(11 xr

KUVIO 5. Vektori a, jonka pituus on r ja suuntakulma on a.

Kuvioon muodostuu suorakulmainen kolmio, jonka hypotenuusan pituus on |a| = r ja
kateettien pituudet ovat a, ja a,. Tastd kolmiosta niemme, ettd a, /r = cosa ja a,/r = sinaq,
jotena; =rcosa ja a, = rsina ja vaite on siten todistettu. Lause patee myos tapauksessa
90° < a < 180°, jolloin cos a ja a, ovat negatiivisia. Vastaavat paatelmat voidaan tehda myds
tapauksissa —90° < a < 0°ja —180° < a < —90°.

MOT.

Huomautus 2.3.7. Nollavektori.
Vektoria, jonka koordinaattiesitys on (0, 0), kutsutaan nollavektoriksi ja merkitddn symbolilla

0. Nollavektorin alkupiste ja loppupiste yhtyvit eli 0 = (0,0) = AA = BB jne.

2.4. Vektorialgebraa

Aritmetiikka kasittelee lukujen laskutoimituksia ja niihin liittyvia saantoja. Jos lisaksi
kdytetdan kirjainsymboleita ja -lausekkeita, niin puhumme algebrasta. Reaalilukujen

aritmetiikka ja algebra on tuttua peruskoulun matematiikan opinnoista.
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Vektorialgebrassa on kysymys vektoreilla suoritettavista laskutoimituksista, joista

tarkeimmat ovat:

a) kahden tai useamman vektorin summaa+b + ¢ + -
b) kahden vektorin erotus a — b
c) luvun ja vektorin tulo pa

d) kahden vektorin skalaaritulo ab

a) VEKTORISUMMA

Siirtymavektoreiden a, b, ¢, ... summavektori a + b + ¢ + -+ on se kokonaissiirtym4, joka

saadaan suorittamalla peratysten yhteenlaskettavien vektoreiden tarkoittamat siirtymat.

KUVIO 6. Summavektori saadaan asettamalla yhteenlaskettavat vektorit peratysten
a=0A,b = AB ja ¢ = BC. Summavektori a + b + ¢ = OC saadaan yhdistamalla
ensimmaisen vektorin alkupiste O viimeisen vektorin loppupisteeseen C. Alempi reitti
¢ + b + a osoittaa, ettd vektorien yhteenlasku noudattaa vaihdantalakia, silla
summavektori pysyy samana vaikka yhteenlaskettavien vektorien jarjestysta
vaihdellaan. My0s jarjestykseta+c+ b, b+a+c, b+ c+ a ja ¢ + a + b antavat
saman summavektorin OC.

Koordinaattimuodossa annettujen vektorien summa saadaan helposti laskemalla vastaavat

koordinaatit yhteen.
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Esimerkki 2.4.1. Laske kuvion 6 vektorisumma a + b + ¢ koordinaattimuodossa.
Kuviosta ndemme, ettd a = (2,3),b = (2,1) jac = (1, —2) . Saamme

a+b+c=023)+21)+(1,-2)
=Q2+2+1,3+1-2)
= (5,2).

Tulos tasmaa kuvion 6 kanssa.

Huomaa, ettd koordinaattimuotoa kdytettdessa vektorien yhteenlaskun vaihdantalaki seuraa

suoraan lukujen yhteenlaskun vaihdantalaista.

Huomautus 2.4.2. Vektorikomponentit.

Vektorin a koordinaattimuoto a = (a4, a,) ilmaisee, miten vektori a saadaan vaaka- ja
pystysuuntaisten vektoreiden summana. Alla oleva kuvio valaisee asiaa. Siina vektori a on x-
suuntaisen vektorin a4 ja y-suuntaisen vektorin a, summa eli a = a4 + a,. Akselien
suuntaiset vektorit a4 ja a, ovat vektorin a vektorikomponentit. Vektorin b

vektorikomponentit ovat b4 ja by, silla b = b4 + b,.

bs

D

KUVIO 4u. Vektorin a vektorikomponentit ovat a; = AF ja a, = FB . Vektorin b
vektorikomponentit ovat b; = CE ja b, = ED . Talléinona = a; + a;jab = by + b,.
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Huomaa, ettd skalaarikomponentit ovat vektorikomponenttien pituuksia varustettuna

sopivalla etumerkilla.

b) KAHDEN VEKTORIN EROTUS

Vektoreiden a ja b erotus a — b on se vektori ¢, joka lisattyna vektoriin b antaa tulokseksi

vektorin a. Toisin sanoena — b = c¢,jos b + ¢ = a.

-1-

KUVIO 7. Vektoreiden a ja b erotusvektori a — b saadaan sijoittamalla vektorit a ja b samaan
pisteeseen (tdssa origoon) ja yhdistamalla vektorin b loppupiste vektorin a loppupisteeseen.
Saatu vektori toteuttaa erotusvektorilta vaaditun ehdon b + (a — b) = a.

Myds erotusvektori saadaan helposti koordinaattien avulla. Esimerkiksi kuviossa 7 on
a=(42)jab=(3,-1),jotena—b=(42)—(3,-1) =4 —-3,2+1) = (1,3). Tulos tdsmaa

kuvion kanssa.

Huomautus 2.4.3. Nollavektori ja vastavektori.

Nollavektori 0 kayttaytyy vektorialgebrassa samoin kuin luku 0 lukujen algebrassa eli
a+0=a, a—0=a ja a—a= 0.Vastavektori - a madritellaan yhtalolla -a = 0 — a eli
samoin kuin vastaluku maaritelladn lukualgebrassa. Vektorin ja vastavektorin summa on
nollavektori: a + (- @) = 0. Toisin sanoen jos a = AB, niin —a = BAjaa + (—a) = AB +

BA=A4A=0.

15



KUVIO 8. Vektori @ = AB ja sen vastavektori —a = BA sijoitettuina peratysten
(selvyyden vuoksi hieman erilliin). Summavektori a + (—a) = AB + BA = AA = 0.

Vastavektorin koordinaattimuoto saadaan yksinkertaisesti vaihtamalla koordinaatit

vastaluvuiksi. Esimerkiksi kuviossa 8 on a = (4,2) ja —a = (—4, —2).

Huomautus 2.4.4. Erotus summana.
Lukujen a ja b erotus voidaan ajatella summana a + (—b). Piirroksen avulla voi helposti
todeta, ettd sama patee my0s vektoreille eli erotusvektori a — b saadaan lisdamalla edelliseen

vektoriin jalkimmaisen vastavektori elia — b = a + (—b).

c) LUVUN JA VEKTORIN TULO

Positiivisen reaaliluvun p ja vektorin a tulo pa on vektori, jonka suunta on sama kuin

vektorilla @, mutta pituus on p-kertainen. Negatiivisen reaaliluvun —p ja vektorin a tulo - pa

on vektori, jonka suunta on vastakkainen vektorille @, mutta pituus on p-kertainen.

KUVIO 9. Vektorita ; 1,5a ja —2a
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Koordinaattimuotoa kaytettdessa vektorin kertominen luvulla! onnistuu helposti kertomalla
vektorin koordinaatit tdlla luvulla. Esimerkiksi kuviossa 9 on a = (2, 1), joten 1,5a = (3; 1,5)

ja—2a = (—4,-2).

d) KAHDEN VEKTORIN SKALAARITULO

Vektoreiden a = (ay,a;) ja b = (by, b,) skalaaritulo ab on reaaliluku a,b; + a,b,.

Skalaaritulon? arvo on siis luku eli skalaari.
EsimerkkKi 2.4.5. Vektoreiden a = (3,1) jab = (2, —1) skalaaritulo on

ab = a1b1 + a2b2

=3:2+1-(-1)
=6-1
=5,

Esimerkki 2.4.6. Laske alla olevassa kuviossa 10 vektorin a skalaaritulot muiden kuvioon

piirrettyjen vektoreiden kanssa.

KUVIO 10. Koordinaattiruudukossa samaan pisteeseen O sijoitetut vektorit a, b, ¢ ja —a.
Ruudun sivun pituus = 1.

Luemme kuviosta 10 siihen piirrettyjen vektoreiden koordinaattiesitykset

I Luvulla kertomista sanotaan myos skalaarilla kertomiseksi.

2 Kahden vektorin skalaaritulosta kdytetdan myo6s nimityksia pistetulo tai sisdtulo.
Skalaaritulosta kdytetdan (tassakin kirjassa) my6s merkintda a - b. Huomaa, etta skalaaritulo
on eri asia kuin skalaarilla kertominen. Edellisessa molemmat tekijat ovat vektoreita ja tulos
on luku. Jalkimmaisessa tekijoina ovat luku ja vektori ja tulos on vektori.
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a = (a;,a;) = (2,2),
—a = (—2,-2),

b = (by,b;) = (4,0),

c = (c1,c) =(1,-1).

Niiden avulla saamme skalaaritulot
ab=2-4+2-0=8,
ac=2-1+2-(-1)=0,
a(-a)=2-(-2)+2-(-2)=-8.

Esimerkki 2.4.7. Laske kuviossa 10 olevien vektoreiden skalaaritulot itsensa kanssa.

Vektorin skalaarituloa itsensa kanssa merkitaan usein tutulla neliémerkinnalla.
a’=aa=2-2+2-2=8,
b>=bb=4-4+0-0=16,
cc=cc=1-14+(-1-(-)=2,
(-a)? = (-@)(-a) = (-2)- (-2) + (-2)- (-2) = 8.

Edellisen esimerkin yleistyksend voimme todistaa seuraavan tuloksen:

Lause 2.4.8: Vektorin a skalaaritulo itsensa kanssa on sama kuin vektorin itseisarvon nelio

eli a? = |a|? tai myos |a| = Va2.
Todistus: Jos a = (a4, a;), niin skalaaritulon maaritelman ja lauseen 2.3.1 perusteella on

a’=aa=a, a,+a, a,=a,*+ay? =|al’

MOT.

Skalaaritulon hyo6dyllisin ominaisuus kiteytyy seuraavaan tulokseen.

Lause 2.4.9: Vektorien a ja b skalaaritulo saadaan kertomalla keskendan vektorien pituudet

seka niiden vilisen kulman y kosini. Toisin sanoen ab = |a| - |b| - cosy.

Todistus: Alla oleva kuvio havainnollistaa tilannetta.
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KUVIO 11. Origoon sijoitetut vektorit a ja b, joiden pituudet ovat |a| ja |b| ja suuntakulmat
a ja (. Vektoreiden valinen kulmaony = a — £.

Lauseen 2.3.2 perusteella vektoreiden a ja b komponentit voidaan esittda vektorien

pituuksien ja suuntakulmien avulla seuraavasti:

a, =lalcosa ; a, =|a|sina

by = |b|cosf ; b, =|b|sinp
Silloin naiden vektoreiden skalaaritulo on maaritelman mukaan

ab = a,b; + a,b,
= |a|cosa - |b|cosf + |a|sina - |b|sin S
= |a||b|(cos @ cos  + sina sin )
= |a||b| cos(a — ) [koska cos(a — ) = cos a cos 8 + sina sin ]
= |a||b| cosy .
MOT.

Edellisesti seuraa valittomasti:

Seurauslause 2.4.10: Vektorien a ja b valisen kulman y kosini on

ab
cosy = W = skalaaritulo jaettuna pituuksien tulolla.
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EsimerkKi 2.4.11. Laske kuvioon 7 piirrettyjen vektoreiden a = (4,2) ja b = (3, —1) valinen
kulma y.

Nyt on
ab=4-3+2-(-1) =10,

la] = /4% + 22 =20 = 2V5,
|b| = /32 + (-1)2 =10,

joten seurauslauseen 2.4.10 perusteella saamme

ab 10 10 10 1
lal|b] 2v5V10 2V50 10vV2 2

cosy =

ja edelleen (laskimella tai geometrisella paattelylla)
2(F)-s
=cos |—= | = .
! vz

Seuraava lause osoittaa, ettd vektoreiden skalaaritulo noudattaa tavallisia lukujen
kertolaskun sdaant6ja. Olennaisena erona on se, ettd lukuja kerrottaessa tuloskin on luku,

mutta vektoreita kerrottaessal tulos ei ole vektori vaan luku.

Lause 2.4.12: Vektorien skalaaritulo noudattaa seuraavia laskulakeja:
(i) ab = ba
(i) a(b+c)=ab+ac
(iii) a0=0a=0
(iv)  Jos aja b ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, niin ab = 0.

(v) Josab = 0, niinjokoa =0taib=0taia L b.

Todistus: Kohdat (i)-(iii) seuraavat suoraan vastaavista lukujen kertolaskua koskevista
sdanndista, kun vektorit esitetadn koordinaattimuodossa. Kohta (iv) seuraa lauseesta 2.3.4,
koska cos 90° = 0. Kohta (v) seuraa kohdista (iii) ja (iv).

MOT.

1 Vektorialgebrassa esiintyy myos toisenlainen vektorien kertolasku a X b, jossa tulos onkin
vektori. Tatad laskutoimitusta - vektorituloa eli ristituloa - emme tdssa kirjasessa tarvitse.

20



Huomautus 2.4.13. Vakiopituisten vektoreiden skalaaritulon vaihteluvali.
Olettakaamme, ettd kahden vektorin a ja b pituudet pidetdan vakioina |a| = 2 ja |b| = 3,
mutta niiden valistd kulmaa y vaihdellaan vililla 0° < y < 180°. Tall6in cos y vaihtelee valilla
—1 < cosy < 1jaskalaaritulon ab = |a| - |b| - cosy arvo vaihtelee vililla —6 < ab < 6.
Skalaaritulon suurin arvo ab = 6 saadaan, kun y = 0° (vektorien ollessa samansuuntaiset) ja
pienin arvo ab = —6, kun y = 180° (vektorien ollessa vastakkaissuuntaiset). Arvo ab = 0
saadaan, kun y = 90° (vektorien ollessa kohtisuorassa). Alla oleva kuvio 12 havainnollistaa

asiaa.

KUVIO 12. Vakiopituiset vektorit a ja b. Edellisen pituus on 2 ja jalkimmaisen 3. Vektori a
pysyy paikallaan. Vektori b on alkuasennossa samansuuntainen kuin a, mutta kiertyy
positiiviseen kiertosuuntaan, kunnes on loppuasennossa a:lle vastakkaissuuntainen. Kierron
aikana skalaaritulon ab arvo pienenee arvosta 6 ja arvoon -6. Samoin kavisi, jos b kiertyisi
negatiiviseen kiertosuuntaan.

Huomautus 2.4.14. Skalaaritulo fysiikassa.
Vektorien skalaaritulo saattaa tuntua keinotekoisesti maaritellyltd laskutoimitukselta, mutta
fyysikot ovat eri mielta. Seuraavassa esimerkissa kasittelemme erasta skalaaritulon

fysikaalista sovellusta.

Esimerkki 2.4.15. Voiman tekema siirtotyo.
Voiman tekema siirtotyé maaritelladn voiman suuruuden ja siirtyman pituuden tulona kuvion

13 esittdmassa tilanteessa, jossa voimavektori! f ja siirtymavektori s ovat samansuuntaiset.

I Kirjallisuudessa voimavektoria merkitdan yleensa symbolilla F, jonka varaamme tassa
kirjassa ns. nelivoiman (ks. kappale 6.6.2.) symboliksi.
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Téalloin voiman suuruus on | f| ja siirtymén pituus? on |s| ja voiman tekema siirtoty6 on
W = |f]| - |s|. Huomaamme, ettd tima siirtotyo on sama kuin voimavektorin f ja
siirtymavektorin s skalaaritulo eli W = fs, silld vektoreiden vélinen kulma y = 0°, joten

lauseen 2.4.4 nojalla niiden skalaaritulo on

fs=1fl-Isl-cosy =|f]-|s|-cos0° = |f|-[s|-1=If|"|s| =W.

Ty06 W on siis massan kaltainen skalaarisuure, jolla ei ole suuntaa vaan ainoastaan suuruus.
Tyo6n yksikko on voiman yksikko kertaa siirtyman yksikko eli SI-jarjestelmassa Nm, jolle on

annettu oma nimi joule (]).

!

KUVIO 13. Voimavektori ftekee tyota siirtamalla vaakasuoralla alustalla olevaa
kappaletta siirtymavektorin s osoittaman matkan. Koska voimavektori ja
siirtymavektori ovat samansuuntaiset, niin tehty tyo W = |f| - |s| = fs.
Alla olevan kuvion 14 esittamassa yleisessa tilanteessa voimavektori fja siirtymavektori s
ovat erisuuntaiset, mutta voiman tekema tyo saadaan nytkin skalaaritulona W = f's, joka on

W =fs=Ifl"Is|-cosy,

missa y on vektoreiden f ja s vilinen kulma.

KUVIO 14. Voimavektori ftekee tyota siirtamalla vaakasuoralla alustalla olevaa
kappaletta siirtymavektorin s osoittaman matkan. Tehty tyé W on nytkin voimavektorin
ja siirtymavektorin skalaaritulo eli W = fs = |f| - |s| - cosy.

1 Vektorin itseisarvoa kutsutaan usein - kuten tassakin - suuruudeksi tai pituudeksi.
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Toisaalta tyota tekeva voima fvoidaan jakaa vektorikomponentteihin f = f; + f, (ks. kuvio
15 alla), missd f; on siirtymdn suuntainen ja f, on siirtymaa vastaan kohtisuora

komponentti. Talléin voiman ftekema siirtoty6 on

W=fs
=(f1+f2)s [koska f = f1 + f2]
=f15+ f,s [skalaaritulon laskulakien perusteella]
=f15+0 [f2s = 0, koska vektorit f, ja s ovat kohtisuorassa]
= |f1l " |s] [koska vektorit f; ja s ovat samansuuntaiset]

Toteamme, ettd kuvion 14 tilanteessa voiman ftekema siirtotyd on sama kuin sen siirtyméan

suuntaisen komponentin f; tekema ty6. Siirtymaa vastaan kohtisuora komponentti f, ei siis

tee lainkaan tyota.

KUVIO 15. Voima f = f41 + f ja sen vektorikomponentit f ja f,. Vain komponentti f4
tekee siirtotyo6td, kun kappale siirtyy vaakasuunnassa.

Yhteenvetona voimme todeta, ettd kun voima f siirtaa kappaletta siirtymavektorin s verran,
niin voiman tekema siirtoty6 on voimavektorin ja siirtymavektorin skalaaritulo, joka on sama

kuin voiman f siirtymdn suuntaisen komponentin f; tekema ty6. Toisin sanoen

W =fs=fis=If1l"Isl.
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2.5. Vektorit koordinaattimuunnoksissa

Taman Kirjan edellisen osan (EEA1) luvussa 6 tarkastelimme koordinaattimuunnoksia
toistensa suhteen levossa olevien avaruusaikakoordinaatistojen K(t, x, y, z) jaK'(t', x', y', z")
valilla. Osoitimme, etta ns. euklidinen intervalli (kahden pisteen valinen etdisyys?) sdilyy
muuttumattomana eli invarianttina siirryttaessa koordinaatistosta K koordinaatistoon K'.
Tama invarianssi patee myos kahden vektorin a ja b skalaaritulolle ab = |a| - |b| - cosy.
Ovathan pituudet |a| ja | b| juuri vektoreiden alku- ja loppupisteiden valisia euklidisia
intervalleja ja siten invariantteja. Lisdksi vektorien vdlinen kulma y sailyy muuttumattomana.
Skalaaritulot ovat siis invariantteja ndissd muunnoksissa, vaikka vektorien koordinaatit

Ay, Ay r muuttuvatkin?.

EsimerkKi 2.5.1. Vektoreilla a ja b on koordinaatistossa K esitykset a = (3,0) jab = (2,2).
Koordinaatisto K’ saadaan kiertamalla K:ta 45° positiiviseen kiertosuuntaan. Laske

vektoreiden a ja b koordinaattiesitykset K':ssa sekd niiden skalaaritulo K’:ssa.

KUVIO 16. Vektoreiden a ja b koordinaatit kierretyssi koordinaatistossa K’'(x’, y') ovat
a, =3/V2, a,’ = —3/\2 seki bj =2v2 , b, = 0.

1 Tarkkaan ottaen madrittelimme (EEA1, s. 19) termin euklidinen intervalli tarkoittamaan
pisteiden valisen etdisyyden neliétd, mutta yhta hyvin se voi tarkoittaa itse etdisyytta.
Molemmissa tapauksissa euklidinen intervalli sdilyy invarianttina koordinaattimuunnoksissa
levossa olevien koordinaatistojen valilla.

2 Aikakoordinaatit ovat tassa yhteydessa epdolennaisia, koska naissa koordinaatistoissa on
sama aika (t = t'). Euklidisen intervallin invarianssi liittyy vain paikkakoordinaatteihin.
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Kuviosta 16 ndemme, ettd’ vektoreiden a ja b koordinaattiesitykset ovat

koordinaatistossa K(x,y): a=(3,0)jab=(2,2)
ja

koordinaatistossa K(x',y"): a = (3/v2,-3/v2) ja b = (2v/2,0).

Vektoreiden skalaaritulo on laskettuna

K-koordinaattien avulla: ab=3-24+0:2=6
ja

K’-koordinaattien avulla:  ab = (3/v2)-2v2 + (=3/v/2) -0 = 6.

eli molemmissa tapauksissa sama.

Huomautus 2.5.2. Skalaaritulon invarianssista.

Edellisessa esimerkissa tarkistettiin pistokoeluonteisesti skalaaritulon sailyminen
kierrettidessa xy-tasokoordinaatistoa 45°. Vastaavat laskelmat voidaan suorittaa yleisille
vektoreille a = (a;, a,) ja b = (b4, b,) seka yleiselle kiertokulmalle ¢. Tulos on sama eli
skalaaritulolle ab saadaan sama arvo laskettiinpa se kumpien tahansa koordinaattien avulla.
Nainhan taytyy valttamatta ollakin. Vaikka vektoreiden skalaaritulo ab maariteltiinkin aluksi
(kappale 2.4. kohta d) koordinaattien avulla ab = a,b; + a,b, , niin todistimme pian (Lause
2.4.9), ettd ab = |al - |b| - cos y, joka osoittaa skalaaritulon olevan riippumaton
koordinaateista. Vektorien pituudet ja niiden valinen kulma maaraavat skalaaritulon arvon.

Riippuvuus koordinaateista on ndennaista.

Vektorien pituudet ja niiden keskindinen asento edustavat fysikaalisen todellisuuden
kohteiden ominaisuuksia. Koordinaatistot ovat ndiden ominaisuuksien tutkimista varten
sovittuja matemaattisia mittausjarjestelmia - fysikaalisen todellisuuden paalle asetettuja
ruudukkoja. Invarianssissa on kyse siitd, ettd ruudukon vaihtaminen toiseen (siirtyminen
toiseen koordinaatistoon) ei muuta tutkittavien kohteiden ominaisuuksia. Esimerkissa 2.4.15

laskimme skalaaritulolla siirtotydon W = f's, jonka voima f tekee vetdessaan kappaletta
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siirtyman s verran. Tama skalaaritulo ilmaisee fysikaalisen realiteetin, joka ei riipu

voimavektorin ja siirtyméavektorin esittamiseen kaytetyista koordinaateista.
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3. DIFFERENTIAALI- JA INTEGRAALILASKENTAA

Tassa luvussa kasittelemme differentiaalilaskentaa - matematiikan alaa, joka on osoittautunut
hyddylliseksi fysikaalisten ilmididen ja niitd koskevien lakien tutkimisessa. Kasittely pysyy
(vektorifunktioita lukuun ottamatta) lukion matematiikan oppimdaran puitteissa, vaikka

merkintdtavat saattavat poiketa jonkin verran koulukursseissa kaytetyista.

3.1. Derivaatta

Fysiikan lait ilmaistaan suureiden valisina riippuvuuksina. Riippuvuutta kuvataan
matemaattisesti yhtalolla, joka osoittaa miten tietyn suureen y (riippuva muuttuja) arvo

riippuu jonkin muun suureen x (riippumaton muuttuja) arvosta.

EsimerkKi 3.1.1. Vasara putoaa 45 m korkeudella olevalta rakennustelineelta. Putoamislain
mukaan vasaran etdisyys h maanpinnasta riippuu putoamishetkesta kuluneesta ajasta t
yhtilén h = 45 — 5t mukaisestil. Lain perusteella voidaan laskea, etti etdisyys h on yhden
sekunnin kuluttua 45 — 5 - 1% = 40 metri3, kahden sekunnin kuluttua 45 — 5 - 22 = 25 metrii
ja kolmen sekunnin kuluttua 45 — 5 - 3% = 0 metrid. Etdisyyden riippuvuus ajasta voidaan

esittda myos graafisena kuvaajana (Kuvio 17).

h (metrid)
——

h =45 — 5%

304

101

o J t (sekuntia)

0 0 1 1s 2 25 5\ 35
KUVIO 17. Etdisyys h riippuu ajasta t yhtilén h = 45 — 5t? mukaisesti.

1 Putouslain mukaan on h = 45 — gt? /2, missi vakio g on putousliikkeen kiihtyvyys. Tassa
kiytimme likiarvoa g ~ 10 m/s?
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Muuttujan y riippuvuus muuttujasta x osoitetaan matemaattisesti merkinnalld y = y(x),
missa y(x) tarkoittaa muuttujan x lauseketta. Edellisessa esimerkissa siis h = h(t) ja

h(t) = 45 — 5¢t2.

Jos muuttuja y riippuu muuttujasta x eli y = y(x), niin tata riippuvuutta on hyédyllista tutkia
derivaatan avulla. Derivaatta kuvaa y:n muutosta suhteessa x:n muutokseen. Jos muuttujan x
arvo muuttuu maaralld Ax ja sen seurauksena muuttujan y arvo muuttuu! maaralla Ay, niin
derivaatta on likimddrin sama kuin muutossuhde Ay /Ax. Tama patee sitd tarkemmin, mita
pienempi Ax on. Tarkkaan ottaen derivaatta on se raja-arvo, jota muutossuhde Ay/Ax
lahenee, kun muutosta Ax pienennetdan kohti nollaa. Tata raja-arvoa (eli derivaattaa)
merKitdin yleisesti suhteena dy/dx, missa dx ajatellaan darettoméan pieneksi x:n
muutokseksi ja dy sitd vastaavaksi (my0s darettoman pieneksi) y:n muutokseksi. Naita

aarettdman pienia muutoksia kutsutaan myos infinitesimaaleiksi tai differentiaaleiksi?.

Maddritelma 3.1.1. Derivaatta.
Olkoon y = y(x).]Jos muuttujan x arvon muutosta Ax vastaa muuttujan y arvon muutos Ay
niin y:n derivaatta dy/dx on se raja-arvo, jota niiden muutosten osamaara Ay/Ax lahenee,
kun Ax lahenee nollaa. Toisin sanoen:

Ay dy

— ,kun A
Axﬁdx'un x—0

tai toisin merkittyna

dy Ay o N .
T Al}criloﬂ tai vaihtoehtoisesti dy/dx = Al}lcr_{lo(Ay/Ax).

Huomautus 3.1.1. Derivaatan merkintitavoista 1.
Derivaatalle kdytetaan ylla mainitun Leibnizin dy/dx -merkinnén ohella yleisesti Lagrangen
(1736-1813) kidyttoon ottamia merkintoja y' tai y'(x). Monia muitakin merkintitapoja on

kaytossa.

1 Kreikkalainen kirjain A (delta) on vakiintunut muutosta kuvaavaksi apusymboliksi.
Yhdistelmasymboli Ax tarkoittaa muuttujan x arvon muutosta, At muuttujan ¢t arvon muutosta
jne. Huomaa, etta Ax ei tarkoita kertolaskua A kertaa x.

2 Merkinnat dx ja dy seka niiden nimitykset ovat peraisin Gottfried Wilhelm Leibnizilta
(1646-1716), jota pidetdan Isaac Newtonin (1643-1727) ohella differentiaalilaskennan
keksijana.
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Esimerkki 3.1.2. Tarkastellaan edellisen esimerkin 3.1.1. tilannetta, jossa putoavan vasaran
etdisyys maanpinnasta h riippuu putousajasta t yhtialon h = 45 — 5t2 mukaisesti. Muuttujien
h ja t riippuvuutta kuvaa punainen kayra alla olevassa kuviossa 18. Maarita derivaatta dh/dt

hetkelld (a) t=1ja (b) t = 2.

tangentti (2)

604

204

tangentti (1)

At At
0 05 1 15 2 25 ?\ 35 3 45 S

KUVIO 18. Punainen kdyra on sama kuin kuviossa 17. Tangentit (1) ja (2) sivuavat kdyraa
kohdissa t = 1 ja t = 2. Tangenttien kulmakertoimet ovat samat kuin sivuamiskohdissa
lasketut derivaatat dh/dt.

(a) Korkeuden h arvot hetkillat=1 jat = 1 + At ovat

h(1) =45-5-12 =40,

h(1+ At) = 45 — 5(1 + At)? = 45 — 5(1 + 2At + At?) = 40 — 10At — 5At2.
Ajan muutosta At vastaava korkeuden muutos on

Ah = h(1 + At) — h(1) = (40 — 10At — 5At?) — 40 = —10At — 5At?,
jolloin muutossuhde on

Ah  —10At —5At* (=10 — 5At)At

= = —10 — 5At.
At At At 0 - 54

Ah
Naemme, etta Iy — —10,kun At - 0.

dh

Siis kysytty derivaatta hetkellait = 1 on i —10.
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Tassa esimerkissa muuttujat h ja t ovat fysikaalisia suureita, joiden yksikkoinad ovat metri ja
sekunti. Ne ovat samalla myos erotusten Ah ja At (seka differentiaalien dh ja dt) yksikoita.
Nain ollen kysytty derivaatan arvo hetkelld t =1 s on

dh _ o™ [ kitaan myos b’ (1) = 10m]

i . merkitddn myos = sl
joka ilmaisee fysikaalisesti putoavan vasaran nopeuden (= matka dh jaettuna siihen kuluneella
ajalla dt) kyseisella hetkellda t = 1. Miinusmerkki kertoo nopeuden suuntautuvan h-akselin
negatiiviseen suuntaan eli alaspdin. Kuviosta 18 ndemme, ettd tahan kohtaan piirretyn kayran
tangentin kulmakerroin on (— 50 m)/(5 s) = —10 m/s. Derivaatta ilmaisee siis geometrisesti

kyseiseen kohtaan piirretyn tangentin kulmakertoimen.

(b) Korkeuden h arvot hetkilla t =2 jat = 2 + At ovat

h(2) =45-5-22 =25,

h(2 + At) = 45 — 5(2 + At)? = 45 — 5(4 + 4At + At?) = 25 — 20At — 5At2.
Ajan muutosta At vastaava korkeuden muutos on

Ah = h(2 + At) — h(2) = (25 — 20At — 5At?) — 25 = —20At — 5At?,
jolloin muutossuhde on

Ah  —20At — 5At? (=20 — 5At)At

i AL AL = —20 — 5At.
Ah
Naemme, etta A — —20,kun At - 0.
y . . dh

Siis kysytty derivaatta hetkelld t = 2 on i —20.

Kun otamme yksik6t mukaan, saamme
dh _ oD | merkitian myds h'(2) = 20— |
i . merkitddn myos = ik

Nytkin derivaatan arvo ilmaisee fysikaalisesti vasaran nopeuden kyseisella hetkella (¢t = 2) ja

geometrisesti kyseiseen kohtaan piirretyn tangentin kulmakertoimen.

Huomautus 3.1.2. Derivaatan merkintitavoista 2.
Edellisessa esimerkissa ndimme, ettd ajasta t riippuvan muuttujan h derivaatta on

erisuuruinen eri kohdissa (eri ajanhetkilld). Kun derivaatan arvo ilmoitetaan on siis tarkeata
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tietdd, missd kohdassa se on laskettu. Leibnizin merkintdtapaa kdyttden tima voidaan ilmaista

esim. seuraavasti:

dh
— =-20,kunt =2,
dt

mutta Lagrangen pilkkumerkinnalla sama asia voidaan ilmaista lyhyemmin

h'(2) = —20.

Fysikaalisissa tarkasteluissa Leibnizin derivaattamerkintd on yleensa havainnollisempi, koska
se ilmaisee derivaatan luonteen muutossuhteena. Laskuteknisesti Lagrangen merkintitapa

on usein kitevampi.

3.2. Derivaatan geometrinen ja fysikaalinen merkitys

Y tang(/ \
tang(3)

W

14 tang(4.5)

,/

/ /|fo 1 2 3 4 5 6 N

KUVIO 19. (Derivaatan geometrinen merkitys) Punainen kayra kuvaa muuttujan y
riippuvuutta muuttujasta x eli funktiota y = y(x). Kuvaajalle on piirretty kolme tangenttia
kohtiin x = 1, x = 3 ja x = 4,5. Koska funktion y derivaatta tietyssa kohdassa (eli tietylla x:n
arvolla) on sama kuin tdhdn kohtaan piirretyn tangentin kulmakerroin, niemme ettd y'(1)
on positiivinen (nouseva tangentti) ja y'(4,5) on negatiivinen (laskeva tangentti).
Kohdassa x = 3 derivaatta y’(3) on nolla, koska tangentti on vaakasuora. Kohdassa x = 3
muuttujalla (funktiolla) y on paikallinen maksimiarvo.
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Derivaatan fysikaalinen merkitys riippuu siitd, mita fysikaalisia suureita muuttujat
tarkoittavat. Esimerkissa 3.1.2. kyseessa oli etdisyyden h riippuvuus ajasta ¢, jolloin derivaatta
dh/dt tarkoitti vasaran liikenopeutta kyseisella ajanhetkelld. Tama onkin tyypillinen tilanne
fysiikassa. Jos suure f (etdisyys, massa, nopeus, voima, paine, sahkokentdn voimakkuus jne)
riippuu ajasta, niin derivaatta df /dt - eli toisin merkittyna f'(t) - ilmaisee suureen f
muutosnopeuden hetkella t. Sama patee silloinkin, kun riippumaton muuttuja on jokin muu
kuin aika. Esimerkiksi suljetussa sailiossa olevan kaasun paine p riippuu kaasun
absoluuttisesta lampotilasta T eli p = p(T), jolloin derivaatta dp/dT ilmaisee paineen

muutosnopeuden?! lampdotilan T suhteen (ei ajan suhteen).

Esimerkki 3.2.1. Derivaatta lineaarisen approksimaation valineena.
Tutkittaessa monimutkaista fysikaalista riippuvuutta on usein hyodyllista approksimoida? sita
lineaarisella3 riippuvuudella. Tassa derivaatta on tehokas apuvaline. Kuvio 20 havainnollistaa

asiaa.

304

204

10

0 0.5 1 Ls 2 25 ‘3\

KUVIO 20. (Osa kuvioista 17 ja 18) Etdisyytta h kuvaava punainen kdyra on sama kuin
kuvioissa 17 ja 18. Kohtaan t = 1 piirretty tangentti poikkeaa vain hyvin vahan punaisesta
kayrasta, kun pysytaan lahella kyseista kohtaa. Tangenttisuora on siis kdyran hyva
approksimaatio kohdan t = 1 l1dheisyydessa. Tdma suora leikkaa pystyakselin kohdassa h =
50 ja sen kulmakerroin on k = dh/dt = —10, kuten esimerkissa 3.1.2. osoitettiin.
Tangenttisuoran yhtal6 on siten h = 50 — 10¢.

1 Sana muutosnopeus (rate of change) tarkoittaa yleensa suureen faikaderivaattaa df /dt,
mutta fysiikassa sanalla voi olla yleisempi merkitys df /dx (rate of change with respect to x).
2 approksimoida = arvioida likimaaraisesti

3 lineaarinen = suoraviivainen; lineaarisessa approksimaatiossa kdyra korvataan suoralla.
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Kuviosta 20 ndemme, ettd siirryttdessa ajanhetkesta t = 1 eteenpain! lyhyen aikavalin At
verran etdisyys h muuttuu maaralla Ah. Muutossuhde Ah/At on télloin hyvin lahella

derivaattaa dh/dt eli

AR dh

T h'(1) = —10,josta

dh
(x) Ah= e At = h'(1) - At = —10At .

Jos esimerkiksi siirrymme hetkesta t = 1 eteenpdin hetkeen t = 1,1, niin At = 0,1 ja vastaava

etdisyyden muutos on tarkasti
Ah=h"(1,1)—h(1)=(45-5-1,1>) — (45—-5-1%) = —1,05,
jolle approksimaatio (*) antaa varsin hyvan likiarvon

Ah =~ —-10-At=-10-0,1= -1,0,

jonka absoluuttinen virhe on +0,05 ja suhteellinen virhe n, 5 %.

Jos etdisyyden h arvoa approksimoidaan vastaavasti tangenttisuoralla h = 50 — 10t, saadaan

hetkella t = 1,1 arvio
h(1,1) = 50—-10-1,1 = 39,

kun tarkka arvo kaavasta h(t) = 45 — 5t? laskettuna on
h(1,1) = 45 — 5-1,12 = 38,95

Nytkin approksimaation absoluuttinen virhe on +0,05, mutta suhteellinen virhe vain 0,1 %.

Jos siirtyma sivuamiskohdasta t = 1 on pienempi kuin 0,1, niin edella lasketut derivaattaan

perustuvat ns. ensimmdisen kertaluvun approksimaatiot ovat viela tarkempia. Jos taas

1 Jatamme tassa esimerkissa mittayksikot (metri ja sekunti) merkitsematta.
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siirrytddn kauemmaksi, niin approksimaatiovirheet kasvavat, kun kadyra ja tangenttisuora

poikkeavat toisistaan yha enemman.

3.3. Derivoimissadnnot ja korkeamman kertaluvun derivaatat

Esimerkin 3.1.2. (a)-kohdassa laskimme funktion h(t) = 45 — 5t? derivaatan dh/dt = —10
kohdassa t = 1 muutossuhteen Ah/At raja-arvona, kun At — 0. Tama on aika tydlas menettely,
varsinkin kun sama prosessi jouduttiin toistamaan esimerkin (b)-kohdassa laskettaessa

saman funktion derivaatta kohdassa t = 2.

Onneksi matemaatikot ovat kehittdneet derivaattojen laskemiseen paljon tehokkaamman
menetelman eli derivoimissddnnot. Talloin tiettyjen algebrallisten sddntojen avulla
muodostetaan ensin funktion h(t) = 45 — 5t? derivaattafunktio (derivaatta kohdassa t = t)
dh o ,
i —10t [tai toisin Kirjoitettuna h'(t) = —10t],
jonka avulla derivaatat kohdissa t = 1 ja t = 2 saadaan sijoittamalla kyseiset muuttujan t arvot

derivaattafunktioon t:n paikalle:

dh

t=1  —-=-10-1=-10 [eli h'(1) = —10-1= —10],
dh

t=2  —-=-10-2 =-20 [eli h'(2) = —10-2 = —20].

Derivaattafunktioiden muodostamiseen tarvittavat sadnnot sisaltyvat lukion matematiikan
(pitkédan ja lyhyeenkin) oppiméaraan. Alla muutamia tavallisimpia derivoimissaantoja, joissa

merkinta Df (x) tarkoittaa funktion f(x) derivaattafunktiota: Df(x) = f'(x) = df /dx.

Potenssifunktion derivaatta: D(x™) = nx™ 1.

Vakiotekijan siirtosaanto: D(a - f(x)) = a- D(f(x))

Summan derivaatta: D[f(x) + g(x)] = Df (x) + Dg(x).

Tulon derivaatta: D[f(x)g(x)] = g(x) - Df (x) + f(x) - Dg(x).

Sini- ja kosinifunktion derivaatat: D sinx = cosx ja D cosx = —sinx.

Eksponentti- ja logaritmifunktion derivaatta: D(e*) = e*ja D(Inx) = 1/x.

N o 1k W N

Ketjusdanto: Jos u = u(v) jav = v(x), niin
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du_du dv
dx dv dx °

Ketjusddnnossa muuttuja u riippuu v:std, joka puolestaan riippuu x:sta. Talloin u riippuu
myo0s x:std ja timan ketjutetun riippuvuuden eli funktion u = u(v(x)) derivaatta saadaan
kertomalla ketjun osien derivaatat keskenddn. Sama saanto patee pitemmillekin

riippuvuusketjuille.

* %k %k %k %k

Funktion h(t) = 45 — 5t? toinen derivaatta h'’(t) saadaan derivoimalla sen (ensimmdinen)

derivaatta h'(t) = —10t. Edelld mainittujen derivoimissdantéjen avulla saadaan
h"(t) = —-10, [luetaan "h kaksi pilkku t'].
Leibnizin notaatiota kdytettaessa toisen derivaatan merkinté on tassa tapauksessa

d*h

— = -10, [luetaan "dee kaksi h dee ttoiseen"].
dt?

Derivointia voidaan edelleen jatkaa, jolloin saadaan laht6kohtana olleen funktion kolmas,

neljds, . . ., n:s derivaatta
o e
T tai h'V(t). [kun n = 1 tai 2, kaytetdan pilkkuja].

Esimerkkifunktiollamme h(t) = 45 — 5t2 ovat kaikki kolmannen, neljdnnen jne. kertaluvun

derivaatat nollial.

* 3k % k %

Korkeammista derivaatoista tarkein fysikaalisissa tarkasteluissa on toinen derivaatta. Jos
funktio h(t) ilmaisee - kuten esimerkissamme - liikkeessa olevan kappaleen paikan (tassa
etaisyytena maanpinnasta) hetkella t, niin ensimmaéinen derivaatta dh/dt = v(t) ilmaisee
lilkkeen hetkellisen nopeuden v(t) (matkan muutos dh jaettuna siihen kuluneella ajalla dt).

Vastaavasti toinen derivaatta d?h/dt? = dv/dt = a(t) ilmaisee liikkeen hetkellisen

1 Nain siksi, etta vakiofunktion derivaatta on nolla.
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kiihtyvyyden a(t) (nopeuden muutos dv jaettuna siihen kuluneella ajalla dt). Esimerkissamme
ona(t) = d?h/dt? = —10 eli putoavalla vasaralla on vakiokiihtyvyys —10 m/s2. Kyseessi on

tasaisesti kiihtyvd liike.

EsimerkKi 3.3.1. Auton kiihdytysmatka.
Auto kiihdyttaa tasaisesti nollasta sataan (eli levosta nopeuteen 100 km/h) 10 sekunnissa.

Kuinka pitkdn matkan auto kulkee kiihdytyksen aikana?

Vakiokiihtyvyys a saadaan jakamalla nopeuden muutos siihen kuluneella ajalla, joten

_100km/h _ 100000m
“=770s  10s -3600s

m
2,78 )

Mutta kiihtyvyys on nopeuden v = v(t) aikaderivaatta, joten

dv

iy [tdssd t on lahtohetkesta mitattu aika]

Koska a on vakio, tdytyy potenssin derivoimissadannén! perusteella olla

v=v(t) =at+ B = at,

missa B on jokin vakio ja itse asiassa B = 0, koska auto on alussa levossa eli v(0) = 0.

Mutta nopeus v on puolestaan auton kulkeman matkan s = s(t) aikaderivaatta. Siis

ds

— =at,
dt

ja jalleen potenssin derivoimissdannon perusteella on

1 1
©) s=s(t)=§at2+C=Eat2,

missa nytkin vakio C = 0, koska s(0) = 0. Tulos (*) ilmoittaa auton kulkeman matkan lahdon

jalkeen t sekunnin aikana.

1 Sovellamme tdssa potenssin derivoimissaantoa kadnteisesti miettimalld, minka funktion
v(t) derivaatta on vakio a.
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Nain ollen kysytty matka saadaan kaavasta (*) sijoittamalla siihen t = 10.

1 m
S=S(10)=§'2,78S—2 (105s)? ~ 140 m .

* %k %k %k %

3.4. Vektorimuuttujan derivaatta

Edelld kappaleissa 3.1.-3.3. olemme tarkastelleet skalaarifunktioita. Ajasta t riippuvien
muuttujien (etdisyys h, vauhti tai nopeus v, kiihtyvyys a, matka s) arvot ovat olleet
skalaarisuureita, joiden derivaatatkin ovat skalaareja. Derivaatan kasite toimii kuitenkin myos
vektorimuuttujille (vektorifunktioille). Niinpa esimerkiksi ajasta t riippuvan
kaksikomponenttisen vektorimuuttujan f = f(t) = ( f1, f2) = ( f1(¢t), f>(t)) derivaatta on

vektori

df _ (df1 dfz)'

dt  \dt’ dt

jonka koordinaatteina ovat f:n koordinaattien derivaatat. Vektori derivoidaan derivoimalla

sen koordinaatit, jotka ovat skalaareja. Seuraava esimerkki valaisee asiaa.

Esimerkki 3.4.1. Tasainen ympyriliike.
Tasaisessa ympyraliikkeessa kappale kiertaa r-sateisen ympyran kehaa tasaisella

kulmanopeudella w (radiaanial sekunnissa). Kuvio 21 havainnollistaa tilannetta.

1 Radiaani (rad) on séteen pituista kaarta vastaava keskuskulma; 1 rad = 180°/m = 57,3°.
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wt

- ———— =

KUVIO 21. Kappale P tasaisessa on ympyraliikkeessa kulmanopeudella w rad/s.
Rataympyran sdde on r. Koordinaatiston origo O on sijoitettu rataympyran
keskipisteeseen. Kello on nollattu (¢t = 0) hetkell3, jolloin kappale ylitti positiivisen x-
akselin. Vektorit r ja v osoittavat kappaleen paikan ja ratanopeuden hetkella ¢, jolloin
kappale on origosta katsoen suunnassa wt. Vektorin r skalaarikomponentit hetkella t ovat
pisteen P koordinaatit x = r cos wt jay = r sin wt.

Kappaleen paikkavektorilla r on hetkella t koordinaattiesitys
(D r = (rcoswt,rsinwt). [Huom! sini ja kosini kohdistuvat kulmaan wt. ]

Kappaleen nopeusvektori v = v(t) saadaan paikkavektorin r aikaderivaattana, joten

derivoimissaantojen perusteella on

dr d
(2) V= FrimbT (rcoswt,rsinwt) = (—rwsin wt,rw cos wt) = (v, v,) .

Nopeusvektorin itseisarvo eli ratavauhti on silloin

(3)  v=vl =y + 1,2 =rw/(sinwt)? + (coswt)? = rw,

mika tulos olisi saatu ilman derivointiakin toteamalla, ettd yhden sekunnin aikana kappale

kiertyy kulman w verran ja vastaava kaari ympyran kehélla on rw.
Derivoimalla edelleen nopeusvektorin

4) v = (—rwsin wt, rw cos wt)
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saamme kiihtyvyysvektorin

dv
(5) a=—=(—-rw?coswt,—rw?sinwt) = —w?(rcoswt,rsinwt) = —w

— 2
dt

Tr.

Koska —w? < 0, niin kiihtyvyysvektori a on vastakkaissuuntainen paikkavektoriin r
verrattuna. Kiihtyvyys suuntautuu siis aina kohti rataympyran keskipistetta. Vaikka

kiihtyvyyden suunta muuttuu koko ajan, niin sen itseisarvo (ns. keskeiskiihtyvyys)
(6) a=|a| = |-w?r| = w?|r| = w?r

on tasaisessa ympyraliikkeessa vakio, koska kulmanopeus w ja rataympyran sade r ovat
vakioita. Keskeiskiihtyvyys a voidaan lausua myo6s vakiosuuruisen ratavauhdin v avulla.

Yhtdlon (3) perusteella on nimittiin v = wr, josta w = v/r. Yhtilosta (6) saadaan silloin

Nimestddn huolimatta tasainen ympyraliike ei siis ole tasaista liikettd., jossa kiihtyvyys on
nolla. Tasaisessa ympyraliikkeessa nopeuden ja kiihtyvyyden itseisarvot (ratavauhti ja
keskeiskiihtyvyys) ovat vakioita, mutta nopeus- ja kiihtyvyysvektorit muuttuvia (suunta
vaihtelee). Tasaisessa liikkeessa nopeusvektori (seka vauhti ettda suunta) on vakio, jolloin

kiihtyvyysvektori on nollavektori.

Huomautus 3.4.1.1. Vektoreiden skalaaritulot tasaisessa ympyraliikkeessa.
Tasaisessa ympyraliikkeessa olevaan hiukkaseen liittyvien vektoreiden r, v ja a keskindiset
skalaaritulot voidaan laskea edelld saatujen koordinaattiesitysten (1), (4) ja (5) perusteella.

Talloin saadaan

v'r=0,
av=0,
ar+0.

Tulokset osoittavat, ettd nopeusvektori v on kohtisuorassa paikkavektoria r vastaan (mika on
tietysti geometrisestikin selvad, koska v on ympyran tangentin suuntainen ja r on

sivuamispisteeseen piirretyn siteen suuntainen ) ja kiihtyvyysvektori a on kohtisuorassa
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nopeusvektoria v vastaan, mika ei ole itsestddn selvai, mutta seuraa myos edellisesta

kohtisuoruudesta seka tekemdstamme havainnosta, ettd a ja r ovat vastakkaissuuntaiset.

Esimerkki 3.4.2. Vesisangon pyoritys pystytasossa.
Naruun kiinnitettya pienta vesisankoa pyoritetaan tasaisella kulmanopeudella pystytasossa
siten, ettd sanko kiertaa ympyrarataa, jonka sade on 0,5 m. Kuinka suuri tulee

kulmanopeuden vahintdan olla, jotta vesi pysyisi sangossa?

Tilanne on kriittisin rataympyran ylimmassa pisteessa, jolloin sangon suu osoittaa suoraan
alaspéin. Talloin keskeiskiihtyvyyden tulee olla vahintdian putouskiihtyvyyden g = 9,81 m/s?

suuruinen, mistd kaavan (6) perusteella seuraa ehto

w’r =g
eli

w?+0,5>9,81,
josta

w?>19,62 eli w=>443 tai w < —4,43.

Kulmanopeuden tulee siis olla vahintadn 4,43 radiaania sekunnissa (jompaankumpaan
kiertosuuntaan). Koska yksi tdysi kierros vastaa kulmaa 2 radiaania, niin vaadittu

pyoritysnopeus kierrosluvun avulla ilmaistuna on 4,43/(2m) = 0,7 kierrosta sekunnissa.

* 3k % k %

3.5. Integraalifunktio ja integroimissainnot

Derivoinnin ohella sen kddnteistoimitus - integrointi - on osoittautunut hyodylliseksi

ajattelun apuvalineeksi matematiikassa ja luonnontieteissa, erityisesti fysiikassa.

Integraalifunktio
Funktion f (x) integraalifunktio F (x) on funktio, jonka derivaatta on f(x). Integraalifunktio
F (x) tayttaa siis ehdon

dF
Fl()=—=f(®

X
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Esimerkki 3.5.1 Integraalifunktion muodostaminen.
Annetun funktion integraalifunktio on usein helppo paatella derivoimissaantojen avulla.
Paitelméin oikeellisuuden voi tarkistaa derivoimalla. Esimerkiksi funktion f(x) = 3x2

integraalifunktio on F(x) = x3, silla F'(x) = D(x3®) = 3x2 = f(x).

a) Saman funktion 3x? integraalifunktio on myés x3 + 7, silla D(x3 + 7) = 3x2.

b) Yleisesti, olipa C mika tahansa vakio, niin funktion f(x) = 3x? integraalifunktio on my®s
F(x) = x3 + C, silla D(x3 + C) = 3x2. Niin siksi, etti vakion derivaatta on nolla.

c) Nidemme, ettd annetulla funktiolla on ddrettémdn monta integraalifunktiota, jotka eroavat

toisistaan vakion verran.

KUVIO 21a. Funktion f(x) = 3x? integraalifunktioiden kuvaajia eli integraalikdyrid

y = x3 + C.]Jokainen integraalikiyri saadaan peruskayristi y = x3 siirtimalla sita
pystysuunnassa C yksikkoa. Koska kaikilla integraalifunktioilla on sama derivaatta, niin
integraalikiyrille samaan kohtaan (kuviossa kohtaan x = —2) piirretyt tangentit ovat
yhdensuuntaiset. Tietyn pisteen, esimerkiksi pisteen (3, 17), kautta kulkee vain yksi
integraalikiyra y = x3 — 10. (Huomaa, etti kuviossa koordinaattiakselien skaalaus ei
ole sama.)
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Esimerkki 3.5.2 Alkuehdon toteuttava integraalifunktio.
Olkoon tehtivina etsii se funktion f(x) = 3x? integraalifunktio F(x), joka toteuttaa
alkuehdon F(3) = 17. Koska jokainen integraalifunktio on muotoa F(x) = x3 + C, niin

tehtdva ratkeaa sdatamalla integroimisvakion C arvo siten, ettd alkuehto eli yhtalo
F(3)=33+C=17

toteutuu. Saadaan C = 17 — 27 = —10. Kysytty integraalifunktio on siis F (x) = x> — 10.
Taman funktiota kuvaaja esittda ylli olevassa kuviossa 21a integraalikiyra y = x3 — 10, joka

kulkee pisteen (3, 17) kautta.

Integraalimerkinta

Jos funktio F(x) on funktion f (x) integraalifunktio eli F'(x) = f(x), niin merkitdan
F(x) = f f(x)dx, [luetaan "integraali &f-dx dee-dx"]

Esimerkiksi

f(sz) dx =x3+C, koska D(x3 + C) = 3x2,

f(8x—3)dx=4x2—3x+C, koska D(4x* —3x+C )=8x—3 .

Huomaa, etta yleisesti on

dF
fF’(x)dxszdsz(x)+C.

Integraalimerkinndssa oleva tekija dx ilmaisee integroimismuuttujan x, mutta tarkoittaa
myo6s (kuten derivaattamerkinndssakin) muuttujan x ddrettéman pientd muutosta. Tahan

asiaan palaamme seuraavassa kappaleessa.
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Annetun funktion f(x) integraalifunktio voidaan useimmiten maarittaa kayttamalla

integroimissddntdjd, jotka ovat oikeastaan kddannettyja derivoimissaantoja (vrt. kappale 3.3).

Integroimissaantoja

n+1
+1
1
1b. Potenssifunktion integraali: f xldx = f; dx =Inx+C.

1a. Potenssifunktion integraali: f x"dx = - 4+ C,kunn # —1.

2. Vakiotekijan siirtosaanto: f[a f(x)]dx =a- f f(x) dx.
3. Summan integraali:f[f(x) +g(x)]dx = ff(x) dx + f g(x) dx.
4. Sini — ja kosinifunktion integraali: f sinx dx = —cosx + C ja fcosx dx = sinx + C.

5. Eksponenttifunktion integraali:f e*dx=e*+C.

Integroimissadnnot voidaan todistaa oikeiksi derivoimalla vaitetty integraalifunktio.

Esimerkki 3.5.3. Integroiminen siaiantojen avulla.

Saantojen 1a, 1b, 2 ja 3 perusteella saadaan

4 41
f(12x5+5——)dx=12fx5dx+5fx0dx——f—dx
3x 3) x

6

12 s tnxac
= 6 X 3nx

4
=2x6+5x—§lnx+C.

Tuloksen voi tarkistaa derivoimalla.

3.6. Pinta-ala-funktio on integraalifunktio

Tarkastelemme alla olevan kuvion 21b avulla kdyran y = f(x) ja x-akselin rajoittamaa aluetta

kohtien a ja x valilla.
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dA

a T r + dx

KUVIO 21b. Funktion f(x) kuvaaja ja x-akseli rajoittavat vakiokohdan a ja liikkuvan kohdan x
valilla alueen, jonka pinta-ala A(x) on x:n funktio. Jos x:n arvoa muutetaan infinitesimaalisella
maadralla dx, niin pinta-alafunktion arvo muuttuu vastaavasti maaran dA verran. (Huomaa,
ettd infinitesimaalinen vali dx on tassa havainnollisuuden vuoksi esitetty suurennettuna.)

Kuviosta ndemme, ettd muuttujan x pientd muutosta dx vastaa pinta-alafunktion A(x) pieni
muutos dA4, joten funktion A(x) derivaatta kohdassa x on A’ (x) = dA/dx. Mutta, kun dx on
darettoman pieni, niin alue dA on suorakulmio, jonka kanta on dx ja korkeus on f(x). Nain
ollen dA = f(x) - dxjasiksi A'(x) = dA/dx = [f(x) - dx]/dx = f(x). Tama tarkoittaa, ettd
kohtien a ja x valiin jadvaa kiayran y = f(x) ja x-akselin rajoittamaa pinta-alaa osoittava

funktio A(x) on kdyrafunktion f(x) integraalifunktio

A = [ 1 dx,
joka toteuttaa lisdksi alkuehdon A(a) = 0.

Tata alkuehdon A(a) = 0 toteuttavaa integraalifunktiota merkitaan

X

Alx) = J f(x)dx, [luetaan: "integraali a:sta x:dadn ef-ex dee-ex"]

a

ja kutsutaan funktion f (x) mddrdtyksi integraaliksi valilla [a, x].

EsimerkKki 3.6.1. Pinta-alan laskeminen integroimalla.

Laske paraabelin y = x? + 1 ja x-akselin rajoittaman alueen ala vililli (a) [2,x], (b) [2,5].
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(a) Kysytty ala A(x) on funktion x? + 1 integraalifunktio, joten integroimissaintojen

perusteella

1
A(x)=f(x2+1)dx=§x3+x+C.
Alkuehdon A(2) = 0 perusteella on

1 14
A(2)=§23+2+C=?+C=0,

josta ratkaistuna

C = 14
=-3-

Saamme siis pinta-alafunktiolle valilla [2, x] lausekkeen

1 14 ;
Alx) = §x3 +x — 3 [tarkista, ettd A(2) = 0]

(b) Kysytty pinta-ala saadaan sijoittamalla edellisen kohdan tulokseen x = 5, jolloin

A(5) =53/3+5—14/3 = 42.

k 3k ok ok ok %

Pinta-alafunktiota vastaavat mddrdtyt integraalit

X
f f(x) dx = A(x) = pinta-ala vililla [a, x]
a

ja
b
ff(x) dx = A(b) = pinta-ala vililla [a, b]
a

voidaan laskea rutiininomaisesti alla esitetylla laskutavalla.
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Midirityn integraalin laskutapa

TEHTAVA: Laske méaarityt integraalit

X b
@) f fG)dx ja (b) f £ ) dx.

RATKAISU: Olkoon F (x) jokin funktion f(x) integraalifunktio. Silloin on
x b

@ [0 dx=F@)-F@ ja ®) [ fG)dx=F®) - Fa
a a

Perustelu: (@) Funktio G(x) = F(x) — F(a) on funktion f(x) integraalifunktio, koska F(a) on
vakio, joten G(x) = F'(x). Lisdksi G(a) = F(a) — F(a) = 0. Niin ollen G (x) on vaaditun
alkuehdon tayttava integraalifunktio. (b) Sijoittamalla x = a saadaan G(b) = F(b) — F(a).

SIJOITUSMERKINTA: Mairittyja integraaleja laskettaessa on teknisesti edullista kayttia
erotukselle F(x) — F(a) ns. sijoitusmerkintdd®: F (x) — F(a) = X[F(x)]. Talloin on

X b
@) ] £G) dx = XF()] ja (b) j £@) dx = BIFCO).

Esimerkki 3.6.2. Sijoitusmerkinnin kaytté maaratyn integraalin laskemisessa.

Esimerkin 3.6.1. tehtdvat ratkeavat sijoitusmerkintaa kayttaen lyhyesti.

X
(a) A—j(2+1)d —x[l >+ ]—(1 >+ ) (123+2>—1 R
a = X x—23x x—3x X 3 —3x X 3
2

(b) A=j(x2+1)dx=j[%x3+x]=(%53+5>—(%23+2)=4Z.

1 Suomalaisessa matemaattisessa kirjallisuudessa sijoitusmerkintdna on yleensa
integraalimerkin korvaava vinoviiva.
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Huomautus 3.6.3. Integraalimerkinnan etymologiaa.
Integraalimerkinnankin kehitti 1600-luvun lopulla saksalainen matemaatikko ja filosofi
Gottfried Wilhelm Leibniz summaa tarkoittavasta S-kirjaimesta. Merkinnan lahtékohtana oli

ajatus, ettd pinta-alaa tarkoittavaa maarattya integraalia

b
[ reo dx
a
voidaan pitda "summana”, jossa on laskettu yhteen integroimisvdlin [a, b] kaikissa kohdissa x
olevien infinitesimaalisten suorakulmioiden pinta-alat dA:t (ks. kuvio 21b).

Koska dA = f(x) dx, niin "summa”

b b
fdAsz(x) dx,

jolloin naissa "summissa” ajatellaan olevan darettoman monta yhteenlaskettavaa, yksi

jokaista integroimisvalilla [a, b] olevaa pistetta x kohti.

Esimerkki 3.6.4. Differentiaaliyhtidlon! ratkaiseminen integroimalla.

Maarita funktio y = y(x), joka toteuttaa alkuehdon y(1) = 0 ja differentiaaliyhtilon (a)
x-y'(x) =x*+1,(b)y' (x) = 2x/y.

(a) Kirjoitetaan yhtdlé muotoon

Y _ 2
- =x2 41,
X dx X

Kerrotaan yhtdalon molemmat puolet tekijalla? dx, jolloin saadaan

x-dy = (x*+1)dx.

Jakamalla puolittain tekijalla x saadaan

1 Differentiaaliyhtdlossd tuntemattomana on funktio ja yhtdlossa esiintyy tdman funktion
derivaatta (tai derivaattoja).
2 Derivaattaa dy/dx Kasitellaan tidssa osamaarana (differentiaaliosaméaara).
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1
1-d =( —) :
y x+x dx

Tassa yhtalossa muuttujat x ja y on erotettu eri puolille, jolloin kumpikin puoli voidaan

integroida erikseen. Saadaan

fldy=f(x+%)dx.

Vasemmalla puolella integroimismuuttujana on y ja oikealla puolella x. Integroimissaantdjen

avulla saadaan nyt

1
y=§x2+lnx+C,

missa molemmille puolille lisdtyt integroimisvakiot on yhdistetty oikealle puolelle.

Vakio C saadaan alkuehdosta y(1) = 0. Sen perusteella

0—1 12 +1 1+C—1+C
) n —Th

josta

Alkuehdon toteuttava differentiaaliyhtdlon ratkaisu on siis funktiol
= — 1y !
y=y(x) = > X nx-—-.

(b) Nyt vastaavat vaiheet ovat seuraavat

dy _2x R,
T 7 [kerro puolittain tekijalla y - dx]
y-dy =2x-dx [integroi puolittain]

jydy=12xdx

1 Ratkaisun oikeellisuuden voi nytkin tarkistaa sijoittamalla se alkuperdiseen yhtaléon ja
katsomalla toteutuuko se.
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1 .

Eyz =x2+C [ratkaise y]

y=+2x2+D [merkitdaan 2C = D]
Méaritetaan vield vakio D alkuehdon y(1) = 0 perusteella.

y(1) =+2-124+D =v2+D =0, joten D = —2.

Lopullinen ratkaisu on siis

y=ykx)=+2x%2-2.

Derivoimalla ndhdaan helposti, ettd saatu ratkaisu toteuttaa alkuperaisen

differentiaaliyhtalon.
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4. KLASSISTA MEKANIIKKAA

Mekaniikka on fysiikan osa-alue, jossa tutkitaan kappaleiden liikett ja liikkeen
lainalaisuuksia. Tassa luvussa kertaamme lyhyesti Newtonin esittdman klassisen mekaniikan
(eli Newtonin mekaniikan) perusperiaatteetl. Nama periaatteet ovat edelleen taysin riittavia
tarkasteltaessa makroskooppisia? kappaleita, joiden liikenopeudet ovat pienia3 verrattuna
valon nopeuteen. Suurilla nopeuksilla liikkkuvia kappaleita tarkasteltaessa Newtonin
mekaniikka ei pade ja se on korvattava Einsteinin suhteellisuusteoriaan perustuvalla

relativistisella mekaniikalla, johon perehdymme luvussa 6.

4.1. Newtonin mekaniikan peruslait

Klassisen mekaniikan peruslakeja on kolme: inertian laki, dynamiikan peruslaki seka

vaikutuksen ja vastavaikutuksen laki.

Newtonin I laki (jatkavuuden laki eli inertian laki)

Kappaleen liiketila sdilyy muuttumattomana, ellei siihen vaikuta ulkopuolinen voima.

Matemaattisesti ilmaistuna:

Jos f =0,niin dv/dt =a=0.

Laki muotoillaan usein my6s ndin: "Kappale jatkaa tasaista suoraviivaista liikettaan

vakionopeudella tai pysyy levossa, jos siihen ei vaikuta mikdan voima.”

Lain matemaattisessa versiossa vektori f on kappaleeseen kohdistuva kokonaisvoima (eli
siihen kohdistuvien voimien vektorisumma) ja v on kappaleen nopeus. Nopeusvektorin v

aikaderivaatta dv/dt ilmaisee liiketilan muutoksen eli kiihtyvyysvektorin a.

1 Newton esitti ne 1687 teoksessaan Philosophiae Naturalis Principia Mathematica.

2 Kooltaan selvasti suurempia kuin alkeishiukkaset, atomit ja molekyylit, joiden liikelakien
selvittdmiseen tarvitaan kvanttimekaniikkaa.

3 Eli esimerkiksi alle 5 % valon nopeudesta (15 000 km/s). Maassa tai ldahiavaruudessa timéan
rajan ylittavat kdytanndssa vain avaruudesta saapuvat tai hiukkaskiihdyttimien tuottamat
alkeishiukkaset
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Esimerkki 4.1.1. Kirja poydalla ja lattialla vieriva pallo.

Kirjaan kohdistuu kaksi voimavektoria: alaspdin suuntautuva painovoima ja ylospain
suuntautuva poydan pinnan tukivoima. Naiden vektorien summa f on nolla(vektori), joten
jatkavuuden lain mukaan kirjan liiketila (v = 0) pysyy muuttumattomana eli kirja pysyy

levossa.

Myos lattialla kitkattomasti vierivaan palloon kohdistuvat samat voimat, jotka kumoavat
toisensa ja siten f = 0. Jatkavuuden lain mukaan dv/dt = 0 eli nopeus v pysyy vakiona,

joten pallo jatkaa siis tasaista suoraviivaista liikettaan.

Kdytanndssa vierivaan palloon kohdistuu kolmaskin voima, nimittdin liikesuunnalle
vastakkainen liikekitkavoima f . Silloin kokonaisvoima f = f # 0, ja sen vaikutuksesta

pallon liikenopeus muuttuu (hidastuu) eli dv/dt # 0, kunnes pallo pysahtyy.

Newtonin II laki (dynamiikan peruslaki)
Kappaleen kiihtyvyys on suoraan verrannollinen kappaleeseen vaikuttavaan

kokonaisvoimaan ja kdantden verrannollinen kappaleen massaan.

Matemaattisesti ilmaistuna:

dv/dt =a=f/m tai d*r/dt?=f/m.

Lain Il matemaattisessa versiossa vektoreilla f, v ja @a on sama merkitys kuin laissa I ja
skalaari m on kappaleen massa. Vaihtoehtoinen muotoilu (jossa vektori r on kappaleen
paikkavektori) seuraa! siitd, ettd nopeus on paikan derivaatta, dr/dt = v, ja siksi kiihtyvyys

on paikan toinen derivaatta? eli d?r/dt? =dv/dt = a.
Dynamiikan peruslaki voidaan kirjoittaa my6s muotoon
(D f=m(dv/dt) = ma,

mistd ndemme, ettd (koska m on positiivinen skalaarivakio) kappaleen kiihtyvyys a ja siihen

kohdistuva kokonaisvoima f ovat aina samansuuntaiset

1 Ks. esim. 3.4.1.
2 Tassa derivaatat ovat aikaderivaattoja, kuten useimmissa fysikaalisissa tarkasteluissa.
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Dynamiikan peruslaki kirjoitetaan usein my6s muotoon

(2) f =dp/dt,

missa vektori p = mv on kappaleen litkemddrd. Muoto (2) seuraa yhtalosta (1), koska massa
m on vakio. Talloin vakiotekijan siirron sallivan derivoimissadnnon (ks. kpl 3.3.) perusteella

onm(dv/dt) = d(mv)/dt = dp/dt.

Huomautus 4.1.1. Inertian laki on dynamiikan peruslain erikoistapaus.
Jos kappaleeseen vaikuttava kokonaisvoima f = 0, niin dynamiikan peruslain mukaan on
myo6s dv/dt = a = f/m = 0. Naemme siis, ettd inertian laki seuraa erikoistapauksena

dynamiikan peruslaista.

EsimerkkKi 4.1.2. Keskeisvoima ympyraliikkeessi, jatkoa esimerkkiin 3.4.1.
Esimerkissa 3.4.1. kasittelimme tasaisessa ympyraliikkeessa (kulmanopeus w on vakio)

olevaa kappaletta. Totesimme, ettd kappaleella on hetkella t kiihtyvyysvektori

_dv
T dt

a 2

= —w?(rcoswt,rsinwt) = —w?r,
joka on kappaleen senhetkiselle paikkavektorille r vastakkaissuuntainen eli osoittaa aina
kohti rataympyran keskipistetta. Jos kappaleen massa on m, niin dynamiikan peruslain nojalla

kappaleeseen kohdistuva kokonaisvoimavektori on tadlla hetkella
f =ma=-mw?r.

Keskeiskiihtyvyyden a tavoin myos keskeisvoima f suuntautuu aina kohti rataympyran

keskipistettd. Molemmat ovat vastakkaissuuntaisia paikkavektoriin r verrattuna.

Newtonin III laki (voiman ja vastavoiman laki)
Jos kappale vaikuttaa toiseen voimalla f, niin jadlkimmainen kappale vaikuttaa edelliseen

voimalla —f . Voimat ovat samansuuruiset, mutta vastakkaissuuntaiset.

Esimerkki 4.1.3. Kirja poydilla, auton hinaus sekd Maa ja Kuu.

52




Esimerkissa 4.1.1. tarkastelimme pdydalla lepaavaa kirjaa, jonka todettiin lain I (tai II)
perusteella pysyvan paikallaan, koska siihen kohdistuvien kahden voiman (Maan vetovoima
ja poydan tukivoima) summa on nolla. Samassa tilanteessa toteutuu myos laki IlI, silld kirjan
pOytdan kohdistama alaspdin suuntautuva painovoima ja pdydan kirjaan kohdistama yléspdin
suuntautuva tukivoima ovat samansuuruisia, mutta vastakkaissuuntaisia. Huomaa, etta
jalkimmaisessa tarkastelussa voimat kohdistuvat eri kappaleisiin (pdytaan ja kirjaan), mutta

edellisessa samaan kappaleeseen (kirjaan).

Voiman ja vastavoiman laki toteutuu myds traktorin hinatessa autoa. Traktori kohdistaa
autoon eteenpdin suuntautuvan hinausvoiman f ja auto traktoriin taaksepain suuntautuvan
jarrutusvoiman - f. Tilanne on tdma hinausta aloitettaessa ennen kuin auto nytkahtaa
liikkkeelle (autoon kohdistuvan hinausvoiman ylittdessa tienpinnan autoon kohdistaman

kitkavoiman) ja myds hinauksen aikana.

Kun Kuu kiertad Maata, niin kumpikin kohdistaa toiseen samansuuruisen, mutta

vastakkaissuuntaisen vetovoiman.

Huomautus 4.1.2. Kiihtyvyyden ja voiman mittayksikot.
Kiihtyvyys a ja voima f ovat mitattavissa olevia fysikaalisia suureital. Molemmat ovat
johdannaissuureita, jotka maaritelladn muiden suureiden avulla ja yksikotkin seuraavat

ndistd maaritelmista.
Kiihtyvyys maaritellddn nopeuden (vauhdin) muutoksena aikayksikossa eli kaavalla

Av

a=—,
At

missa Av tarkoittaa nopeuden muutosta ajassa At. Kiihtyvyyden yksikko on siis nopeuden
yksikkd (m/s) jaettuna ajan yksikolla (s) eli “metri per sekunti toiseen” (m/s?). TAma
merkitddn usein hakasulkeiden avulla

[Av] m/s m

=g =5 =&

1 Téassa a ja f ovat skalaarisuureita eli vastaavien vektoreiden itseisarvoja a = |a| ja f = |f].
Vektorisuureen yksikko on sama kuin sen itseisarvon yksikké.
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missd merkinti [a] tarkoittaa suureen a yksikkoa eli dimensiota.

Voiman yksikoksi saadaan Newtonin II lain skalaariversion f = ma perusteellal

[f] = [ma] = [m]la] =kg-— = ———=1N

eli "kilogramma kertaa metri per sekunti toiseen”, jolle on annettu oma nimi "Newton” ja

lyhenne N.

Newtonin gravitaatiolaki (yleinen vetovoimalaki)

Kaksi massallista kappaletta vetaa toisiaan puoleensa voimalla f, joka on suoraan
verrannollinen kappaleiden massoihin m, ja m, ja kddntden verrannollinen niiden
massakeskipisteiden valisen etdisyyden r neliéon.

Matemaattisesti ilmaistuna
f=k

missa k on verrannollisuuskerroin?, jonka mittauksilla maaritetty arvo SI-yksikoissa on

mpm,

rz '’

2

Nm
k ~ 6,67428 - 10_11—2.
kg

my
Mo

...............................................................

KUVIO 22. Gravitaatiolain mukaan kaikki massat m, ja m, kohdistavat toisiinsa
samansuuruiset, mutta vastakkaissuuntaiset voimat.

1 Aiemmin sovitun mukaisesti merkitsemme tadssa kirjassa Newtonin mekaniikan voimaa
pienelld kirjaimella f (vektorina) tai f (skalaarina), vaikka kirjainta f kaytetaan fysiikassa
yleisesti tarkoittamaan varahdysliikkeen taajuutta eli frekvenssia.

2 Tata verrannollisuuskerrointa kutsutaan gravitaatiovakioksi ja sita merkitaan yleensa
kirjaimella G.
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Esimerkki 4.1.4. Maapallon ja kirjan vdlinen vetovoima.
Kuinka suuren vetovoiman Maa kohdistaa esineeseen, jonka massa on 1 kg, kun esine on a)
puutarhap6ydalld, b) lentokoneessa 10 km korkeudella, c) satelliitissa 100 km korkeudella

maanpinnasta?

Tiedimme, ettd Maan massa m; = 5,9737 - 102* kg ja esineen massa m, = 1 kg.

a) Massojen vilinen etiisyys on sama kuin Maan side 6380 km = 6,38 - 10® m. Newtonin

gravitaatiolain mukaan Maa kohdistaa kirjaan vetovoiman

mym,

f=k

TZ
Nm? 5,9737-10** kg -1kg

~ 6,67428 - 10711
kg? (6,38 -10° m)?

~98N.

b) Nyt etdisyys on 10 km pitempi eli 6390 km = 6,39 - 10° m. Sijoittamalla tima arvo
vetovoiman kaavaan muuttujan r paikalle ja suorittamalla laskut saamme kahden numeron

tarkkuudella saman tuloksen kuin edellisessd kohdassa.
F~98N.

c) Nyt sijoitamme kaavaan r = 6480 km = 6,48 - 10° m. Laskujen jalkeen saamme

F~95N.

Maan esineeseen kohdistamaa vetovoimaa kutsutaan painovoimaksi tai esineen painoksi.
Huomaamme, ettd esineen pysyessda maanpinnan ldheisyydessa (alle 10 km korkeudella) sen

paino pysyy likipitden samana.

Esimerkissa laskimme yksikkdmassaan m, = 1 kg kohdistuvan painovoiman (9,8 N). Jos
esineen massa onkin m kg, niin siihen kohdistuva painovoima on m-kertainen eli f = 9,8m
(N). Jos tima massa paastetaan putoamaan vapaasti, niin se joutuu kiihtyvaan liikkeeseen.

Putoamisliikkeen kiihtyvyys a maardytyy Newtonin Il lain (f = ma) perusteella. Sen mukaan
on
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f=98m=ma,

josta

m
a=9,85—2.

Ndemme, ettd maanpinnan laheisyydessa putoavan kappaleen kiihtyvyys on kappaleen
massasta riippumaton vakio. Kaikki massat putoavat samalla kiihtyvyydella (mikali ilman
vastusta ei oteta huomioon). Tdmén seikan huomasi ensimmaisena Galileo Galilei vuoden
1600 tienoilla ja hanen mukaansa vakiosuuruista putoamiskiihtyvyyttda Maan pinnalla

merkitaan symbolilla g.

Galilein putouslaki ja kappaleen paino
Maanpinnan laheisyydessa kaikki kappaleet - niiden massasta riippumatta - saavat vapaasti

pudotessaan (ilmattomassa tilassa) saman vakiokiihtyvyyden g ~ 9,8 m/s?.

Maanpinnan ldheisyydessa olevan kappaleen paino f (Maan siihen kohdistama

gravitaatiovoima) on dynamiikan peruslain mukaan

f=mg

Newton osoitti vajaa sata vuotta myohemmin, ettd Galilein putouslaki seuraa valittomasti

gravitaatiolaista ja dynamiikan peruslaista.

4.2. Liikeyhtilét

Fysikaalisia ilmioita tutkittaessa pyritddn yleensa l0ytamaan tarkasteltavaa systeemia (esim.
maahan putoavaa kappaletta, Aurinkoa kiertavaa planeettaa tai generaattorin synnyttamaa
sahkémagneettista kenttad) koskevat liikeyhtdlot. Nama yhtalot ilmaisevat, miten systeemin
tila (esim. putoavan kappaleen etdisyys maanpinnasta) riippuu ajasta. Mista liikeyhtalot sitten
saadaan? Ensimmaisena keinona tulevat mieleen kokeelliset mittaukset. Tutkittavaa ilmiota
toistetaan ja mitataan valitun tilamuuttujan x arvoja eri ajanhetkina t. Saadusta aineistosta
yritetddn havaita matemaattisena yhtalona x = x(t) ilmaistavissa oleva riippuvuus. Tuo

yhtdlo on sitten ehdolla liikeyhtadloksi. Toinen tapa on soveltaa tutkittavaan systeemiin
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tunnettuja fysiikan lakeja ja johtaa niista liikeyhtdl6 matemaattisella paattelylla. Fyysikot

ovat tyytyvaisia vasta sitten, kun liikeyhtdl6 on perusteltu molemmilla tavoilla.

Esimerkki 4.2.1. Putoavan vasaran liikeyhtilon johtaminen mekaniikan laeista.
Esimerkissa 3.1.1. tarkastelimme 45 m korkeudelta putoavaa vasaraa, jonka liikeyhtalo oli

valmiiksi annettu muodossa
(%) h = h(t) = 45 — 5t?,
missa h on etdisyys maanpinnasta ja t on putoamiseen kulunut aika.

Naytdmme nyt, miten tdma liikeyhtal6 seuraa edellisessa kappaleessa esitetyistd mekaniikan

laeista.

Galilein putouslain mukaan vasara joutuu putoamishetkella (¢ = 0) kiihtyvaan liikkeeseen,
jonka vakiokiihtyvyys on g. Vasara liikkuu alaspéin ja sen liikenopeus v = v(t) kasvaa.
Lyhyen aikavélin dt aikana nopeus kasvaa maaralla dv, joten Kiihtyvyys on dv/dt eli
nopeuden derivaatta ajan suhteen. Mutta Galilein lain mukaan kiihtyvyydella on vakioarvo g,

joten saamme siis yhtdlon

dv

(D -9

Koska ajasta riippuvan muuttujan v = v(t) derivaatta on vakio g, niin derivoimissaannoista
(ks. kpl 3.3.) seuraa, ettd v = v(t) = gt + b, missa b on jokin vakio. Mutta tiedimme, etta
hetkelld t = 0 nopeuskin on nolla, joten vakion b taytyy olla nolla. Ndin olemme saaneet

selville lausekkeen, joka ilmaisee vasaran liikkenopeuden hetkella t :
(2) wv=v()=gt.

Saadaksemme viela selville vasaran paikkaa (etdisyys maanpinnasta) kuvaavan muuttujan

h = h(t) riippuvuuden ajasta t tarkastelemme lyhytta aikavalid hetkesta t hetkeen t + dt.
Tuona aikana vasaran etiisyys maasta ehtii muuttua pienella maaralla dh = h(t + dt) — h(t).
Vasaran aikavalilla kulkema lyhyt matka on siis dh ja vasaran keskinopeus ko. Aikavalilla on
matka jaettuna siihen kuluneella ajalla eli dh/dt. Mutta aikavilin pituus dt voidaan ajatella

miten lyhyeksi tahansa (ldhestyvan nollaa), jolloin kyseinen keskinopeus lahestyy arvoa
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—v(t) eli nopeutta aikavalin alussa hetkella t. (Miinusmerkki, koska liike suuntautuu alaspdin

h-akselin negatiiviseen suuntaan.) Nain saamme yhtalon

dh
@) =-v)=-gt

joten muuttujan h = h(t) aikaderivaatta on

dh __
a9

Edelld mainituista derivoimissdanndista seuraa nyt, ettad
1 .
h=nh() = —Egt +d,

missa d on vakio. Mutta tiedimme, etta liikkeen alussa hetkelld t = 0 vasaran etdisyys
maanpinnasta on h(0) = 45, joten taytyy olla d = 45.

Nain olemme saaneet liikeyhtalon
1
(4)  h=h(t) =45 -5 gt* ~ 45— 5¢%,

koska yhden numeron tarkkuudella. Ndin olemme johtaneet putoavan vasaran liikeyhtalon
Galilein putoamislaista, joka puolestaan on Newtonin gravitaatiolain ja dynamiikan peruslain

seuraamus.

Huomautus 4.2.1. Ratkaisu integroimalla.
Edellisen esimerkin differentiaaliyhtalot (1) ja (3) voidaan ratkaista myos esimerkissa 3.6.3.

esitetylla tavalla eli integroimalla. Jos yhtdl6 (1) kerrotaan tekijalla dt saadaan yhtalo
dv=gdt,

jossa muuttujat v ja t on erotettu eri puolille. Integroimalla puolittain saadaan

fl-dvzfg-dt,

eli integroimissaantojen perusteella
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v=v(t)=gt+b,

jossa molempien puolien integroimisvakiot on yhdistetty oikealle puolelle. Taman jalkeen
vakio b madritetain alkuehdon v(0) = 0 perusteella kuten esimerkissédkin. Samoin voidaan

menetelld myods yhtdlon (3) tapauksessa.

Huomautus 4.2.2. Edellisen esimerkin 4.2.1. kdsittely ilman derivaattoja.
Edelld johdimme putoavan vasaran liikeyhtdlon kayttamalla derivaattoja dh/dt jadv/dt

seka differentiaalilaskennan saantoja.

Tulos (2) voidaan kuitenkin perustella myds seuraavasti: Putoamisliikkeella on Galilein lain
mukaan koko ajan sama vakiokiihtyvyys g. Niinpa jokaisella aikavalilla At tapahtunut
nopeuden muutos Av toteuttaa yhtdlon Av/At = g. Tarkastelemme aikavalia At =t -0 =t
(alkuhetkestd hetkeen t) , jonka aikana nopeuden muutos on Av = v(t) — v(0) = v(t). Taytyy
siis olla v(t)/t =g, josta v(t) = gt.

Taman jalkeen liikeyhtdl6 (4) voidaan perustella seuraavasti: Tarkastellaan samaa aikavalia
liikkeen alkuhetkestd hetkeen t. Aikavalin alussa nopeus on 0 ja lopussa gt. Koska kiihtyvyys
on vakio, niin nopeus kasvaa tasaisesti, joten aikavalin keskinopeus on alkunopeuden (0) ja
loppunopeuden (gt) keskiarvo gt /2. Vasaran aikavalilla kulkema matka y saadaan
kertomalla keskinopeus aikavilin pituudella t, joten y = gt/2 - t = gt?/2. Télloin etiisyys
maanpinnasta h = h(t) = 45 — gt?/2 ~ 45 — 5t2.

Y114 esitetty paattely on tdssa tapauksessa yksinkertaisempi kuin edellisessa esimerkissa. Silti
mainitun esimerkin (ja sitd seuraavan huomautuksen) kaltaiseen differentiaali- ja
integraalilaskennan kayttoon kannattaa totutella, koska se toimii yleisesti muissakin

tilanteissa.

EsimerkkKi 4.2.2. Harmoninen varahtely.

Tarkastelemme ideaaliseen jouseen kiinnitettya pienta palloa, jonka massa on m. Jousta
venytetddn vetamalla pallo etdisyydelle d lepoasemastaan. Kun ote irrotetaan, pallo joutuu
jousivoiman vaikutuksesta edestakaiseen varahdysliikkeeseen. (Ideaalisuus tarkoittaa, etta

varahtelyn oletetaan jatkuvan paattymattd saman laajuisena. Reaalisen jousen varahtely
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vaimenee vahitellen kitkan ja jousen sisdisten vastusvoimien vaikutuksesta.) Alla olevassa
kuviossa 23 tdma harmoninen varahdysliike on pelkistetty lukusuoran valilla —d < x < d
tapahtuvaksi massapisteen m liikkeeksi, jonka harmoninen voima f = —kx saa aikaan (tassa

k > 0 on ns. jousivakio).

KUVIO 23. Ideaaliseen jouseen kiinnitetty massapiste m vardhtelee lepoasemansa x = 0
molemmin puolin ddriasentojen x = —d ja x = d valilla. (Jousta ei ole piirretty kuvioon.)
Massaan kohdistuva harmoninen jousivoima f on verrannollinen poikkeamaan x ja sille
vastakkaissuuntainen eli suuntautuu kohti lepoasemaa; toisin sanoen f = —kx, missa k on
positiivinen verrannollisuuskerroin.

Haluamme saada selville harmonisessa vardahdysliikkeessa olevan massapisteen m

liikeyhtalon, ts. yhtalon x = x(t), joka kertoo massapisteen sijainnin x hetkella t.

Sovimme, ettd kello kdynnistetdan (t = 0) hetkellg, jolloin massapiste ohittaa oikealle
liikkuessaan lepoaseman (x = 0). Tastd seuraa, ettd etsittavalle funktiolle x(t) ovat voimassa

seuraavat alkuehdot:

(ae1l) x(0)=0,

(ae2)  funktion x(t) arvot vaihtelevat valilla —d < x(t) < d.

Kohdassa x olevaan massapisteeseen kohdistuu jousivoima f = —kx. Se aiheuttaa
massapisteen kiihtyvan liikkeen, jossa on voimassa Newtonin Il laki f = ma. Saamme siis

yhtalon

(D ma = —kx.

Mutta kiihtyvyys on nopeuden v derivaatta ja paikan x toinen derivaatta eli

dv d*x

@ a=w=u
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Sijoittamalla timan yhtdloon (1) ja jakamalla massalla m saamme differentiaaliyhtdlén

dzx_ k
iz m

(3)

Siina ratkaistavana tuntemattomana x on funktio x(t), joka antaa etsimamme liikeyhtalon.
Yhtalon (3) kaltaisen differentiaaliyhtdlon ratkaisemiseen on kehitetty standardimenetelmia,

mutta tassa tyydymme "valistuneen arvauksen” menetelmaan. Aluksi yksinkertaistamme
yhtdl6a merkitsemalla positiivisen vakion k/m nelidjuurta kirjaimella w (eli w = /k/m),

jolloin

ja yhtdlo (3) saa muodon

2
3 ZTJZC = —w?x [eli x""(t) = —w?x(t)].

Ndemme, ettd ratkaisufunktion x(t) toinen derivaatta on sama funktio kerrottuna
vakiotekijilli —w?. Kun katsomme derivoimissaantoja (s. 34), huomaamme, etti funktio

sin wt voisi tdyttda timan ehdon. Sen ensimmainen derivaatta on w cos wt, ja toinen
derivaatta on —w? sin wt. Yhtélélla (3) on siis ratkaisu x; (t) = sin wt. Helposti nahdain, etta
myos x,(t) = cos wt on (3):n ratkaisu. Kumpaankin voidaan lisata eteen minka tahansa
vakiokertoimen ja saadut funktiot ovat edelleen (sdannon 2, s. 34 perusteella) ratkaisuja.
Edelleen (sddannon 3) perusteella niiden summakin on ratkaisu. Nain saamme lopulta

differentiaaliyhtdlon (3) yleisen ratkaisun
(4) x(t) = ¢y sinwt + ¢, cos wt,
missa ¢, ja c, ovat vapaasti valittavia vakioital.

Meidan on nyt valittava kerroinvakioille sellaiset arvot, ettd kasiteltdvaa varahdysliiketta

koskevat alkuehdot (ae1l) ja (ae2) toteutuvat.

1 Matemaatikot ovat todistaneet, ettd kaikki yhtdlon (3) ratkaisufunktiot ovat tyyppia (4).
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Ehdon (ael) perusteella taytyy olla x(0) = 0. Sijoittamalla ratkaisussa (4) aikamuuttujalle
arvo t = 0 saamme x(0) = ¢; sin(0) + ¢, cos(0) = c,, joten taytyy olla ¢, = 0. Néin ollen

ratkaisufunktiomme sievenee muotoon
(5) x(t) = ¢y sinwt.

Koska sinifunktion arvot vaihtelevat valilld —1 < sin wt < 1, ndemme, etta funktion x(t) arvot
vaihtelevat valilld —c; < x(t) < c;. Ehdon (ae2) perusteella taytyy siis vakion c; olla joko d tai
—d. Meidan on valittava positiivinen arvo ¢; = d, jotta massapisteen liike nollahetkella
suuntautuisi oikealle (kuten alussa sovimme). Nain saamme lopulta differentiaaliyhtalélle (3)

alkuehtomme tayttavan ratkaisun

(H) x =x(t) =dsinwt ,missaw =+ k/m

joka on etsimdamme harmonisen varahdysliikkeen liikeyhtdlo. Tassa yhtdlossa esiintyy kaksi
parametria d ja w. Edellinen maaraa varahtelyn laajuuden ja jalkimmainen vardhtelyn
taajuuden (frekvenssin). Termi wt voidaan ajatella kulmana (radiaaneissa), joka kasvaa ajan t
mukana. Kun kulma wt kasvaa maaralld 2m, niin sin wt palaa samaan arvoon, koska

sin(wt + 2m) = sin wt), eli massapiste on suorittanut yhden kokonaisen varahdyksen.

Varahtelyn frekvenssin maaraava vakio w = /k/m riippuu puolestaan jousivakiosta k
(jousen jantevyydestad) ja siihen kiinnitetyn massan m suuruudesta. Jantevyyden

kasvattaminen suurentaa frekvenssid, mutta massan kasvattaminen pienentaa sita.

On mielenkiintoista panna merkille, ettd harmonisen varahtelijan liikeyhtalo x(t) =

d sin wt on samanmuotoinen kuin esimerkissa 3.4.1. kasitellyn tasaisessa ympyraliikkeessa
olevan hiukkasen liikeyhtidlo y = y(t) = r sin wt. Jalkimmaisessahan termi wt tarkoittaa
aivan oikeata geometrista kulmaa eli ympyraradalla kiertdvan kappaleen ajassa t kulkemaa

kaarta vastaavaa keskuskulmaa.

% 3k % k %

Huomautus 4.2.2 Nopeus ja kiihtyvyys harmonisessa virihdysliikkeessa.
Edellisessa esimerkissa johdetun harmonisen varahtelijan liikeyhtdlon (H) avulla voimme
laskea massapisteen liikenopeuden v(t) ja kiihtyvyyden a(t) milld tahansa ajanhetkella ¢.

Nopeus on paikan ensimmainen ja kiihtyvyys toinen derivaatta, joten
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_dx d(dsinwt)

(1) v=v()= E = at

= dw cos wt, [Huom! kirjaimella d kaksi eri roolial]

(2 a=a :%:%:d(d%?swt): —dw? sin wt .
Yhtdlosta (1) ndemme, ettd massapisteen nopeus on nolla, kun cos wt = 0 eli kun

wt = 1 /2 + nm. Talloin massapisteen paikka on x = d sin wt = d sin(n/2 + nw) = +d. Tama
tulos on intuitiivisesti ymmarrettava, silla massapiste on hetkellisesti levossa valin

—d < x < d paatepisteissa x = td. Nopeus on suurimmillaan (v = dw), kun cos wt = 1 eli
kun wt = n - 2m. Talloin massapisteen paikka on x = d sin wt = d sin(n - 2w) = 0 eli

lepoasemassa.

Yhtdlosta (2) ndemme, ettd massapisteen kiihtyvyys on nolla, kun sin wt = 0. Tall6in
massapisteen paikka on x = d sinwt = d - 0 = 0 eli lepoasemassa. Kiihtyvyyden itseisarvo on
suurimmillaan (|a| = |d|w?), kun sin wt = +1 eli kun wt = 7/2 + nmx. Tilloin massapisteen

paikka on x = d sin wt = d sin(m/2 4+ nm) = +d eli heilahdusvilin paatepisteissa.

Huomautus 4.2.3 Mittayksikoiden tarkistus harmonisessa vardhdysliikkeessa.
Jousivakion k yksikko (eli dimensio) maaraytyy yhtalosta f = —kx, jostak = — f/x ja sen

perusteella [k] = [f]/[x] = N/m = (kg m/s?)/m = kg/s?. Tekijian w = \/k/m dimensioksi

saadaan silloin [w] = \/[k]/[m] = \/(kg/sz)/kg = \/1/52 = 1/s, joten liikeyhtdlossa (H)
esiintyvan "kulman” wt dimensio on [wt] = [w][t] = (1/s) - s = 1 eli paljas luku, kuten
"kulmalle” sopiikin. Nain ollen liikeyhtalo (H) antaa paikalle x = d sin wt dimension

[x] = [d][sin wt] = m - 1 = m, kuten pitaskin.

Nopeuden v ja kiihtyvyyden a dimensioiksi saamme (1):n ja (2):n perusteella
[v] = [dw cos wt] = [d][w][coswt] =m-(1/s)-1=m/s,
[a] = [dw? cos wt] = [d][w]?[coswt] =m - (1/s?) 1 =m/s?,

kuten kuuluukin.

1 Kirjain d esiintyy tassa derivaattamerkinnan osana ja toisaalta myos varahtelyvalin
paatekohdan symbolina.
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4.3. Energia ja sen sdilymislaki

Energia tarkoittaa kykya tehda tyota. Kappaleella voi olla liiketilansa vuoksi kineettistd
energiaa eli litke-energiaa ja voimakentdssa olevan sijaintinsa vuoksi potentiaalienergiaa.
Palloon vauhdilla iskeytyvalla mailalla on liike-energiaa, joka tekee tyota sinkoamalla pallon
kentélle. Hyppyrimdaen harjalle kiipedva urheilija keraa itseensa painovoimakentan
(gravitaatiokentdn) potentiaalienergiaa, joka tekee tyota kiidattamalla hanet makea alas ja

lennattamalla ilman halki laskeutumispaikalle.

Energiaa merkitaan yleensa kirjaimella E, johon voidaan lisiata energian laatua selittava
indeksi: Ej, = potentiaalienergia ja Ey = Kineettinen energia.
Maaritelmdnsa mukaan energialla on sama yksikko kuin tyolla eli joule (ks. Esimerkki 2.4.15.).

Siis[E] =1] = 1 Nm = 1kg-m?/s?.

4.3.1. Kappaleen potentiaalienergia painovoimakentissa

Tarkastelemme maanpinnalla (tai jollakin sovitulla nollatasolla) olevaa kappaletta, jonka
massa on m. Nostamme kappaletta hitaasti ylospadin korkeudella h olevalle telineelle. Nostoon
tarvittava voima f on sama kuin (ks. Esimerkki 4.1.4.) kappaleen paino eli f = mg.
Siirtomatka s on sama kuin korkeusero eli s = h. Joudumme tekemaan siirtotyota (ks.

Esimerkki 2.4.15.) maaran
W =fs=fh=mgh

Tama nostoty0 varastoituu kappaleeseen?! potentiaalienergiana, joten telineelld lepaavalla

kappaleella on
E, =mgh.

Huomaa, ettd potentiaalienergian arvo on suhteellinen sikali, etta se riippuu tekijasta h, joka
tarkoittaa etdisyytta valitusta nollatasosta (esim. maanpinnasta). Jos nollatasoksi sovitaan

jokin muu taso (kaivon pohja tai talon kattotasanne) niin lausekkeen E, = mgh arvo

I Tarkemmin sanoen kappaleen ja gravitaatiokentdn muodostamaan pariin. Kenttida voidaan
kuvaannollisesti ajatella jousena, joka venyy nostettaessa kappaletta ylospain.
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muuttuu, vaikka itse kappale on pysynyt paikallaan. Kdytdnnossa tarkastellaankin yleensa

nollatasosta riippumatonta potentiaalienergian muutosta AE,
AE, =mg - Ah,

jonka korkeuden muutos Ah aiheuttaa.

4.3.2. Kappaleen liike-energia

On ilmeista, etta liikkeessa olevan kappaleen kyky tehda tyota riippuu kappaleen massasta m
ja nopeudesta v. Padttelemme riippuvuuden tarkemman laadun samaan tapaan kuin
edellisessa esimerkissa eli laskemalla, kuinka paljon tyota on tehtava, kun kiihdytetaan m-
massainen kappale tasaisesti nopeudesta 0 nopeuteen v. Jos kiihdytykseen kuluva aika on At,

niin vastaava nopeuden muutos on Av = v — 0 = v, joten vakiokiihtyvyys on

_Av_v—O v
CTA T A Ac

ja Newtonin II lain mukaan kiihdytykseen vaadittava voima on

mv

f=ma=A—t.

Kiihdytyksen aikana kuljettu matka s saadaan kertomalla matkaan kulunut aika At
keskinopeudella v, joka on alku- ja loppunopeuden keskiarvo eli v, = (0 +v)/2 =v/2.

Niinpa

joten tehty kiihdytystyo on

W= _mv vAt_l 5
=IS=Egr T T

Tama tyo varastoituu kappaleeseen liike-energiana, jolle saamme siten lausekkeen

By = s mv?
k—zmv .
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Myds liike-energian arvo on suhteellinen sikali, etta se riippuu kappaleen nopeudesta v, joka
puolestaan riippuu kidytetysta koordinaatistosta. Esimerkiksi liikkuvassa junassa kdvelevan

konduktoorin nopeudet (ja liike-energiat) junan suhteen ja asemarakennuksen suhteen ovat
erisuuruiset. Toistensa suhteen levossa olevissa koordinaatistoissa mitattuna kappaleella on

kuitenkin sama nopeus ja liike-energia.

4.3.3. Energian sdilymislaki
Esimerkissa 3.1.1. tarkastelimme 45 m korkeudelta maahan putoavaa vasaraa, jonka

liikeyhtdl6 oli annettu muodossa
(*) h = h(t) = 45 — 5¢t2.

jossa h = h(t) ilmaisee vasaran etdisyyden maanpinnasta hetkella t. (Esimerkissa 4.2.1.
johdimme taman liikeyhtalon Newtonin II laista kayttdmalla putousliikkeen kiihtyvyydelle

likiarvoa g ~ 10 m/s?)

Tutkimme vasaran kokonaisenergiaa E = E, + E eri ajanhetkind putoamisen aikana.

Oletamme yksinkertaisuuden vuoksi, ettd vasaran massa m = 1,0 kg ja kiinnitimme

mittauskoordinaatiston maanpintaan, jonka valitsemme my6s potentiaalienergian E,

nollatasoksi.

Hetkelld t = 0:

Vasara on levossa 45 m korkeudella maasta, joten

Ek=01
E, =mgh~1,0kg-10 m/s?*-45m = 450],

ja kokonaisenergia on
E=E,+E=~450].

Hetkelld t = t:

Vasara on liikkeessa alaspiin korkeudella h = h(t) = 45 — 5t maasta ja sen nopeus on

v =v(t) = dh/dt = —10t, joten
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-1,0 - (—10¢t)? = 50t2,

N =

E = — =
k zmv

o

E, =mgh =1,0-10- (45 — 5t*) = 450 — 50t?,
ja kokonaisenergia on

E = E, + Ex = (450 — 50t?) + 50t* = 450]..

Ndemme, ettd putoamisen aikana vasaran kokonaisenergia on joka hetki on sama kuin

alkutilanteessa. Tassa toteutuu energian sailymislaki.

Energian sdilymislaki

Eristetyn! systeemin kokonaisenergia? sdailyy muuttumattomana.

Kun vasara tomahtida maanpintaan, se lakkaa olemasta eristetty systeemi. Tormayksessa
vasara tekee tyota eli luovuttaa energiansa maanpintaan aiheuttamalla rakenteellisia

muutoksia ja lampdétilan nousua.

Esimerkki 4.3.3.1. Energian sdilyminen planeettaliikkeessa.

Hyva esimerkki (mekaanisen) energian sdilymisestd on Auringon ja Maan muodostama
eristetty3 systeemi. Ellipsin muotoisella kiertoradallaan Maan etdisyys Auringosta vaihtelee
hieman. Kun Maa ldhenee Aurinkoa, sen potentiaalienergia vahenee ja liike-energia kasvaa.
Kun Maa etaantyy Auringosta potentiaalienergia kasvaa ja liike-energia vahenee. Liike- ja

potentiaalienergian summa sailyy muuttumattomana.

L Eristetty systeemi ei ole vuorovaikutuksessa ymparistonsa kanssa. Tassa putoava vasara
yksinddn muodostaa eristetyn systeemin, kun ilman vastus jatetdan huomiotta.

2 Putoavan vasaran energia on mekaanista energiaa eli liike-energiaa ja gravitaatiokentan
aiheuttamaa potentiaalienergiaa. Yleisemmin tarkasteltuna energia voi esiintya muissakin
muodoissa (esim. sdhkdenergiana). Myohemmin tulemme nakemaan, ettd massakin on eras
energian muoto.

3 Aivan taysin eristetty ei tdimakaan systeemi ole. Muut planeetat, asteroidit ja komeetat
saattavat vuorovaikuttaa Maa-Aurinko parin kanssa ja tuoda tai vieda energiaa. Kdytannossa
Maata yksindan (kuten edelld putoavaa vasaraa) voidaan pitaa eristettyna systeeming, koska
Auringon massa on 333 000-kertainen Maan massaan verrattuna.
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Jos Maan kiertorata olisi ympyral, niin seka potentiaali- ettd liike-energia pysyisivat koko ajan

vakioina.

Esimerkki 4.3.3.2. Energian sailyminen harmonisessa varahdysliikkeessa.
Esimerkissa 4.2.2. tarkastelimme jouseen kiinnitetyn massapisteen harmonista

varahdysliikettd. Johdimme liikeyhtalon

(H) x =x(t) =dsinwt ,missd w = k/m,

joka ilmoittaa massapisteen paikan x hetkellad t. Massapisteen nopeus (vauhti) samalla

hetkelld saatiin derivoimalla paikka x ajan suhteen:
v =v(t) = wd cos wt,

jolloin sen liike-energia on

1 1
Ey = Emvz = Em(wd cos wt)? = Emwzd2 cos? wt
; k
= —kd? cos® wt . [silli mw? = m-— = k]
2 m

Potentiaalienergia on se venytystyd W, joka on tehtdva massapisteen siirtamiseksi
lepoasemasta (x = 0) kohtaan x(t) = d sin wt. Tama tyo on laskettu alla oleva

huomautuksessa 4.3.1. ja tulos on

(D W=E,= 1kd2 sin? wt
b 2 '

Ndin ollen massapisteen kokonaisenergia on hetkella t

1 1
E=E,+Ex= Ekd2 sin? wt + Ekd2 cos? wt

1
= Ekd2 (sin? wt + cos? wt)

1 Maan kiertorata on kuitenkin varsin ldhelld ympyraa. Maan pienin ja suurin etdisyys
Auringosta poikkeavat toisistaan vain n. 3 %.
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1
= —kd?.
2
Kokonaisenergia on siis ajasta riippumaton vakio ja energian sdilymislaki toteutuu myos

harmonisessa varahdysliikkeessal.

Huomautus 4.3.1. Jousen potentiaalienergian laskeminen.

Kohdassa x olevan massapisteen potentiaalienergia on se tyd W = W (x), joka on tehtava, kun
jousta venytetddn lepoasemasta kohtaan a. Kohdassa x olevaan massapisteeseen kohdistuvan
jousivoiman itseisarvo on f = kx. Kun jousta venytetdan lisad hyvin lyhyt matka dx eli
kohdasta x kohtaan x + dx, niin voimme olettaa jousivoiman pysyvan samansuuruisena ja

lisdimatkalla dx tehty pieni venytystyé dW on silloin
(D dW = f-dx = kx - dx.
Jakamalla yhtédlon (1) puolittain tekijalla dx saamme

aw _
dx X

(2)

josta ndemme, ettd muuttujan W derivaatta x:n suhteen on kx. Derivoimissaantojen 1 ja 2 (ks.

kappale 3.3.) perusteella voimme paatelld, etta
1
W =W(x) =Ekx2 +b,

misséa ¢ on jokin vakio. Alkuehdosta W (0) = 0 seuraa, ettd vakio b = 0, joten kohtaan x

venytetyn jousen potentiaalienergia on

1 2
E, =W(x) = Ekx .

Mutta hetkella t massapiste on kohdassa x = d sin wt, joten tuolla hetkella potentiaalienergia
on

1 Tassa tarkastellaan ideaalista jousta, jolla ei sisdista kitkaa. Sen vaikutuksesta todellisen
jousen varahtely vahitellen vaimenee ja viimein pysahtyy, kun koko energia on kulunut kitkaa
vastaan tehtyyn tyohon eli on siirtynyt jousen sisdiseksi lampoenergiaksi.
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1 1
E, = Ekx2 = Ek(d sin wt)?

= —kd? sin® wt,
> SN~ w

mika todistaa edellisen esimerkin tuloksen (1) oikeaksi.
k ok ok ok 3k Xk Xk

Huomautus 4.3.2. Ty0 ja energia ovat skalaarisuureita.

Olemme aiemmin (luvussa 2) todenneet, etta fysikaaliset suureet ovat joko skalaari- tai
vektorisuureita. Energia E kuuluu edelliseen ryhmaan yhdessa tyon W (joka maariteltiinkin
skalaaritulona W = fs), massan m ja ajan t kanssa. Nailla skalaarisuureilla ei ole suuntaa
painvastoin kuin vektorisuureilla nopeus v, kiihtyvyys a ja voima f, jotka erotamme

skalaarisuureista lihavoiduilla symboleillal.

k* %k % %k %k %k x

4.4. Liilkemadra ja sen sdilymislaki

Kappaleessa 4.1. kasitellessaimme Newtonin Il lakia (dynamiikan peruslakia) maarittelimme
liikemdaran p = mv kappaleen massan ja nopeuden tulona. Liikemaara on siis vektorisuure
ja silla on sama suunta kuin nopeudella. Totesimme my®ds, ettd mainittu dynamiikan peruslaki
(kappaletta liikuttava voima on massa kertaa kiihtyvyys) voidaan kirjoittaa myds liikemaaran

avulla muodossa
F =dp/dt,

koska

dp d(mv) dv
e dr | ar ™

1 Nopeuden v itseisarvoa v = |v| eli vauhtia kutsutaan usein (tissakin tekstissa) nopeudeksi,
mutta asiayhteydesta ja kaytetysta symbolista selvida kulloinkin, onko kyseessa vektorisuure
nopeus vai skalaarisuure vauhti.
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Liikemadran sailymislaki

Suljetun systeemin kokonaisliikeliikemaara sailyy muuttumattomana
eli matemaattisesti ilmaistuna: Jos systeemin kappaleiden liikemaarat
ovat py,Pz, - ,Pn, hiin kokonaisliikemaara p=p, + p, + ... + p,
sdilyy muuttumattomana eli

dp_

—=0.
dt

Hiukkasten tai kappaleiden muodostama systeemi on suljettu, jos siihen ei kohdistu mitdan
ulkoisia voimia eikd systeemi vaihda ainetta (massaa) ymparistonsa kanssa.
Aurinkokuntamme (tai jopa Maa-Aurinko -pari) ovat likimaarin suljettuja systeemeja.
Sellainen on myos tasaisella biljardipdydalla vierivien ja keskendan térmailevien pallojen
joukko ennen kuin mikaan niistd tormaa reunukseen (ulkoinen voima) tai putoaa pussiin

(massan menetys).

4.4.1. Liikemaardn sailymislaki seuraa Newtonin laeista.
Jos suljetussa systeemissa on vain yksi kappale (esim. biljardipallo), johon ei siis kohdistu
mitdaadn ulkoista voimaa, niin Newtonin I lain perusteella sen nopeus v (suuruus ja suunta)

pysyy vakiona ja silloin liikkemaara p = mv pysyy myos muuttumattomana.

Jos systeemissa on kaksi kappaletta, joiden liikemaarat eraalla hetkella ovat p; ja p,, niin
nama liikemaarat (ja kokonaisliikemaara p = p, + p,) sailyvat samoina niin kauan kun
kappaleet eivat vuorovaikuta eli tormaa toisiinsa. Térmatessadn ne kohdistavat Newtonin III
lain mukaan toisiinsa samansuuruiset, vastakkaissuuntaiset voimat. Jos kappale 1 kohdistaa
kappaleeseen 2 voiman f, niin kappale 2 kohdistaa kappaleeseen 1 voiman - f. Silloin

kappaleiden liikemaarat muuttuvat Newtonin II lain perusteella siten, etta

dp: . dpy
Fr AR T
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jolloin summan derivoimissaannon (ks. kappale 3.3.) perusteella

dp d(p,+ d d
dp _d(p.+p1) _ Pi pz:—f+f=0,

dt dt T dt dt

mistd ndemme, etta kokonaisliikemaara p sailyy myos kaikissa systeemin sisdisissa
vuorovaikutuksissa (tormayksissa) muuttumattomana. Koska liikemaara p on vektori, niin
sen sailyminen tarkoittaa, etta kaikki komponentitkin sailyvat. Avaruudessa liikemaaralla on
kolme komponenttia p = (py, py, p,) tai toisin merkittyna p = (p;, 02, p3), ja lilkeméaran

sdilyminen voidaan ilmaista skalaariyhtaloilla

dp, _ dp, _ dps _
dt dt dt

0,

tai lyhyemmin Kirjoitettuna

d
Pk _ 0 missik=1,23.
dt

k* %k % %k %k %k x
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5. SUPPEAN SUHTEELLISUUSTEORIAN KERTAUS

5.1. Inertiaalikoordinaatistot ja Lorentz-muunnos

Taman kirjasarjan edellisessa osassa (EEA1, luku 7) tarkastelimme inertiaalisia
avaruusaikakoordinaatistoja K(t, x, y, z) ja K'(t, x, y’, z), joiden avaruusosat K(x, y, z) ja
K(x',y', z") liikkuvat toistensa suhteen tasaisella nopeudella v. Kuviossa 24 on tilanteen
yksinkertaistettu havainnollistus. Siind koordinaatistojen K ja K’ samannimiset akselit ovat
samansuuntaisia ja koordinaatiston K’ origo liikkuu pitkin K:n x-akselia. Avaruusakseleista
kuvioon on merkitty vain x- ja x-akselit. Avaruusajan pisteella (tapahtumalla) E on
kummassakin koordinaatistossa nelja koordinaattia - yksi aikakoordinaatti ja kolme
paikkakoordinaattia. Kuviossa on merkitty nakyviin vain yksi paikkakoordinaatti (x tai x’).
Kaksi muuta paikkakoordinaattia ovat tissa standardiesimerkissi! identtiset eliy = y' ja

zZ=17Z.

E= (t,z) = (t',2)
o I .
1‘?
P eessssasasaaas -
K K' 2
: — -
vt T

KUVIO 24. Koordinaatiston K’ paikkaorigo liikkuu pitkin K:n x-akselia vakionopeudella v.
Molempien koordinaatistojen kellot nollataan (t = t’ = 0) hetkell, jolloin niiden
paikkaorigot ovat paallekkdin eli x = x" = 0. Kun K-kello nayttia aikaa t, on K’:n paikkaorigo
siirtynyt matkan vt.

Albert Einstein osoitti vuonna 1905, ettd kuvion 24 tilanteessa samalle tapahtumalle E mitatut

koordinaatit K:ssa ja K’:ssa noudattavat ns. Lorentz-muunnoskaavoja

(Lve) {t, = -/l ) y=1/y1- (v/c)?,

x'=y(x—vt)

1 Kun jatkossakin kdytamme esimerkkeind koordinaatistoja K ja K’, niin tarkoitamme (ellei
toisin mainita) juuri tassa kuvattua standarditilannetta.
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missa ¢ on valon nopeus. Todistimme aiemmin (ks. EEA1, kappale 7.3.), ettd ndma
muunnoskaavat seuraavat kahdesta empiirisesti vahvistetusta perusoletuksesta: Galilein
suhteellisuusperiaatteesta ja valon nopeuden vakioisuuden periaatteesta. Einsteinin 16ydos
oli yllattava. Sita ennen oli pidetty selviona, ettd aika on absoluuttista eli koordinaatistosta
riippumatonta. Kuvion 1 tilanteessa se tarkoittaisi, ettd t' = t. Nain ei siis ole, vaan seka aika

ettd paikkal ovat suhteellisia, kiytetysta koordinaatistosta riippuvia suureita.

Fysikaalisissa tarkasteluissa on yleensa kyse tutkittavien tapahtumien aika- ja paikkaerosta,
jotka ovat K:ssa At ja Ax seki vastaavasti K:ssa At’ ja Ax'. On helppo nihdj, ettd tismélleen

samat muunnoskaavat patevat myds naille erotuksille?

At = y(At — vAx/c?) _ —
(Lve — A) {Ax,zymx_vm oy =1/1= (/o2

Muunnoskaavat (Lvc) ja (Lvc — A) patevat missa tahansa yksikkojarjestelmassa, esimerkiksi
tavallisessa SI-jarjestelmdssa. Suhteellisuusteoriassa kdytetdan usein ns. luonnollista eli
relativistista yksikkojarjestelmaa (ks. EEA1, Huomautus 2.1.), jossa ajan yksikkona on metri (=
aika, joka valolta kuluu metrin pituiseen matkaan) ja sen seurauksena valon nopeus ¢ = 1 eli

paljas luku. Naissa yksikoissa Lorentz-muunnoskaavat sievenevat muotoon

o At' = y(At — vAx) _ —
(Lv —lu—A) {Ax’=y(Ax—vAt) , y=1/v1— v?%,

Lorentz-muunnos on suhteellisuusteorian kulmakivi, johon perustuvat kaikki tunnetut ja osin
yllattavatkin suhteellisuusteorian seuraamukset, joita kasittelimme kirjasarjan

ensimmaisessa osassa (ks. EEA1, luku 8).

1 Paikan suhteellisuus on helppo ymmarta3, silla tapahtuman (esim. Seindjoen
tangofestivaalit) paikkakoordinaatit luonnollisesti muuttuvat, jos sijainti ilmoitetaan
Helsingin sijasta Inarista katsoen.

2 Muunnoskaavoissa esiintyvat tapahtumakoordinaattien arvot t, x, t'ja x’ ovat nekin
oikeastaan erotuksia, nimittdin kyseisen tapahtuman ja yhteisen origotapahtuman (0, 0)
koordinaattien erotuksia.
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5.2. Tapahtumaintervallin invarianssi ja sen differentiaalimuoto

Kirjasarjan edellisessa osassa (EEA1, Huomautus 6.5.1) osoitimme, ettd suhteellisuusteorian
perustana olevat Einsteinin aksioomat (suhteellisuusperiaate ja valon nopeuden

vakioisuuden periaate) voidaan kiteyttaa tapahtumaintervallin invarianssin periaatteeksi.

Tapahtumaintervallin invarianssi

!

Tarkastellaan avaruusajan pisteitad (tapahtumia) E; ja E, ja mitataan niiden aikaerot At ja At

seké paikkaerot Ax ja Ax’ inertiaalikoordinaatistoissa K ja K'. Silloin intervallit!
(As)? = c?(At)? — (Ax)? ja (As")? = c?(At")? — (Ax)?,
(As)? = (As")?.

Huomautus 1. Luonnollisia yksikdita kiytettiessd invariantti intervalli As? = At? — Ax?,

missa sulkeet on jatetty merkitsematta.

Huomautus 2. Yleisessa tilanteessa, jolloin paikkaero ei ole x-akselin suuntainen, niin termit
(Ax)? ja (Ax")? korvataan intervallin lausekkeessa termeilla (Ar)? = (Ax)? + (Ay)? + (Az)? ja
(A% = (Ax")% + (Ay")? + (AZ")?.

Jos tapahtumat E; ja E, ovat hyvin lahekkaisid, niin niiden aika- ja paikkaeroja voidaan pitaa
infinitesimaalisina? eli ilmaista differentiaaleina dt ja dx. Silloin myds intervalli on

infinitesimaalinen ds? = c2dt? — dx? (tai luonnollisissa yksikdissa ds? = dt? — dx?).

Intervallin invarianssi (differentiaalimuoto)

Hyvin ldhekkaisten tapahtumien intervalli
ds? = c2dt? — dx? (tai ds? = dt? —dx? kunc = 1)

on sama kaikissa inertiaalikoordinaatistoissa.

Huomautus. Jos infinitesimaalinen paikkaero ds ei ole x-akselin suuntainen, niin termi dx?

korvataan intervallin lausekkeessa termilla dr? = dx? + dy? + dz>.

1 Kutsumme jatkossa tapahtumaintervallia lyhyesti intervalliksi.
2 Termit infinitesimaalinen ja differentiaali tarkoittavat darettdman pientd muutosta. Ks.
huomautus 3.1.1.
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5.3. Intervalli ja ominaisaika

Ominaisaikaa 7 kasittelimme jo edellisessa osassa (EEA1, kappale 8.7.). Se on hyoddyllinen
kasite muotoiltaessa hiukkasten (tai kappaleiden) suhteellisuusteoreettisia liikelakeja.

Jos hiukkanen on inertiaalikoordinaatistossa K (tq, Xo) levossal, niin kahden hiukkasen
maailmanviivalla olevan pisteen paikkaero Ax, = 0. Jos aikaero on At, niin pisteiden valinen

intervalli on
As? = c2At,? — Axg? = c2Aty? — 0 = c2At,?
tai luonnollisissa yksikoissa As? = Aty

Luonnollisissa yksikoissa hiukkasen liikeradan maailmanpisteiden valinen intervalli on siis
sama kuin hiukkasen lepokoordinaatistossa K, mitattu aikaero. Jos hiukkasella (tai
kappaleella) on mukanaan oma kello?, niin se on levossa Ky:n suhteen ja nayttaa sen
koordinaattiaikaa t, jota kutsumme hiukkasen ominaisajaksi t (tau). Hiukkasen ominaisaika3
T = ty on siis sama kuin hiukkasen lepokoordinaatiston koordinaattiaika ja myodskin
(luonnollisissa yksikdissd) sama kuin intervalli. Kahden tapahtuman valinen ominaisaikaero
saadaan siis selville missa tahansa inertiaalikoordinaatistossa mittaamalla tapahtumien

valinen aika- ja paikkaero ja laskemalla niiden vadlinen (invariantti) intervalli.

Ominaisaika pahkindnkuoressa
Jos At ja Ax (tai dt ja dx) ovat tasaisessa liikkeessa olevan hiukkasen maailmanviivan
pisteiden aika- ja paikkaerot koordinaatistossa K(t, x), niin hiukkasen oman kellon mittaama

pisteiden valinen aikaero (ominaisaikaero) on
(A1) c?At? = c2At? — Ax? (tai lu- yksikoissd: Atr? = At? — Ax?)
(dr) c?dt? = c%dt? — dx? (tai lu- yksikoissa: dt? = dt? — dx?).

Ominaisaikaero on invariantti eli sama laskettuna kaikissa inertiaalikoordinaatistoissa.

1 Talloin Ky (ty, xo) on hiukkasen lepokoordinaatisto, jossa hiukkasen maailmanviiva on aika-
akselin (t,) suuntainen suora.

2 Kaikki tietyssa koordinaatistossa levossa olevat kellot ajatellaan synkronoiduiksi
nayttdmaan samaa aikaa (Ks. EEA1, huomautus 2.1.).

3 Kasittelimme ominaisaikaa (proper time) jo edellisessa osassa (ks. EEA1, kappale 8.7.)
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Esimerkki 5.3.1. Tasaisella nopeudella liikkuva avaruusraketti.

Avaruusraketti liikkuu tasaisella nopeudella v koordinaatiston K positiivisen x-akselin
suuntaan. Raketti antaa valomerkin oman kellonsa mukaan tasatunnein. Kuinka pitka on
raketin perdkkaisten valomerkkien vdlinen aika mitattuna koordinaatiston K kelloilla, jos

raketin nopeus v on a) 0,5¢, b) 0,9¢, ¢) 0,99c.

Tapahtumien (perakkaisten valomerkkien) valinen aika on raketin omassa koordinaatistossa
yksi tunti, joka on valomerkkien valinen ominaisaikaero Az. Jos valomerkkien aika- ja
paikkaero! koordinaatistossa K mitattuina ovat At ja Ax, niin silloin on intervallin invarianssin

perusteella
c?At? — Ax? = c?At? = c?-1 = c2.

Mutta tapahtumien paikkaero Ax = v - At on matka, jonka raketti kulkee ajassa At. Tdssa At

on juuri kysytty koordinaatistossa K mitattu tapahtumien aikaero. Saamme siis yhtalon
c?At? — v2At? = c?,

josta ratkaistuna

c
At = ———.
1/C2 — v2
Saamme siis
c
a) At = = = ~ 1,15 h,
Vez —v2  \[c2—(0,5¢)2 /0,75
c
b) At = = = ~ 2,29 h,
Vez —v?2 L\ Jc2—(0,9¢)2 0,19
c
c) At = 7,09 h.

VeZ—v?  [cZ—(0,99c)2 00199

1 Paikkaero on siis tdssa tapahtumien x-koordinaattien erotus Ax. Muut paikkakoordinaatit
ovat molemmilla tapahtumilla samat eli Ay = Az = 0, koska raketti liikkuu vain x-akselin
suunnassa.
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5.3.2. Ominaisaika epatasaisessa liikkeessa

Edellad esitetyt johtopaatokset liikkuvan hiukkasen ominaisajasta At ovat patevia vain, kun
hiukkasen oma koordinaatisto K, on inertiaalinen eli hiukkasen liike on tasaista inertiaaliseen
vertailukoordinatistoon K nahden. Jos hiukkasen liike on epatasaista (kiihtyy, hidastuu,
suunta vaihtelee), niin ominaisajan A-muotoiset lausekkeet eivat ole voimassa, koska

hiukkanen ei ole tarkasteluvalin aikana samassa inertiaalikoordinaatistossa.

Differentiaalimuotoinen ominaisaikaeron kaava (dt)

1
(*) dr?=dt* - C—2de (tai lu- yksikoissa: dt? = dt? — dx?).
on kuitenkin silloinkin voimassa, koska kullakin hetkelld t (eli infinitesimaalisella aikavalilla
hetkesta t hetkeen t + dt) hiukkasen liikettd voidaan pitda tasaisena (nopeus ei ehdi muuttua
aarettoman lyhyena aikana). Hiukkanen pysyy tuona aikavalind samassa
inertiaalikoordinaatistossa K, joka liittyy koordinaatistoon K(t, x) Lorentz-muunnoksella,

mistd kaava (dt) seuraa.

Epatasaisessa liikkeessa olevan hiukkasen oman kellon mittaama aika At kahden sen
maailmanviivan pisteen P ja Q valilla voidaan siis laskea integroimalla eli summaamalla kaikki

infinitesimaaliset ominaisaikahituset dt. Talloin on

missa v(t) on hiukkasen nopeus K-hetkella t.

5.4. Avaruusmatka vakiokiihtyvyydelld Maan suhteen

TEHTAVA: Oletetaan, ettid Maasta lahtenyt raketti etenee Maahan kiinnitetyn K¢, x, y, z)-
koordinaatiston x-akselin suuntaan vakiokiihtyvyydelld a = dv/dt = 10 m/s?. (a) Laske
raketin nopeus Maan suhteen Maan kellon mukaan (i) 10 sekunnin, (ii) 100 vuorokauden
kuluttua lahdo6std. (b) Kuinka pitka aika lahdosta on kulunut raketin kellon mukaan

saavutettaessa nama nopeudet?
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RATKAISU:

(a) Jos Newtonin mekaniikka olisi oikein, niin raketin nopeus Maahetkella! t lahdosta lukien
saataisiin yksinkertaisesti tasaisesti kiihtyvan liikkeen nopeuskaavalla v(t) = at. Tama ei
kuitenkaan voi olla oikein, silld sen mukaan raketti voisi riittavan pitkan ajan kuluessa
saavuttaa mielivaltaisen suuria nopeuksia. Mutta suhteellisuusteorian ja empiirisen
evidenssin mukaan mikaan liikkuva objekti ei voi ylittaa valon nopeutta. Meidan on tutkittava

huolellisemmin raketin Maanopeuden v(t) riippuvuutta koordinaattiajasta t.

Saadaksemme selville funktion v(t) oikean lausekkeen tarkastelemme raketin Maanopeuksia
"perdkkaisina” ajanhetkina t ja t + At, missa At on hyvin pieni. Huomaamme, etta nailla
ajanhetkilla raketti on kahdessa eri inertiaalikoordinaatistossa. Hetkella t raketti on
koordinaatistossa K’, joka liikkuu Maan suhteen nopeudella v(t). Hetkella t + At raketti on
koordinaatistossa K”, joka liikkuu Maan suhteen nopeudella v(t + At). Lyhyella aikavalilla
hetkesta t hetkeen t + At voimme olettaa Newtonin mekaniikan olevan voimassa ja sen
mukaan koordinaatisto K” liikkkuu koordinaatiston K’ suhteen nopeudella gAt. Tall6in
Maanopeus v(t + At) on nopeuksien v; = v(t) ja v, = aAt relativistinen summanopeus (ks.
EAA1, kappale 7.10.).

v+, v(t) + aAt

(1-lu) v(t+At) = T+ oo, =TT 2(0) aAt’ [Huom! luonnolliset yksikot kaytossa. |

josta saamme erotukseksi

v(t) + aAt

v(t+ At) —v(t) = m—

v(t)

B [v(t) + aAt] v(t)[1+ v(t) - aAt]
T 1+v(t)-adt 1+ v(0) - alt

_alt—v(t)? - alt
14 v(t)alt
(1 =v(®)?) - alt
1+ wv(t)aAt

)

1 Tassa Maahetki ja Maanopeus tarkoittavat aikaa ja nopeutta Maan koordinaatistossa K.
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ja funktion v(t) erotusosamaaraksi saadaan

v(t+At) —v(t)  a[l—v(t)?]
At T 14+ v(t) - aAt’

Funktion v(t) derivaatta v'(t) = dv/dt on erotusosaméaaran raja-arvo, kun At — 0, eli

dv a[l—-v(t)?]

— = —————=q[l —v(t)?].
dt Air—rfo1+v(t)-aAt all —v(®)’]

Etsimdmme nopeusfunktio on siis differentiaaliyhtalon

(2) i a(l—v?)

ratkaisu v = v(t). Erotamme muuttujat kertomalla yhtalon puolittain tekijalla dt ja jakamalla

tekijalla (1 — v?2), jolloin saadaan yhtilo

1

R dv = adt.

(3)

Taman yhtilon vasen puoli voidaan kirjoittaa muotoon

Tz =3

_|_
1+4v 1—v

1 171 1 1
[ ]dv,

joten (3):sta saadaan integroimalla kummatkin puolet

1 .

3 [In(1+v) —In(1—-v)] =at+B, missa B on vakio,
ja edelleen kayttamalla logaritmin laskusaantoja

1+v
1—v

In = at + B,

joten
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Korottamalla puolittain nelioén saamme

1+v
1—-v

= e?Be2at = fe?2  missi A = e?f on vakio.

Alkuehdon (t = 0 = v = 0) perusteella taytyy olla A = 1, joten saamme

1+v_

— p2at.

(4)

1—-v

Ratkaisemalla (harjoitustehtdva lukijalle) nopeusmuuttuja v yhtalosta (3) saamme lopulta

etsimamme funktion

eZat -1

(5-1u) v=uv(t) = m.

Ndemme, ettd (5):n mukaan kaikilla t on v(t) < 1, joten raketin nopeus ei koskaan saavuta

valon nopeutta.

Kaytettaessa SI-yksikoitd, jolloin yhteenlaskukaava (1-1lu) kuuluu

c?(vy + v3)

1-SI t+ At) =
( ) ) c? +viv,

)

paadytaan vastaavien vaiheiden kautta nopeuden kaavaan

eZat/c -1

(5— SD vV = U(t) = m '

c,

Kysytyt nopeudet nyt sijoittamalla kaavaan (5-SI) a = 10 m/s?jac = 3-10® m/s seka
kyseiset aika-arvot (i) t =10s, (ii) t = 100 vrk = 100 - 24 - 3600 s = 8,64 - 10° s, jolloin

saadaan numeeristen laskujen jalkeen

(i) e?2/¢~6,7-1077 ja v(t) ~ 100m/s,
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(ii) e?®/¢ ~ 1,78 ja v(t) ~ 0,28¢ ~ 8,4-10" m/s (84 000 km/s)

Huomaa, ettd Newtonin mekaniikan kaavalla v = at saadaan (i) kohdassa v = at = 10 m/s? -
10 s = 100 m/s, eli laskentatarkkuudella sama tulos, mutta (ii) kohdassa v = at = 10 m/s? -

8,64 -10°s = 8,64 - 107 m/s (86 400 km/s), joka on selvisti edelli laskettua suurempi.

(b) Raketin kellon mukaan matkaan kulunut aika on juuri edellisen huomautuksen (5.3.2.)
kaavan (**) mukainen ominaisaika Az, missa raketin maailmanviivan alku- ja
lopputapahtumina P ja Q ovat lahté Maasta ja vaaditun Maanopeuden saavuttaminen.
Sivuutamme kohdan (i), jossa raketin kellonaika on viela laskentatarkkuudella sama (10 s)
kuin Maan kellonaika. Kohdassa (ii) raketin kellon mittaama ominaisaika At saadaan
kaavasta (**) sijoittamalla siihen v(t):n paikalle kaavan (5-lu) mukainen lauseke

v(t) = (e?* — 1)/(e?* + 1), jolloin

t1 tz
(6) At = j dt = f V1 —v(t)?dt [luonnolliset yksikot]
tl t1

f2 2 2
at __ 1
— 1 — udt
(eZat + 1)2

t1

eZat
f (eZat + 1)2
t2

eat
:4fmdt.

t1

Vaihdamme integroimismuuttujaa sijoituksella x = e%, jolloin dx = ae*®dt = axdt, ja uudet

integroimisrajat ovat x; = e%1 ja x, = e%'2, Niin integraali saa muodon

X2 X2
A _4j X dx 4J 1 p
t= x2+1 ax a) x2+1 X
X1 X1

missa integroitava funktio on tismaélleen funktion tan~! x = arctan(x) derivaatta. Siksi on
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At = - (tan"'x, —tan"1x;),
eli lausuttuna alkuperdisen muuttujan ¢ avulla
4 -1( at -1( at
(7) At = 2 [tan™(e%'2) — tan~ " (e%"1)].

Sijoittamallat, = 0,t, = 8,64-10°s=2,6-10""m ja a=10 m/s> =1,1-107*> m™?!

saamme e?'1 = 1jae®2 = 2,86, jolloin

At = 3,6 -10%° [tan"1(2,86) — tan~1(1)] [AT metreini]
i
~ 3,6-101° [1,23 — Z] [tan~! x arvot radiaaneina]
~ 1,610 m.

Muunnetaan tulos vield vuorokausiksi (1m = 1/3-10% = 3,3 10_95),jolloin saadaan
(8) At~ 1,6-10'° -3,3:10%s ~ 5,3-10°s =~ 61 vrk.

Matkaan kulunut raketin kellon mittaama aika (ominaisaika) on siis selvasti lyhempi kuin

Maan kellon mittaama aika

Loppuhuomautus. Kappaleessa 6.6. tarkastelemme edellisen esimerkin kaltaista tilannetta,

jossa raketin liike on tasaisesti kiihtyvaa raketin omassa koordinaatistossa K.

k) %k %k %k k %k %
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6. VEKTORIT JA NELIVEKTORIT

6.1. Tason ja avaruuden vektorit

Newtonin mekaniikassa hiukkasten tai kappaleiden liikettd matemaattisesti kuvaavat
vektorisuureet kuten paikka, siirtyma, nopeus, kiihtyvyys, liikemaara tai voima ovat
avaruusvektoreita. Vektorin a arvo koostuu (kuten luvussa 2 selostettiin) kahdesta osasta:
itseisarvosta (eli pituudesta) ja suunnasta. Kaksiulotteisessa tasossa tai kolmiulotteisessa
avaruudessa olevia vektoreita a ja b pidetdan samoina (eli a = b), jos niilld on sama pituus ja
sama suunta. Jokainen vektori voidaan siis ajatella jostakin valitusta pisteesta (origosta)
alkavana nuolena.

Vektorin itseisarvo |a| on ei-negatiivinen reaaliluku, jonka voi ajatella vektoria esittdvan
nuolen pituutena. Sitd merkitdan usein samalla kirjaimella ilman lihavointia: |a| = a.
Tasokoordinaatistossa (xy) olevan vektorin suunta voidaan ilmoittaa kulmana «, jonka
vektori muodostaa x-akselin kanssa (ks. luku 2, kuvio 5).

Avaruuskoordinaatistossa (xyz) vektorin suunta voidaan ilmaista kulmaparina (8, ¢), jossa 6
on vektorin ja z-akselin vdlinen kulma ja ¢ on se kulma jonka vektorin xy-tasolle pudotettu

kohtisuora projektio muodostaa x-akselin kanssa (ks. kuvio 25 alla).

Pay,az,as)

asz

ay

G
’
’

AU R,

a2

D

xr

KUVIO 25. Avaruusvektorin a = OP = (a4, a,, a;) suuntakulmat 8 ja ¢.

Vektorin koordinaattiesitys, xy-tasossa 0Q = (a4, a,) ja xyz-avaruudessa OP = (a,,a, as),
ilmaisee kuinka monta yksikkoa eri akselien suunnassa on siirryttava, jotta paastaisiin

vektorin alkupisteestd sen loppupisteeseen. Koordinaattiesitys sisaltda taydellisen
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informaation vektorista. Koordinaattien avulla voidaan laskea vektorin itseisarvo ja suunta

kuten luvussa 2 osoitettiin (ks. huomautus 2.3.3. ja esimerkki 2.3.4.).

Kuviossa 25 olevan xy-tasovektorin 0Q koordinaattimuoto on 0Q = (a4, a,). Pythagoraan

lauseen perusteella saadaan itseisarvo

|0Q| = ya,? + a,?.

Suuntakulma ¢ saadaan ehdosta tan¢ = a,/a, .

Avaruusvektorin OP = a = (a4, a, as) itseisarvoksi saadaan (myos) Pythagoraan lauseen

perusteella

|OP| = |a| = a2 + a,? + a;2.
Suuntakulmat 6 ja ¢ saadaan ehdoista

cosf =as/a ja tanp =a,/a, .

Avaruusvektoreiden skalaaritulo ja sen invarianssi
Kahden tasovektorin a = (a4, a;) ja b = (b,, b,) skalaarituloa
a‘b = |al||b|cosy = a;b; + a,b,,
missd y on vektoreiden valinen kulma, kasiteltiin laajasti luvussa 2.
Avaruusvektoreille a = (a4, a,, as) ja b = (by, by, b3) skalaaritulo maaritelldan samoin
a-b = |al|b|cosy
ja sille patee vastaava koordinaattiesitys
a-b=a;b, +a,b, + aszb;.

Kaikille vektoreille patee, ettd vektorin skalaaritulo itsensa on sama kuin vektorin pituuden

nelio, esimerkiksi avaruusvektorille a = (a4, a,, a;) on
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a-a= aaq + a,a, + asasz = |a|2 .

Luvussa 2 (huomautus 2.5.2.) jo todettiin, ettd koordinaattimuunnoksissa (kuten siirto, kierto
tai peilaus), vektoreiden skalaaritulo sdilyy muuttumattomana eli invarianttina. Syyna tahan

on, etta skalaaritulo riippuu vain vektoreiden pituuksista ja niiden valisesta kulmasta.

6.2. Avaruusajan nelivektorit

6.2.1. Nopeus Newtonin ja Einsteinin mekaniikassa

Fysiikassa vektori r = (x, y, z) osoittaa avaruudessa liikkuvan hiukkasen paikan suhteessa
valittuun koordinaatistoon. Klassinen Newtonin mekaniikka pyrkii selvittimaan, miten
hiukkasen paikkavektori r riippuu ajasta. Liikelakien, kuten dynamiikan peruslain, avulla
voidaan tietyissa olosuhteissa johtaa vektoriyhtalo r = r(t) = (x(t), y(t), z(t)), joka ilmaisee
tdman riippuvuuden matemaattisesti. Newtonin mekaniikassa aika ¢t oletetaan
absoluuttiseksi, kellon liiketilasta riippumattomaksi suureeksi, joka on kaikissa
inertiaalikoordinaatistoissa®l sama. Jos hiukkasta havainnoidaan kahdesta eri
koordinaatistosta K(t, x,y, z) jaK'(t', x', y',"'z), joista jalkimmainen liikkuu tasaisella
nopeudella v edellisen koordinaatiston x-akselin suuntaan kuten kuviossa 24, niin Newtonin

mekaniikan mukaan hiukkasen K’-koordinaatit saadaan sen K-koordinaateista ns. Galilein

muunnoskaavoilla:
t'=t
"=x—vt
(Gal) T
y =Yy
z'=2z.

Tarkastelemme nyt hiukkasta, joka liikkuu nopeudella u koordinaatiston K x-akselin
suunnassa Tama nopeus on K-koordinaattien avulla lausuttuna paikan x derivaatta ajan t

suhteen eli

dx

U=E.

1 Koordinaatistoa (havaitsija, laboratorio, havaintoymparisto), jossa Newtonin I laki eli
jatkavuuden laki on voimassa, sanotaan inertiaalikoordinaatistoksi. Jos K on
inertiaalikoordinaatisto, niin kaikki sen suhteen tasaisella nopeudella liikkuvat
koordinaatistot (havaitsijat) ovat myds inertiaalikoordinaatistoja.
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K’-koordinaattien avulla hiukkasen nopeudeksi u’ saadaan vastaavasti

dx' d(x—wvt) dx dt)
ac . dt dt dt

u' =

kuten sopi odottaakin.

Saatu tulos u' = u — v on kuitenkin ristiriidassa suhteellisuusteorian ja empiiristen
havaintojen kanssa. Jos nimittdin sovellamme tata tulosta fotoniin, jolla u = ¢, niin sen nopeus
K’:ssa mitattuna olisi u’ = ¢ — v. (Luonnollisia yksikoita kdytettdessa olisiu = ¢ = 1ja

u’ =1 — v.) Todellisuudessa valon nopeus on kuitenkin sama kaikissa

inertiaalikoordinaatistoissa. Kayttimamme Galilein muunnos (Gal) ei siis ole oikea.

Oikea, valon nopeuden vakiona sdilyttavd, muunnos on, kuten kirjasarjan osassa 1 (EEA1)

osoitettiin, tietenkin Lorentz-muunnos (ks. myos kappale 5.1. edelld):

t' =y(t —vx/c?)

(Lvo) i - g(x v v =1/J1= (/2.
z'=z

tai luonnollisia yksikoita (c = 1) kaytettdessa

t' =y(t—vx)

(Lv-l) 4% ZYE7P0 o T
y =Y
z'=2z

Muunnoskaavat (Lvc) ja (Lv - lu) osoittavat, miten yksittaisen tapahtuman koordinaatit

(t, x, y, z) muuttuvat, kun siirrytadn koordinaatistosta K koordinaatistoon K’. Samat kaavat
ovat voimassal myds kahden tapahtuman P; = (tq,x1,¥y1,21) ja Py, = (t3, X2, V2, Z2)
koordinaattien erotuksille At =t, —t;, Ax = x, —x;, Ay =y, —y;ja Az = z, — z;. Nama
tapahtumat voivat tarkoittaa esimerkiksi hiukkasen saapumista liikeratansa perakkaisiin

pisteisiin hetkina t; ja t, koordinaatiston K kellon mukaan. Erotuksille on siis voimassa

1 Nain on, koska muunnoskaavat ovat lineaarisia (ensimmaista astetta).
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[ _ 2
(Lvc-4) { 2;, ;;//8; —iAAJgC ) ) y=1/J1—- (v/c)?,

At' = y(At — vAx)

Lv-1u-A { , =1/Vv1— v2.
( ) Ax" = y(Ax — vAt) 14 /

mistad paikkakoordinaatit y ja z on jatetty pois, koska ne samoin kuin niiden erotukset ovat

molemmissa koordinaatistoissa samat.

Usein on hyddyllista kirjoittaa erotuksien muunnoskaavat! tilanteessa, jolloin tapahtumat P;

ja P, ovat hyvin lahella toisiaan ja niiden koordinaattierot ovat infinitesimaalisia. Tall6in

erotuksia merkitdaan differentiaaleilla dt, dx, dy, dz ja muunnoskaavat saavat muodon

[ _ 2
(Le-d)  { G, TVOETIEIED Ly =T G,
(-ta-d) {5, TV y = NI,

missi jalleen dy’ =dy =0jadz’ =dz = 0.

Tarkastelemme jalleen edellda mainittua hiukkasta, joka liikkuu K:n x-akselin suunnassa

nopeudella u = dx/dt. Hiukkasen nopeus K’:ssa on vastaavasti u’ = dx'/dt’, jolloin

muunnoskaavojen (LV— lu- d) perusteella saadaan

. dx’
RNPTY
y(dx — vdt)
" y(dt —vdx)
~ 4t — vdx [supista tekijélla dt]
(dx/dt) —v
T 1—v(dx/dr) ’

mutta koska dx/dt = u, saamme

1 Erotuksia koskevien muunnoskaavojen etuna on, ettd ne ovat voimassa, vaikka
koordinaatistojen K ja K’ origot eivat yhtyisikaan.
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u—v

(*) u, =

1—uv

Tama Lorentz-muunnokseen perustuva tulos on sopusoinnussa valon nopeuden
vakioisuuden periaatteen kanssa. Jos nimittdin kyseessa oleva hiukkanen on fotoni (u = 1),
sen K’-nopeus on

u—v 1—v 1—v
= =1.

u =1—uv=1—1-v_1—v

Fotonin nopeus on siis sama kaikissa inertiaalikoordinaatistoissa.

Huomautus 6.2.1.2. Nopeuksien yhteenlaskukaava).
Taman kirjasarjan 1. osassa (EEA1, kappale 7.10.) johdettiin nopeuksien yhteenlaskukaava
hyperbolisten funktioiden avulla. Kaava seuraa helposti myos dsken johdetusta tuloksesta

u-—v

(*) u' = :

T 1—uw

kun sovellamme sita esimerkiksi tilanteessa, jossa juna kulkee ratapenkan suhteen
nopeudella v; ja matkustaja juoksee junassa sen kulkusuuntaan nopeudella v,. Saamme
matkustajan summanopeuden ratapenkan suhteen kayttdmalla kaavaa (*) ja valitsemalla
koordinaatistot seuraavasti: K = junan koordinaatisto ja K’ = ratapenkan koordinaatisto.

Talloin kaavaan (*) on sijoitettava u = v, ja v = —vy, jolloin kysytty summanopeus

' v, — (—v1) _ v+,
1 - vz (—171) 1+v1v2 ’

mika onkin sama kuin aiemmin johdettu summanopeuden kaava.

6.2.2. Avaruusvektorien pituus ei sdily Lorentz-muunnoksessa

Olkoot jdlleen P; ja P, kaksi avaruusajan tapahtumaa, joiden K-koordinaatit ovat P; =

(t1,x1,¥1,21) ja Py = (ty, X5, Vo, Z5). Olkoot koordinaattien erotukset At =t, —t;, Ax = x, —

X1, Ay =y, —y,ja Az = z, — z;. Talloin tapahtumapaikkojen vdlinen avaruusvektori on

a = (Ax,Ay,Az)

ja sen skalaaritulo itsensa kanssa (eli vektorin pituuden neli6) on
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a-a=l|al* = (Ax)? + (Ay)? + (Az)?.

Koordinaatistossa K’ samojen tapahtumien viliset paikkakoordinaattierot Ax’, Ay’, Az’ ovat

muunnoskaavojen (Lv-lu- A) perusteella
Ax" = y(Ax — vAt), Ay' = Ay, Az' = Az,

joten K':ssa tapahtumapaikkojen valisen avaruusvektorin a’ = (Ax', Ay’, Az") skalaaritulo

itsensa kanssa on

a'-a’' =l|a'|* = (Ax)? + (8y")?* + (AzZ')?
= y2(Ax — vAt)? + (Ay)? + (Az)?
= y2(Ax — vAt)? + (Ay)? + (Az)?.

Nidemme, etti a - a # a’ - a’ eli tapahtumapaikkojen vilisen avaruusvektorin skalaaritulo
itsensa kanssa ei sdily invarianttina Lorentz-muunnoksessa. Tasta tosiasiasta kiaytetdan
nimitysta pituuden kontraktio, jota kasiteltiin kirjasarjan edellisessa osassa (ks. EEA1, kappale

7.8).

6.2.3. Nelivektorit

Monet klassisen (Newtonin) mekaniikan suureet, kuten siirtymad, voima ja kiihtyvyys,
kuvataan matemaattisesti xyz-koordinaatiston avaruusvektoreina, jotka liiketta ja muutosta
tarkasteltaessa ovat ajan funktioita. Suhteellisessa levossa olevien avaruuskoordinaatistojen
valisissa muunnoksissa vektoreiden keskindiset skalaaritulot (ja samalla pituudet ja kulmat)
sdilyvat invariantteina. Ndin tulee ollakin, silla emme voisi hyvaksya mekaniikkaa, jossa
voiman tekemad ty0 W = F - s riippuisi siitd, missa koordinaatistossa voiman F ja siirtyman s
koordinaatit (komponentit) on lausuttu.

Kun klassisessa mekaniikassa verrattiin toistensa suhteen tasaisessa liikkeessa olevia
(inertiaalisia) koordinaatistoja, kaytettiin Galilein muunnosta. Siindhan aikakoordinaatti
sdilyy muuttumattomana (t’ = t), mutta avaruuskoordinaatit x, y, z voivat muuttua edella
kuvatuilla tavoilla, jolloin avaruusvektorien skalaaritulot sdilyvat invariantteina. Kaikki oli
hyvin, kunnes selvisi, ettd Galilein muunnos ei vastaa empiirista todellisuutta.

Oikea muunnos inertiaalikoordinaatistojen valilld on Lorentz-muunnos. Edellisessa

kappaleessa ndimme kuitenkin, ettd xyz-paikka-avaruuden vektorien skalaaritulot eivat saily
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invariantteina Lorentz-muunnoksessa. Tasta syysta fysikaalisen todellisuuden

matemaattiseen kuvaamiseen on ldydettava avaruusvektoreiden tilalle Lorentz-muunnoksen

kanssa yhteeensopivat kasitteet. Sellaisia ovat nelivektorit.

Nelivektoreita kasiteltdessa on kiatevaa kayttaa avaruusajan pisteen K-koordinaateille

(t,x,y,z) ns.indeksoitua merkitsemistapaa: t = x,, x = x;, y = x5, Z = x3. Talléin on

(t,x,v,2) = (%9, X1, X3, X3). Vastaavasti saman pisteen K’-koordinaattien indeksoitu merkinta

on (t',x",y",z") = (xq,%1, X2, x3).
Indeksoitua koordinaattimerkintda kayttamalla Lorentz-muunnoskaavat (Lv-lu) ovat

(%6 = ¥(xo = vx,)

(Lv-lu-ind) 43;1, ~ ];(xl ~ Vo) , y=1/N1— 12,
2 =X
kxé = X3

Huomautus: Tyyppikoordinaatistot Kja K’
Téssa kuten aina aiemminkin koordinaatistopari K(t, x, y, z) = K(xg, x1, x5, X3) ja

K'(t',x',y',z") = K'(xg, x1, X3, x3) on madritelty siten, etti seuraavat ehdot tayttyvit
(i) K’:n avaruusorigo liikkuu tasaisella nopeudella v pitkin K:n x-akselia (eli x;-akselia),

(ii) K:n avaruusakselit ovat yhdensuuntaisia K’:n vastaavien avaruusakselien kanssa (ei
kiertoliikettd), jolloin x'-akseli liukuu pitkin x-akselia positiiviseen suuntaan (tai

yhtapitivasti: x-akseli liukuu pitkin x'-akselia negatiiviseen suuntaan),

(iii) K:n ja K:n kellot nollataan (t = t" = 0) hetkell4, jolloin niiden avaruusorigot ovat

paallekkdin (x = x" = 0).

My0s jatkossa kdytamme symboleita K ja K’ tarkoittamaan ndin maariteltya tyypillista
koordinaatistoparia. Ne merkitdédn usein K(t, x) tai K(x,, x;) ja K'(t', x") tai K'(xg, x1)
jattamaélla pois y- ja z-komponentit, jotka eivat muutu (y = y' ja z = z') siirryttiaessa

koordinaatistosta toiseen.
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Miadritelma 6.2.3.1. Nelivektori

Nelivektori A kuvaa neliulotteisen avaruusajan ilmioon liittyvaa fysikaalista suuretta.
Nelivektorilla! on jokaisessa inertiaalikoordinaatistossa K nelja komponenttia 4 =

(Ao, A4, A,, A3). Komponenttia A, sanotaan ajanluonteiseksi ja komponentteja A, A,, A3

paikanluonteisiksi.

Jos K’ on toinen inertiaalikoordinaatisto, jossa samalla nelivektorilla on komponentit
A = (4p, Ay, A, AS), niin ndma komponentit saadaan K-komponenteista samoilla Lorentz-
muunnoskaavoilla, joilla avaruusajan tapahtuman K’-koordinaatit (xg, x;, x3, x3) saadaan

saman tapahtuman K-koordinaateista (xg, X1, x5, X3).
Toisin sanoen nelivektorin A komponenteille ovat voimassa muunnoskaavat:

0o =v(4o—vA;)

" =y(4, — vA

(Nv- ehto) ! _):4( 1~ vAo) ) y=1/N1- v2,
2 — 412
3 = A3

missad K ja K’ ovat tyypilliset koordinaatistot.

Sanomme, etta nelivektori on Lorentz-kovariantti, mika tarkoittaa, ettd se noudattaa Lorentz-

muunnoskaavoja siirryttaessa inertiaalikoordinaatistosta toiseen.

Merkitsemme nelivektoreita? isoilla lihavoiduilla kirjaimilla 4, B, F,V, X, Y jne.

Nelivektoreiden komponentteja merkitaan yleensa3 Ay, A4, By, By, - - -

Ennestddn tuttuja paikanluonteisia avaruus- tai tasovektoreita (3- tai 2-vektoreita)
merkitsemme pienilld kirjaimilla a, b, f, v, p, x. Nailla vektoreilla on vain paikanluonteisia

komponentteja.

L Engl. four-vector tai 4-vector.

2 Suhteellisuusteoriaa kasittelevassa kirjallisuudessa nelivektoreita merkitdan monilla
muillakin tavoilla.

3 Avaruusajan tapahtumapistetta osoittavan nelivektorin X komponentit (eli koordinaatit)
merkitddn kuitenkin pienin kirjaimin (xq, x4, x5, x3).
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Huomautus 6.2.3.2. Nelivektorin madritelman tausta.

Vaatimusta, ettd nelivektorin komponenttien (A4, 44, 4,, A3) tdytyy noudattaa samoja
muunnoskaavoja kuin avaruusajan pisteiden koordinaatit (xg, X1, x5, X3), ei voi pitaa
yllattavana. Nelivektorithan pyrkivat kuvaamaan fysikaalisia suureita, kuten nopeutta,
kiihtyvyyttd, voimaa jne, jotka ovat kiintedsti sidoksissa paikkaan ja aikaan. Esimerkiksi
nopeus on paikan derivaatta ajan suhteen. Siksi on ymmarrettavaa, ettd nelivektoreiden
komponenttien tdytyy muunnoksissa kayttdaytya samalla tavalla kuin aika- ja
paikkakoordinaatit. Nainhdn on asia my0s tutuissa kaksi- tai kolmiulotteisissa paikka-

avaruuksissa (xy-taso tai xyz-avaruus). Seuraava esimerkki havainnollistaa asiaa.

Esimerkki 6.2.3.3. Kaksivektorien vastaava muunnosominaisuus.

Olkoon kaksiulotteisessa tasoavaruudessa K(x, y) tavallinen suorakulmainen koordinaatisto
ja olkoon K’(x’, y’) toinen koordinaatisto, joka on saatu kiertimalla K:n akseleita 45°
positiiviseen kiertosuuntaan. Jos tason pisteen koordinaatit K:ssa ovat (x,y) = (x4, x3), niin
alkeisgeometrian avulla on helppo nihd4, ettd sen koordinaatit (x', y") = (x1, x3)

koordinaatistossa K’ saadaan kaavoilla:

1
Xy = 5(—351 + x3)

, 1
Xy = \/_E(xl + x3)

Jos tasossa liikkuvan hiukkasen nopeusvektori K:ssa on (u4, u,), niin K’:ssa hiukkasen

nopeusvektorin komponentit (uj, u;) saadaan samoilla muunnoskaavoilla:

1
u = \/_3(_“1 + uy)

1
ué = \/_E(ul +u2) )
joten voisimme analogisesti kutsua nopeusvektoria kaksivektoriksi.

Tasmalleen samat muunnoskaavat patevat myos esimerkiksi hiukkaseen kohdistuvalle

voimalle. Jos sen komponentit K:ssa ovat (f3, f2) ja K’:ssa (f{, f;) niin

fi=%(fi+f)
f2= \%(ﬁ +12)
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joten voimakin on tassd mielessa "kaksivektori”.

Esimerkki 6.2.3.4. Kaikkien nelivektoreiden "diti”.

Nelivektorin prototyyppina on avaruusajan tapahtumapistettd X = (t, x,y, z) = (xq, X1, X2, X3)
osoittava vektori, jonka komponentteina ovat siis pisteen aika- ja paikkakoordinaatit valitussa
inertiaalikoordinaatistossa K. Jos K’ on toinen inertiaalikoordinaatisto (joka on maaritelty
tyypillisella tavalla), niin saman vektorin K’-komponentit (t',x",y’, z") = (x{, x1, X3, x3)
saadaan tietysti Lorentz-muunnoskaavoilla. Tapahtumapistetta osoittava vektori! on siis

Lorentz-kovariantti eli se on nelivektori.

Olemme aiemmin useaan kertaan todenneet, ettd Lorentz-muunnoksessa
tapahtumapisteiden vélinen intervalli (As)? = (At)? — (Ar)? = (At)? — (Ax)? — (Ay)? —

(Az)? siilyy? muuttumattomana eli invarianttina. Tassa At on tapahtumien aikaero ja

Ar = \/(Ax)? + (Ay)? + (Az)? paikkaero. Origotapahtuman O = (0, 0,0, 0) ja tapahtuman
X = (t,x,v,z) vilinen invariantti intervalli on s? = t? — x? — y? — z? tai indeksimerkinnalla

s? = x¢% — x1% — x,2 — x32. Intervallin nelidjuurta s voisi kuvaannollisesti kutsua vektorin X

pituudeksi tai ehka mieluummin nelipituudeksi. TAma pituus3 (ja sen nelié s2) on siis

koordinaatistosta riippumaton skalaarivakio, koska
2=y = ;P = X% = x5 = (xg)? — () — (xp)? — ().

Vastaava invarianssi patee tietenkin myos kahden tapahtuman koordinaattien erotuksille
(85)? = (Bxg)? — (Axy)? — (Ax2)? — (Axs)? = (Axg)? — (Axp)? — (Axp)? — (Ax3)>.

Tavallisessa esimerkkitilanteessamme koordinaatistot K ja K’ on valittu siten, etta y- ja z-

koordinaatit ovat niissd samat, jolloin em. invarianssit sievenevat muotoon:

1 Kirjallisuudessa tata tapahtumapistetta tarkoittavaa nelivektoria kutsutaan joskus myos
nelipaikkavektoriksi (engl. four-position vector tai spacetime position vector).

2 T4ssé intervallin lauseke (As)? = (At)? — (Ar)? on kirjoitettu (kuten Lorentz-
muunnoskaavatkin) luonnollisissa yksikoissa (¢ = 1). Muissa yksikoissa intervallin lauseke
on (As)? = c?(At)? — (Ar)>.

3 Nelipituus ei ole metrimitalla mitattava pituus tavanomaisessa mielessa.
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Xo® — X% = (x('))z - (xi)z ja (Ax)* — (Ax;)* = (Ax6)2 - (Ax{)z.

6.2.3.5. Nelivektorien invariantti pituus ja skalaaritulo

Edelld totesimme, ettid nelipaikkavektorin X ”"pituuden” nelié s? on Lorentz-muunnoksissa
invariantti eli sillda on sama skalaariarvo kaikissa inertiaalikoordinaatistoissa. Mutta vastaava
invarianssi patee kaikille muillekin nelivektoreille siksi, ettd ne noudattavat samoja
muunnoskaavoja. Jos nelivektorilla A4 on koordinaatistossa K komponentit (4, A4,45,43) ja

! !

koordinaatistossa K’ komponentit (4, A7, A3, A3), niin silloin on voimassa invarianssi
2 2 2 2
(*) A" — A" — A" — 43" = (Ap)? — (AD? — (43)% — (43)%

Invarianttia lauseketta 4,% — A;% — A,% — A3° voidaan kutsua vektorin 4 (neli)pituuden
nelioksi, koska lauseke muistuttaa muodoltaan tavallisen xyz-avaruusvektorin a = (a4, a,, az)
pituuden neliotd, joka on Pythagoraan lauseen mukaan |a|? = a;2 + a,? + az2. Luvussa 2
kasittelimme naitd tason ja avaruuden vektoreita (kolmivektoreita) ja maarittelimme niille
skalaaritulon a+b = a;b; + a,b, + azb;. Talloin! on |a|? = a - a = a?. Totesimme myos

skalaaritulon olevan invariantti koordinaatiston muunnoksissa (kierto, siirto jne).

On hyodyllista maaritella vastaava skalaaritulo myos avaruusajan nelivektoreille.

Mairitelma 6.2.3.5.1 Nelivektoreiden skalaaritulo.

Nelivektoreiden A = (4, 41, 4,,43) ja B = (By, By, B2, B3) invariantti skalaaritulo on

A . B = AOBO - AlBl - AZBZ - A3Bg

Nelivektoreiden skalaaritulo invarianssi todistetaan Liitteessa 1.

Huomaa, ettd kahden tapahtumapisteen valisen nelivektorin (At, Ax, Ay, Az) skalaaritulo

itsensa kanssa on sama kuin ndiden tapahtumien valinen intervalli.

I Luvussa 2 merkitsimme (kaksi- tai kolmi-) vektoreiden a ja b skalaarituloa ab eli ilman
kertopistettad. Tdssa luvussa kdytamme sille pistemerkintda a - b ja samoin myo6s
nelivektoreille. Selvyyden vuoksi myos lukujen kertolaskussa ab = a - b kdytetaan joskus
kertopistettad. Asiayhteydesta selvidd, mita kertolaskua piste kulloinkin tarkoittaa.
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6.3. Nelinopeus

Olemme edella kasitelleet yleisella tasolla avaruusajan nelivektoreita, joista ensimmaisena
konkreettisena esimerkkina oli "nelipaikkavektori” X = (t,x,y,z) = (xq, X1, X2, X3). Kun

pyrimme jatkossa muotoilemaan mekaniikan lait suhteellisuusteorian perustalle, on meidan

madriteltdva perussuureet (nopeus, kiihtyvyys, lilkemaara jne) nelivektoreina ja korvattava
Newtonin yhtalot nelivektoreita koskevilla koskevilla yhtilgilla, jotka ovat Lorentz-
kovariantteja. Tata edellyttdaa suhteellisuusperiaate, jonka mukaan luonnonlakien tulee olla
kaikissa inertiaalikoordinaatistoissa voimassa samanlaisina. Yhtdléiden Lorentz-kovarianssi
varmistaa suhteellisuusperiaatteen toteutumisen ja siksi yhtdloissa esiintyvat fysikaaliset
suureet on ilmaistava invarianttien skalaarien ja Lorentz-kovarianttien vektoreiden

(nelivektoreiden) avulla.

Liikkuvan hiukkasen! nopeus v maaritelladn klassisessa mekaniikassa matkan x ja siihen
kuluneen ajan t osamaarana, siis v = x/t. (Tassa ajatellaan hiukkasen liikkuvan
koordinaatistossa K pitkin x-akselia origosta kohtaan x.) Tadlla tavoin maaritelty nopeus on
tietenkin keskinopeus kyseisella aikavalilla [0, t] ja matkavalilla [0, x]. Liikelakien tutkimisessa
tarkeampi kasite on hiukkasen hetkellinen nopeus v = v(t) tietylla ajanhetkella t. Hetkellinen
nopeuskin voidaan ajatella keskinopeutena infinitesimaalisella aikavalilla [¢, t + dt] ja
matkavalilla [x,x + dx]. Kuljettu matka on silloin dx ja siihen kulunut aika on dt, joten
saamme hetkellisen nopeuden maaritelmaksi:

dx
€Y v=v(t)=_
Newtonin mekaniikassa hiukkasen nopeus on paikan x derivaatta ajan t suhteen. Tall6in

paikan ajatellaan riippuvan ajasta eli olevan ajan funktio x = x(t).

Yleisemmin tarkasteltuna hiukkanen liikkuu xyz-avaruudessa siten, ettd sen paikkavektori

hetkella t on r(t) = (x(t), y(t), z(t)), jolloin hiukkasen nopeusvektori hetkelld t on

dr (dx dy dZ)

@ v=v® ==\ & @

1 Kappalekin voidaan liikelakeja tutkittaessa yleensa ajatella pistemdisena hiukkasena, jonka
massa on kappaleen massa ja sijainti on kappaleen massakeskipisteessa.
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Nopeusvektori on siis paikkavektorin r derivaatta ajan t suhteen. Tama klassisen mekaniikan
mukainen nopeusvektori on tdsmallisemmin sanottuna "kolminopeus”. Se ei ole Lorentz-
kovariantti kasite, kuten kavi ilmi edelld kappaleessa 6.2.1. Maaritelma (2) ei siksi kelpaa

nopeuden maaritelmaksi relativistisessal mekaniikassa.

Klassisessa mekaniikassa hiukkasen liike tapahtuu xyz-paikka-avaruudessa ja hiukkasen
paikkakoordinaatit ovat (absoluuttisen) ajan t funktioita. Relativistisessa mekaniikassa on
tarkasteltava hiukkasen maailmanviivaa txyz-avaruusajassa ja nopeusvektori on maariteltava
nelipaikkavektorin X = (¢, x, y, z) derivaattana. Tall6in ensimmaisena vaihtoehtona tulee

mieleen maaritelmén (2) muuttaminen muotoon:

_ dx dy dz

dX (dt dx dy dz> (1 )
~\7dtdt 'dt)’

3 V=V({)=—= T2 3. ) 3. g,
3 © dt dt dt "dt "dt
missa on ajateltu hiukkasen siirtyvan K-koordinaatiston pisteesta (t, x, y, z) pisteeseen
(t +dt,x +dx,y + dy, z + dz) ja laskettu muutosnopeudet jakamalla koordinaattien
muutokset dt, dx, dy, dz niihin kuluneella K-koordinaattiajalla dt.

Kelpaako nain maaritelty vektori V = dX/dt relativistiseksi nopeusvektoriksi? Silla on kylla
nelja komponenttia, mutta noudattavatko ne Lorentz-muunnoskaavoja? Tata tutkimme

seuraavassa esimerkissa.

EsimerkKi 6.3.1. Onko dX/dt nelivektori?

Maaritelmén (3) mukaan vektorin u komponentit esimerkkikoordinaatistoissa K ja K’ ovat

dx dy dZ)

® V=Gl = (1 2
ja
) S dx' dy' dz’
(K V=WV, V,V3) =11, .

dt’ dt’ ' dt’

Koordinaattierotukset (dt, dt’, dx,dx’, ...) noudattavat Lorentz-muunnosta, joten

muunnoskaavojen (Lv-lu-d) perusteella on

1 relativistinen eli suhteellisuusteorian mukainen.
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dt' = y(dt — vdx) _ 5
(Lv—lu—d) {dx’zy(dx—vdt) , y=1/V1— v2.

Nain ollen saamme

B dx' _yldx—wvdt) dx—wvdt (dx/dt)-v Vi—-v

r__ 1 I — _ — = - - !
i-1 W dt'  y(dt—vdx) dt—vdx 1—v(dx/dt) 1-vV,

Jos u olisi nelivektori, niin sen komponenttien tulisi noudattaa Lorentz-muunnoskaavoja eli

nelivektorin maaritelman (6.2.3.1) mukaan tulisi olla

Vl_vVO
) —=2) Vi=y(V; —vVy) = ——,
1 1 1 0 m

mutta ndin ei selvistikaan ole, kuten niemme vertaamalla tuloksia (V] — 1) ja (V] — 2).

* %k %k %k 3k x %

Joudumme siis hylkddmaan relativistiselle nopeusvektorille esittimamme
maaritelmaehdotuksen (3), koska kyseinen vektori ei ole Lorentz-kovariantti. Entapa, jos
maadritelmassa (3) esiintyvat koordinaattien derivaatat muodostettaisiinkin liikkuvan
hiukkasen ominaisajan 7 suhteen eikd koordinaattiajan t suhteen? Ominaisaikaa eli
hiukkasen mukana kulkevan kellon mittaamaa aikaa kasittelimme edella kappaleessa 5.3. (ks.
myos EEA1, kappale 7.7.). Ominaisaika 7 (tau) liittyy K-koordinaattiaikaan t yhtédlon (4)

mukaisestil.
dt .
(4) dt =y-dt elidt = 7 = dt -1 — u?,missi u on hiukkasen kolminopeus K: ssa.

Huomaa, ettd 7 ja dt ovat Lorentz-invariantteja skalaareja (ks. kappale 5.3.) eli saavat saman
arvon kaikissa koordinaatistoissa. Jos vaihdamme maaritelmaehdotuksessa (3) vektorin V

komponentteina olevien osamadrien jakajissa olevat dt-termit dz-termeiksi, saamme

U—U(t)—dX—<dt dx dy dZ)
B “dr \dt'dt ’dt’'dt/)’

1Yhtalossa (4) u tarkoittaa hiukkasen klassista kolminopeutta (oikeammin “kolmivauhtia”)
koordinaatistossa K eli yhtdlon (2) mukaan u = |u|, missa u = (dx/dt,dy/dt,dz/dt).
Vauhdin nelié u? voidaan myés ilmaista skalaaritulona u? = u - u = u?.
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Talla tavoin maaritelty vektori U on Lorentz-kovariantti, silld koordinaatistossa K’ sen

komponentit ovat

dt' dx' dy' dz'
dt’dr "dr "dt )’

koska d7:n invarianssin perusteella dt’ = dt. Tasmalleen samat komponentit saadaan

soveltamalla Lorentz-muunnoskaavojal vektoriin U.

Nelinopeusvektori on kuitenkin hyddyllista esittda muodossa, jossa derivaatat ovat K-
koordinaattiajan t suhteen laskettuja. Tallainen muoto saadaan sijoittamalla dskeisessa
madritelmayhtalossa tekijan dt paikalle yhtdlon (4) mukaisesti dt/y, missay = y(u) =

1/v1 —u? ja u on hiukkasen tavallinen kolminopeus K:ssa. Ndin saamme

U= U = ax (dt dx dy dZ)_ ( dx dy dz>
B Ve TV\arde e ad) TV \Vac dc ae)

Middritelma 6.3.2. Hiukkasen nelinopeus.
Tarkastellaan hiukkasta, joka liikkuu koordinaatistossa K(t, x, y, z). Olkoon u hiukkasen

kolminopeus hetkella t. Hiukkasen nelinopeus samalla hetkelld maaritellaan nelivektorina

U=U()

dX (dt dx dy dZ)

U=U0=0=\wa &« &

missa X = X(t) = (¢, x,y, z) on hiukkasen nelipaikkavektori hetkella t ja T on hiukkasen

ominaisaika dt = dt/y.

K-koordinaateissa lausuttuna nelinopeusvektori on

dx dy dz
— — _ _7 _ . I’ — — _ 2
U=U(@) = y(l, I dt 'dt) , missd y =y(u) =1/4y1—u?

1 Kun jakaja dt pysyy invarianttina, niin muunnos kohdistuu vain vektoriin (dt, dx, dy, dz),
josta Lorentz-muunnos tekee vektorin (dt’, dx’, dy’, dz"),
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Vaikka nelinopeusvektorin Lorentz-kovarianssi perusteltiinkin edellad varsin luotettavasti,

niin varmistamme asian viela yksityiskohtaisemmin seuraavassa esimerkissa.

Esimerkki 6.3.3. Nelinopeusvektorin Lorentz-kovarianssin varmistaminen.
Oletetaan taas, ettd hiukkanen liikkuu nopeudella u koordinaatiston K(¢, x, y, z) suhteen x-
akselin suunnassa ja olkoon K’(t', x', ¥, z') tavalliseen tapaan toinen koordinaatisto, joka

lilkkkuu K:n suhteen nopeudella v my6s x-akselin suunnassa.

Hiukkasen nopeus u’ koordinaatiston K’ suhteen on tilloin, kuten edella kavi ilmi (ks. yhtilo

(*) kappaleessa 6.2.1.),

, u—v

T 1—vu

Hiukkasen K-nelinopeus! on maaritelman perusteella

dx dy dz

222 =y u,0,0) = (w,y @) u,0,0,

U=y@(1

joten hiukkasen K-nelinopeuden komponentit ovat

Uy =y(u)
U=y u
U2:U3:0.

Vastaavasti hiukkasen K’-nelinopeus on maaritelman mukaan

v=yan (1% P 97N 0,00 = G,y - ,0,0)
_yu’ ’dtl'dtl'dtl _yu ,u,u, _yu!yu u,\u, )

joten hiukkasen K’-nelinopeuden komponentit ovat

Upg =y
Uy =y@)-u
U,=U,=0.

1 eli K-koordinaattien avulla ilmaistu nelinopeus.
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Kertoimelle y(u") saamme

W) = 1 _ 1 _ 1—uv
! _w/l—(u’)z_ \/ u—v\ Vi-vZ-Vi—u?
1_(1—uv)

=y -y - (1 —-wu)
Sijoittamalla tdma lauseke kertoimen y (u") paikalle saamme komponentille U}

Up=y@) =yw) -y (1 -vu)
=y(w) - (y(w) — v yWu)
=y(W)- Uy —v-Uy),

mika on tdsmalleen Lorentz-muunoskaavan (K->K’) mukainen tulos.

Vastaavasti sijoittamallay(u') = y(v) - y(w) - (1 —uv)jau’ = (u — v)/(1 — vu) saamme

komponentille U;

u—v

Up=y@)-w' = y(@) y@) - (1 -vu)

Y@y - (u—v)
y) - (y(Wu —vy(w))
= y(v) - (U; — vUy),

mika on myos tdsmalleen Lorentz-muunnoskaavan (K-> K") mukainen tulos.

Muut nelinopeuden komponentit U,, Us, U; ja U; ovat nollia ja ovat automaattisesti Lorentz-

kovariantteja.

Nain olemme varmistaneet, ettd nelinopeusvektori on noudattaa Lorentz-muunnosta eli on

Lorentz-kovariantti.

6.3.4. Nelinopeusvektorin invariantti itseisarvo eli "pituus”
Edellisen esimerkin perusteella x-koordinaattinopeudella u liikkuvan hiukkasen

nelinopeuden U komponentit ovat

Up =y (W)
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U=y -u
U2 = U3 = 0,
missday(u) = 1/VvV1 —u?.

Nelinopeusvektorin U itseisarvon (eli “pituuden”) neli6 on siis

|U|2 =U-U-= (Uo)z - (U1)2 - (Uz)z - (Us)z
= (W) - (W) - w)?
= (W) - (W) - w)?
() ()
N V-2
T 1—u?2

Koska nelivektoreiden skalaaritulot (ja sen my6ta itseisarvot) ovat Lorentz-muunnoksessa

invariantteja, niin saatu tulos |U|? = U%? = U - U = 1 pitee kaikissa koordinaatistoissa.

Saamme siis hieman yllattavan tuloksen, ettd jokaisen hiukkasen (tai minka tahansa
aineellisen objektin) nelinopeuden itseisarvo |U| = 1, joka voidaan - koska kdytamme
luonnollisia yksikoita - tulkita valon nopeudeksi. Jos olisimme kayttaneet muita yksikaita,
niin samat laskut antaisivat tuloksen |U| = c. Kuvaannollisesti voimme siis sanoa, etti

avaruusajassa kaikki litkkuu valon nopeudella.

Edelld saatu tulos patee myos hiukkasen omassa lepokoordinaatistossa, jonka suhteen
hiukkasen nopeus u = 0. Talléin on y = y(u) = 1/v1 — 02 = 1 ja hiukkasen

nelinopeusvektori on

U = (Uy, Uy, Uy, Us)
dx, dx; dx, dxg
- y(dt’dt T dt 'dt)
dt dx dy dz
- Y(E‘E‘E’E)
= y(1,u,0,0)
= 1(1,0,0,0)

102



= (1IOI0JO)J

minka tuloksen voimme tulkita sanomalla, ettd lepokoordinaatistossaankin hiukkanen

"liikkuu valon nopeudella aika-akselin suuntaan”.

Huomautus 6.3.4.1. Fotonilla ei ole nelinopeutta.

Huomaa, ettd nelinopeus ei ole maaritelty fotonille (valohiukkaselle), jonka nopeus jokaisen
koordinaatiston suhteen on u = ¢ = 1. Talloin nelinopeuden lausekkeessa esiintyva kerroin y
saisi arvon y = 1/V1 —u? = 1/V1 — 12 = 1/0, joka on madrittelemiton. Nelinopeus on

maadritelty vain hiukkasille, joiden koordinaattinopeus?! on pienempi kuin valon nopeus.

6.3.5. Hiukkasen nelinopeusvektori on sen maailmanviivan tangentin suuntainen.
Tarkastelemme aluksi hiukkasen (kiven) klassista lentorataa xy-koordinaatistossa tilanteessa,

joka muistuttaa aiemmin kasittelemdamme vasaran putoamisliiketta (ks. esimerkki 3.1.1.).

Esimerkki 6.3.5.1. Kiven nopeusvektori on sen lentoradan tangentin suuntainen.
Tarkastelemme kuvion 26 esittimaa tilannetta. Kivi heitetdan 45 m korkean tornin huipusta A
hetkella t = 0 (s) vaakasuuntaan alkunopeudella 10 m/s. Heiton jalkeen kivi liikkuu
vaakasuunnassa (+x) tasaisella nopeudella 10 m/s. Pystysuunnassa (—y) se putoaa
putouslain mukaisesti (ks. esimerkki 3.1.1.) kiihtyvalla nopeudella. Ajanhetkelld t (s) kiven
paikkavektori r = (x(t),y(t)) = (10t, 45 — 5t2). Kuviossa piste T = (10, 40) on kiven paikka
hetkelld t = 1.

1 Hiukkasen koordinaattinopeus u tarkoittaa nopeutta jonkin inertiaalikoordinaatiston K
suhteen. Lorentz-muunnoskaavoista seuraa, ettd jos u < 1 (eli u < ¢), niin tdma ehto on
voimassa jokaisessa muussakin inertiaalikoordinaatistossa K’ eli u' < 1.
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KUVIO 26. Kivi heitetddn 45 m korkeasta tornista hetkelld t = 0 vaakasuoraan
alkunopeudella 10 m/s. Kiven lentorata on kuvattu xy-koordinaatistossa, jonka origo on
maanpinnalla tornin juurella.

Kiven nopeusvektori u hetkelld t on u = u(t) = dr/dt = (dx/dt,dy/dt) = (10,—10t).

Lentoradan pisteessa T kiven nopeusvektori on u = u(1) = (10, —10) ja vauhti on

u = |u| = /102 4+ (—10)2 = 10v2 ~ 14 m/s. Kuvion perusteella nopeusvektori u nayttaa
olevan lentoradan tangentin suuntainen. Tama havainto onkin oikea, silla nopeusvektorin

u = dr/dt suunta on sama kuin paikkavektorin infinitesimaalisen muutoksen dr suunta, silla
jakaja dt (eli kertoja 1/dt) on skalaari eika vaikuta w:n suuntaan, mutta kyllakin pituuteen.
Vektori dr puolestaan voidaan ajatella lentoradan kahden "vierekkaisen” pisteen valisena

vektorina, joka on tietysti lentoradan (ja sen tangentin) suuntainen (Kuvio 27).
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KUVIO 27. Paikkavektorin = r(t) muutos dr = r(t + dt) — r(t) siirryttaessa
lentoradan pisteesta (hetkelld t) darettoman lahella olevaan "vierekkdiseen” pisteeseen
(hetkelld t + dt). Paikan infinitesimaalista muutosta osoittava vektori dr on ratakdyran
(eli sen tangentin) suuntainen. Nopeusvektori u(t) = dr/dt on samansuuntainen
vektorin dr kanssa.

* 3k %k %k 3k x %

Askeisen esimerkin johtopiditos patee myos kolmiulotteisessa paikka-avaruudessa liikkuville
hiukkasille. Jos hiukkasen paikkavektori hetkelld t on r(t) = (x(t), y(t), z(t)) niin sen

nopeusvektori u samalla hetkelld on

dr (dx dy dz>

u=u(t) = 7 \@' e dG

Jalleen nopeusvektori u(t) on samansuuntainen kuin paikkavektorin infinitesimaalinen

muutos dr, joka puolestaan on hiukkasen ratakdyran (ja sen tangentin) suuntainen.

* %k % %k %k x %

Ylla esitetyt paatelmat voidaan yleistda myos hieman abstraktimpaan tilanteeseen eli

hiukkasen liikkeeseen neliulotteisessa avaruusajassa. Liikkuvan hiukkasen maailmanviiva eli
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"liikerata” koordinaatistossa K(t, x, y, z) voidaan ajatella kayrana, joka koostuu
tapahtumapisteista (t, x, y, z) "ajanhetkella t hiukkanen on paikassa (x, y, z)".
Hiukkasen nelipaikkavektori X = (t, x, ¥, z) ja sen koordinaatit on nyt luontevaa esittda
hiukkasen invariantin ominaisajan 7 funktioina: t = t(7),x = x(7),y = y(1),z = z(1).

Hiukkasen nelipaikkavektori ominaisaikahetkelld 7 on siis

X =X(1) = (t(1),x(1),y(1),2(1))
ja hiukkasen nelinopeusvektori U = U(t) samalla ominaisaikahetkelld on

dX

U=v@=""=(

dt dx dy dZ)
drt '

dt'dt 'dr 'drt

Koska ominaisajan muutos dt on skalaari, niin nelinopeusvektorin U(7) suunta on jalleen
sama kuin nelipaikkavektorin infinitesimaalisen muutoksen dX suunta. Mutta dX on
hiukkasen maailmanviivan "vierekkaisten” pisteiden véalinen nelivektori (dt, dx, dy, dz) ja
siten automaattisesti maailmanviivan ja sen tangentin suuntainen.

Hiukkasen nelinopeusvektori on siis hiukkasen maailmanviivan tangentti. Alla oleva kuvio
havainnollistaa asiaa typistetyssa tx-avaruusaikakoordinaatistossa, jossa hiukkasen liike

tapahtuu pitkin x-akselia.

t4l

KUVIO 28. Hiukkasen maailmanviiva tx-avaruusaikakoordinaatistossa. Pisteessa X (1) =
(t(1),x(1),y(7),z(1)) on nelinopeusvektori U = U(7) maailmanviivan tangentti.

6.3.6. Nelinopeus U ja kolminopeus u.

Maaritelmédn 6.3.2. mukaan nelinopeusvektori K-koordinaattimuodossa esitettyna on
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dx dy dz
= = _—— — issa = = —u?
U=U(t) y(l, It 'dt)' missda y =y(u) =1/41—u?
Mutta tassa kolme viimeistda komponenttia ovatkin hiukkasen klassisen kolminopeuden u

komponentteja, silla
dx dy dz
u = (U, Uy, uz) = (ux, uy,uz) = (d_t yn 'd_t) .

Tasta syysta nelinopeusvektori K-koordinaateissa kirjoitetaankin usein muotoon

U=y(1,u) = (y,yw), missa y = =

1 ) _(dx dy dz>
V1 —u? 1 dt ' dt 'dt)’

jolloin nelinopeusvektorin itseisarvon nelié on

U-U= (U0)2 - (U1)2 - (Uz)z - (U3)2
=y = (yw)? — (yuz)? — (yuz)?
=21 = [(u)? + (uz)? + (u3)?]

=y*(1-u-u

=y23(1 —u?), koska u - u = u?

= ! (1—-u?), koskay = !
1—u? 1—u?

=1,

minka tuloksen todistimme jo edelld kappaleessa 6.3.4. Nelinopeuden itseisarvon neli6lla on

kaikille hiukkasille koordinaateista riippumaton invariantti arvo U - U = 1.

6.4. Nelikiihtyvyys

Klassisessa Newtonin mekaniikassa (ks. kappale 4.1.) hiukkasen kiihtyvyysvektori a = a(t)
madritelldan kolminopeusvektorin u = u(t) = (uy(t), u,(t), uz(t)) = (Uy(t), uy (1), u(t))
aikaderivaattana a = du/dt. Talla tavoin madritelty kiihtyvyys ei ole Lorentz-kovariantti eika
siksi kelpaa relativistisen mekaniikan kiihtyvyyskasitteeksi. Luonteva relativistinen
madritelma saadaan korvaamalla hiukkasen kolminopeus u nelinopeudella U ja

koordinaattiaika t ominaisajalla r. Nain maaritelty vektori
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U

M Aa=a@="7=(

dU, dU, dU, dU3) _ (dU, dU, dU, dU,
dt "dr ' dt ' dt) \dt’ dt’ dt’ dr

on nelivektori eli Lorentz-kovariantti vektori (koska dU on nelivektori ja dt on invariantti
skalaari). Kutsumme nelivektoria A hiukkasen nelikiihtyvyydeksi.

Koska dt = dt/y, niin nelikiihtyvyys voidaan esittdda myods K-koordinaattiajan avulla

_ _dU _ dU, dU, dU, dUs\ _ (dU, dU, dU, dU,
© A_A(t)_yd_t_]/(dt’dt’dt’dt>_ dt ' dt ' dt ’ dt

Nelikiihtyvyyden A komponenteille A = (Ay, Ay, Az, A3) = (Ap, Ay, Ay, A,) patee siis

_dU,  dU;,

(3) A = I = yW , kaikillak = 0,1, 2,3,

ja edelleen, koska Uy, = dx;/dt = y(dx;/dt), niin

dzxk dzxk .
(4) Ay = T2 = y? T kaikillak =0,1,2,3,
tai vektorimuodossa
NED. ¢ 5 d*Xx o
(5) Azﬁzy TR kaikillak =0,1,2,3.

Yhtalot (4) ja (5) maarittelevat hiukkasen nelikiihtyvyyden A nelipaikan X toisena
derivaattana ominaisajan suhteen. Tassakin on selva analogia klassiseen mekaniikkaan, jossa
(kolmi)kiihtyvyys a maaritelladn myds nopeuden derivaattana eli paikan toisena
derivaattana. Erona on tietysti se, ettd nelikiihtyvyys on Lorentz-kovariantti, mita

kolmikiihtyvyys ei ole.

6.4.1. Nelikiihtyvyyden ja nelinopeuden skalaaritulo
Olemme aiemmin todistaneet (ks. kappale 6.3.4. tai 6.3.6.), ettd jokaisen hiukkasen

nelinopeusvektorin U itseisarvolla eli skalaaritulolla itsensa kanssa on vakioarvo

Uu-u=1.

Derivoimalla tdma yhtdlo puolittain ominaisajan T suhteen saadaan
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dU-U)

dt 0,

josta soveltamalla tulon derivoimissdaantoa (ks. kappale 3.3.) seuraa

—-U=0,
dt

eli

A-U=0.

Taman tuloksen voi kuvaannollisestil ilmaista sanomalla, ettd nelikiihtyvyys ja nelinopeus
ovat ortogonaaliset (tarkemmin: Minkowski-ortogonaaliset). Kolmivektoreillahan
skalaaritulon havidmisestad (=0) seuraa vektoreiden kohtisuoruus aivan konkreettisesti.
Taman totesimme aiemmin mm. kdsitellessamme esimerkissa 3.4.1. tasaista ympyraliikett3,
jossa vastaava tulos a - v = 0 tarkoitti kiihtyvyys- ja nopeusvektoreiden kohtisuoruutta:

nopeusvektori oli ympyran tangentin suuntainen ja kiihtyvyysvektori sdteen suuntainen.

6.4.2. Nelikiihtyvyys hiukkasen omassa lepokoordinaatistossa

Tarkastelemme nyt avaruusajassa liikkuvaa hiukkasta sen omassa lepokoordinaatistossa,
jossa hiukkasen kolminopeus u = 0 jay = 1 sekd koordinaattiaika on sama kuin ominaisaika
elit =r1.

Edellisessa kappaleessa todettiin, ettd hiukkaselle on aina voimassa yhtalo
(D A-U=0,

eli komponenttimuodossa
(2) AOUO_AlUl_AZUZ_A3U3 =0
Mutta hiukkasen lepokoordinaatistossa nelinopeuden komponentit ovat

(3) UO_E_l, U1:U2:U3:0,

1 Mutta vain kuvaannollisesti, koska nelivektoreiden Minkowski-skalaarituloa A4 - U ei voida
tulkita geometrisesti samalla tavalla kuin kolmivektoreiden euklidista skalaarituloa. Kuvioon
28 ei siis voi piirtda vektoria A kohtisuoraan U vastaan.
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joten yhtalo (2) sievenee muotoon

(4) A, =0.

Hiukkasen lepokoordinaatistossa nelikiihtyvyyden komponentit ovat siis

(5) A= (04,45 43) =(0,a).

Omassa lepokoordinaatistossaan hiukkasen nelikiihtyvyydella ei ole ajankaltaista

komponenttia. Avaruudenkaltaiset komponentit muodostavat kolmivektorin

d’x; d*x, d’x3\ _ (d’x d’y d’z
dt?2 " dt? " dr? ) \dt? dt? dt?)’

(6) a= (A1!A2!A3) = (

joka on klassinen kiihtyvyysvektori hiukkasen lepokoordinaatistossa.

6.5. Avaruusmatka vakiokiihtyvyydelli raketin koordinaatiston suhteen

Olkoon K(t, x, y, z) Maahan kiinnitetty koordinaatisto. Avaruusraketti lahtee matkalle hetkella
t = 0 ja etenee suoraviivaisesti Maan x-akselin suunnassa siten, ettad raketin nelikiihtyvyys
sen omassa lepokoordinaatistossa A = (0, 4;,4,, 43) = (0, a, 0,0), missd komponentti a on
vakio ja yhta suuri kuin Maan putouskiihtyvyysl. Oletamme, etta raketin lepokoordinaatiston

akselit ovat samansuuntaisia K:n akseleiden kanssa.

TEHTAVA:

(i) Maarita raketin nopeus Maan suhteen Maan hetkella t. (ii) Raketti ohittaa kolmoistahti
Triplan? Maan hetkellé ¢, jolloin raketin Maanopeus on 99 % valon nopeudesta. Maarita t. (iii)
Mita aikaa 7 raketin kello nayttaa Triplan ohitushetkella? Oletetaan, etta raketinkin kello on

nollattu lahtohetkelld, jolloin siis t = t = 0. (iv) Kuinka kaukana Maasta Tripla on?

RATKAISUN ALKULAUSE:

Raketin kiihtyvan liikkeen vuoksi sen ja Maan ja koordinaatistot eivat ole pysyvasti

inertiaalisia, koska niiden valinen suhteellinen nopeus u ei ole vakio, vaan muuttuu ajan

lelia = g = 10 m/s?, jolloin matkustajat kokevat samanlaisen "painon” kuin Maan pinnalla
ollessaan.
2 Tripla on puhtaasti kuvitteellinen kohde.
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funktiona (joko Maan koordinaattiajan t funktiona u = u(t) tai raketin kellon mittaaman
ominaisajan 7 funktiona u = u(7)). Voimme kuitenkin pitda Maan ja raketin koordinaatistoja
hetkellisesti inertiaalisina Maan hetkella t (eli infinitesimaalisella valilla (¢, t + dt)) tai raketin
hetkelld 7 (eli valilla (7, T + dt)), joten Lorentz-muunnoskaavat koordinaatistojen valilla ovat
voimassa jokaisella hetkella. Tdlloin on huomattava, ettd muunnoskaavoissa esiintyva
Lorentz-kerroin y = y(u) = 1/V1 — u2 ei ole vakio, koska u = u(t) = u() ei ole vakio vaan

muuttuu ajan (Maan ajan t tai raketin ajan 7) funktiona.

RATKAISUN STRATEGIA:

Ratkaisun lahtokohtana ovat raketin nelikiihtyvyyden A ja nelinopeuden U typistetyt

komponenttiesitykset

(1) A = (4p, A1) =(0,a),
(2) U = (Uy, Uy) = (1,0)

raketin omassa koordinaatistossa. Kuten usein aiemminkin jatimme komponentit 2 ja 3 pois

silla ne ovat molemmissa (raketin ja Maan) koordinaatistoissa nollia.

Lahtemalla nelivektoreista (1) ja (2) voimme Lorentz-muunnoskaavoja kdyttaen kahdella eri
tavalla laskea nelikiihtyvyyden A hetkelliset komponentit (itse asiassa tarvitsemme vain
komponentin A;) Maan koordinaatistossa. Kun nama eri tavoilla saadut komponentin A4,
lausekkeet merkitddn yhta suuriksi, saadaan differentiaaliyhtal6, josta nopeusfunktio

u = u(r) ratkaista.

RATKAISUN VAIHE 1 (kiihtyvyyden Maakomponentin A4} laskeminen kahdella eri tavalla):

Kiihtyvyysnelivektorin A komponentit raketin koordinaatistossal ovat ylla olevan yhtalon (1)
mukaan (4, A;) = (0,a). Koska A on nelivektori, niin sen hetkelliset? komponentit (4y, A7)

Maakoordinaatistossa3 saadaan Lorentz-muunnoksella eli

3) o =v(4y +ud;) =yua,

1 Tassa nakyvat vain kaksi ensimmaista komponenttia. Kaksi viimeista nollakomponenttia on
jatetty tilan sadstamiseksi pois.

2 tietylla Maahetkella t tai rakettihetkella 7.

3 Tassa joudumme merkitsemaan pilkullisilla symboleilla (4;, A7) nelikiihtyvyyden
Maakomponentteja. Pilkuttomat symbolit oli ehditty ja varata raketin lepokoordinaatistolle.
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4) A’1 = Y(A1 + UAO) =vya,

missd u = u(t) = u(r) on raketin nopeus kyseisella hetkella Maan koordinaatiston suhteen
sen x-akselin suunnassa, jolloin Maan nopeus raketin suhteen on - u, mista syysta

lausekkeissa (3) ja (4) on plusmerkit, jay = y(u) = 1/V1 —u? = (1 — u?)"2,

Toinen tapa laskea komponentit Aj ja A7 on ldhted yhtalosta (2) ja laskea ensin Lorentz-
muunnoksella raketin nelinopeuden hetkelliset komponentit (Uy, U; ) Maan koordinaatistossa.

Talloin saamme

5) Up=yUp +uly) =v,
(6) Ui =y(U; +uly) =yu,

missd u ja y ovat kuten edella yhtaloissa (3) ja (4).
Taman jalkeen saamme nelikiihtyvyyden maaritelmén perusteella komponentin A

derivoimalla nelinopeuden komponentin U; ominaisajan (eli raketin ajan) 7 suhteen.

A= dU;  d(yw)
V" dr  dr
_d(u) du KetiusiAnns reella ks kanpale 3.3
=du @ [ketjusddnnon perusteella, ks. kappale 3.3. ]
_[4 L du] du tulon derivoimissiinng teell
=2 uty | o [tulon derivoimissdadannon perusteella]
d(y) du

= du u +y] I [koska du/du = 1].

Tassa on potenssin derivoimissddnnon ja ketjusadnnon perusteella

u u

(1- uz)% B 1- uz)m'

diy) _ d

1 3
= du (1—-u?)"12 = -5 (1= u?)72- (—2u) =

Nain voimme jatkaa keskeytynyttd laskelmaa ja saamme
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u? 1 | du

+
(1 —-u?)V1—-uZz V1-—u2| dr

u? 1 | du

+ )
(1-u?)V1i—-u? V1-u?| dr

joka sievenee muotoon

y du

; A = 1 du _
I T el e

RATKAISUN VAIHE 2 (differentiaalivhtilon muodostaminen ja ratkaiseminen):

Edelld laskimme raketin nelikiihtyvyyden Maakomponentin A7 kahdella eri tavalla. Saatujen

tulosten (4) ja (7) taytyy olla samat, joten saamme differentiaaliyhtalon

y | du

A—uw)l dr ya [jaetaan puolittain tekijalld y]
eli
1 7 du
[(1—u?)l dr a-

Tassa differentiaaliyhtdlossa on tuntemattomana funktio u = u(7). Voimme vaihtaa
aikamuuttujaksi Maakoordinaatiston koordinaattiajan t sijoittamalla dt = dt/y, jolloin

saamme yhtalon

[ y ] du
1-u?)l dt 4
elikoskay = 1/(1 — u?)/?

1 du
(8) [— — =aq.

Tassa yhtdlossa on tuntemattomana raketin nopeus u = u(t) ilmaistuna Maan

koordinaattiajan t funktiona. Kellojen nollauksesta lahtohetkella seuraa, etta funktio u

toteuttaa alkuehdon u(0) = 0.
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Kertomalla (8) puolittain tekijalla dt saadaan yhtalo

du
s =a-dt,

(1 -u2)?

jostau = u(t) ratkaistaan integroimalla molemmat puolet eli

9) f(lii#)%zfadt.

Vasemmalla puolella oleva integraalifunktio on

+ vakio,
1—u?

minka voi vahvistaa oikeaksi derivoimalla tuloksen u:n suhteen (kdyta osamaaran

derivoimissadntoa ja ketjusaantod). Oikealla puolella oleva integraali antaa tulokseksi
at + vakio,

joten yhtalo (9) sievenee muotoon

= at + vakio,

u
10—

missa integroimisvakiot on yhdistetty oikealle puolelle. Alkuehdosta u(0) = 0 seuraa, etta
taman vakion taytyy olla nolla. Taman jalkeen yhtdlosta (10) ratkaistaan kysytty tuntematon

funktio u = u(t) korottamalla ensin molemmat puolet nelioon. Tulokseksi saadaan

at

(11) u = u(t) =\/ﬁ.

Tama lauseke ilmaisee raketin Maanopeuden Maan hetkella ¢.

RATKAISUN VAIHE 3 (Vastaukset tehtavan kysymyksiin):

(i) Maarita raketin nopeus Maan suhteen Maan hetkella t.
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Yhtdlo (11) antaa vastauksen tdhdn kysymykseen, kun a:n paikalle sijoitetaan raketin oletettu
vakiokiihtyvyys g = 10 m/s? eli putouskiihtyvyys Maan pinnalla. Huomaa, ettd yhtilo (9) on
johdettu kdyttden (esim. Lorentz-muunnoksissa) luonnollisia yksik6itd, jolloin sekunti on
lausuttava metreindelils = 3-108 m ja

g=10- =11-10"%m™,

9-1016 m?

mistd sivumennen ndemme, ettd kiihtyvyyden luonnollinen yksikké on 1/m.

(ii) Raketti ohittaa kolmoistahti Triplan Maan hetkella ¢, jolloin raketin Maanopeus on 99 %

valon nopeudesta. Maarita t.

Sijoitamme yhtdloon (10) u = 0,99¢ = 0,99 ja a = g (ja tietysti vakio = 0) ja sen jdlkeen

ratkaistaan t, jolloin saadaan kysytty aika luonnollisissa yksikdissa (metreina)

u 0,99
S gVi—wZ  1,1-10-15-,/1— 0,992

(12) t ~ 6,410 m.

Vastaus muunnetaan ensin sekunneiksi jakamalla valon nopeudella 3 - 108 m/s, jolloin

saadaan

(13) t=~21-10"s ~ 0,67 vuotta = 245 vrk.

(iii) Mita aikaa 7 raketin kello nayttaa Triplan ohitushetkellda? Oletetaan, etta raketinkin kello

on nollattu lahtohetkelld, jolloin siis asetetaan t =t = 0.

Yhtdl6 T = t/y ilmaisee raketin ajan T Maan ajan t avulla. Sen avulla emme voi kuitenkaan
suoraan laskea matkaan kulunutta rakettiaikaa, silla Lorentz-kerroiny = 1/v1 —u? =

1/4/1 — u(t)? ei ole matkan aikana vakio, vaan muuttuu nopeuden u mukana (joka
puolestaan muuttuu Maan ajan t funktiona. Kullakin hetkelld voimme kuitenkin kayttaa

yhtédlon T = t/y differentiaaliversiota

dt
dt = n = dt\/1 —u(t)?,
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jossa sijoitamme u(t):n paikalle edella johdetun lausekkeen (11). Saamme seuraavan

differentiaaliyhtalon muuttujien 7 ja t valille

a?t? dt

Tt +1 Ve +1

dt
dr =—=dt |1
14

josta edelleen integroimalla

[integroimisvakio = 0]

dt
dm [t
.f a’t? +1
Taman differentiaaliyhtdlon ratkaisu on

1+q(t)y . | B
1——61(1')) , Ml1SSsa Q(t) =

at

1
14 = ( &
14) ™) 2a " a’t? +1

minka voi derivoimalla vahvistaa oikeaksil.

Yhtdl6 (14) ilmaisee raketin ajan 7 ja Maan ajan t funktiona. Sijoittamalla t:n paikalle yhtalon

(12) tulos saamme
1

(15) 7(t) = 2,4- 10> — =~ 0,25 vuotta = 93 vrk.
m

Vertaamalla tata yhtalossa (13) saatuun tulokseen huomaamme, ettd Maan kellon mukaan

samaan matkaan oli kulunut huomattavasti pidempi aika.

(iv) Kuinka kaukana Maasta Tripla on?

Oletamme, ettd Maakoordinaatiston x-akseli suuntautuu kohti matkan maaranpaata, jolloin
raketin kulloisenkin sijainnin x-koordinaatti ilmaisee raketin kulkeman matkan. Ylla

yhtalossa (11) selvisi, ettd raketin nopeus u Maan hetkella ¢t on

at

u=u(t) = ——.
at?+1

1 Derivoinnissa tarvitaan kappaleessa 3.3. esitettyjad sdantoja.
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Néin ollen raketin infinitesimaalisella aikavalilla (¢, t + dt) kulkema matka on

at
dx = u(t) - dt = ———=dt,
a?t? +1

josta integroimalla ja kayttamalla alkuehtoa x = x(t) = 0, kun t = 0, saadaan
f d f ©
xX=| —
Va?t? +1
ja
1

(16) x=x(t) = a(\/aztz +1- 1) :
Sijoitamme tihdna = g = 1,1-107**1/mjat = 6,4- 10'®> m, jolloin saamme

x ~5,55-10> m ~ 210 valovuorokautta.
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KUVIO 29. Yhtdlon (16) perusteella hahmoteltu origosta x-akselin suuntaan hetkella
t = 7 = 0 kiihtyvaan liikkeeseen Maasta M ldhteneen raketin maailmanviiva R
(punainen hyperbeli). Fotoni 1 (suora t = x) lahti Maasta samanaikaisesti samaan
suuntaan ja jatattaa rakettia. Fotoni 2 (suorat = x + 1/a) lahti hetkellait = 1/a ja
saavuttaa rakettia, mutta ei tavoita.

Huomautus 6.5.1. Edella esitetty fiktiivinen avaruusmatka on puhtaasti teoreettinen
esimerkki, jonka avulla voidaan harjoitella kiihtyvan liikkeen relativistista kasittelya.
Kuukausia kestavan kiihtyvyyden yllapitaminen ei liene nykytekniikalla mahdollinen. Tama

huomautus koske my6s aiempaa esimerkkia kappaleessa 5.4.
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6.6. Liikemaard, voima ja energia

Klassisen mekaniikan (ks. luku 4) tarkeitd kolmivektorisuureita ovat hiukkasen paikka r (tai
x), nopeus v (tai u), kithtyvyys a, liikemaara p ja sithen kohdistuva voima f. Olemme edella
madritelleet relativistiset nelivektorivastineet paikalle (nelipaikka X), nopeudelle (nelinopeus
U) ja kiihtyvyydelle (nelikiihtyvyys A). Tassa kappaleessa madarittelemme relativistiset!
vastineet liikemaaralle (neliliikemaéra) ja voimalle (nelivoima). Niiden avulla johdamme

relativistisen lausekkeen hiukkasen energialle.

6.6.1. Neliliikkemaara P

Hiukkasen klassinen liikemaara p maaritellaan kolmivektorina p = (p4, p,, p3) = mu, missa
u = (u4, Uy, u3) on hiukkasen nopeus ja m on sen massa. Liikemaaran komponenteille patee
siis p, = mu,, missd k = 1, 2, 3. Vastaavasti madrittelemme hiukkasen relativistisen
liikemaaran nelivektorina P = (P, Py, P,, P3) = mU, missa U = (U,, Uy, U, U3) on hiukkasen

nelinopeus. Neliliikemddrdn komponenteille patee P, = mU, missda k = 0,1, 2, 3.

Hiukkasen omassa lepokoordinaatistossa nelinopeuden komponentit ovat U = (1,0, 0, 0),
joten sen nelililkemaaran komponentit ovat P = (m, 0,0, 0). Talloin neliliikemaaran
aikakomponentti p, on sama kuin hiukkasen massa ja avaruuskomponentit ovat nollia.

(Klassinen liikemaara p olisi nollavektori p = (0,0, 0).)
Neliliikemaaran P komponentit yleisessa inertiaalikoordinaatistossa K(t, x, y, z) saadaan

maaritelmasta

" o dX  dX . o
(D =mU=m-——=my—_-, mlssay—ﬁ ja u=|ul.

Tassa u on hiukkasen klassinen kolminopeus K:ssa.

1 eli Lorentz-kovariantit
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Mutta derivaattavektorin dX/dt komponentit K:ssa ovat

ax (dt dx dy dz> _ (1 )
dt ~ \dt'de’dt dt) = Vet

tai toisin indeksoituina

ax (dxo dx; dx, dx;

dt \dt ' dt’ dt’ dt) = (1, ug, up, u3),

missa uy, Uy, Uz (tai uy, u,, u,) ovat hiukkasen kolminopeuden u komponentit K:ssa.
Yhtdlon (1) perusteella neliliikemaaran K-komponentit ovat

(2) P = ym(1,uy, up, u3) = y(m, muy, muy, muz) = y(m, py, p2, 03),

eli

@ (R

Pk:ypk! k:1,2,3

Neliliikemaaran aikakomponentin P, fysikaaliseen merkitykseen palaamme myéhemmin.
Avaruuskomponenttien! muodostama kolmivektori p = (p4, p,, p3) on hiukkasen klassinen

liikemaara, minka vuoksi yhtalo (2) usein kirjoitetaan muotoon

4) P=y(mp).

Laskemme vield invariantit (Minkowski) skalaaritulotP-P,P-U jaP-A.

(5) P-P=mU-mU=m?(U-U) =m? [koska U - U = 1]

Nelililkemaaran itseisarvo v/P - P on siis sama kuin hiukkasen massa2. Vastaavasti saamme

(6) P-U=mU-U)=m,

Lilman kerrointa y

2 Massalla m tarkoitamme ns. lepomassaa, joka on hiukkasen liikkeesta riippumaton (eli
invariantti) vakio. Tassa kirjassa ei kdytetd mitddan muuta massan kasitetta. Fyysikot ovat
padosin hyldnneet aiemmin kdytetyn "liikemassan” kdsitteen sekaannusta aiheuttavana.
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(7) P-A=m(U-4)=0 [koska U - A = 0]

6.6.2. Nelivoima F ja relativistinen kolmivoima ¢ ja kolmiliikemaara

My®os relativistisen voiman maarittelyssa otamme lahtokohdaksi Newtonin II lain
(dynamiikan peruslaki) mukaisen idean, ettd voima f aiheuttaa liikemdaran muutoksen, joka
on verrannollinen voiman suuruuteen eli matemaattisesti ilmaistuna f = dp/dt. Tasta
saadaan nelivoiman F maaritelma vaihtamalla klassisen liikemaaran p paikalle neliliikemaara

P = mU ja koordinaattiajan t paikalle (invariantti) ominaisaika t. Siis

_dpP

(R-D)  F=—-

Tama yhtalo on samalla relativistinen dynamiikan peruslaki, joka voidaan kirjoittaa myos K-

koordinaattiajan t avulla

@ F= dP_ dU 1
—)/dt—]/mdt, missay = ,—1_u2

ja u=|ul

Nelivoiman F komponentit K:ssa ovat siten

dP, dP, dP, dP3>

) F=(F,F, . F) :y<dt dt’ dt | dt

Tarkastelemme aluksi nelivoiman avaruuskomponentteja

dUk d(mUk)
10 F, = = ,
(10) k= Ym dt dt

k = 1,2,3 jam on vakio.

Nelinopeuden avaruuskomponenteille puolestaan patee U, = yuy, missa u;, = dx;/dt on

hiukkasen klassisen kolminopeuden u = (u4, u,, u3) komponentti. Saamme siis

d(ymuy)

k=123.
dt

(11) F=v
Jakamalla timan yhtdlon puolittain tekijalla y saamme

F,  d(ymuy)
12 —_= — k=1,23.
(12) ” Tt
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Tama yhtalo muistuttaa Klassista dynamiikan peruslakia f; = dp,/dt, joka ei ole Lorentz-
kovariantti, mita yhtal6 (12) puolestaan on. Lisdksi ndemme, ettd yhtdlo (12) antaa
klassisessa rajatapauksessa u < 1 (jolloin y = 1) tdsmalleen tuon klassisen lain, jos
maarittelemme relativistisen kolmivoiman ¢ komponenteiksi ¢, = F;/y (jolloin F;, = y¢;) ja
relativistisen kolmilitkemddrdn  komponenteiksi m;, = ymuy, = yp,, missd k = 1,2,3. Yhtalo
(12) voidaan silloin kirjoittaa K-komponenttimuotoon

dmy,

(3) Py dt, k "3

tai kolmivektorimuotoon

dm

a4y o=

Nailla merkinnoilla®! voimme Kirjoittaa nelivoiman K-komponenttiesityksen muotoon

dP,
yYP1, VP2, V(P3> =Y (E' D1, P2, (p3> ,

dP,

(15) F = (Fy,F,F,,F3) = (V dt

jota kdytamme seuraavassa kappaleessa neliliilkemaaran ja energian yhteyden selvittdmiseen.

Huomautus 6.6.1.1. Relativististen ja klassisten kolmivektorien yhteys
Relativistinen kolmiliikemaara m ja klassinen kolmiliikemaara p liittyvat laheisesti toisiinsa
silla T = ymu = yp eli komponenttien avulla ilmaistuna ;, = ymu;, = ypy. Klassisen

Newtonin mekaniikan pienten nopeuksien tilanteessa y = 1jam, = py.

Relativistisen kolmivoiman ¢ = (¢4, ¢,, ¢3) ja klassisen kolmivoiman f = (f3, f>, f3)
keskindissuhde on monimutkaisempi, silla yhtdlén (12) mukaan on

Fy d(ymuy) —m d(yuy)

(16) ” Pk it a k=123

1 Relativistista kolmivoimaa ja liikemaaraa on tassa merkitty kreikkalaisilla kirjaimilla ¢ ja m.
Ne vastaavat latinalaisia fja p kirjaimia, joita olemme kayttineet klassisen kolmivoiman ja
liikemaadrdan symboleina. Edellistd merkitdaan kirjallisuudessa yleisesti symbolilla F, joka on
tassa esityksessa varattu nelivoimalle. Huomaa, ettd symbolia 7 ei pida tissa sekoittaa
ympyran kehdn ja halkaisijan suhteeseen.
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Jos derivaatassa d(yuy)/dt tekija y olisi vakio, niin voisimme siirtda sen derivoinnin eteen ja
saisimme liikemaarien yhteytta vastaavan tuloksen ¢, = y(d(muy/dt)) =y(dpy/dt) = v fx.
Mutta y = y(u) ei ole vakio, vaan riippuu ajasta t nopeuden u = u(t) kautta. Liitteessa 2
tutkimme tarkemmin tata asiaa. Huomattakoon kuitenkin, etta klassisessa pienten
nopeuksien tilanteessa y = 1 eli likimain vakio, jolloin yhtél6 (16) sievenee muotoon ¢ = f.

Kolmivektorit 7 ja ¢ ovat siten klassisten kolmivektoreiden p ja f jarkevia yleistyksia.

6.6.3. Neliliikkemaaran P aikakomponentti ja energia
Tutkimme nyt tarkemmin neliliikemadaran P komponentteja koordinaatistossa K. Totesimme

edella yhtalossa (3), ettd komponentit ovat

{ Py =ym
Py = ypx = 1y, k=1,23.

Avaruuskomponenteilla P;, P, ja P; on selva fysikaalinen merkitys. Niistd muodostuva
relativistinen kolmiliikemaaravektori m = (P;, P,, P;) saadaan kertomalla klassinen

kolmiliikemadravektori p = (p, p,, p3) skalaarilla y.

Aikakomponentilla P, = ym on mielenkiintoinen ja yllattavakin fysikaalinen merkitys, jonka

paljastaminen vaatii hieman matemaattista salapoliisityota.

Lahtokohtanamme on edellisessa kappaleessa esitetty relativistisen dynamiikan peruslaki

_dpP

(R-D)  F=—-.

Koska P = mU ja dU/dt = A niin saamme yhtilon

dU
(17) F=m—=mA
dt

Kappaleen 6.4.2. yhtédlossa (1) todettiin nelikiihtyvyyden A ja nelinopeuden U

ortogonaalisuus A - U = 0, jonka seurauksena

(18) F-U=m(A-U)=0.
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Nelivoima ja nelinopeus ovat siis myodskin ortogonaalisia. Laskemme nyt pistetulon F - U
ndiden nelivektoreiden komponenttien avulla. Edellisen kappaleen yhtdlon (15) perusteella

nelivoiman F komponentit ovat

Fo =y (dPy/dt)
(19) { Fk =YPk, k = 1,2,3

ja nelinopeuden U komponentit ovat

Up=v
(20) { Uk = YUy, k = 1,2,3,

missa u = (uq, Uy, u3) on hiukkasen klassinen kolminopeus. Yhtal6 (18) saa nyt muodon

F ) U = FOU0 - FlUl - F2U2 - F3U3
dp,

=)’E'V‘V¢1'V”1‘V¢2'V”2_)’QDZ')’uz

. dpP,
=Y (E — QiU — PalUy — ‘quz)

. dPpP,
=y [_dt = (p1ug + u, + (quz)]
dPpP,
=y2|—_ .

Koska F-U = 0 jay? # 0, tiytyy olla

21 apPy

Nelivoimavektorin F aikakomponentti koordinaatistossa K on siis

dP,
(22) Fy, = Yo = y(p-u),

Ymmartadksemme paremmin neliliikemaaran aikakomponentin P, fysikaalisen merkityksen
tarkastelemme yhtdloa (21) klassisessa tilanteessa, jossa @ = f. Talloin saamme
ds f-ds

dP,
R A A T
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missa ds on hiukkasen ajassa dt kulkema differentiaalinen matka. Mutta luvussa 2 (ks.
esimerkki 2.4.15) ndimme, ettd kolmivoiman ja matkan skalaaritulo on sama kuin voiman
tekema ty0. Tassa tapauksessa kyseessa on differentiaalinen ty6 dW = f - ds. Niinpa (23)

voidaan Kkirjoittaa muotoon

dP, aw
24 ==,
dt dt
mistd integroimalla seuraa, etta

(25) Py, = W + vakio.

Voimme siis tulkita neliliikemadaran aikakomponentin P, ty6ksi, jonka hiukkaseen vaikuttava
voima on tehnyt. Tdméan tyon voidaan ajatella varastoituneen hiukkaseen energiana

(esimerkiksi liike-energiana) E, jonka nollatasoa yhtalon (25) vakio osoittaa. Toisin sanoen
(26) Py, =E, [tavallisia yksikoita kaytettdessa P, = E/c]
jolloin neliliikemaaran komponenttiesitys saa muodon

(27) P = (E,yp1,Yp2Yp3) = (E,¥yp),

missa p = (p, p2, p3) on hiukkasen klassinen kolmiliikemaara.

Laskemme komponenttiesityksen (27) avulla nelivektorin P skalaaritulon itsensa kanssa:

P-P=E*— (y*p,® +7%p;" +¥?ps?)
= EZ - (77:12 + 7T22 + 7T32)
— EZ _ 7T2
missa % = 7 - 7 eli hiukkasen relativistisen kolmiliikemairin 7 itseisarvon nelio.
Toisaalta tieddmme (ks. yhtdl6 (5) edelld), etta
P-P=m?,

joten saamme yhtdlon
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(28) E? =m? + n?,

joka sitoo hiukkasen energian, massan ja relativistisen kolmiliikemaaran yhteen.

Huomautus 6.6.3.1. Relativistiset ja muut mittayksikot.

Tassa kirjassa olemme kayttaneet systemaattisesti luonnollista (eli relativistista)
yksikkojdrjestelmad, jossa sekd matkan ettd ajan yksikkona on metri (= aika, joka valolta
kuluu metrin pituiseen matkaan). Tall6in valon nopeus ¢ = 1 ja kaikki muutkin nopeudet u
ovat paljaita lukuja ja |u| < 1. Tama patee myds nopeusvektoreiden (seka kolmi- ja
nelivektoreiden) komponenteille. Kiihtyvyyden ja sen komponenttien yksikké on nopeuden
yksikko jaettuna ajan yksikolla eli 1/m. Massan yksikko on tavalliseen tapaan kg. Liikemaaran
ja sen komponenttien yksikké on massan yksikko kerrottuna nopeuden yksikoélla eli myds kg.
Energia on liikemaaran komponentti, joten senkin yksikko on kg. (Samaan yksikk66n
paadytdan myos vaikkapa klassisesta liike-energian lausekkeesta E;, = mv?/2 tai
painovoimakentdn potentiaalienergian lausekkeesta E;, = mgh.) Yhtélossa (28) on siis
kaikkien termien (E2, m? ja m?) yksikkona kg? eli kilogramman nelio, jolloin myos energian,
massan ja liikemaaran yksikot ovat samat eli kg. Tama merkitdan usein lyhyesti

hakasulkeiden avulla: [E] = [m] = [rn] = kg

Luonnollisen yksikkojarjestelman kaytto helpottaa relativistisen fysiikan matemaattista
kasittelyd, mutta kdytdnnon sovelluksissa on usein tarpeellista kirjoittaa kaavat esim. SI-
jarjestelmassa. Yleinen saanto on, ettd luonnollisessa jarjestelmassa kirjoitettu yhtalo voidaan
muuntaa muuhun jarjestelmain lisidmalla yhtilon termeihin tekijéiti ¢ tai ¢? niin, etti
kummallekin puolelle tulee sama yksikko eli dimensio. Tarkastelkaamme esimerkiksi usein

kayttamadmme aikakoordinaatin Lorentz-muunnoskaava (K = K’)

1
———(t —vx),

29 t'
(29) 1—v

jossa on kaytetty luonnollisia yksikoitd [v] = 1ja [t] = [x] = m. Kaava muunnetaan SI-
jarjestelmaan, jossa [v] = [c] = m/s, [t] = [t'] = s ja [x] = m, lisddmalla (pienin mahdollinen
maara) tekijoiti c tai c? oikealle puolelle niin, etti sen dimensio tulee samaksi (= sekunti)
kuin vasemmallakin puolella. Huomaamme, ettd (i) neli6juuren alla v on korvattava suhteella

v/c, jotta juurrettava olisi paljas luku ja (ii) termin vx yksikko on sopivalla kertoimella
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saatava samaksi kuin termin t yksikko eli sekunniksi. Tima sopiva kerroin on 1/c¢2. Niin

saamme kaavan (29) SI-muodon

(30) t' =

1
o
jossa molempien puolien yksikot ovat samat (sekunti).
Soveltamalla samaa tekniikkaa kaavaan (28) saamme sen SI-muodon:
(3D E? = m%c* + m?c?,

jossa lahtokohtana oli vasemman puolen dimensio

kg - m? 2 kg? - m*
[E2]=( 32 > = 54 =]2,

minka jalkeen oikean puolen molemmat termit on tdydennetty sopivilla c-kertoimilla samaan

dimensioon.

k% %k % %k 3k x %

Huomautus 6.6.3.2. Energia-massa-liikemaara yhtalon yleinen muotoilu.

Olemme edellda mm. kaavoissa (28) ja (31) merkinneet hiukkasen relativistista
kolmiliikemddrdcd symbolilla 7 ja sen johdannaisilla w = v/ - 7t tai ;. Menettelimme niin
tehdaksemme selvan eron relativistisen kolmiliikemaaran m ja Newtonin mekaniikan
klassisen kolmiliikemaaran p vilille. Naiden valillahan vallitsee yhteys ™ = yp.
Suhteellisuusteoriaa kasittelevassa kirjallisuudessa merkitaan kuitenkin yleisesti, edellisesta
poiketen, relativistista kolmiliikemaaraa symbolilla p ja siksi kirjaamme alle tarkeat energia-

massa-liikemaara yhtalot (28) ja (31) tdman standardimerkintdtavan mukaisesti.
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Energian, massan ja relativistisen kolmiliikemddradn yhteys standardimuodossa

Olkoon hiukkasen energia E, massa m ja relativistinen kolmiliikemaara p. Silloin patevat

yhtalot
(28Y — lu) E? =m? + p?,
(31Y — ¢) E? = m?c* + p2c?,

missip? =p-p ja p=ymu ja u=dr/dt jar = (x,y,2) = (x1, %3, X3).

6.6.4. Einsteinin energiayhtalo

Edelld johdetun yhtdlon (26) mukaan P, = E eli hiukkasen neliliikemaaran aikakomponentti

on sama kuin hiukkasen energia. Toisaaltaon P, = mU, = ym = m/Vv1 — u?, joten saamme

hiukkasen energialle yhtalon

m

(32) E:m.

Liitteessa 3 osoitetaan, ettd lauseke 1/v1 — u? voidaan esittaa ns. paattymattoméana sarjana

1 3 5
=1+-u?+-ut+—us+--

(33) 12 2 8 16

Jos hiukkasen nopeus u on valon nopeuteen verrattuna pieni (esim. alle 10 % valon

nopeudesta eli u < 0,1), niin potenssit u*, u®, ... ovat haviavin pienii. Silloin on

(34)

ja saamme hiukkasen energialle lausekkeen

mu?

1
(35-1u) Ezm(1+5u2)=m+

tai SI-yksikkoéihin (¢ = 3 - 108 m/s) tiydennettyna
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mu?

(35-SD) E ~mc?+ B

Jalkimmainen termi mu?/2 on selvisti hiukkasen liike-energia. Mutta levossa (u = 0)

olevalla hiukkasellakin on energiaa, jota voimme kutsua lepo-energiaksi. Sen suuruus on
(36-1u) E~m,
(35-SD) E ~ mc?.

Nama empiirisestikin todennetut yhtalot osoittavat, ettd massa ja energia ovat saman asian
eri ilmenemismuotoja. Luonnollisessa yksikkojarjestelmassa niilla onkin sama yksikko:

[E] = [m] =kg.

Esimerkki 6.6.4.1. Suomen siahkéntuotanto.
Suomen sdahkontuotannon vuotuinen volyymi on 175 miljoonaa megawattituntia. Kuinka

suuren massan m lepoenergiaa tima energiamaara vastaa?

Vuodessa tuotettu sahkdenergia E on SI-yksikoissa

kg - m?
E=1,75-108 MWh = 6,3- 107 Ws = 6,3 - 1017] = 6,3-10" gs—z

Massan m lepoenergian mc? tulee olla samansuuruinen, joten saamme yhtilon

kg - m?

mc? = 6,3-10 —,
s

josta jakamalla puolittain tekijlld c? = 9-10'® m?/s? saamme kysytyksi massaksi

2 2

kg - m m
m=<6,3-1017 gsz )/(9-10165—2)z7,0kg.

128



Esimerkki 6.6.4.2. Auringon massakato.

Auringon siteilyteho on 4 - 10%® wattia. Kuinka paljon Auringon massa vihenee sekunnissa?

Auringon sateilema energia on peradisin auringon sisdosissa tapahtuvista ydinreaktioista,
joissa aineellinen massa muuttuu sateilyenergiaksi (fotoneiksi) Einsteinin energiayhtalon
(35) mukaisesti. Yhden sekunnin aikana poistuva siteilyenergia AE = 4 - 102° | ja vastaava

Auringon massakato Am saadaan yhtalosta (35 - SI)

AE kg - m? m?
Am:_2:<4-1026 gz >/<9'1016—2>z4-109kg
c s S

eli nelja miljoonaa tonnia. Mdara tuntuu suurelta, mutta talla vauhdilla Auringon massakato

viidessa miljardissa vuodessa on "vain”
5-10%-365-24-3600-4-10°kg ~ 6,3+ 10%°kg,

joka on vain kolmasosapromille Auringon massasta 2 - 103° kg.

k% %k % %k 3k x X
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LIITE 1. Nelivektoreiden skalaaritulon invarianssi Lorentz-muunnoksessa

Kappaleessa 6.2.3.5. ndimme, ettd nelivektorin A = (A, A1, A, A3) skalaaritulo itsensa kanssa
A-A=A,* —A;* — A,* — A3? siilyy invarianttina Lorentz-muunnoksessa. T4lla
skalaaritulolla, jota kutsuttiin myos nelivektorin A nelipituuden neliéksi, on siis sama
lukuarvo kaikissa inertiaalikoordinaatistoissa. Yleistdimme tdman havainnon kaikille

nelivektoreiden valisille skalaarituloille 4 - B.

LAUSE: Olkoot A ja B mielivaltaisia nelivektoreita. Silloin skalaaritulo 4 - B on Lorentz-

invariantti eli talla tulolla on sama lukuarvo kaikissa inertiaalikoordinaatistoissa.

TODISTUS: Olkoot A ja B mielivaltaisia avaruusajan nelivektoreita. Tarkastellaan niaiden
nelivektoreiden summaa € = A + B. On helppo ndhda, ettd € on my0s nelivektori eli Lorentz-
kovariantti. (Tdma seuraa Lorentz-muunnoksen lineaarisuudesta.) Koska € on nelivektori,

niin sen skalaaritulo itsensa kanssa C - C on invariantti lukuarvo. Mutta
C-C=(A+B)-(A+B)=A-A+B-B+2(A'B),

silla nelivektoreiden skalaaritulo noudattaa tuttuja kertolaskun laskulakejal. Nain ollen

1
A-B=_(C-C-A-A-B"B)

missa oikealla puolella olevat skalaaritulot ovat Lorentz-invariantteja nelivektoreiden
skalaarituloja itsensa kanssa. Taman vuoksi myds vasemman puolen taytyy olla invariantti.

MOT

1 Skalaaritulohan on teknisesti koordinaattien (siis lukujen) kertomista ja sita kautta
skalaaritulo "perii” lukujen laskulait.
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LIITE 2. Klassisen ja relativistisen kolmivoiman yhteys

Klassisessa mekaniikassa hiukkaseen kohdistuva (kolmi)voima f = (f;, f, f3) maaritelladn

Newtonin dynamiikan peruslailla

dp d(mu) (du1 du, du3>
_ -m ,

€)) f=(hfafs) =g =—1 dt ' dt ' dt

missa m on hiukkasen massa, p = mu on klassinen 3-liikemaara ja

dx; dx, dx3)

(dx dy dZ)
dt ’ dt ' dt

2 u=(u,uy,u =( = = =
@ (1,3, 45 ) g
on klassinen 3-nopeus. Tassd t = x5, X = x1,Y = X, ja Z = x3 ovat hiukkasen koordinaatit,

jossakin inertiaalikoordinaatistossa K.

Relativistinen nelivoima F = (F,, F;, F,, F; ) madriteltiin vastaavasti vaihtamalla klassinen 3-
liikemaara p relativistiseksi 4-liikemaaraksi P = (P,, P, P,, P; ) ja koordinaattiaika t

(invariantiksi) ominaisajaksi 7.

dP  d(mU) (dUO du du, dU3)
_ - ,

S R A et e

missd m on hiukkasen massa, P = mU on 4-liikemdaara ja

_ (dt dx dy dZ)
“\dt'dt’dt’ dt

dx, dx; dx, dx3)

(4) U=(U0’U1’U2'U3)=(dt'dt'dr'dr

on klassinen 3-nopeus. Tassdkin t = x5, x = x4,y = X, ja z = x5 ovat hiukkasen koordinaatit,

jossakin inertiaalikoordinaatistossa K.

Yhtalo (3) on relativistisen dynamiikan peruslaki samoin kuin (1) on klassisen dynamiikan

peruslaki.

Vektoreiden F, P ja U komponentit ovat derivaattoja ominaisajan t suhteen. Usein on

kuitenkin hyodyllista ilmaista asiat kdytetyn koordinaatiston K koordinaattiajan t avulla.
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Tama onnistuuy, silla t ja T ovat sidoksissa toisiinsa yhtalon dt = dt/y valitykselld, missa y on
hiukkasen 3-nopeudesta! u riippuva Lorentz-kerroin y = (1 — u?)~1/2, Niin saamme 4-

nopeuden, -liikemaaran ja -voiman lausutuksi koordinaattiajan avulla

dt dx dy dz

(5) U= (Uo, Ul' UZJ U3) = Y(E;E;Epa) = )’(1;“1;u2,u3) = y(lru);

(6) P = (Po,Pl, PZ! P3 ) =mU = )/m(l, ulluZ'uB) = )/m(l,u) = )/(m, p):

dP dP dlym(1,u)] d[(ym,yp)]
(7) F_(FO'Fl'FZ'F3)_E_YE_y dt =Y dt ’

Arkielaman pienilld nopeuksilla (esimerkiksi alle 1000 km/s, joka on yksi kolmassadasosa
valon nopeudesta) y = 1 ja dt = dt ndiden 4-vektoreiden avaruusosat ovat suurella
tarkkuudella samat kuin vastaavat Newtonin mekaniikan 3-vektorit u, p ja f. Relativistisilla
nopeuksilla ndin ei ole. Jos esimerkiksi nopeus 15 000 km/s, joka on 5 % valon nopeudesta,
niin y = 1,005 ja poikkeama Kklassisista suureista on n. 5 promillea. Kymmenkertaisella
nopeudella 150 000 km/s on y = 1,7 ja poikkeama 70 %. Nama arviot patevat 4-nopeuden ja

4-liikemadran avaruusosille, jotka ovat yhtdléiden (5) ja (6) perusteella yu ja yp.

Nelivoiman tapauksessa tilanne on mutkikkaampi. Yhtalon (7) oikealla puolella viimeisen
muodon avaruusosan laskeminen vaatii tulon? = = yp derivoimista ajan t suhteen. Talldin on

1/2 on vakio vain tasaisessa liikkeessd olevalle

huomattava, ettd tekijay = (1 — u?)~
hiukkaselle, mutta yleisesti nopeuden u = u(t) vaihdellessa ajan t funktiona myos y riippuu

ajasta. Ketjusaannon avulla saamme

dy du d du

A _ L e 212 = HB
- a wlA-w T = 5

—%(1 —u?)73/2. (=2u)
=a-[ul-u?)¥?=a-u-y3,

missd a = du/dt on hiukkasen klassisen Kkiihtyvyyden itseisarvo a = |a].

1 Tavalliseen tapaan oletamme yksinkertaisuuden vuoksi, ettd hiukkanen liikkuu x-akselin
suunnassa. Tdma ei vahenna tarkastelun yleispatevyytts, silld voimme aina valita
koordinaattiakselien suunnat sopiviksi.

2 Tekstissa annoimme télle tulolle m = yp nimen "relativistinen 3-liikemaara”.
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Tulon derivoimissddnnon avulla saamme yhtalosta (7) nelivoiman F avaruusosaksi

dm _ d(yp) _ (ﬂ N d_p)
Var =V ar “V\aeP Ve

=y(auy®p +vf),

missa sulkeissa oleva 3-vektori on juuri relativistinen kolmivoima ¢. Sehan maariteltiin
kappaleessa 6.2.2. kolmivektoriksi, jonka komponentit ovat ¢, = F,/y, k = 1,2, 3.
Relativistinen 3-voima ¢ ja relativistinen 3-liikkemaara m toteuttavat yleistetyn Newtonin
dynamiikan peruslain ¢ = dm /dt, joka eparelativistisella alueella (pienilla nopeuksilla)

approksimoituu perinteiseksi Newtonin dynamiikan laiksi f = dp /dt.

Relativistiselle kolmivoimalle ¢ pétee siis

B 5 3 . ,e  amu 1
(8) ¢ =ylaw’p+yf) =amuy' u+y*f = g—rmgut—5f,

missa u ja f ovat klassinen 3-nopeus ja 3-voima. Ndemme, ettd relativistisella 3-
voimavektorilla ¢ on kaksi komponenttia: klassisen nopeuden u suuntainen (eli liikkeen
suuntainen) komponentti ja klassisen voiman f suuntainen komponentti. Niinpa esimerkiksi
ympyraradalla liikkuvaan relativistiseen hiukkaseen kohdistuu keskipisteeseen suuntautuvan

keskeisvoiman f lisdksi myos rataympyran tangentin suuntainen voima.

% %k %k 3k % k %k
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LIITE 3. Binomisarja

Binomin x + 1 kokonaiset potenssit (x + 1 )", missan =0, 1,2, 3, ..., voidaan kehittaa
polynomeiksi joko suorittamalla kertolaskut (x + 1)(x + 1) ... (x + 1) tai kayttamalla ns.

binomikaavaa

n-(n-1) , n-n—1)-..-2
—x e
1-2 1-2-...(n—1)

(Bin:n) (A+x)"=1+nx+

missa (1 + x )™ on kehitetty muuttujan x nousevien potenssien mukaan polynomiksi, jonka
alin termi on x° = 1 ja ylin x™. Polynomin kertoimet (ns. binomikertoimet) muodostavat

n:nnen rivin ns. Pascalin kolmiossa. Potenssin x¥ kerroin on

(1) (n)=n-(n—1)-...-(n—k+1)_ n!

k 1-2-.-(k=1-k  kl(n—=k)!

missa merkinta ( k) tarkoittaa potenssin x¥* kerrointa kehitelmassa (Bin: n). Kaikki kertoimet

ovat kokonaislukujal.

Isaac Newton (1643-1727) huomasi, ettd binomikaava voidaan yleistaa koskemaan binomien
murtopotensseja. Jos kaavaan (Bin: n) sijoitetaan n = 1/2 saadaan kehitelma
1 1 /1 1
z-1,.22G-1) G2,
+2-3

1 1
(2) (1+x)§=1+§x+ Ty X + T x3 4 e,

N| =

joka onkin nyt paattymaton polynomi eli sarja. Sieventdmalla saadaan seuraava

1
binomisarjakehitelmd funktiolle (1 + x )z = V1 + x.

1 1 1 5
3 VIFx=14ox—=x?+—x3 ——x3 40 |
(3) + x +2x 8x +16x 384x+

1 Tama on selvaa, kun ajatellaan polynomikehitelman muodostamista kertolaskulla.
Kerroinkaavan (1) perusteella asia ei olekaan yha ilmeinen.
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Matemaatikot ovat todistaneet, ettd tima paattymaton summa suppenee eli jatkettaessa
pidemmalle ja pidemmalle ladhenee tiettya arvoa (nimittdin arvoa v'1 + x), kun muuttujan x
arvo on vdlilld —1 < x < 1.]Jos |x| > 1, niin sarja hajaantuu eikd anna mitdan jarkevaa

loppusummaa. Sama suppenemis- tai hajaantumisehto patee muillekin tassa kasiteltaville

binomisarjoille.
Vastaavasti jos kaavaan (Bin: n) sijoitetaan n = —1/2 saadaan kehitelma
1 1 1 1 1
1 (DY, (DY) ()
4 1 2=1-= 2 34 ...,
joka sievenee muotoon
1 1 3 5
(5) =1l—--x+-x*——x3+—-,

Vitx 208 16

Einsteinin energiayhtdl6a kasittelevassa kappaleessa 6.6.4. kehitimme funktion 1/v1 — u?
binomisarjaksi muuttujan u potenssien mukaan. Haluttu kehitelma saadaan sijoittamalla
yhtiléssa (5) muuttujan x paikalle (—u?). Télloin saadaan

1 1 3

5
i a2 a2y2 2 _2y3
— 1 2(u)+8 u®) 16(u)+ ,

joka sievenee muotoon

LR P S LI
1oz 2% Tg" T1e" ’

joka on tuon kappaleen yhtiléssa (33) esitetty sarjakehitelma. Suppenemisehto |u?| < 1 on

automaattisesti voimassa. Muuttuja u tarkoitti nimittdin hiukkasen nopeutta relativistisissa

yksikoissd, joissa valon nopeus ¢ = 1, ja sen seurauksenaon 0 < u < 1.
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