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Mika oikeasti kannattaa?
Padkirjoitus

Siirryin elokuun alussa uuteen tyopaikkaan Abo Aka-
demiin. Paljon tehtédvistd on samoja kuin ennenkin:
opetan ja tutkin. Tutkijana toki tutkin enemmén kuin
nykyédédn lehtorina, ja vastaavasti opetin vihemmaén,
mutta silti, paapiirteittdin samat tehtdvat. Uusiakin
tehtavid tuli. Siind, missd tutkijana minulla oli hyvin
vahén vastuuta mistddn muusta kuin omista tekemisis-
téni (toki ohjattavista myds), on lehtorina vastuu ihan
toisenlaista. Toimin joillekin opiskelijoille egenldrarena,
omaopettajana.

Omaopettajana luen heidén opintosuunnitelmiaan, tar-
kastan, ettd ne ovat kunnossa ja jérkevid, sekd pyrin
parhaani mukaan vastaamaan opiskelijoiden kysymyk-
siin. Osa kysymyksista on helppoja, kuten kysymys mi-
té pitdd tehda, jos haluaa tulla tenttiméan lukuteorian.
Opintosuunnitelmien lukeminen ja jarkevien ohjeiden
antaminen opiskelijoille on paljon vaikeampaa. Misté
miné voin ihan oikeasti tietdd, mika kullekin on jérke-
vaa tai minka asioiden oppiminen on kaikkein hyodyl-
lisintd pitkalld tdhtdimella?

Aikoinaan, kun ryhdyin opiskelemaan matematiikkaa,
pidin itsestdédn selvana, etta kylla tasté toitd 10ytad, ja
vield yliopistolta. Muutamaa vuotta mychemmin us-
koin tédhén entistd vahvemmin: nayttihan selvélta, etta
yliopistoilta vapautuu eldkoitymisten myotéa paikkoja,
ja uskoin, ettd paikat tdytetddn. Sen jélkeen rahaa on
sddstetty, ja moni on joutunut yliopistolta ldhtemé&éan.
Minulle kévi hyvin, sain yliopistolta tyopaikan, jossa
todella viihdyn, mutta moni ei ole ollut yhtd onnekas.

Thmettelin &didilleni viime talvena, miksei han késkenyt
minua lukemaan tilastotiedettd. Olin yhtakkid tajun-

nut tarvitsevani tilastotieteen tietoja ja taitoja, eiké
minulla niité ollut. Aitini kertoi, ettd kylld hin oli yrit-
tanyt, mutta en ollut uskonut. En ole koskaan katunut
asioita, joita olen opiskellut. Toistuvasti olen katunut
niitd, joita en ole opiskellut, tai jotka olen opiskellut
vain heikosti.

Mita siis voin hyvalld omallatunnolla opiskelijoille sa-
noa? No, vahvasti uskon, ettd matematiikan opiskelu
on hyvé ratkaisu. Perusopinnot on hoidettava kunnial-
la ja ajallaan. Sen varaan ei ehké kannata laskea, ettd
jéé yliopistolle, vaan varasuunnitelma kannattaa teh-
di. Oikeastaan, miké ikind se ensisijainen suunnitelma
onkaan, niin aina kannattaa olla varasuunnitelma. (Hy-
vié ideoita ensisijaisiksi suunnitelmiksi ja varasuunni-
telmiksi 10ytyy esimerkiksi Solmun tyo6llisyysnumeros-
ta 2/2014.) Monipuolisuus on hyvé asia. On hyvé opis-
kella matematiikkaa syvéllisesti ja laajasti. Se auttaa
monien asioiden ymmaértédmisessid ja antaa hyvan poh-
jan. On fiksua myo6s lukea kattavasti sivuaineita, eiké
ehka vain ihan sitd pienintd mahdollista méaraa, jol-
la voi juuri ja juuri valmistua, koska niiden sivuainei-
den avulla voi saada rakennettua varasuunnitelman ja
saada itselleen monista asioista ndkemystéa. Ei koskaan
pida jattdd huomiotta sitd, mikd omasta mielestd on
oikeasti kivaa. Aina ei padse toiveammattiinsa, usein
asioiden harjoittelu vaatii vain yksinkertaisesti "no pain
— no gain” -asenteen, mutta jos ei lainkaan nauti siité,
mita tekee, ei tuloskaan luultavasti ole hyvé. Niin ja
viimeisené asiana: t6itd on tehtéva.

Mukavaa alkanutta lukuvuotta!

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
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Sotapaallikko ja geometria
Matti Lehtinen

Valtiomiehis tai sotapéillikoitd ei yleensd yhdisteté
matematiikkaan. Poikkeuksia tietysti on. Suomen kent-
tatykiston luojana pidettya tykistonkenraali Vilho Pet-
ter Nenosta (1883-1960) kunnioitettiin nerokkaana ty-
kistomatemaatikkona. Eldkepéivinddn hén tiettavésti
innostui Fermat’n ongelmasta ja aiheutti matematii-
kan professori Pekka Juhana Myrbergille kiusallisiakin
tilanteita, kenraalin ratkaisuyritykset kun olivat aika
epdonnisia, mutta Myrberg ei taté olisi oikein kehdan-
nut suurmiehelle suoraan sanoa.

Henkilo voidaan ikuistaa matematiikkaan liittaméalla
hénen nimensd matemaattiseen tulokseen. Pythagoras
on kuolematon. Luultavasti ainoa sotapéallikko ja val-
tiomies, joka tdméan kunnian on osakseen saanut, on
itse keisari Napoleon. Napoleonin lause on geometrian
tulos, joka yksinkertaisimmassa muodossaan on seuraa-
va:

Jos (mielivaltaisen) kolmion sivut kantoina piirretdan
kolmion ulkopuolelle tasasivuiset kolmiot, niin niiden
keskipisteet ovat tasasivuisen kolmion kérjet.

Napoleonin lause voidaan todistaa monin eri tavoin —
téstd vakuuttuu vaikkapa Google-haun avulla. Seuraa-
va todistus on melko helppo (kuva 1). Olkoon ABC kol-
mio, jossa suurin kulma ZCAB < 120°, ja BPC, CQA
ja ARB kolmion ABC' sivut kantoina piirretyt tasasi-
vuiset kolmiot. Olkoot S, T" ja U nédiden kolmioiden kes-
kipisteet. (Tasasivuisen kolmion keskijanojen, korkeus-
janojen, kulmanpuolittajien ja sivujen keskinormaalien
leikkauspiste on sama, joten keskipiste on oikeutettu

P

Kuva 1.

nimitys.) Kolmioiden ARB ja CQA ympérysympyrit
leikkaavat, paitsi pisteessé A, my0Os pisteessd D kol-
mion ABC sisilld. Koska ZARB = ZCQA = 60°,
niin jannenelikulmioista ARBD ja CQAD nihdéaan,
ettd LZADB = ZADC = 120°. Mutta silloin ZCDB =
360° — 2 - 120° = 120°. Koska Z/BPC = 60°, BPCD
on jannenelikulmio. Piste D on siis my6s kolmion BPC
ympéarysympyralla. Leikatkoot US ja BD pisteessd E
ja TS ja DC pisteessd F. Heti ndhdéén, ettd US on
BD:n keskinormaali ja ST on DC:n keskinormaali.
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Kulmat ZDES ja ZDF'S ovat siis suoria kulmia. Kos-
ka ZEDF = 120°, on kulman ZESF oltava 60°. Sa-
moin ndhdéén, ettd kolmion STU karjissd T ja U ole-
vat kulmat ovat = 60°, joten kolmio STU on tasasi-
vuinen kolmio. — Jos ZCAB > 120°, niin piste D joko
yhtyy pisteeseen A tai on kolmion ABC' ulkopuolella.
Todistuksen kannalta olennainen asia, ZC'DB = 120°,
toteutuu néaissdkin tapauksissa.

Ei ole olemassa mitdén todisteita siité, ettd Napoleonin
lause olisi juuri Napoleonin keksint6d. On arveltu, ettd
Napoleonin matemaattiset taidot eivét olisi riittdneet-
kéén téllaiseen saavutukseen. Varmuudella Napoleonin
nimi tiedetddn liitetyn lauseeseen 1820-luvun puolivé-
lissé, Napoleonin jo poistuttua ndyttamolta. Napoleon
vietti vuodet 181521 vankina St. Helenan saarella, jos-
sa han kuolikin.

Napoleon oli kuitenkin matemaattisesti orientoitunut.
Jo upseerikoulussa hdnen mieliaineensa olivat matema-
tiikka ja historia, ja myShemmin hén oli vakuuttunut
matematiikan tidrkeydestd. Ajan johtavat matemaati-
kot kuten Laplace, Fourier ja Monge olivat hdnen l&-
hipiiridan. Ja sanotaan, ettd Napoleon oli intohimoi-
nen laskija: ajaessaan keisarina vaunuissaan Pariisissa
hén tapasi laskea talojen ikkunoiden lukumé&éria — toi-
mi, johon autoilla liitkkuvat nykyjohtajat eivat helposti
voisikaan ryhtya. Historiasta toki tieddmme, ettd Na-
poleon ei lopulta osannut laskea riittavan hyvin. Sota-
retki Venéjille vuonna 1812 oli katastrofiin pdattynyt
virhearvio.

Vuonna 1796 Napoleon Bonaparte oli vield nuori ja
eteenpéin pyrkiva kenraali. Hén sai johtaakseen so-
tajoukon, jonka oli m&ara taistella Italiassa Ranskan
tuolloisia vihollisia Itdvaltaa ja Sardiniaa vastaan. So-
taretkelld Napoleon tapasi italialaisen matemaatikon
Luigi Mascheronin (1750-1800). Mascheroni oli kehit-
tdnyt uudenlaisen tavan suorittaa geometriset piirus-
tustehtavét, jotka antiikista periytyvéin tradition mu-
kaan tuli tehdad kahta tyckalua, harppia ja viivoitinta
kéyttden. Mascheroni pystyi osoittamaan, ettd kaikki
se, mikd on mahdollista harpilla ja viivoittimella, voi-
daan tehdd myos pelkélld harpilla (pois lukien tietys-
ti suoran piirtdminen). Mascheroni ei tiennyt, ettd sa-
man keksinnon oli tehnyt jo tanskalainen Georg Mohr
(1640-97) yli sata vuotta aikaisemmin. Mohr ja hinen
teoksensa Fuclides curiosus olivat tdysin unohtuneet.
Mohrin kirja 16ytyi sattumalta antikvariaatista vasta
vuonna 1928. Nykyédén puhutaan Mohrin—Mascheronin
geometriasta. Ja Tanskan lukiolaisten vuotuinen mate-
matiikkakilpailu on Georg Mohr -kilpailu.

Mascheronin ja Napoleonin tapaamisella oli seurauksia.
Mascheroni omisti vuonna 1797 Paviassa julkaiseman-
sa kirjan Geometria del compasso eli Harpin geometria
Napoleonille, ja Napoleon, palattuaan Pariisiin ennen
kirjan ilmestymisté, kiusasi ranskalaisia matemaatik-
koystédviddn Mascheronilta oppimallaan ongelmalla. Se
on sittemmin tullut tunnetuksi Napoleonin ongelmana:

On etsittavéa pelkdstdin harppia kdyttden ympyréan si-
sdéan piirretyn nelién kéarkipisteet.

Jos Mascheronin teoria pitdd paikkansa — ja pitddhan
se, niin kuin voidaan esimerkiksi ns. ‘nversiokuvauksen
ominaisuuksien perusteella osoittaa — tehtava voidaan
varmasti ratkaista. Mutta tassa ei tarvita kaikkia kei-
noja.

Jos ympyrén sdde on r, niin sen sisdédn piirretyn nelién
lavistdjd on ympyran halkaisija 2r. Nelion sivun pituus
on siis /2, ja téllainen pituus olisi siis saatava harpin
karkien véliin. Jos r ja r+/2 olisivat suorakulmaisen kol-
mion kateetit, hypotenuusa olisi Pythagoraan lauseen
nojalla rv/3. Jos toisaalta 16ydimme suorakulmaisen
kolmion, jonka hypotenuusa on rv/3 ja toinen kateetti
r, niin kolmion toinen kateetti antaa ongelman ratkai-
sun.

Léhes jokainen harpilla leikitellyt on varmaan joskus
piirtdnyt "kuusiterdlehtisen kukan”, joka syntyy, kun
piirretddn 6 ympyrénkaarta, joiden side on sama kuin
alkuperdisen ympyran, mutta keskipisteet ovat alkupe-
rdisen ympyrén ja piirrettyjen kaarien leikkauspisteita
(kuva 2). Tadméa yksinkertainen kuvio on avain Napo-
leonin ongelman ratkaisuun.

Kuva 2.

Olkoon nyt AB jana, jonka pituus on r ja I' A-keskinen
ja B kautta kulkeva ympyra (kuva 3). Piirretdén B
keskipisteend r-sidteinen ympyra, joka leikkaa I':n pis-
teessé C ja edelleen C-keskinen r-siteinen ympyré, jo-
ka leikkaa I':n pisteessé D. Koska AC = AD = r,
kolmiot ABC' ja ACD ovat tasasivuisia. Pisteet B ja
D ovat janan AC keskinormaalilla, joten BD LAC. Ja-
nan BD pituus on siten kaksi r-sivuisen tasasivuisen
kolmion korkeusjanan pituutta, eli rv/3. Jos nyt piir-
rdmme puoliympyrén, jonka halkaisija on BD ja mer-
kitsemme F:114 puoliympyréin ja B-keskisen r-sateisen
ympyran leikkauspistettéd, niin Thaleen lauseen nojal-
la ZBFD on suora kulma. DBF on sellainen suora-
kulmainen kolmio, jonka tarvitsemme, DF = rv/2 ja
D-keskisen F:n kautta kulkevan ympyran ja [''n leik-
kauspisteet G ja H ovat kaksi halutun nelion kérked.
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Yksi kéarki on tietysti D ja neljds karki I 16ytyy I':n ja
G-keskisen D:n kautta kulkevan ympyréin leikkauspis-
teena.

Kuva 3.

On kuitenkin yksi mutta. Miten piirretdén se puoliym-
pyré, jonka halkaisija on DB? Sitd varten on loydet-
tdva janan DB keskipiste. Yllattdvaa saattaa olla, et-
ta janan puolittaminen pelkélla harpilla vaatii esityok-
seen janan kaksinkertaistamisen. Kuusiterédlehtisen ku-
kan konstruktio kertoo heti, miten jana kaksinkertais-
tetaan. Jos kuvassa 3 piirretdén vield yksi ympyré, nyt
D keskipisteend ja pisteen C kautta, niin tdmén ja I':n
toinen leikkauspiste E on sellainen, ettd BE = 2 - BA.
Nythén nimittain myés ADE on tasasivuinen kolmio,
joten /ZBAE = 3-60° = 180°, joten E on suoralla AB
ja AE = BA, joten BE =2 - BA.

Etsitddn nyt pelkin harppitempuin piste, joka on an-
nettujen kahden pisteen, esimerkiksi B ja D, vélisen
janan keskipiste (kuva 4). Tatd varten piirretddn D
keskipisteend B:n kautta ympyrd I'. Edellisessd kap-
paleessa selostetulla tavalla 16ydetdéan piste C, joka on
I":n ulkopuolella ja jolle DC = 2- DB. Piirretdéan nyt C
keskipisteend ympyrd D:n kautta. Se leikkaa I':n pis-
teissé E ja F. Kolmiot CED ja CDF ovat nyt tasa-
kylkisid kolmioita, ja erityisesti sellaisia kolmioita, joi-
den kylki on kaksi kertaa niin pitkd kuin kanta. Piir-
retddn viela E ja F keskipisteind D:n kautta kulke-
vat ympyrat. Ne leikkaavat toisensa myo0s pisteessd M.
Piirroksien mukaan pisteet D, M ja C ovat janan EF
keskinormaalin pisteitd. M on siis suoralla DC. Mutta
my6s B on suoralla DC. Tésté seuraa, ettd tasakylki-
silld kolmioilla CED ja EDM on yhteinen kantakulma
/ZEDM. Kolmiot ovat siis yhdenmuotoisia. Mutta sil-
loinhan pienemménkin kolmion kanta eli DM on puo-
let sen kyljestd DE. DE ja DB ovat molemmat [':n

siteitéd, joten DM on puolet DB:stid. Janan keskipis-
te 16ytyy pelkkdd harppia kéyttéden, joten Napoleonin
ongelma on ratkaistu.

Kuva 4.

Vaan hetkinen vield! Janan, jonka pituus on rv/3, méé-
rittdmisessi kdytettiin hyvéiksi pistetta A, alkuperaisen
ympyran keskipistettd. Entédpé jos tehtdvissa vastassa
olisikin vain ympyréaviiva I' ilman tietoa ympyran si-
teestd tai keskipisteestd? Jos 16yddmme I':n keskipis-
teen vain harppia kédyttden, voimme edelleen ratkaista
Napoleonin ongelman.

Voimme tehdi néin (kuva 5). Otetaan jokin I':n piste A
ja piirretdan A-keskinen ympyré. Sen ja I':n leikkaus-
pisteet olkoot B ja C'. Piirretddn B ja C keskipisteind
ympyrat A:n kautta; ne leikkaavat paitsi A:ssa myos
pisteessd D. Sitten piirretddn D keskipisteend ympyra
A:n kautta. Se leikkaa A-keskisen ja B:n ja C:n kautta
piirretyn ympyrén pisteissd E ja F. Piirretddn viela F
ja F keskipisteind ympyrat A:n kautta. Ne leikkaavat
myo6s pisteessi O. Nyt O on I':n keskipiste!

Kuva 5.
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Miksi? Riittdd, kun osoitamme, ettd O on yhtéd etail-
14 T:n pisteistd A, B ja C. Osoitetaan ensin, etti
OB = OC. Kaytetddn taas tietoja keskinormaaleista.
Selviasti AE = AF, joten A on janan EF keskinor-
maalin piste. Myés EO = EA = FA = FO, joten O
on FF:n keskinormaalin piste. Mutta F ja F' ovat mo-
lemmat D-keskisen ympyran pisteitd, joten myos D on
EF:n keskinormaalin piste. O, D ja A ovat siis kaikki
samalla suoralla, joka on EF:n keskinormaali. Mutta
sekéd A ettd D ovat yhté etdalld myos pisteista B ja C,
joten AD on myos janan BC' keskinormaali. Koska O
on suoralla AD, on oltava OB = OC'. Jotta todistus tu-
lisi valmiiksi, on vield osoitettava, ettd OA = OB. Té-
hén tarvitaan hiukan yhdenmuotoisia kolmioita. Piir-
rokset on tehty niin, ettdi FO = FA ja DE = DA.
Kolmiot FOA ja DAFE ovat siis tasakylkisid. Edelld
huomattiin jo, ettd D on janalla OA. N&illa tasakylki-
silla kolmioilla on siis yhteinen kulma ZEAD, joten ne
ovat yhdenmuotoisia. Néin ollen

04 _ B4
AE  AD’

Mutta AE = AB, joten patee myos

OA AB
AB~ AD’ M)

Koska D on janalla AO, kolmioilla OAB ja BAD on
yhteinen kulma kérjessd A. Suhdeyhtélosta (1) seuraa,
ettd kolmiot ovat yhdenmuotoisia (sks). Koska kolmio
BAD on tasakylkinen, myos kolmio O AB on tasakylki-
nen. Siis todellakin OA = OB, ja olemme osoittaneet,
ettd harpin avulla 16ytynyt piste O on I':n keskipiste.

Napoleonin ja Mascheronin tapaamisen seuraukset
Mascheronille eivét olleet yhté harmittomia kuin Napo-
leonille. Yksi Ranskan vallankumouksen kauaskantoi-
simmista seurauksista oli 1790-luvulla kehitetty met-
rijarjestelméa. Napoleon vérvéisi Mascheronin vieméain
jarjestelméa Italiaan, ja Mascheroni matkusti Pariisiin
perehtyméadn tdhdn uuteen asiaan. Sotaonnen vaihte-
lut estivit hantd palaamasta kotiseudulleen Milanon
tienoille. Pariisissa Mascheroni vilustui, sairastui vaka-
vasti ja kuoli.

Napoleonin lausetta on kisitelty Solmussa aiemminkin

Simo Kiveld: Solmu 2/1997
Geometriakulma: Napoleonin lause

http://matematiikkalehtisolmu.fi/1997/2/napoleon.html
(Todistus annetaan harjoitustehtdvina lukijalle, yleistyksifikin pohdittavaksi.)

Simo Kiveld: Solmu 1/1998

Geometriakulma: Algebran kiytté geometriassa eli Napoleonin lause uudelleen
http://matematiikkalehtisolmu.fi/1998/1/geomkulma/

Matti Lehtinen: Matematiikan historia
Ranskan vallankumouksen ajan matematiikkaa

http://matematiikkalehtisolmu.fi/2000/mathist/pdf/ranska.pdf

Matematiikan verkkosanakirja, N (niinkuin Napoleon)

http://matematiikkalehtisolmu.fi/sanakirja/n.html

Lukiolaisellekin sopivia, avoimia ja maksuttomia matematiikan ja tilastotieteen

MOOC-kursseja

e Johdatus yhteiskuntatilastotieteeseen Helsingin yliopistossa. Kurssi on kéynnissd maaliskuulle 2016, mukaan

pédsee milloin tahansa:

http://mooc.helsinki.fi

e Matriisilaskennan MOOC 2016 Aalto-yliopistossa. Kurssi alkaa 4.1.2016:

http://mooc.math.aalto.fi


http://matematiikkalehtisolmu.fi/1997/2/napoleon.html
http://matematiikkalehtisolmu.fi/1998/1/geomkulma/
http://matematiikkalehtisolmu.fi/2000/mathist/pdf/ranska.pdf
http://matematiikkalehtisolmu.fi/sanakirja/n.html
http://mooc.helsinki.fi
http://mooc.math.aalto.fi
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Homotetia eli venytyskuvaus geometrisissa

konstruktioissa

Jani Hannula
lehtori, Metropolia Ammattikorkeakoulu
tohtorikoulutettava, Helsingin yliopisto

Tarkastellaan seuraavaa geometrista konstruktio-on-
gelmaa: annetun terdvikulmaisen kolmion sisddn on
konstruoitava (kuvan mukaisesti) sellainen nelio, jon-
ka kaksi kédrked ovat kolmion yhdella sivulla ja kaksi
muuta karked ovat kolmion muilla sivuilla.

Tamé mielenkiintoinen ongelma on esitetty mm. Geor-
ge Polyan ongelmanratkaisun klassikkoteoksessa [2] se-
ki Kalle Vaisdldn geometrian oppikirjassa [3]. Kuten
moni muukin matemaattinen ongelma, myos esitetty
ldhtee aukeamaan, mikéli miettii aluksi helpompaa on-
gelmaa. On ainakin helppoa konstruoida nelio, jonka
kaksi karked ovat kolmion yhdelld sivulla ja toinen
muista karjistd on kolmion jommalla kummalla muulla
sivulla.

Nyt tehtdvana on oikeastaan vain loytaa téllaisten ne-
lididen joukosta sopivan kokoinen yksilo. Mikéli kol-
mioita piirtdd muutaman kappaleen, saattaa huomata,
ettd ne nelididen kérjet, jotka jadvat kolmion sisédpuo-
lelle (tai ulkopuolelle) asettuvat samalle suoralle, joka
kulkee vieldpéa ”sattumalta” kolmion erdan karjen kaut-
ta.
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Kun tdmé&n huomaa, tehtéva on ratkaistu: voidaan kon-
struoida nelid, jonka neljds kdrki on saadun suoran
ja kolmion kolmannen sivun leikkauspisteessi. Herda
kuitenkin kysymyksia. Mista tiedimme, ettd nelididen
kérjet ovat oikeasti samalla suoralla? Ja kd&ntden: mis-
ta tieddmme, etté viimeisessi vaiheessa konstruoimam-
me nelié asettuu vaaditulla tavalla (tai konstruoitu ne-
likulmio on neli6)? Vastaus piilee yhdenmuotoisissa kol-
mioissa. Se, mité ratkaisussa voidaan oikeastaan kat-
soa tapahtuneen, on, ettd pienempéd neliotda venytet-
titn suuremmaksi. Téallaista geometrista kuvausta kut-
sutaan homotetiaksi.

Homotetia

Geometrisia kuvauksia voidaan luokitella sen mukaan,
minkalaisia ominaisuuksia kuvauksessa sdilyy. Esimer-
kiksi peilaus on yhtenaisyyskuvaus, jossa esimerkiksi
kolmiot kuvautuvat alkuperdisen kolmion kanssa yh-
teneviksi kolmioiksi. Homotetia sen sijaan kuvaa esi-
merkiksi kolmiot yhdenmuotoisiksi kolmioiksi eli se on
yhdenmuotoisuuskuvaus. Homotetia voidaan mééaritel-
14 Lehtisen [1] tapaan seuraavasti:

Maéritelma: Olkoon O kiinted tason piste, P tason
piste ja k jana-aritmetiikan alkio (esimerkiksi R?:ssa
reaaliluku). Médritellddn tason pisteille kuvaus f eh-
doilla:

1. Jos P = O, niin f(P) = P.

2. Jos P # O, niin f(P) on se puolisuoran O? piste,
jolle pétee
oI _,
op 7
Pistettd O kutsutaan homotetiakeskukseksi ja suhdetta
k homotetiasuhteeksi (tai -kertoimeksi). Kuvassa pis-
teet P ja @ on kuvattu homotetialla f, jossa homote-
tiakeskuksena on piste O ja homotetiasuhde on 2.

f(P)

P f(Q

Homotetian idea on siis varsin yksinkertainen, ja on-
kin kohtuullisen vaivatonta osoittaa, ettd homotetia on
yhdenmuotoisuuskuvaus, joka kuvaa mm. kolmiot yh-
denmuotoisiksi kolmioiksi. Homotetian avulla voidaan
siis usein ratkaista sellaisia konstruktio-ongelmia, jois-
sa jotakin “apukuviota” on vain skaalattava sopivan
kokoiseksi.

Homotetian kayttoa

Palataan vield alussa esitettyyn konstruktio-ongel-
maan. Ajatellaan kolmion kéirked homotetiakeskuksena
ja pienemmaén nelion karkid homotetiassa kuvattavina
pisteina.

Nyt pitaisi ndyttaa silté, ettd ratkaisun oikeellisuuteen
liittyviin kiusallisiin kysymyksiin on mahdollista vas-
tata. Toisaalta, olisiko seuraaviin konstruktiotehtéviin
nyt mukavat evaat?

1. Kolmion sisddn on piirrettdva kolmio, jonka sivut
ovat kolmen annetun suoran suuntaiset.

2. Ympyrén sektorin sisdén on piirrettava ympyra.

Lisdd konstruktio-ongelmia, joissa homotetiasta on
iloa, 16ytyy Viisilan Geometriasta [3, s. 135].

Lopuksi

Téassé homotetiaa ja geometristen kuvauksien ideaa ké-
siteltiin pintaraapaisun omaisesti. Tarkemmin geomet-
risiin kuvauksiin ja niiden ominaisuuksiin voi syven-
tyé esimerkiksi Matti Lehtisen geometrian materiaalin
[1] avulla, jossa késitelladn yksityiskohtaisesti yhtene-
vyyskuvauksia, yhdenmuotoisuuskuvauksia ja inversio-
ta ympyran suhteen. Kiitdn professori Juha Oikkosta
lukuisista geometrisista rupatteluista erityisesti kevial-
1a 2012!

Viitteet

[1] Lehtinen, M. Geometrian perusteita
http://matematiikkalehtisolmu.fi/2011/
geometria2011.pdf Luettu 31.8.2015

[2] Pélya, G. Ratkaisemisen taito: kuinka lahestyd ma-
temaattisia ongelmia.

[3] Vaisild, K. Geometria
http://matematiikkalehtisolmu.fi/2011/
geometria.pdf Luettu 31.8.2015


http://matematiikkalehtisolmu.fi/2011/geometria2011.pdf
http://matematiikkalehtisolmu.fi/2011/geometria2011.pdf
http://matematiikkalehtisolmu.fi/2011/geometria.pdf
http://matematiikkalehtisolmu.fi/2011/geometria.pdf
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Odottelua pysakilla

Juha Karvanen ja Antti Luoto

Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Jyviaskyldn yliopisto

Kiirehdit bussipysékille. Saapuessasi paikalle kello on
8.04. Arvelet, ettd bussi ei ole vield mennyt, mutta et
ole téysin varma asiasta. Bussi ldhtee padtepysékiltaan
klo 8.00 ja télle pysékille matka kestda yleensd noin
kahdeksan minuuttia. Jaat odottelemaan bussia, jonka
uskot saapuvan pian. Kymmenen minuutin odottelun
jilkeen mieleesi nousee aavistus siité, ettd bussi on sit-
tenkin ehtinyt jo ohittaa pysédkin ennen kuin tulit pai-
kalle. Odoteltuasi vield viisi minuuttia olet hyvin var-
ma siitéd, ettd olet myohéstynyt bussista. Seuraava bussi
lahtee klo 8.30 ja siihen ainakin ehdit hyvin. Odottelu
pysékilla jatkuu.

Edelld esitettyd arkipdivan tilannetta voi tarkastella
todennéakoisyyslaskennan keinoin. Tieddmme siis, et-
ta bussi lahtee klo 8.00, matkustaja saapuu pysakille

klo 8.04 ja seuraava bussi lahtee klo 8.30. Kiinnostuk-
sen kohteena oleva kysymys kuuluu: "Mika on jaljella
oleva keskiméarédinen odotteluaika, jos matkustaja on
odottanut pysékilld jo s minuuttia?” Téasmallisempi
todennékoisyyslaskennan termi keskimééraiselle odot-
teluajalle on odotteluajan odotusarvo.

Jotta tehtdvan voisi ratkaista, tarvitsemme tiedon ajas-
ta T, joka bussilla kuluu péatepyséakiltéd odottelupysa-
kille. Tamé aika ei ole vakio, vaan se vaihtelee riip-
puen mm. matkustajien ja muun liikenteen méaérésta.
Kerdamalla systemaattisesti havaintoja bussin saapu-
misajoista saamme tietoa satunnaismuuttujan 7" jakau-
masta. Havaintoaineiston perusteella matka-ajan ja-
kaumalle voi sovittaa jonkin sopivan mallin, kuten esi-
merkiksi gamma-jakauman tai log-normaalijakauman.

Oletamme nyt, ettd tieddmme tdmén matka-ajan ja-
kauman olevan log-normaalijakauma. Sanotaan, ettd
T on log-normaalijakautunut parametrein p ja o > 0,
T ~ log N (p, o), mikéli tiheysfunktio on

1 _<logt—2u)2 £ 0
fT(t) = tV2mo? ¢ 7 ’ >
0, muulloin
ja kertyméfunktio on
(I)(logt—u) —
Fr(t) = S gy, 50 O)
0, muulloin,
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Kuva 1: Bussin saapumisaikaa kuvaavan log-normaalijakauman tiheysfunktio.

missé ® on standardinormaalijakauman N (0,1) ker-
tyméafunktio. Tyypillinen tapa johtaa log-normaalija-
kauma on tarkastella muunnosta T = g(X) = eX,
missé satunnaismuuttuja X noudattaa normaalijakau-
maa, X ~ N(u,o), jolloin tiheysfunktio fr ratkeaa
muuttujanvaihdon avulla. Siis T' ~ log N (i, o) mikéli
logT ~ N(p,0). Parametri p kuvaa jakauman sijain-
tia ja ¢ > 0 on skaalaparametri. Jatkuvan, vain posi-
tiivisia arvoja saavan satunnaismuuttujan odotusarvo
ja varianssi méaritelldan kaavoilla

E[T]:/OOO L (t)dt
ja .
Var[T] = /O (t — B[T)? fr(t)dt.

Log-normaalijakauman log N (i, o) tapauksessa odo-
tusarvoksi ja varianssiksi saadaan

2

Var([T]| = (7 — 1)62“+‘72.

E[T] = et 37" ja

Kun parametrien arvoiksi kiinnitetdén p = 2 ja
0.3, saadaan bussin matka-ajan odotusarvoksi
2+3:03" & 7,73 minuuttia, joka pydristettyni on edelld
mainittu kahdeksan minuuttia. Jakauman tiheysfunk-
tion kuvaaja on esitetty kuvassa 1. Kuvasta ndhdaén,
ettd matka-ajan jakauma on vino. Jakauman moodi
eli tiheysfunktion huippukohta on 203" ~ 6.75 mi-
nuuttia. Kolmas jakauman sijaintia kuvaava tunnuslu-

o =

ku on mediaani, jonka arvo e? ~ 7.39 minuuttia. Me-
diaanin kohdalla kertyméafunktio saa arvon 0.5. Yksi-
huippuisen symmetrisen jakauman tapauksessa ndiden
kolmen tunnusluvun arvot olisivat samat, mutta koska
log-normaalijakauma on vino jakauma, kaikki kolme
tunnuslukua eroavat toisistaan.

Bussin matka-ajan jakaumamallin ollessa selvilla voim-
me laskea sen perusteella meitd kiinnostavia todenné-
koisyyksid. Numeerisiin laskutoimituksiin voi kiytt&a
esimerkiksi avoimen ldhdekoodin R-ohjelmistoa, joka
on saatavilla osoitteesta www.r-project.org. Todenné-
koisyys sille, ettéd bussi ohittaa pysédkin ennen kuin kel-
lo on 8.04 vastaa todennékoisyytta, ettd matka-aika on
alle neljd minuuttia. Tama lasketaan R-ohjelman ko-
mennolla plnorm(4,meanlog=2,sdlog=0.3) ja tulok-
seksi saadaan P(T < 4) = 0.02. Bussista my6héstymi-
nen on siis mahdollista, mutta ei kovin todennékéista,
kun pysékille saavutaan klo 8.04.

Vastaavalla tavalla voidaan laskea todennékoi-
syys sille, ettd matka-aika on enemmén kuin
4 4+ s minuuttia. Tadman voi tehdd R-komennolla
1-plnorm(4+s,meanlog=2,sdlog=0.3). Koska teh-
tavéin tilanteessa tieddmme, ettd bussi ei ole saapunut
sind aikana, kun matkustaja odottelee pysékilla, téy-
tyy pated joko T < 4 tai T > 4 + s. Naista jalkim-
maéisen mahdollisuuden todennakoéisyys pienenee, kun
odotteluaika s kasvaa.

Jos klo 8.00 ldhtenyt bussi on jo mennyt, pysakilla
odottelua kestaé siihen saakka, kunnes klo 8.30 ldhte-


https://www.r-project.org
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vé bussi saapuu. Odotteluajan W(*) odotusarvoksi saa-
daan tallsin E(W ) = 30 — (4 + s) + E(T) ~ 33.8 — s.
Tarkastelussa rajoitutaan tapauksiin, joissa pysékilla
on odoteltu korkeintaan klo 8.30 asti eli s < 26.

Jos klo 8.00 lahtenyt bussi ei ole viela mennyt, jéljel-
14 olevan odotteluajan odotusarvo on ehdollinen odo-
tusarvo E[T' | T > s+4]. Tdmi odotusarvo voidaan las-
kea analyyttisesti tai simuloimalla. Analyyttinen rat-
kaisu edellyttdd integrointia, sopivan muuttujanvaih-
don ja nelicksi tdydentdmista. Lopuksi padadytaan tu-
lokseen, joka on ilmaistavissa normaalijakauman kerty-
méfunktion avulla. Simulointiratkaisu taas edellyttaa,
ettd klo 8.00 ja klo 8.30 ldhtevien bussien saapumisaiko-
ja generoidaan esimerkiksi R-ohjelmiston avulla suuri
joukko, jonka avulla odotteluajan odotusarvo voidaan
maarittda likimaaraisesti. Tulos on sita tarkempi, mita
enemman saapumisaikoja on generoitu.

Ongelman ratkaiseminen analyyttisesti

Ongelma keskimédraisen odotteluajan ratkaisemisek-
si voidaan muotoilla matemaattisesti todennékoisyys-
laskennan késitteiden avulla. Tasmallisyyden vuok-
si esityksessd kaytetddn todennédkoisyysavaruuden ja
Borel-mitallisuuden késitteita, joiden syvallinen ym-
martdminen ei kuitenkaan ole vilttaméatonta esityksen
seuraamiseksi. Aiheesta kiinnostunut lukija voi tutus-
tua todennékoisyyslaskennan teoreettisiin perusteisiin
tarkemmin esimerkiksi Wikipedia-sivulla "Todennakdi-
syysteoria”.

Olkoot Ty, T, riippumattomia log N (u, o)-jakautuneita
satunnaismuuttujia abstraktilla todennékdisyysava-
ruudella (2, F,P). Satunnaismuuttujat 77 ja Th tul-
kitaan klo 8.00 (bussi 1) ja klo 8.30 (bussi 2) ldh-
tevien bussien matka-ajoiksi, ja ndmé oletetaan siis
toisistaan riippumattomiksi. Tieddmme, ettd matka-
ajalle T7 pétee joko T7 < 4 tai T} > 4 + s. Mikali
T1 > 4+ s, seuraavaksi pysékille saapuu bussi 1. Téssé
tapauksessa joudutaan odottelemaan vield Ty — (4+ s)
minuuttia. Mikéali puolestaan T; < 4, pysékille saa-
puu seuraavaksi bussi numero 2, joka saapuu paikal-
le T5 + 30 minuuttia yli kahdeksan. Odoteltavaa jia
siten To + 30 — (4 + s) = T» + 26 — s minuuttia. On téa-
ten luontevaa méaéritelld jaljelld oleva odotusaika W ()
deterministisen ajan s ja satunnaisten aikojen T3 ja T5
funktiona seuraavalla tavalla: annetulle s € [0, 26] ase-
tetaan

WS (W) = f(s,Ti(w), To(w))
To(w) +30 — (4 + ), jos Ty (w) < 4
=40, jos4§T1(w)<4+s
T (w) — (4+ ), jos Th(w) >4+

Niin masriteltynda W) on satunnaismuuttuja ava-
ruudella (Q, F,P), miké seuraa kuvauksen (t1,t2) —

f(s,t1,t2) Borel-mitallisuudesta. Koska ongelman kan-
nalta on merkityksetonté, mité arvoja W) saa joukos-
sa {4 < Ty <4+ s}, valittiin yksinkertaisuuden vuoksi
vakioarvo 0.

Néilld merkinnéin keskiméérdinen odotteluaika, josta
kdytetain merkintdéd e(s), on tarkalleen ottaen muut-
tujan W) ehdollinen odotusarvo ehdolla tapahtuma
{T1 ¢ [4,4+ s]}. Koska P(T7 ¢ [4,4 + s]) > 0, edelld
mainittu ehdollinen odotusarvo méaaritellaan klassista
ehdollista todenndkoisyyttd muistuttavalla kaavalla

E[W L, g4,15)]
P(T, & [4,4+5])

misséd 14 tarkoittaa indikaattorifunktiota,

Lieay = {

Todennékoisyyslaskennan laskusdéntojia noudattaen
voidaan kirjoittaa

P(T) ¢ [4,4 + s])

E[W®|T; ¢

e(s) = [4,4+5]] ==

1, jos t; kuuluu joukkoon A
0  muuten.

=P(Ty <4)+P(Ty > 4+5)

= FT(4) +1-— FT(4 + S),

missd Fr on kaavassa (1) mééritelty log-normaalija-
kauman kertyméfunktio. Edelleen, odotusarvon lineaa-

risuuden ja muuttujien 77 ja T, riippumattomuuden
nojalla péatee toinen yhtdsuuruus

E[WSLiry g 4a14y]

=E[Wr ] +EWYLir5000]
=E[(T2+30—(4+s) )1{T1<4}]
+E[(T1 — (44 5) 1 >a4s)]
=E[T2 4+ 30 — (4 + s)|P(Ty < 4)
+E[T1 11,501y — (4+8)P(Ty > 4+ 5)

= (E[T3] + 26 — s) Fr(4)

+E[T1 11 5at63) — (44 8)(1— Pr(4+s)).

Néin ollen

M
FT(4) + 1-— FT(4 + 8)7

e(s) = (2)

missa
M = (E[T%] 4+ 26 — s) Fr(4) + E[Ti 11, 5444}
—(A+s)(1-F(4+5s)).
Tekemélld muuttujanvaihto ¢t = e¥ ndhdéén, ettéa
E[T11(1,>a+5}]
e 1
—e
d4s V2mo?2

/Oo 1 —w-m>i202y p 3)
= — e 20 1.
log(4+s) V 271'02

Nelioontdydennys muuttujan y suhteen puolestaan an-
taa

_ Qogt—m)?

202 dt

2
—(y—p)* +20%y = —(y— (p+0%)" +2u0”° + 0",
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joten kaavan (3) oikea puoli yksinkertaistuu lopul-

(pto?)
o

ta muuttujanvaihtoa x = % — ja symmetriaa

®(x) = &(—=x) soveltaen muotoon

—(=w3+202y

20 dy

e 1
e
/10g(4+s) Vv 2mo?

o0 2
2 1 —(y—(uto))
= eHto /2/ e 252 dy
1

og(4+s) V 202

~(/o—(p+c?)/0)?
2

2 1
— ehto’/2 / e y
log(4+s) V 2702
0o

e 2y

— e“+‘72/2/ 1
log(4+s)=(uto?) |/
og sn pto 27-r

_ eu+o2/2®(_ log(4 + ) + p + 02).
g

Siis E[T11{7, 5415} = e,ﬂmz/z@(w).
Koska lisiiksi E[T5] = e#+27° | kaavaan (2) sijoittamalla

saadaan lopulta

N

‘O = BT

missa

N = [e#+02/ 24 96— s} Fr(4)

n eu+02/zq)(—log(4 +s)+put 02)
g

—(A+s)(1=Fr(4+s)).

Annetuilla parametrien arvoilla u = 2 ja o = 0.3 kes-
kimaéaréiseksi odotusajaksi saadaan siten esimerkiksi

324, s=3

6.27, s=7
e(s) = 18.07, s=15

8.73, s=25.

Ongelman ratkaiseminen simuloimalla

Samaan tulokseen voidaan péédstd my6s simuloimal-
la. Talloin log-normaalijakaumasta generoidaan suu-
ri médrd saapumisaikoja klo 8.00 ja 8.30 ldhteville
busseille. Olkoon T} ensimmaéisen ja 75 toisen bussin
matka-aika pysékille. Tarkastelusta poistetaan ne ta-
paukset, joissa ensimmainen bussi saapuu aikavalilla
[4, 4+ s]. Jokaiselle jiljelle jaaneelle n tapaukselle laske-
taan odotteluaika generoitujen saapumisaikojen perus-
teella. Jos T} > 4 + s eli ensimmainen bussi ei ole viela
mennyt, jiljelld oleva odotteluaika on W) = T} —4—s.
Jos taas 77 < 4 eli ensimméinen bussi on jo mennyt,
jéljells oleva odotteluaika on W) = 30+T, —4—s. Si-
muloiduista tapauksista laskettu muuttujan W) kes-
kiarvo estimoi odotteluajan odotusarvoa. Tuloksen nu-
meerinen tarkkuus riippuu tapausten lukuméérasté n,

joka puolestaan riippuu simuloinnissa kéytettyjen tois-
tojen lukumé&arasta.

Simuloinnin voi toteuttaa esimerkiksi alla olevalla R-
koodilla:

n <- 100000 #toistojen lkm

mu <- 2
sigma <- 0.3
r <-4

interval <- 30
Tl <- rlnorm(n,mu,sigma)
T2 <- interval + rlnorm(n,mu,sigma)
svec <- 0:30 #odotteluaikojen vektori
wn <- rep(NA,length(svec)) #tarkasteltavien
#tapausten lkm
wmean <- rep(NA,length(svec)) #odotteluajan
#odotusarvo
wmedian <- rep(NA,length(svec)) #odotteluajan
#mediaani
wqlO <- rep(NA,length(svec)) #odotteluajan
#10 % kvantiili
wq90 <- rep(NA,length(svec)) #odotteluajan
#90 % kvantiili
for(i in 1:length(svec)) #tehddsn laskenta
#erikseen jokaiselle s:n arvolle
{
s <- svec[i]
valid <- (T1>(s+r) | Ti<r) #indikaattori:
#kuuluuko tarkastelujoukkoon
wn[i] <- sum(valid)
intime <- (r < T1[valid]) #indikaattori:
#bussi el ole vield mennyt
wtime <- intimex(T1[valid]-r-s)+(!intime)x*
(T2[valid]l-r-s)
wmean[i] <- mean(wtime)
wmedian[i] <- median(wtime)
wqlO[i] <- quantile(wtime,0.1)
wq90[i] <- quantile(wtime,0.9)

#Vertaillaan analyyttisesti johdettuun
#odotusarvoon, jonka arvoja voi laskea
#seuraavalla funktiolla
waitingtime <- function(s,alpha=2,sigma=0.3,
r=4,interval=30)
{
sr <- 1-plnorm(s+r,alpha,sigma)
fr <- plnorm(r,alpha,sigma)
E1l <- exp(alphatsigma~2/2)/sr*
pnorm((-log(s+r)+alphat+sigma™2)/sigma) -
(s+1)
E2 <- interval-r-s+exp(alpha+sigma~2/2)
E <- sr/(sr+fr)*El+fr/(sr+fr)*E2
return(E)

#Piirretdan tuloksista kuva
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Pysékilla odoteltu aika (min)

Kuva 2: Jaljella olevan odotteluajan odotusarvo, mediaani sekd 10 % ja 90 % kvantiilit pysdakilla odotellun ajan

funktiona.

s <- 0:30
plot(s,waitingtime(s,r=4),type=’’0"",
ylim=c(0,26),
xlab=’’Pysdkilla odoteltu aika (min)’’,
ylab=’’Jdljelld oleva odotteluaika (min)’’)
lines(svec,wmean,col=’’red’’,lwd=2)
lines(svec,wmedian,col=’"blue’’,1lty=2,1lwd=2)
lines(svec,wql0,col=’"blue’’,lty=2,1lwd=2)
lines(svec,wq90,col=""blue’’,lty=2,1lwd=2)
legend(’’topright’’,
legend=c(’’odotusarvo (analyyttinen kaava)’’
’2odotusarvo (simulointi)’’,
210 %, 50 % ja 90 % kvantiilit’’),
lty=c(1,1,2),1lwd=c(1,2,2),
pch=c(1,NA,NA),
col=c(’’black’’,’’red’’,’’blue’’))
text(4,22,7°90%’’ ,col=""blue’’)
text (8,20,°°50%’’,col=""blue’’)
text (14.5,2,°°10%’’,col="blue’’)

Odotteluajan odotusarvon lisdksi R-koodissa estimoi-
daan mydos odotteluajan mediaani, 10 % ja 90 % kvan-
tiilit. Mediaani eli 50 % kvantiili tarkoittaa havaintoa,
jota pienempid on 50 % havainnoista. Vastaavasti 10
% ja 90 % kvantiilit tarkoittavat havaintoja, joita pie-
nempia on 10 % ja 90 % havainnoista. Kvantiilien rat-
kaiseminen ei onnistu helposti analyyttisesti, mutta si-
muloinnissa ne saadaan laskettua yhden koodirivin li-
sdyksella.

>

Tulokset on esitetty graafisesti kuvassa 2, joka on luotu
edelld esitetylld R-koodilla. Kuvasta ndhdéin, ettd ana-
lyyttisesti laskettu odotusarvo ja simuloimalla laskettu
odotusarvo ovat hyvin lahelld toisiaan. Aluksi odotte-
luajan odotusarvo pienenee, kun s kasvaa, mutta kol-
men minuutin odottelun jélkeen (klo 8.07) odotusarvo
alkaa kasvaa. Maksimi saavutetaan 14 minuutin odot-
telun jilkeen (klo 8.18) , jonka jélkeen odotusarvo al-
kaa pienentyé ldhes lineaarisena funktiona. Mediaanin
ja muiden kvantiilien hyppéykset ovat seurausta jakau-
man kaksihuippuisuudesta. Todennékéisyys, ettd en-
simméinen bussi on jo mennyt ylittd4d 10 % noin kuu-
den minuutin odottelun jilkeen (klo 8.10), 50 % noin
kymmenen minuutin odottelun jélkeen (klo 8.14) klo ja
90 % noin 13 minuutin odottelun jélkeen (klo 8.17).

Esimerkin tarkoituksena on ollut havainnollistaa sité,
kuinka ldheisesti todennékéisyyslaskenta liittyy arki-
péivin tapahtumiin. Lisdksi tavoitteena on ollut esit-
tad, kuinka jakaumiin liittyvia tehtévid voidaan rat-
kaista sekd analyyttisesti ettd simuloimalla. Analyyt-
tinen ratkaiseminen ja simulointi tdydentévit toinen
toistaan. Ratkaisu, joka saadaan kahdella toisistaan
riippumattomalla tavalla, on todennédkéisemmin oikein
kuin vain yhdelld tavalla saatu ratkaisu.

(Esimerkkié on kdytetty harjoitustehtéviani Jyviskylian
yliopiston kurssilla Elinaikamallit.)
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Konsonanssi ja dissonanssi musiikissa

Hilla Fred!

Musiikki ja matematiikka liittyvét toisiinsa vahvasti.
Kun puhumme musiikin teoriasta, puhumme oikeas-
taan vain maédaritellyistd, numeroidenkin avulla ilmais-
tavista, ihmisen kehittelemisté saénnoisté, jollaista ma-
tematiikankin voidaan katsoa olevan. Sekd musiikis-
sa ettd matematiikassa on hyvin perustavanlaatuista
sddnnonmukaisuutta ja kauneutta, jonka tutkimista 14-
hestymme téssa tekstissd harmoniaa ja miellyttavyyt-
td ilmaisevan konsonanssin késitteen kautta. Ei liene
yllattavaa, etta esimerkiksi miellyttdvan ja harmonisen
kuuloiset intervallit perustuvat myos kaikista yksinker-
taisimmille geometrisille suhteille.

Asnen ja matematiikan vilinen yhteys on fysiikkaa,
johon emme téssé tekstissd paneudu perusteita kum-
memmin. Sen sijaan keskitymme musiikkiin, ja samalla
matematiikkaan, taiteena, jonka ilmaisuvoimassa kon-
sonanssilla ja dissonanssilla on suuri rooli.

Ennen kuin voimme késitelld konsonanssia ja disso-
nanssia, on kaytava ldapi jonkin verran musiikin teorian
perusteita. Selvenndmme aluksi, mita tarkoitetaan in-
tervalleilla ja miten ne muodostuvat. Kdymme myos 14-
pi lyhyesti, mita tarkoitetaan asteikoilla ja virityksilla.
Kaikki edelld mainitut perustuvat dénen fysikaalisiin
ominaisuuksiin, ja néitd fysikaalisia ominaisuuksia on
mahdollista havainnollistaa matematiikan keinoin.

Konsonanssi ja dissonanssi eiviat ole suinkaan sével-
ten absoluuttisia ominaisuuksia, vaan kasitys niistd on
vaihdellut kulttuureittain, eri historian aikakausina ja

musiikkityylien vélilld. Kdymme lapi néitd kéasityksia
ja sitd, miten matematiikka on vaikuttanut kéasitykseen
siitd, millainen musiikki on konsonoivaa, miellyttavia
ja harmonista.

Musiikin teorian perusteita

Kun késittelemme musiikin teorian fysikaalista perus-
taa, emme voi olla keskittyméatté erityisesti Pythago-
raan havaintoihin musiikin ja matematiikan yhteyksis-
td — Pythagoras nimittéin kdytdnnossa loi lansimaisen
musiikin teorian perusteet.

Pythagoras havaitsi, ettd soittimen kielten pituudet oli-
vat kddntden verrannollisia kielesté lahtevéin danen kor-
keuteen. Téarked huomio oli, ettd mikéli kielen pituus
puolitetaan, nousee sdvelen korkeus oktaavilla. Kay-
tdmme termié intervalli, kun puhumme kahden sévelen
vélisestd korkeuserosta. Oktaavin ja pohjaséivelen véli-
nen suhde on 2 : 1. Tama tarkoittaa sité, ettd 2000 Hz
taajuudella soiva d4ni on oktaavin paédssd 1000 Hz taa-
juudella soivasta dénestd. Tamé& on yhteinen havain-
to kaikista maailman musiikkijarjestelmista: oktaavin
padssé toisistaan olevat dédnet koetaan samaksi [1].

Pythagoras kehitti aritmeettisen ja geometrisen kes-
kiarvon lisédksi késitteen harmonisesta keskiarvosta, jo-

IKirjoittaja on Helsingin yliopiston opiskelija. Teksti on kirjoitettu alun perin Aalto-yliopiston kurssia Kristallikukkia peilisaleissa

— matematitkka kohtaa taiteen ja arkkitehtuurin varten.
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Tuloksena on 4 : 3, joka on intervallina puhdas kvart-
ti. Kun kddnndmme kvartin, saamme puhtaan kvintin,
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Edella esitellyt priimi 1 : 1, kvartti 4 : 3, kvintti 3 : 2
ja oktaavi 2 : 1 ovat niin kutsuttuja puhtaita interval-
leja: ne on historian saatossa koettu ldhes poikkeukset-
ta harmonisina. Muut intervallit sijoittuvat yhté lailla
kahden oktaavin vilille, esimerkiksi suuressa terssissa
sévelten valinen suhde on 5 : 4.

Musiikin teoriassa kaytetddn kasitettd sdvelaskel. Lén-
simaisessa taidemusiikissa oktaavissa sévelet ovat kah-
dentoista puolisidvelaskeleen pédssé toisistaan, kvartis-
sa viiden ja kvintissé seitsemén. Koska sédvelten véliset
korkeudet ovat suhteellisia, ei oktaavia ole mahdollis-
ta jakaa esimerkiksi kahteentoista osaan niin, etta jo-
kainen intervalli olisi puhdas. Kvintit ovat kahden po-
tensseja ja oktaavit puolestaan kolmen monikertoja, jo-
ten niiden kerrannaiset eivét kohtaa. Tdmén vuoksi on
olemassa erilaisia viritysjarjestelmid, joista esimerkkei-
né voidaan mainita pythagoralainen viritys ja nykyaan
kéytossd oleva tasaviritys. Pythagoralaisessa virityk-
sessd, kvinttien puhtaus pyritddn maksimoimaan mui-
den intervallien kustannuksella. Lopputuloksena on, et-
té viimeinen kvintti on komman (12 kvintin ja 7 oktaa-
vin erotuksen) pééssd puhtaasta intervallista, ja siten
epavireinen ja ulvova. Nykyéan kaytossé olevassa tasa-
virityksessd komma jaetaan tasan kaikkien intervallien
valille, jolloin jokainen niistéd poikkeaa hieman oikeas-
ta, suhteellisesta intervallista. Intervallit muodostuvat
talloin luvun 1 : /2 potensseista. Ihmiskorva kuiten-
kin hyviksyy tdmén pienoisen virheen [2].

Suhteellisen viritystavan lisdksi tdrkedd on kuitenkin
my0s absoluuttinen vire, jolla tarkoitetaan sen valitun
ddnen korkeutta, jonka suhteen muut sédvelet virite-
tddn. Lansimaisessa musiikissa sévelet viritetddn usein
niin, ettd A:n virdhtelytaajuus on 440 hertsid [1].

Sdvelasteikon késitteelld tarkoitetaan musiikkiteoksen
pohjana kaytettdvid rajattua sévelien joukkoa, joista
lénsimaisessa musiikissa tyypillisimpid ovat pentatoni-
nen, kromaattinen ja diatoninen. Pentatoninen asteik-
ko muodostuu neljéstd puhtaasta kvintista, kromaatti-

nen sévelasteikko puolestaan on edelld esitelty asteik-
ko, joka jakaa oktaavin kahteentoista puolisdvelaske-
leen mittaiseen intervalliin. Diatoninen asteikko muo-
dostuu seitsemaésta siavelesté, jotka ovat viiden kokoséa-
velaskeleen ja kahden puolisivelaskeleen péassé toisis-
taan — esimerkiksi pianon valkoiset koskettimet muo-
dostavat diatonisen C-duuriasteikon [3].

Konsonanssi ja dissonanssi

Konsonanssilla tarkoitetaan intervallin harmonisuut-
ta, miellyttavyytta ja sopusointuisuutta, dissonanssil-
la vastaavasti riitasointuisuutta, jannitteisyytta ja epé-
miellyttavyyttd. Konsonanssi ja dissonanssi ovat jos-
sain madrin kulttuurista, musiikkityylista ja tilantees-
ta riippuvaisia, mutta niilld on my6s vahva perusta ma-
tematiikassa. Tarkastelimme aiemmin eri intervalleja,
ja huomaamme nopeasti, etta keskiméarin yksinkertai-
semmat, pienemmilld kokonaisluvuilla ilmaistavat in-
tervallit, esimerkiksi kvintti, 3 : 2, ja suuri terssi, 5 : 4,
ovat konsonoivampia kuin esimerkiksi pieni septimi,
16 : 9, tai vahennetty kvintti, 45 : 32. Jalkimmaisia
tosin kéytetadn runsaasti esimerkiksi bluesmusiikissa,
joten konsonanssi ja dissonanssi eiviat missddn nimessé
ole intervallien absoluuttisia ominaisuuksia.

Kasitys konsonanssista ja dissonanssista on muuttunut
historian saatossa. Pythagoras kutsui priimié, kvarttia,
kvinttid, oktaavia ja tuplaoktaavia sinfonioiksi. Naille
intervalleille yhteisté on, ettd ne on mahdollista ilmais-
ta kokonaislukujen 1, 2, 3 ja 4 avulla. Pythagoras hah-
motteli my6s suurempia, juuri lukusuhteisiin perustu-
via yhteyksia astronomian, geometrian ja musiikin va-
lille. Han ei pelkastaén havainnut geometrisia suhteita
musiikissa, vaan oli sitd mielté, ettd lukujen ominai-
suudet ovat itsessddn perusta musiikille [4].

Keskiajalla ldnsimaisen taidemusiikin teoria kehittyi 14-
hinna kirkon piirissé ja antiikin ajan tapaan musiikki
nojautui puhtaille kvinteille ja oktaaveille. Tritonus-
ta, kolmen perdkkéisen kokosévelaskeleen muodosta-
maa intervallia, pidettiin paholaisen intervallina, jonka
kéyttod valteltiin viimeiseen asti. Nama kolme kokosé-
velaskelta ottamalla saamme pohjasivelestéd ja viimei-
sesta sévelestd alennetun kvintin — blues- ja jazzmusii-
kille keskeisen intervallin.

Keskiajalla terssiéd pidettiin dissonoivana intervallina.
Tama muuttui renessanssiajalla, jolloin alettiin kéyt-
tda paljon myos terssejad ja seksteja. Talloin myos pyt-
hagoralaisesta viritysjirjestelméstd oli pakko luopua,
ja tilalle kehitettiinkin nykyisen tasavirityksen kaltai-
sia viritysjdrjestelmii. Nykymusiikissa erilaisia musiik-
kityylejé on runsaasti, ja niissé kaikissa on omat, toisis-
taan radikaalistikin eroavat konventionsa konsonanssin
ja dissonanssin suhteen.
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Konsonanssi ja dissonanssi eri musiikki-
tyyleissa

Musiikkityylien vélilld on suuria eroja siind, miten
niissé suhtaudutaan sekd dissonanssiin yleisesti etta
tiettyihin dissonoiviin intervalleihin. Esimerkiksi pop-
musiikissa puhtaat, vahvasti konsonoivat intervallit
ovat tyypillisid. Sen sijaan vaikkapa jazzmusiikki on
huomattavasti vapaamielisempéé dissonoinnin suhteen,
ja monia intervalleja, jotka jossain toisessa musiikki-
tyylissé saattaisivat aiheuttaa suorastaan riitasoinnun
tunnun, ei jazzissa koeta lainkaan dissonoiviksi.

Eri puolilla maailmaa dissonoiviin intervalleihin suh-
taudutaan eri tavalla, vaikka tapa hahmottaa musiik-
kia suhteellisten sédvelten kautta olisikin hyvin saman-
tyyppinen. Viritysjarjestelmé vaikuttaa tahén paljon:
erilaisilla viritysjarjestelmilld saattavat eri sdvellajit ja
sen myo6ta eri intervallit olla hyvin erilaisia kuin mihin
olemme ldnsimaisessa taidemusiikissa tottuneet. Tadhén
voivat vaikuttaa myos muut tekijit kulttuurissa. Esi-
merkiksi kiinan kieli on niin kutsuttu tonaalinen kieli,
jossa sédvelkorkeus vaikuttaa sanan merkitykseen. Té-
mé saattaa luonnollisesti muuttaa késitysta tietyista
intervalleista tai vahintddnkin herkistda savelkorkeuk-
sien eroille musiikkia kuunnellessa.

Aiemmin mainittu, keskiajalla paheksuttu tritonus on
blues- ja jazzmusiikissa tyypillinen intervalli, jonka jan-
nitettd ei tarvitse erikseen purkaa, kuten esimerkiksi
klassisessa musiikissa. Vahennetyn kvintin lisdksi blue-
sissa kédytetdan paljon myos vihennettyé terssid ja sep-
timid. Bluesissa on lisdksi tyypillistd, ettd edelld mai-
nittuja nuotteja,”blue notes”, ei valttaméatta alenneta
tayttd puolisdvelaskelta, vaan nuotti voi olla esimer-
kiksi suurpiirteisen neljannesaskeleen verran matalam-

Tehtavia pohdittavaksi

Punnuksia

Tasapainovaa’alla halutaan saada eroteltua massat vélilli 1 g, 2 g, ..

pi kuin alkuperédinen, diatonaalisen asteikon sével.

Vahvasti dissonoivaa pientd sekuntia on perinteisesti
pidetty hyvin riitasointuisena ldhes kaikissa musiik-
kityyleissd. Kuitenkin esimerkiksi metallimusiikissa ja
raskaassa rockissa pientd sekuntia kéiytetddn luomaan
vahvaa jdnnitettd ja mahtipontisuutta. Dissonanssien
ylipdédnsé on ajateltu kuvaavan jénnitteita ja kérsimys-
ta, joten musiikityylistd riippumatta niitd kaytetdan
usein kuvaamaan konflikteja ja tehostamaan teoksen
dramaattisia kohtia [6]. Dissonanssi ei siis suinkaan ole
jotain, mistd pyrkiéd eroon, vaan olennainen osa musiik-
kia ja siihen eldytymista.
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120781501/ (luettu 7.3.2015)

[6] http://transcendencethroughmusic.blogspot.
£i/2011/04/dissonance-in-heavy-metal.html
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., 50 g. Monet painot voi saada yhdistamalla

eri painoja, joten viittdkymmentd punnusta ei tarvita. Kahdeksallakin sopivan kokoisella punnuksella selviaé,

esim. 1g,2¢g,2g,5g,10g,20g, 20 g ja b0 g.

Riittaisiko tehtdvadn kuuden punnuksen sarja? Entd viiden? Neljan? Kolmen?

Tuhannen tulimmaista

Kuinka monta nollaa on luvun 1000! lopussa? Miké on luvun viimeinen numero, joka ei ole nolla?

1000! =1-2-3-4-...-997-998 - 999 - 1000

Tehtavat lahetti Aki Halme.
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Euroopan tyttojen matematiikkaolympialaiset Minskissa

14.-20.4.2015

Mirjam Kauppila

Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Esa V. Vesalainen

Matematiikan ja systeemianalyysin laitos, Aalto-yliopisto

Neljannet Euroopan tyttojen matematiikkaolympialai-
set pidettiin Minskissd Valko-Venajalla 14.-20.4.2015.
Kyseessd on kansainvélinen kilpailu, jonka tarkoituk-
sena on tarjota tytoille haastava ja mielekés véliporras
kohti kansainvilisid matematiikkaolympialaisia. Kil-
pailun formaatti onkin samanlainen kuin kansainvali-
sissé matematiikkaolympialaisissa: kaksi neljan ja puo-
len tunnin koetta, joissa molemmissa kolme tehtévéa,
joiden vaikeustaso kasvaa jyrkésti.

Tana vuonna Suomea kilpailussa edustivat

e Ella Anttila Helsingin matematiikkalukiosta,
e Ella Tamir Helsingin matematiikkalukiosta ja

e Tara Vaittinen Lahden yhteiskoulusta.

Joukkueen varajohtajana toimi Mirjam Kauppila ja
johtajana Esa Vesalainen. Suomen osallistumisen mah-
dollisti Magnus Ehrnroothin sdation tuki.

Kilpailun voitti jo neljatta kertaa osallistuva Yhdysval-
tain Danielle Wang. Aiemmin hén on voittanut kilpai-
lun kahdesti ja tullut kerran toiselle sijalle. Toinen sija
meni Ukrainan Sofiya Dubovalle, joka osallistui toisen
kerran ja voitti viimevuotisen kilpailun, ja kolmas sija
Ukrainan Nataliia Khotiaintsevalle. Téydelliset tulos-
listat 16ytyvét osoitteesta [2].

Suomen matka alkoi yllattavilla vaikeuksilla. Lentoken-
talld osoittautui, ettd joukkue ei padssyt Moskovaan
menevadn koneeseen. Periaatteessa kansainvalisilld va-
lilaskuilla Seremetjevon kentilld ei kai pitdisi tarvita
Venéjén viisumia, mutta osoittautui, ettd lento Mos-
kovasta Minskiin olisi kuitenkin ldhtenyt passintarkas-
tuksen vaaraltd puolelta Vendjan maaperalta... Kai-
keksi onneksi joukkueelle kuitenkin jéarjestyi suora len-
to Minskiin seuraavalle paiville, ja kaikki sujui lopulta
parhain péin.

Tapahtumassa jarjestettiin talla kertaa kaksi ekskursio-
ta. Kaikille yhtenaisella ekskursiolla kédytiin ihmettele-
méssd Mirin kaupungissa sijaitsevaa Mirin linnaa 16.
vuosisadalta, ja ratkaisuita pisteytettdessd kilpailijat
kiersivat Minskid ihmetteleméssé sen eri ndhtévyyksia.

Minskin arkkitehtuuri oli erityisen mieleenpainautu-
vaa. Talot olivat hyvin vaihtelevilta aikakausilta. Suo-
messa kerrostaloissa on yleensé yksikésitteinen méaara
kerroksia, mutta Minskissé esiintyi paljon rappusmai-
sia isoja taloja. Valko-Vendjan kansallisen teknillisen
yliopiston arkkitehtuurin tiedekunnan rakennus oli eri-
tyisen vaikuttava; sen inspiraationa oli toiminut sdhko-
kitara. Valko-Venéjén kansalliskirjasto puolestaan esit-
ti timanttia; onhan tieto erittéin kallisarvoista.
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Ensimmaisen kilpailupaivan tehtavit

Tehtdva 1. Olkoon AABC' terdvikulmainen kolmio,
ja sen pisteestd C piirretyn korkeusjanan kantapiste
D. Kulman ZABC puolittaja leikkaa suoraa C'D pis-
teessd E ja kolmion AADE ympéripiirrettyd ympyraa
w pisteessid F'. Jos ZADF = 45°, niin osoita, ettd C'F
sivuaa ympyria w.

Tehtava 2. Domino on 2 x 1- tai 1 x 2-laatta. Sel-
vitd kuinka monella eri tavalla n? dominoa voi asettaa
2n x 2n-shakkilaudalle ilman péaallekkéisyyksié niin, et-
ta jokainen 2 x 2-neli6 siséltda ainakin kaksi peittdmé-
tontéd ruutua, jotka ovat samalla rivilla tai samalla sa-
rakkeella.

Tehtava 3. Olkoot n ja m kokonaislukuja ja suurempia
kuin 1, ja olkoot aq,as,...,a,, positiivisia kokonaislu-
kuja, jotka eivit ole isompia kuin n". Osoita, ettd on
olemassa positiiviset kokonaisluvut by, ba, ..., by, jot-
ka eivét ole isompia kuin n, ja joille
syt(ay + b1, a2 + ba, ...y am + b)) <,

missé syt(z1, zo, ..., Ty,) tarkoittaa lukujen 1, x4, . . .,
T, suurinta yhteista tekijas.

Toisen kilpailupaivan tehtavat

Tehtava 4. Selvitd, onko olemassa déreténtéd jonoa aq,
as, as, ... positiivisia kokonaislukuja, jolle kaikilla po-
sitiivisilla kokonaisluvuilla n péatee yhtalo

Un42 = Qp41 + \V On+1 + ap.

Tehtédva 5. Olkoot m ja n positiivisia kokonaislukuja,
joille m > 1. Anastasia osittaa kokonaisluvut 1,2, ...,
2m kaikkiaan m pariksi. Sitten Boris valitsee yhden
kokonaisluvun jokaisesta parista ja laskee valitsemien-
sa kokonaislukujen summan. Osoita, ettd Anastasia voi
valita parit niin, ettd Borisin saama summa ei voi olla
tasan n.

Tehtava 6. Olkoon H terdvakarkisen kolmion AABC
ortokeskus ja G sen painopiste, ja olkoon AB # AC.
Suora. AG leikkaa kolmion AABC ymparipiirrettyé
ympyraéd pisteissd A ja P. Olkoon P’ pisteen P pei-
likuva suoran BC' suhteen. Osoita, ettd ZCAB = 60°
jos ja vain jos HG = GP'.

Tehtidvien kotimaat. Tehtédva 1 on kotoisin Luxem-
burgista, tehtdva 2 Turkista, tehtdvd 3 Amerikan Yh-
dysvalloista, tehtdvd 4 Japanista, tehtdvd 5 Alanko-
maista ja tehtdva 6 Ukrainasta.

Ratkaisut

Seuraavassa on yksi ratkaisu jokaiseen tehtdvdén. Li-
sda erilaisia malliratkaisuita 16ytda englanniksi kilpai-
lun kotisivuilta [1].

1. Aloitetaan ensin pienelld havainnolla ja tarkastel-
laan kolmion BC'D kulman B vastaista ulkoympyraé,
eli sitd ympyrdd, joka on eri puolella sivua C'D kuin
piste B, ja joka sivuaa suoria BC, BD ja CD. Ol-
koon tdméan ympyrdan keskipiste I. Koska piste I on
yhté etdalla em. suorista, on pisteen I oltava kulman
/CBD puolittajalla, ja kulmien Z/DCB ja Z/BDC vie-
ruskulmien puolittajilla. Namé& kolme puolittajaa leik-
kaavat siis samassa pisteessd I. Koska DF' puolittaa
suoran kulman ZCDA, ja koska BF puolittaa kulman
ZCBD, on itse asiassa oltava F' = I ja suora C'F puo-
littaa kulman ZDC B vieruskulman, eli erityisesti

ZLFCD

- (180° — ZDCB)

N =N

-(4BDC + ZCBD)
=45° + % - ZCBD.
Voimme siis laskea
/EFC =180° - ZFCD - /DCB — ZCBF
= 180° — 45° — % - /ZCBD — (90° — ZCBD)
— % - ZCBD = 45°.

Lopuksi, kehdkulmalause takaa, ettd C'F' sivuaa ym-
pyrda w pisteessa F', koska sen mukaan pisteen F
kautta piirretty ympyrédn w tangentti kohtaa suoran
FE samassa kulmassa kuin suora C'F, eli kulmassa
ZEDF = 45°.

2. Jaamme 2n x 2n-ruudukon 2 x 2-neliihin siten, et-
ta lopputuloksena on 2 X 2-nelidistd koostuva n x n-
ruudukko. Kutsumme naitad 2 x 2-neliita isoiksi ruu-
duiksi. Alkuperaisessé ruudukossa on myds 2 X 2-
neli6ité, jotka eivét ole isoja ruutuja.

Seuraavaksi osoitamme, ettd jokaisessa isossa ruudus-
sa on tdsmalleen yksi domino. Tehtdvidnannon mukai-
sesti jokainen 2 x 2-neli6 sisaltdd ainakin kaksi peitté-
matonta ruutua, eli jokaisesta isosta ruudusta peittyy
korkeintaan kaksi ruutua. Dominot peittdvét yhteenséa
2n? ruutua. Jos yhdesté isosta ruudusta peittyisi vain
yksi ruutu, tai ei yhtddn ruutua, peitettyja ruutuja oli-
si laudalla korkeintaan 1 + (n? — 1) - 2, silli jokaisessa
muista isoista ruuduista, joita on n%—1, on korkeintaan
kaksi peitettyd ruutua. Koska

1+ (n?*—=1)-2=1+2n*-2=2n*—1< 2n?

olisi peitettyja ruutuja vaihemman kuin 2n?, mika tuot-
taisi ristiriidan. Jokaisessa isossa ruudussa on siis tés-
maélleen kaksi peitettyd ruutua ja kaksi peittdmatonta.
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Tehtdvanannon mukaan peittdméttomét ruudut ovat
samalla rivilld tai samalla sarakkeella, joten peitetyt
ruudut ovat myo6s samalla rivilld tai sarakkeella. Tar-
kastellaan tapausta, jossa jossakin isossa ruudussa né-
mé ruudut peittyvét eri dominoilla, jolloin molemmat
dominot ovat puoliksi toisessa isossa ruudussa. Tarkas-
tellaan toista ndistd dominoista, olkoon se Dy. Sym-
metrisyyden perusteella riittda tarkastella tapausta,
jossa Dg peittdd oikeanpuoleisen isoruudun vasemman
ylakulman. Oikeanpuoleisessa isoruudussa joko vasen
alakulma tai oikea yldkulma on peitetty dominolla D;.
Alla olevasta kuviosta huomaamme, etté vain yksi tapa
asettaa domino D on tehtdvinannon mukainen.

D,

D,

D,

Nyt itse asiassa domino D; on samassa asemassa kuin
Dy, joten sama padtelméketju toistamalla 16yddmme
pakollisen paikan dominolle Ds. Eli dominoa D,, seu-
raa domino D, ;1. Kuitenkin dominoita on &irellinen
mééara ja laudan oikea reuna tulee vastaan, mikd an-
taa ristiriidan. Jokaisessa isossa ruudussa on siis oltava
tasan yksi domino.

Nyt on nelji vaihtoehtoa, miten domino voi asettua
isoon ruutuun, ja merkitsemme niitd seuraavan kuvan

mukaisesti A, B, C' ja D.

Nyt, jos iso ruutu on A tai B, sen alapuolella ja oikeal-
la puolella olevien isojen ruutujen on myods oltava A
tai B. Muuten muodostuisi 2 x 2-neli6, jossa olisi vain
yksi peittdméaton ruutu. Téaten kaikki A- ja B-neliot
ovat pakkautuneet oikeaan alareunaan kuvion mukai-
sesti rappusldvistdjin, joka kulkee vasemmasta alakul-
masta oikeaan yldkulmaan, alle.

C- ja D-ruudut ovat rappuslavistdjan yldpuolella. Sa-
malla tavalla voidaan péaitella, ettd kaikki A- ja D-
ruudut ovat vasemmassa alanurkassa toisen rappuslé-
vistdjan alla, ja B- ja C-ruudut sen ylapuolella. Nyt

kaikki A-ruudut sijaitsevat molempien rappuslivisté-
jien alapuolella. Toisaalta B-, C- ja D-ruuduille péa-
tee, ettd ne sijaitsevat jommankumman rappuslévisté-
jan ylapuolella. Taten rappuslédvistidjien alapuolella si-
jaitsevat kaikki A-ruudut eikd muuta. Symmetriselld
paattelylla jokaisella ison ruudun tyypilla on oma alu-
eensa rappuslivistdjien suhteen kuvan mukaisesti. (Voi
kuitenkin olla, ettd rappusléavistijien alle ei mahdu ai-
nuttakaan A-ruutua, mutta se ei ole ongelma, silla tél-
16in ruudukko koostuu pelkéstddin muunlaisista isoista
ruuduista.)

C:tja D:t

D A | | |
—

Nyt loppu hddmottéaa. Tehtdvananto muuttuu muotoon
”Kuinka monta erilaista rappuslévistdjakombinaatiota
on olemassa?”. Viitdmme, ettd vasemmasta alakulmas-
ta oikeaan yldkulmaan menevin rappuslavistdjan voi
muodostaa (2:) eri tavalla. Rappuslavistdja voidaan
nimittdin ilmaista jonona ykkosid ja nollia. Rappuslé-
vistdja alkaa vasemmasta alakulmasta. Jos se menee
ylospéin jonoon lisdtdén ykkonen, jos se menee oikeal-
le lisdtadn nolla. Jonossa on yhteensa 2n alkiota, jois-
ta n kpl ovat ykkosid. Jokainen jono vastaa yksikéa-
sitteista rappuslédvistijia ja ykkosten sijainnille jonos-
sa on (27?) vaihtoehtoa, joten eri rappusldvistdjia on

(2:) Toiselle rappuslévistdjille toimii vastaava paétte-
ly. Kun molemmat lavistdjat otetaan samanaikaisesti

2
huomioon vaihtoehtoja on yhteensé (2:) .

3.Jos a; =ay = ... = ay,, niin voimme valita esim.
by =2, by = b3 =... =b,, = 1. Oletetaan siis, et-
teiviat luvut ole yhtd suuria. Nyt pienin luvuista ai,
as,...,a,, on enintdin n” — 1, koska muutoin kaikki
luvut olisivat yhtd kuin n™. Jos pienin luvuista olisi
n™ — 1, niin jokin toinen luku olisi n™, ja voisimme
valita by = by =...=b,, = 1.

Voimme siis huoletta olettaa, ettd pienin luvuista aq,
a2, ..., 0m, sanokaamme a; (missd ¢ € {1,2,...,m}),
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on enintddn n™ — 2. Oletetaan, ettd halutunlaisia lu-
kuja by, ba, ..., by, €i ole olemassa. Silloin millé tahansa
lukujen by, ba,...,b, € {1,2,...,n} valinnalla pétee

syt(a; + b1,a2 +bay ..o G + b)) = 1.

Toisaalta,

syt(a1+b1,a0+ba, ..., am+by) <a;+b; <n™—2+n,

ja siis kyseinen suurin yhteinen tekija voi saada enin-
taan n™ —24+n—n+1=n" —1 eri arvoa.

Luvut by1,ba,...,b,, voi valita n™ eri tavalla, jolloin
kahdella eri valinnalla saadaan sama suurin yhteinen
tekijé, jota voimme merkitd vaikkapa kirjaimella d.
Mutta koska d > n, voi jokaisella i € {1,2,...,m}
luvun b; valita vain enintdén yhdelld tavalla siten, etta
a; + b; on jaollinen luvulla d, ja siis luku d voi esiin-
tyd suurimpana yhteisena tekijané enintédéan yhdella lu-
kujen by, bs, ..., b, valinnalla, miké tuottaa ristiriidan.
Taten ei oletus siitd, ettei halutunlaisia lukuja by, bo,

.., by, ole olemassa, voi pitdd paikkaansa, ja olemme
valmiit.

4. Oletetaan, ettd halutunlainen jono on olemassa. En-
sinndkin yhtéloistd valittomasti seuraa, etta

ay <az <ag <...,
ja siispa myos
(an+3 - anJrl) - (an+2 - an)

= (@nt3 — any2) — (Ant1 — an)
= \/an+2 + ant1 — \/an + ap-1 >0,

kaikilla kokonaisluvuilla n > 3, ja erityisesti siis

(p43 — An41 > Ap+42 — Gn.

Toisaalta samoille n pétee myos

0 <apt2 —ay
= (an+2 +any1) — (an+1 +an)
= (an43 — an+2)2 — (ant2 — Cln+1)2
= (@ny3 — py1)
: ((an+3 - an+2) - (an+2 - an+1)) .

Viimeiselle tekijille patee

(an+3 - an+2) - (an+2 - an—i—l)
= \/an+2 + Gnt1 — \/an+1 +an, >0,

ja kokonaisluvun ollessa kyseessé on siis

(an+3 - an+2) - (an+2 - an+1) = 1.
Mutta nyt

Up42 — An

Ap+3 — a 1=
n+ n+ (an+3 — an+2) — (an+2 - anJrl)

< Ap+42 — Qp,

mikd tuottaa ristiriildan. Téten halutunlaista jonoa ei
ole olemassa.

5. Oletetaan ensin, ettd n < m? tai n > m? 4+m. Anas-
tasia voi talloin valita osituksen

{1,2},{3,4},....{2m — 1,2m}.

Olkoon Boriksen valitsemien kokonaislukujen summa s.
Nyt pétee

m m
m2:22i71§5<22i:m2+m.
i=1 i=1

Nyt kun n < m? tai n > m? + m varmasti s # n.

Oletetaan seuraavaksi, ettd m? < n < m? + m. Anas-
tasia voi talla kertaa valita osituksen

{1,2m},{2,3},{4,5},...,{2m — 2,2m — 1}.

Olkoon jélleen s Boriksen valitsemien kokonaislukujen
summa. Jos Boris valitsee ensimmaéisesté parista luvun
1, patee

s<I+3+45+--+2m—1=>) (2i—1)=m’,
i=1

jolloin s # n. Toisaalta jos Boris valitsee luvun 2m,
patee

m

s22m—|—2+4—|—-~-—|—2m—2:ZQizmQ-i-m,
=1

ja taas paadytéadn tilanteeseen, jossa s # n.

Oletetaan lopuksi, ettd n = m? tai n = m? +m. Anas-
tasia voi valita osituksen

{1,2m—1},{2,2m}, {3,4},{5,6},...,{2m—3,2m—2}.

Boris valitsee pareista luvut aq,as,...,a,,, missi a;
on toinen i. parin luvuista. Olkoot s; = a; + a2 ja
Sy =ag+ayg+-- -+ a,,. Huomaa ettd Boriksen valitse-
mien lukujen summa on s; + s3. Nyt pétee

m2—2m=3+547+---+2m—3
<59<4+6+8+--+2m—2=m?>—-m—2.

Summa s; on joko 3, 2m + 1 tai 4m — 1. Jos s; = 3,
patee

314—32<3—|—m2—Trz—2:7712—7rH—1<m27
jolloin s1 4 so # n. Jos taas 3 = 2m + 1, on

m2<m?+1=2m+14+m?—-2m
<sp+se<2m+14+m? —m—2

:m2—&—m—1<m2—|—m7
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jolloin s1+s5 # n. Viimeisessa tapauksessa s; = 4m—1,
jolloin pétee

s1+sa>=4dm—14+m?2—2m=m?+2m—1 >7712—|—m7
ja s1+ s #£ n.

6. Olkoon O kolmion AABC' ympéripiirretyn ympy-
rdn keskipiste ja R sen sidde. Aloitetaan peilaamalla
pisteet O, G ja H suoran BC suhteen pisteiksi O’, G’
ja H', jolloin siis tietenkin GH = GP’ jos ja vain jos
G'H' = G'P. Piste H' sijaitsee ympyran AABC ym-
paripiirretylla, ympyralld; tdma seuraa vaikkapa siité,
ettd yhdeksén pisteen ympyra on kolmion AABC' ym-
péripiirretyn ympyrédn kuva pituudet puolittavassa H-
keskisesséd homotetiassa.

Kolmio AH'OP on tasakylkinen, ovathan OP ja OH’
kolmion AABC' ympéripiirretyn ympyrén siteitd, ja
siis G'H' = G'P jos ja vain jos G’ sijaitsee kulman
/H'OP puolittajalla. Tehtavinannon ehto AB # AC
takaa, etta ZH'AP = /ZH'AG > 0. Kehidkulmalauseen
nojalla 2 - ZH'AP = /H'OP, ja varmasti /GO'H =
ZH'OG', joten edelleen GH = GP’ jos ja vain jos
/GO'H = /H'AP.

Olkoon piste D suorien OO’ ja BC leikkauspiste, jol-
loin siis OD = DO’ ja OD L BC. Koska myos AH' ||
AH 1 BC on oltava ZODG = ZH' AP, ja nyt tiedam-
me, ettd GH = GP’ jos ja vain jos Z/ODG = /GO'H.

Olkoon seuraavaksi F' janan GH keskipiste. Klassinen
teoreema Eulerin suorasta sanoo, ettd pisteet H, G ja
O ovat samalla suoralla, piste G on pisteiden H ja O
valissé, ja GH = 2-OG. Erityisesti tilanteessamme siis
OG = GF = FH. Koska D puolittaa janan OO’ ja
G janan OF, ovat kolmiot AODG ja AOO'F yhden-
muotoisia, ja ZOO'F = ZODG, ja nyt tiedamme, ettéd
GH = GP’ jos ja vain jos ZOO'F = Z/GO'H.

Uutta Verkko-Solmussa

Verkko-Solmun Oppimateriaalit-sivulla

Kolmioille AO'OF ja AO'HG pitee OF = HG. Ole-
tetaan nyt hetkeksi, etti ZOO'F = ZGO'H. Nyt si-
nilauseen nojalla kolmioiden AO'OF ja AO'HG ym-
péripiirretyilld ympyro6illa on sama sdde. Jos nyt piir-
retdan piste O” siten, ettd OO’ || GO ja FO' ||
HO”, niin luonnollisesti pisteen O” on oltava kol-
mion AGO’H ymparipiirretylld ympyralla, ja siis neli-
kulmion GO’O” H on oltava symmetrinen janan GH
keskinormaalin suhteen. Erityisesti siis ZFOO' =
/HGO" = ZO'HG. Téten kolmio AO'OH on tasakyl-
kinen ja OO’ = O'H = OH' = R. Toisaalta, jos 00’ =
R, niin silloin varmasti kolmio AO’OH on tasakylki-
nen, ja ZFOO' = ZO'HG, jolloin kolmiot AO'OG ja
AO'HG ovat yhtenevit (sks), ja ZOO'F = ZGO'H.

Olemme siis todistaneet, etti GH = GP’ jos ja vain
jos OO" = R. Mutta tama tarkoittaa samaa kuin,
ettd O’ on kolmion AABC ympéripiirretyn ympy-
rdn kehélld. Mutta tdma pitdd paikkaansa tdsmalleen
silloin kun ABO’C on jannenelikulmio, mikd puoles-
taan pitdéd paikkaansa tdsmélleen silloin kun ZBAC +
/CO’'B = 180°. Mutta kehdkulmalauseen nojalla
/CO'B = /BOC = 2 - /BAC, eli GH = GP’ jos
ja vain jos 3 - ZBAC = 180°, ja olemme valmiit.
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Historia

Hyperboliseen geometriaan, jonka loytdmisen histo-
ria on vérikds ja monivivahteinen, johti ensimméisen,
Eukleideen mukaan nimetyn, geometrisen jarjestelméan
kyseenalaistaminen. Geometrian syntyminen esteetti-
sistd ja kaytdnnon tarpeista noin pari-kolme tuhatta
vuotta ennen ajanlaskun alkua mm. Egyptissa, Nii-
lin jokilaaksossa oli alku koko matematiikalle. Se, ja
samalla koko matematiikka, kehittyi itsendiseksi tie-
teenalakseen vasta Antiikin Kreikassa n. 500 eaa. T&l-
16in konkreettiset toimintaohjeet yksittaisiin maanmit-
taukseen tai verotukseen liittyviin ongelmiin muuttui-
vat yleisemmin péteviksi kaavoiksi, ja alettiin esittda
my6s puhtaasti matemaattisia ongelmia ilman yhteyt-
td arkielamédén. Eukleideen kuuluisa Elementa oli val-
mistuessaan (noin 300 eaa.) ensimméinen kirjallinen
teos, joka kattoi koko Antiikin Kreikan siihenastisen
matematiikan; geometrian lisdksi my6s paljon lukuteo-
riaa. Eukleideen aikaan ympéroivin maailman tarkas-
telu keskittyi kirjaimellisesti ruohonjuuritasolle seka 3-
ulotteiseen ladhiympérist6on. Taytyy tosin muistaa, et-
té téssd vaiheessa hyvéksyttiin (ainakin tiedemiesten
keskuudessa) jo Maan pallonmuoto, ja koska navigoin-
tikin jo osattiin, niin myos pallogeometria oli saanut
alkunsa. Elementassa Eukleides esitti viisi aksioomaa,
jotka maérittelivit meille jo alaluokilta tutun, nykyi-

sin euklidiseksi tasogeometriaksi kutsutun jarjestelméan
lait.

Eukleidesta kritisoitiin tdman aksiomaattisen jarjestel-
méan epitiydellisyydesti ja aksioomiin perustumatto-
mien oletuksien tekemisestéd jo hdnen aikanaan, mutta
meni pari tuhatta vuotta ennen kuin euklidisen geo-
metrian aksioomat lopulta korjattiin ja tdydennettiin
mm. D. Hilbertin (1862-1943) toimesta nykyiseen muo-
toonsa. Kannattaa huomioida, ettd tuhat vuotta tés-
té ajanjaksosta eli n. 400-1400 oli myds matematiikan
kannalta pimedd aikaa, jolloin ei edistysté juurikaan ta-
pahtunut. Matemaatikoita, joista useimmat siihen ai-
kaan olivat my0s fyysikoita ja astronomeja, kuitenkin
askarrutti kysymys, kuvaako euklidinen (3-ulotteinen)
geometria todella parhaiten maailmaamme.

Erityisesti tasogeometrian aksioomista viides, niin kut-
suttu paralleeliaksiooma oli herdttanyt narkastystéa jo
Eukleideen ajoista aina 1800-luvulle asti matemaatik-
kojen parissa, jotka kilvan yrittivit todistaa parallee-
liaksioomaa teoreemaksi eli valttamattomaksi seurauk-
seksi muista aksioomista. Epdonnistuneet yritykset toi-
vat kuitenkin mukanaan paitsi yhtapitdvia muotoilu-
ja paralleeliaksioomalle, my6s koko joukon absurdeil-
ta vaikuttavia seurauksia sille, ettd paralleeliaksiooma
ei patisi. Ensimmaisend hyperbolisen geometrian ”10y-
tajand” pidetdan italialaista G. G. Saccheria (1667—

1Teksti on alun perin kirjoitettu Aalto-yliopiston kurssille Kristallikukkia peilisaleissa — matematiikka kohtaa taiteen ja arkkiteh-

tuurin.
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1733), vaikkakaan hén ei sité itse koskaan ymmértanyt.
Hén epdonnnistui yrittdessddn osoittaa, ettd nelikul-
mioiden, joissa on kaksi suoraa kulmaa ja kaksi teravia
kulmaa, olemassaolo johtaa ristiriitaan muiden aksioo-
mien kanssa. Namé nelikulmiot tunnetaan Saccherin
nelikulmioina. Sveitsildinen J. H. Lambert (1728-1777)
jatkoi téstd ja tutki puolestaan nelikulmioita, joissa on
kolme suoraa kulmaa ja yksi terdvda kulma. Lamber-
tin nelikulmioiden olemassaolosta hin padtyi seurauk-
seen, ettd talloin minkéa tahansa kolmion pinta-ala on
radiaaneissa m — (kolmion kulmien summa). Hin myos
paatteli aivan oikein, ettd geometria, jossa paralleeliak-
siooma ei péde, vastaa geometriaa pallopinnalla, jonka
sidde on imaginaarinen! My0s aikansa arvostetuin ma-
temaatikko, saksalainen C. F. Gauss (1777-1855) tutki
miltei koko elaménsé ajan paralleeliaksioomatonta geo-
metriaa, mutta ei mainettaan varjelevana perfektionis-
tina julkaissut mielestédan epétéydellisid tuloksiaan. Lo-
pulta Gaussin hyvin ystdvéin, Wolfgang Bolyain, poi-
ka Janos (1802-1860) ja samoihin aikoihin venéldinen
matemaatikko N. Lobachevsky (1792-1856) julkaisivat
toisistaan tietdmatta tuloksensa tyhjastd tulleesta maa-
ilmasta, hyperbolisesta geometriasta. Satoja matemaa-
tikkotyovuosia ilmassa roikkunut totuus, ettd on ole-
massa taydellisia geometrisia jarjestelmié, joissa paral-
leeliaksiooma ei pade, oli vihdoin saavutettu. Tosin vas-
ta Gaussin kuoleman jédlkeen matemaatikot hyvéiksyi-
vét paralleeliaksioomattoman geometrisen jarjestelméan
ja mm. E. Beltrami, H. Poincaré, F. Klein ja B. Rie-
mann tarkensivat ja kehittivit tdtd eteenpéin. Vuonna
1868 Beltrami vihdoin todisti, ettd paralleeliaksiooma
ei ole seuraus muista aksioomista.

Historian vaiheista kiinnostunut lukija 16ytéaé lisétie-
toa mm. seuraavista, tdménkin osuuden ldhteinad ol-
leista, teoksista: Matematiikan historiasta yleisesti saa
hyvin kokonaiskuvan M. Lehtisen Matematiikan his-
toria -luentomuistiinpanoista [4] ja geometriasta niin
matematiikan, kuin historiankin kannalta kirjoittaa M.
J. Greenberg kirjassaan Fuclidean and Non-FEuclidean
Geometries [3]. Lennokkaan ja hauskan matkan geo-
metrian kehitysvaiheisiin taas tarjoaa L. Mlodinow
pokkarissaan Fuclid’s window [7].

Hyperbolinen vs. euklidinen geometria

Aloitetaan tutustuminen hyperboliseen geometriaan
vertaamalla sitd tuttuun euklidiseen geometriaan. Mo-
lemmat yleistyvéit helposti useampaan ulottuvuuteen,
mutta tarkastellaan téssd yksinkertaistuksen vuoksi
vain 2-ulotteista tasogeometriaa. Puhumme siis pis-
teistd ja suorista tasossa. Sekéd euklidisesta ettd epé-
euklidisista geometrioista kiinnostuneelle voi suositel-
la jo aiemmin mainittua, paljon myos tehtéviad sisalté-
vad Greenbergin kirjaa [3], tai vield yleistajuisempaa,
ei niin paljon tehtaviin keskittynyttéd kerrontaa kaipaa-
valle J. Grayn Ideas of Space -kirjaa [2].

Kuva 1: Esimerkki hyperbolisesta pinnasta.

Aksiomaattinen jarjestelmé matematiikassa tarkoittaa
sitd, ettd asetetaan (mahdollisimman pieni) joukko ak-
sioomia eli yleisesti hyvdksyttyjd totuuksia, ja naista ak-
sioomista loogisen péaéttelyn avulla johdetaan erilaisia
tuloksia. Aksioomien tdytyy olla toisistaan riippumat-
tomia, jolloin mitdan niistd ei voida johtaa muista ak-
sioomista, ja aksioomista johdettujen tulosten taytyy
olla ristiritddattomia keskendén. Euklidinen geometria
on esimerkki téllaisesta jarjestelméstd. Kannattaa huo-
mata, ettd aksiomaattinen geometria on abstrakti jér-
jestelmé, joka ei tarvitse yhteytta fysikaaliseen maail-
maan taikka visualisointia, vaan kaikki todistukset pa-
lautuvat aksioomiin, niistd jo johdettuihin tuloksiin ja
loogiseen pédttelyyn. Kuvat ja geometrian olioiden ni-
medminen fysikaalisesta maailmasta tutuiksi pisteiksi,
suoriksi ja tasoiksi ovat vain apukeino havainnollistaa
tilannetta, ja toisaalta, koska pisteet ja suorat tasos-
sa toteuttavat tasogeometrian aksioomat, niin geomet-
rian tulokset pétevat niille. Aksiomaattinen geometria
ei myoskddn itsessdén vaadi todistuksiin koordinaatis-
toa ja algebrallisia keinoja, vaikka ndmé& toki voidaan
yvhdistaa analyyttiseksi geometriaksi. Euklidisen taso-
geometrian aksioomat nykymuodossaan ja paljon esi-
merkkejd seké tehtdvid aksiomaattisesta todistamises-
ta lukija 10yt&4 esimerkiksi Lehtisen luentomuistiinpa-
noista Geometrian perusteet (2013) [5]. Aksiomaattisen
jarjestelmédn perusidea taas on selitetty yleistajuisesti
R. Courantin ja H. Robbinsin kirjassa [1, Luku IV].

Eukleideen Elementassa esittdmét tasogeometrian ak-
sioomat sanoivat:

El. Mistd tahansa pisteestd voidaan piirtdd suora mi-
hin tahansa pisteeseen. (Tadméan on ymmaérretty si-
saltavan implisiittisesti myos téllaisen suoran yk-
sikésitteisyyden.)

E2. Jana voidaan jatkaa suoraksi.

E3. Voidaan piirtda ympyrd, jonka keskipiste on mikd
hyvinsd ja sade mikd hyvinsd.
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E4. Kaikki suorat kulmat ovat keskenddn samat.

E5. Oletetaan, ettd suora leikkaa kahta muuta suoraa
siten, ettd samalle puolelle sitd syntyy kaksi si-
sapuolista leikkauskulmaa, jotka ovat yhteensd vi-
hemmdan kuin kaksi suoraa kulmaa. Talloin suorat,
jos niitd rajatta jatketaan, kohtaavat toisensa silld
puolen kolmatta suoraa, missd ovat kaksi mainit-
tua kulmaa, jotka ovat yhteensd vihemmdn kuin
kaksi suoraa kulmaa. (Paralleeliaksiooma)

Paralleeliaksiooma esitetdén usein my6s muodossa

E’5. Jokaisen suoralle kuulumattoman pisteen kautta
kulkee enintddn yksi suora, joka on yhdensuuntai-
nen ensimmdisen suoran kanssa.

Ehka tutuin esimerkki geometriasta, jossa paralleeliak-
siooma ei pade, on pallogeometria esimerkiksi maapal-
lon pinnalla. T&lloin ”suoria” ovat kaikki ne ympyrét,
joiden keskipiste on pallon keskipiste (esimerkiksi kaik-
ki pituuspiirit). On helppo nahdé, etté yll& olevista ak-
sioomista toteutuvat E1-E4. Kun muistetaan, ettd suo-
rat ovat yhdensuuntaiset, mikali ne ovat sama suora tai
niill& ei ole yhtddn yhteistd pistettd, niin huomataan,
ettd paralleeliaksiooma ei péde, silld kaikki pallogeo-
metrian suorat leikkaavat jopa kahdessa pisteessa. Hy-
perbolinen geometria, jota pidetddn monessa mieles-
s pallogeometrian vastakohtana, saadaan euklidises-
ta geometriasta korvaamalla paralleeliaksiooma negaa-
tiollaan, eli

H5. Jokaisen suoralle kuulumattoman pisteen kautta
kulkee vahintddn kaksi suoraa, jotka ovat yhden-
suuntaisia ensimmdisen suoran kanssa.

Monet tasogeometriasta tutut ilmiot ovat itse asiassa
yhtépitdavia paralleeliaksiooman kanssa, kuten esimer-
kiksi

o kolmion kulmien summa on 7 radiaania (= 180°),

o on olemassa suorakulmioita (= nelikulmio, jossa nel-
jé suoraa kulmaa),

o on olemassa yhdenmuotoisia kolmioita, jotka eivét
ole yhtenevid (eli samankokoisia).

Hyperbolisessa geometriassa siis mikaén yll4 luetelluis-
ta ei toteudu. Esimerkiksi kaikki yhdenmuotoiset kol-
miot ovat valttdméattd myos yhtenevid ja nelikulmioi-
den kulmien summa on alle 27 (= 360°). Kolmion kul-
mien summa hyperbolisessa geometriassa saadaan hy-
vin elegantilla kaavalla

(kolmion kulmien summa) = m — (kolmion ala).

Seuraavassa luvussa tarkastellaan hyperbolisia malle-
ja eli erilaisia visualisointeja, jotka auttavat hahmot-
tamaan paremmin hyperbolista geometriaa. On hyva
pitdéd mielessé, etta riippumatta geometriasta suora eli

geodeesi on aina sellainen, ettd lyhin reitti kahden pis-
teen vélilld kulkee geodeesia pitkin. Geodeesien "muo-
to” riippuu paitsi geometriasta myos valitusta metrii-
kasta eli etdisyyden késitteestéd, kuten pian ndhdéaan.
Euklidisella etaisyydella tarkoitetaan jatkossa tuttua
Pythagoraan lauseella saatavaa etéisyyttéd, jossa kah-
den (tason) pisteen (z1,y1) ja (x2,ys2) vélinen etiisyys
on médritelty kaavalla \/(1 — 22)2 + (1 — y2)2.

Hyperbolisen geometrian malleja

Hyperbolista geometriaa voi kahdessa ulottuvuudessa
visualisoida ja mallintaa useilla eri tavoilla. Ehka tun-
netuimmat ja kaytetyimmét néistd ovat konforminen
ja projektiivinen malli, jotka tarkastelevat hyperbolista
geometriaa rajoitetussa, euklidisessa kiekossa. (Huom:
Myos euklidista geometriaa voidaan tarkastella tutun,
rajoittamattoman tason sijaan rajoitetussa avoimessa
kiekossa, jossa suorina ovat tietyt puoliellipsit ja kie-
kon halkaisijat, ks. esimerkiksi [6].) Molemmat néaisti
ovat Beltramin (1835-1900) alunperin esittdmid, mut-
ta usein niitd kutsutaan ne uudelleen 16yténeiden ja
paremmin tunnetuksi tehneiden matemaatikoiden mu-
kaan; konformista mallia kutsutaan Poincarén (1854—
1912) ja projektiivista (Beltrami-)Kleinin (1849-1925)
kiekkomalliksi. Beltrami sai sentddn pitdd kokonaan
omissa nimissdan puolipallomallin, joka yhdistda edel-
liset projektioiden kautta. Tarkastellaan seuraavaksi
konformista ja projektiivista mallia, joiden matematii-
kasta lukija 16ytaé lisdtietoja esimerkiksi Greenbergin
[3, Luku 7] tai R. Penrosen [8, Luku 2] kirjoista. Lisda
visualisointia kaipaavan kannattaa tutustua esimerkik-
si kuvataiteilija M. C. Escherin tuotantoon, joka pitda
sisallddn useita erityisesti konformiseen malliin tehtyja
teoksia.

Konforminen malli

Kuva 2: Poincarén kiekko.
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Konformisessa mallissa hyperbolisen geometrian pistei-
né ovat minka tahansa euklidisen ympyran sisdpisteet
(eli euklidinen kiekko) ja geodeeseiné (”suorina”) sel-
laiset ympyrankaaret, jotka leikkaavat kiekon reunaa
kohtisuorasti, mukaan lukien ympyran halkaisijat. Ni-
mi ’konforminen’ kertoo, ettd tdssd mallissa kulmien
koko séilyy verrattuna euklidiseen geometriaan eli esi-
merkiksi suorat kulmat néyttavét euklidisilta suorilta
kulmilta. Kuvasta 2 ndhdadn hyvin, etta euklidisen ta-
sogeometrian paralleeliaksiooma ei pade tdméan mallin
suorille. Merkitaan jatkossa tatd ympyréaa I':lla, jolloin
Poincarén kiekon muodostavat kaikki ympyran I' sisil-
14 olevat pisteet.

Ympyroitd konformisessa mallissa ovat kaikki I'in si-
silla olevat euklidiset ympyrdt, mutta niiden hyper-
bolinen keskipiste ei vastaa euklidista keskipistetta (el-
lei ympyrén keskipiste ole I':n keskipiste). Maaritellaan
seuraavaksi Poincarén kiekkoon hyperbolinen metriik-
ka euklidisen etéisyyden avulla ja tarkastellaan sitten,
miten se vaikuttaa ympyrén hyperboliseen keskipistee-
seen ja sateeseen.

B

Kuva 3: Etdisyys hyperbolisessa geometriassa.

Olkoot pisteet P ja @ Poincarén kiekon pisteitéd ja ol-
koot A ja B ne pisteet, joissa P:n ja @):n kautta kulkeva
ympyrankaari leikkaa I'in (ks. Kuva 3). Merkitaan pis-
teiden P ja @ vélistd euklidista etdisyyttd |PQ| (vas-
taavasti muiden pisteiden véliset etiisyydet). Nyt pis-
teiden P ja @ vélinen hyperbolinen etdisyys |PQ|, on

|AQ| - |BP|

PQly = log o1 1221
QI =1os 45 B

Logaritmi-funktion ominaisuuksista seuraa, ettd pis-
teiden hyperbolinen etéisyys voi kasvaa mielivaltaisen
suureksi pisteiden lahestyesséd Poincarén kiekon reunaa.
Tastd seuraa mm. se, ettd Kuvan 3 ympyran hyperboli-
nen keskipiste R on ldhempané kiekon reunaa (euklidi-
sen etdisyyden mielessé), kuin sen euklidinen keskipiste

C. Poikkeuksen muodostavat ympyrat, joiden keskipis-
te on I':n keskipiste. Tarkastellaan hyperbolista etéi-
syytta téallaisen ympyran avulla.

Kuva 4: O-keskinen ympyrd konformisessa mallissa.

Olkoon Y ympyré, jonka euklidinen keskipiste on I':n
keskipiste O ja euklidinen side e (Kuva 4). Nyt siis kai-
kille ympyrén Y pisteille S péatee |OS| = e. Pisteiden
O ja S vilinen hyperbolinen etéisyys taas on

40| -|BS| | |BS]
IBO|-|AS| ~ °®JAS|

missé A ja B ovat pisteen S kautta kulkevan (ympyran
I') halkaisijan péaétepisteet. Huomataan, ettéa jos Si ja
So ovat mielivaltaisia ympyrén Y pisteité, niin

|B1S1]  |Ba2Sa2| . .

451 A% ja siten |OS1 |, = |0Sa|p,
kun A; ja B; ovat pisteen S; (i = 1,2) kautta kulkevan
halkaisijan péatepisteet. Siis Y:n hyperbolinen keski-
piste on todella O! Toisaalta, jos ympyran Y euklidista
sadettd kasvatetaan (kuitenkin I'n sisilla pysyen) eli
piste S lahestyy pistettd A, niin Y:n hyperbolinen side
kasvaa rajatta, silla

lo

|OS|, = log

0S| = log 220, o kun [AS| —» 0.

Projektiivinen malli

Hyperbolista geometriaa voidaan visualisoida myds
projektiivisella mallilla, Kleinin kiekolla, jossa taso-
na on jilleen jokin euklidinen kiekko. Geodeesejé ovat
kaikki kyseisen kiekon janteet, halkaisijat mukaan luet-
tuina. Kuvasta 5 ndhdéin, ettd euklidisen geometrian
paralleeliaksiooma ei pade: Pisteen R kautta voidaan
piirtda ainakin kaksi suoraa, ky ja ko, jotka eivit leik-
kaa suoraa 7.
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Kuva 5: Kleinin kiekko.

Projektiiviselle mallille voidaan valita metriikka, joka
on miltei sama kuin konformisessa mallissa: Olkoot P
ja @ pisteita kiekossa ja A ja B niitd yhdistavin ym-
pyrédn jénteen padtepisteet ympyréilla. Projektiivisessa
mallissa pisteiden P ja @ vélinen (hyperbolinen) etéi-
syys, jota merkitsemme |PQ)|,, saadaan kaavalla (ks.
my6s Kuva 6)

[AQ| - |BP|

1
P =—-log ————-

Ympyroitd téssdkin mallissa ovat euklidiset ympyrét,
mutta ympyroiden keskipisteet ovat jalleen ldhempéana
Kleinin kiekon reunaa, kuin niiden euklidiset keskipis-
teet, ellei keskipiste ole Kleinin kiekon keskipiste. Sa-
maan tapaan konformisen mallin kanssa, Kleinin kie-
kon reunan voi ajatella olevan "dérettomyys”.

A

Kuva 6: Etdisyys Kleinin kiekossa.

Kuriositeettina mainittakoon, ettd Kleinin kiekkomal-
lissa hyperbolinen taso voidaan tayttdd 7-kulmioilla ja
kolmioilla — tdmé& on mahdotonta euklidisessa tasossal

Hyperbolinen pinta

Maan pallonmuoto tiedettiin kylld jo Eukleideen ai-
kaan, mutta Gaussin nimed kantava kaarevuus méaé-
riteltiin vasta pari tuhatta vuotta myéhemmin. 1800-
luvulla pintoja tutkiva matematiikan ala differentiaali-
geometria otti suuren harppauksen, kun Gauss osoitti,
ettd kaarevuus on (kdyrdn) pinnan ominaisuus, joka
voidaan laskea myos ilman perspektiivia (toisesta) kol-
mannesta ulottuvuudesta. Maapallon gaussinen kaare-
vuus on likimain positiivinen (vakio) ja se sai mate-
maatikot pohtimaan, onko olemassa kaarevuudeltaan
negatiivisia, ns. hyperbolisia pintoja. Hyperbolinen geo-
metria sai nimensa téstd, mutta vasta kun se osattiin
yvhdistdd pintaan, jonka kaarevuus on negatiivinen va-
kio. Hyperbolisiin pintoihin hyvin kaytdnnonlaheisen ja
havainnollisen ldhestymistavan lukija 10ytaé esimerkik-
si Daina Taiminan kirjasta [9], jossa on erityisesti virk-
kausohjeita hyperbolisen pinnan tuottamiseksi! Kuvas-
sa 8 oleva virkkaus on tehty juuri kyseisestd kirjasta
l6ytyvalla ohjeella.

Kaarevuus

Yksiulotteisen kédyrin tapauksessa kaarevuus K tietys-
sé pisteessd saadaan sen ympyrén siteen R kdénteislu-
kuna, K = 1/R, joka on sovitettu kéyrélle sivuamaan
kyseista pistettd. Valitsemalla kdyralle suunta voidaan
erottaa posititvinen ja negatiivinen kaarevuus. Kuvas-
sa 7 kdyrdn kaarevuus on positiivinen, kun sovitettu
ympyrd on kdyrin alapuolella (“kukkula”), ja nega-
tiivinen, kun sovitettu ympyrd on kédyran yldpuolella
("kuoppa”).

Kuva 7: Kayrdin kaarevuus.

Mita suurempi séde kaarevuuden kertovalla ympyralla
on, sitd pienempi kaarevuus on itseisarvoltaan. Toisin
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sanoen, kun R — oo, niin K — 0. Tapaus R = oo
vastaa suoran viivan tilannetta, eli suoran viivan kaa-
revuus on 0.

2-ulotteisen pinnan (gaussinen) kaarevuus tietyssi pis-
teessi saadaan yksiulotteisen kaarevuuden avulla: Ase-
tetaan pinnan pisteeseen, jossa kaarevuus halutaan sel-
vittad, normaalivektori (vektori, joka on kohtisuorassa
pisteeseen asetettua tangenttitasoa vastaan). Kaikkien
normaalivektorin sisédltdvien tasojen leikkaukset pin-
nan kanssa ovat yksiulotteisia kéyrié, joille voidaan las-
kea kaarevuus edelld mainitulla tavalla. Valitaan kai-
kista néistd suurin ja pienin kaarevuus, niin sanotut
padkaarevuudet Kpar ja K. Pinnan kaarevuus K
kyseisessé pisteessd saadaan nédiden tulona:

1
K Kmaz szn RmanmaI .
Tasoa vastaa tilanne, missd molemmat pdadkaarevuudet
ovat 0, joten tason kaarevuus K = 0. Y14 olevasta kaa-
revuuden kaavasta ndhdédan, ettd pinnan kaarevuuden
etumerkki riippuu péadkaarevuuksista: Jos ne ovat etu-
merkiltddn samat, niin kaarevuus on positiivinen, ja
muutoin negatiivinen. Esimerkiksi pallopinnan jokai-
sessa pisteessi molemmat péadkaarevuudet ovat 1/R,
missd R on pallon sdde. Siis pallopinnalla on kaikkialla
positiivinen vakiokaarevuus 1/R%. Hyperboliseksi pin-
naksi sanotaan pintaa, jonka kaarevuus on jokaises-
sa pinnan pisteessd sama negatitvinen luku. Hyperboli-
nen geometria sai nimensa tasté, kun ymmarrettiin, et-
ta téllaisella pinnalla patevit hyperbolisen geometrian
lait.

Esimerkkeja

Jotta hyperbolisen geometrian lait toimivat pinnalla,
on oleellista, ettd sen kaarevuus on negatiivinen wva-
kio. Yksi ensimmaisistd keksityistd hyperbolisista pin-
noista oli pseudopallo. Nimensé pseudopallo on saanut
siitd, ettd sen kaarevuus vastaa sellaisen pallopinnan
kaarevuutta, jonka side on imaginaarinen — aivan ku-
ten Lambert arveli! Jos siis pseudopallo on pallo, jonka
siide on iR, missi i = v/—1 on imaginaariyksikko, niin
pseudopallon kaarevuus on K = 1/(iR)? = —1/R?.
Usein hyperbolinen paraboloidi, ns. satulapinta, tulee
mieleen hyperbolisista pinnoista puhuttaessa. Vaikka
sen kaarevuus onkin kaikkialla negatiivinen, kaarevuus
ei kuitenkaan ole vakio, joten se ei ole hyperbolinen
pinta.

Kuvassa 8 on yksi esimerkki hyperbolisesta pinnasta,
jossa pintaan vérillisilla langoilla merkittyjen yksiulot-
teisten padkaarevuuksien ndhdéén olevan erimerkkiset.

Maapallollamme eldvat kasvitkin ovat ymmértédneet
hyperbolisen pinnan mahdollisuudet. Esimerkiksi lehti-
kaalin tai korallien muoto muistuttaa hyperbolista pin-
taa. Téméan ominaisuuden hyoty kasveille on, ettéd ne

saavat enemmén pinta-alaa kidyttoon imedkseen ravin-
teita.

Kuva 8: Esimerkki hyperbolisesta pinnasta.

Lopuksi

Hyperbolisen geometrian 16ytyminen mullisti geomet-
rian avaten tien uusille aksiomaattisille jarjestelmille
ilman riippuvuutta euklidiseen geometriaan. Ta4mé& on
johtanut kokonaan uusille urille matematiikassa. Lisdk-
si analyysin yhdistdminen geometriaan on tuonut ai-
van uusia ulottuvuuksia tutkimuskysymyksiin. Kaare-
vuuden kéasitteen mukaantulo aloitti differentiaaligeo-
metrian, joka on erittdin aktiivinen tutkimusala tané-
kin péivdné. Hyperbolinen geometria ei ole pelkdstdan
matemaatikoiden abstrakti kuvitelma tai taiteilijoiden
leikkikenttd. Voimme nimittdin ymmartdd Einsteinin
suppeaa suhteellisuusteoriaa, ja sitd kautta havaitse-
maamme maailmaa, hyperbolisen geometrian avulla
(ks. esim. [8, Luku 18])! Reilussa sadassa vuodessa né-
kokulmamme on laajentunut maailmasta koko maail-
mankaikkeuteen, jonka geometriaa yritetddn parhail-
laan kiivaasti selvittdd. Osa fyysikoista uskoo maail-
mankaikkeuden rakenteen selittyvin ns. sdieteorialla,
jonka ldhtokohtana on 9-, 10-, 11- tai jopa 26-ulotteinen
aika-avaruus. On vaikea kuvitella, ettd kuvamme maa-
ilmankaikkeudesta olisi kehittynyt nain pitkéalle, mikali
hyperbolista geometriaa ei olisi koskaan 16ydetty.
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Kuvat

Kuvat 1 ja 8 ©Riikka Schroderus (virkkaus on tehty
kirjan [9] ohjeella).

Kuvat 2, 3, 4, 5, 6 ja 7 on piirretty Geogebralla
(ohjelmisto on ladattavissa osoitteessa http://www.
geogebra.org).

Solmun matematiikkadiplomit

Marjatta Nddatanen

Eri puolille Suomea levinneiden matematiikkadiplo-
mien tehtdvit ovat osoitteessa

matematiikkalehtisolmu.fi/diplomi.html

Tehtdvid on 9 tasoa. Alimmat ovat koulun alkuun,
ylimmissd riittdd pohtimista lukiolaisillekin. Opetta-

jien kiittavan palautteen mukaan oppilaat, seka tytot
ettd pojat, laskevat innoissaan tehtévia. Erityisesti on
kiitetty sitéd, ettd mukana on my6s haastavia tehtéavia
ja ettd tehtdviat ovat monipuolisia. Esimerkiksi tason
VIII ensimmaéinen tehtdvé kéasittelee tarkemmin Suo-
men Pisa-menestystd. Opettajille lahetetddn pyynnos-
td vastaukset.
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Lukujen motivoinnista Hilbertin hotelliin

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Abo Akademi

Steven Strogatz [hana X. Art House, 2014, 328 s.

Kirjan tavoitteena on selittdd matematiikkaa yleista-
juisesti, sekd selittdd lukuisia matematiikan sovellus-
kohteita. Kirjan kirjoittaja Steven Strogatz on Cornel-
lin yliopiston professori. Hén on kirjoittanut kolumneja
matematiikasta The New York Times -lehteen, ja osa
kirjan teksteistd on juurikin niitd kolumneja. Kirjan
kieli on sujuvaa, miellyttédvad ja nopealukuista.

Kirjan lukeminen ei vaadi minké&&nsorttisia matemaat-
tisia esitietoja. Kirja lahtee liikkeelle siitd, ettd perus-
tellaan lukujen mielekkyys (on helpompi sanoa "kuusi
kalaa” kuin “kala kala kala kala kala kala”), ja tdmén
jélkeen kerrotaan, mité iloa on yhteenlaskusta. Vaikka
kirjan alku onkin hyvin alkeista ldhteva ja hyvin verk-
kainen, uskon, ettéd paikoin kirjan lukeminen ja todella
ymmartdminen vaatii matemaattista ajattelua, vaikka-
kaan ei konkreettisia matemaattisia pohjatietoja. Toi-
saalta, luultavasti omalla koulutuksellani luen kirjaa
erilailla kuin sité olisin lukenut vaikka 20 vuotta sitten,
ja ehké jadn enemmén pohtimaan yksittaisten virkkei-
den merkitystd kuin olisi tarkoitus.

Tavoite, ettei mitddn matemaattisia esitietoja vaadi-
ta, on hyvin kunnianhimoinen. Sanoisin, ettd Strogatz
onnistuu tassd tavoitteessa hyvin. Téasta syystéa kirja
sopii mainiosti ihan kenelle tahansa luettavaksi (eli en-
nen kaikkea tyrkattdvéiksi niille ihmisille, jotka ihmet-

televit, ettd mita sielld yliopistolla oikein tehdadn, mi-
td hyotyd téstd matematiikasta ikind on, ja liittyyko
se oikeasti edes yhtddn mihinkdan, kuten myos niille,
jotka kovasti haluaisivat ndhda edes hiukan matema-
titkkan kauneutta, mutta se on hankalaa, koska koulut
ovat muinoin jadneet kesken). Toisaalta télld tavoitteel-
la on hinta: jos matematiikan perustiedot ovat hallus-
sa, on paikoin hieman turhauttavaa lukea kovin yksin-
kertaistavaa selitystd omasta mielestddn perusasioista.
Selitykset ovat lyhyitéd, joten niiden takia ei kirjaa kan-
nata jattdsd lukematta.

Itselleni kirjan parasta antia olivat kuvaukset erilaisista
sovelluksista. Sovelluksia on kéyty ldpi valtavan laajas-
ti, ja joukkoon on ujutettu myos paloja matematiikan
historiaa. Osa sovelluksista on todennédkoisesti kirjoi-
tettu vihemmén tosissaan (ensimmaéiseksi ei ainakaan
minulla tulisi mieleen pohtia ryhméteorian sovellukse-
na patjan kddntdmistd), mutta ndiden omituisempien
sovellusten ansio on niiden kyky havainnollistaa mate-
matiikkaa. Todellinen sovellus on hyddyllinen, muttei
aina niin havainnollistava maallikolle.

Kaiken kaikkiaan kirja on vetédvéisti kirjoitettu yleis-
tajuinen esitys matematiikasta, jota lukiessa ei todel-
lakaan ole tylsda. Kirja soveltuu paitsi harrastelijoille
(tai aloittelijoille), my6s matemaattisen yleissivistyk-
sen, esimerkkien ja opetusideoiden hankintaan ammat-
tilaisellekin.
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