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Sotapaallikko ja geometria
Matti Lehtinen

Valtiomiehis tai sotapéillikoitd ei yleensd yhdisteté
matematiikkaan. Poikkeuksia tietysti on. Suomen kent-
tatykiston luojana pidettya tykistonkenraali Vilho Pet-
ter Nenosta (1883-1960) kunnioitettiin nerokkaana ty-
kistomatemaatikkona. Eldkepédivinadn hén tiettdvasti
innostui Fermat’n ongelmasta ja aiheutti matematii-
kan professori Pekka Juhana Myrbergille kiusallisiakin
tilanteita, kenraalin ratkaisuyritykset kun olivat aika
epdonnisia, mutta Myrberg ei taté olisi oikein kehdan-
nut suurmiehelle suoraan sanoa.

Henkilo voidaan ikuistaa matematiikkaan liittaméalla
hénen nimensd matemaattiseen tulokseen. Pythagoras
on kuolematon. Luultavasti ainoa sotapéallikko ja val-
tiomies, joka tdméan kunnian on osakseen saanut, on
itse keisari Napoleon. Napoleonin lause on geometrian
tulos, joka yksinkertaisimmassa muodossaan on seuraa-
va:

Jos (mielivaltaisen) kolmion sivut kantoina piirretdan
kolmion ulkopuolelle tasasivuiset kolmiot, niin niiden
keskipisteet ovat tasasivuisen kolmion kérjet.

Napoleonin lause voidaan todistaa monin eri tavoin —
téstd vakuuttuu vaikkapa Google-haun avulla. Seuraa-
va todistus on melko helppo (kuva 1). Olkoon ABC kol-
mio, jossa suurin kulma /CAB < 120°, ja BPC, CQA
ja ARB kolmion ABC' sivut kantoina piirretyt tasasi-
vuiset kolmiot. Olkoot S, T" ja U nédiden kolmioiden kes-
kipisteet. (Tasasivuisen kolmion keskijanojen, korkeus-
janojen, kulmanpuolittajien ja sivujen keskinormaalien
leikkauspiste on sama, joten keskipiste on oikeutettu

P

Kuva 1.

nimitys.) Kolmioiden ARB ja CQA ympérysympyrit
leikkaavat, paitsi pisteessé A, my0Os pisteessd D kol-
mion ABC sisilla. Koska ZARB = /CQA = 60°,
niin jannenelikulmioista ARBD ja CQAD nihdéaan,
ettd /ADB = /ADC = 120°. Mutta silloin /CDB =
360° — 2 - 120° = 120°. Koska /BPC = 60°, BPCD
on jannenelikulmio. Piste D on siis my6s kolmion BPC'
ymparysympyralla. Leikatkoot US ja BD pisteessd E
ja TS ja DC pisteessd F. Heti ndhdéén, ettd US on
BD:n keskinormaali ja ST on DC:n keskinormaali.
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Kulmat /DES ja /DFS ovat siis suoria kulmia. Kos-
ka /ZEDF = 120°, on kulman /ESF oltava 60°. Sa-
moin ndhdéén, ettd kolmion STU karjissd T ja U ole-
vat kulmat ovat = 60°, joten kolmio STU on tasasi-
vuinen kolmio. — Jos ZCAB > 120°, niin piste D joko
yhtyy pisteeseen A tai on kolmion ABC' ulkopuolella.
Todistuksen kannalta olennainen asia, /CDB = 120°,
toteutuu néaissdkin tapauksissa.

Ei ole olemassa mitdén todisteita siité, ettd Napoleonin
lause olisi juuri Napoleonin keksint6d. On arveltu, ettd
Napoleonin matemaattiset taidot eivét olisi riittaneet-
kéén téllaiseen saavutukseen. Varmuudella Napoleonin
nimi tiedetddn liitetyn lauseeseen 1820-luvun puolivé-
lissé, Napoleonin jo poistuttua ndyttamolta. Napoleon
vietti vuodet 181521 vankina St. Helenan saarella, jos-
sa han kuolikin.

Napoleon oli kuitenkin matemaattisesti orientoitunut.
Jo upseerikoulussa hdnen mieliaineensa olivat matema-
tiikka ja historia, ja myShemmin hén oli vakuuttunut
matematiikan tidrkeydestd. Ajan johtavat matemaati-
kot kuten Laplace, Fourier ja Monge olivat hdnen la-
hipiiridan. Ja sanotaan, ettd Napoleon oli intohimoi-
nen laskija: ajaessaan keisarina vaunuissaan Pariisissa
hén tapasi laskea talojen ikkunoiden lukumé&éria — toi-
mi, johon autoilla liikkuvat nykyjohtajat eivat helposti
voisikaan ryhtya. Historiasta toki tieddmme, ettd Na-
poleon ei lopulta osannut laskea riittdvan hyvin. Sota-
retki Venéjille vuonna 1812 oli katastrofiin pdattynyt
virhearvio.

Vuonna 1796 Napoleon Bonaparte oli vield nuori ja
eteenpéin pyrkivd kenraali. Hén sai johtaakseen so-
tajoukon, jonka oli m&ara taistella Italiassa Ranskan
tuolloisia vihollisia Itdvaltaa ja Sardiniaa vastaan. So-
taretkelld Napoleon tapasi italialaisen matemaatikon
Luigi Mascheronin (1750-1800). Mascheroni oli kehit-
tdnyt uudenlaisen tavan suorittaa geometriset piirus-
tustehtavét, jotka antiikista periytyvéin tradition mu-
kaan tuli tehda kahta tyckalua, harppia ja viivoitinta
kéyttden. Mascheroni pystyi osoittamaan, ettd kaikki
se, mikd on mahdollista harpilla ja viivoittimella, voi-
daan tehdd myos pelkélld harpilla (pois lukien tietys-
ti suoran piirtdminen). Mascheroni ei tiennyt, ettd sa-
man keksinnon oli tehnyt jo tanskalainen Georg Mohr
(1640-97) yli sata vuotta aikaisemmin. Mohr ja hinen
teoksensa Fuclides curiosus olivat tdysin unohtuneet.
Mohrin kirja 16ytyi sattumalta antikvariaatista vasta
vuonna 1928. Nykyaén puhutaan Mohrin—Mascheronin
geometriasta. Ja Tanskan lukiolaisten vuotuinen mate-
matiikkakilpailu on Georg Mohr -kilpailu.

Mascheronin ja Napoleonin tapaamisella oli seurauksia.
Mascheroni omisti vuonna 1797 Paviassa julkaiseman-
sa kirjan Geometria del compasso eli Harpin geometria
Napoleonille, ja Napoleon, palattuaan Pariisiin ennen
kirjan ilmestymisté, kiusasi ranskalaisia matemaatik-
koystédviddn Mascheronilta oppimallaan ongelmalla. Se
on sittemmin tullut tunnetuksi Napoleonin ongelmana:

On etsittavéa pelkdstdin harppia kdyttden ympyréan si-
sdéan piirretyn nelién kéarkipisteet.

Jos Mascheronin teoria pitdd paikkansa — ja pitddhan
se, niin kuin voidaan esimerkiksi ns. ‘nversiokuvauksen
ominaisuuksien perusteella osoittaa — tehtava voidaan
varmasti ratkaista. Mutta tassa ei tarvita kaikkia kei-
noja.

Jos ympyrén sdde on r, niin sen sisdédn piirretyn nelién
lavistdjd on ympyran halkaisija 2r. Nelion sivun pituus
on siis /2, ja téllainen pituus olisi siis saatava harpin
karkien véliin. Jos r ja r+/2 olisivat suorakulmaisen kol-
mion kateetit, hypotenuusa olisi Pythagoraan lauseen
nojalla rv/3. Jos toisaalta 16ydimme suorakulmaisen
kolmion, jonka hypotenuusa on rv/3 ja toinen kateetti
r, niin kolmion toinen kateetti antaa ongelman ratkai-
sun.

Léhes jokainen harpilla leikitellyt on varmaan joskus
piirtdnyt "kuusiterdlehtisen kukan”, joka syntyy, kun
piirretddn 6 ympyrénkaarta, joiden side on sama kuin
alkuperdisen ympyran, mutta keskipisteet ovat alkupe-
rdisen ympyrén ja piirrettyjen kaarien leikkauspisteita
(kuva 2). Tdméa yksinkertainen kuvio on avain Napo-
leonin ongelman ratkaisuun.

Kuva 2.

Olkoon nyt AB jana, jonka pituus on r ja I' A-keskinen
ja B kautta kulkeva ympyra (kuva 3). Piirretdén B
keskipisteend r-sidteinen ympyra, joka leikkaa I':n pis-
teessé C ja edelleen C-keskinen r-siteinen ympyré, jo-
ka leikkaa I':n pisteessé D. Koska AC = AD = r,
kolmiot ABC' ja ACD ovat tasasivuisia. Pisteet B ja
D ovat janan AC keskinormaalilla, joten BD L AC. Ja-
nan BD pituus on siten kaksi r-sivuisen tasasivuisen
kolmion korkeusjanan pituutta, eli rv/3. Jos nyt piir-
rdmme puoliympyrén, jonka halkaisija on BD ja mer-
kitsemme F:114 puoliympyréin ja B-keskisen r-siteisen
ympyran leikkauspistettéd, niin Thaleen lauseen nojal-
la /BFD on suora kulma. DBF on sellainen suora-
kulmainen kolmio, jonka tarvitsemme, DF = rv/2 ja
D-keskisen F:n kautta kulkevan ympyran ja [''n leik-
kauspisteet G ja H ovat kaksi halutun nelion kérked.
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Yksi kéarki on tietysti D ja neljds karki I 16ytyy I':n ja
G-keskisen D:n kautta kulkevan ympyréin leikkauspis-
teena.

Kuva 3.

On kuitenkin yksi mutta. Miten piirretdén se puoliym-
pyré, jonka halkaisija on DB? Sitd varten on loydet-
tdva janan DB keskipiste. Yllattdvaa saattaa olla, et-
ta janan puolittaminen pelkélla harpilla vaatii esityok-
seen janan kaksinkertaistamisen. Kuusiterédlehtisen ku-
kan konstruktio kertoo heti, miten jana kaksinkertais-
tetaan. Jos kuvassa 3 piirretdén vield yksi ympyré, nyt
D keskipisteend ja pisteen C kautta, niin tdmén ja I':n
toinen leikkauspiste E on sellainen, ettd BE = 2 - BA.
Nythén nimittain myés ADE on tasasivuinen kolmio,
joten /BAFE = 3-60° = 180°, joten E on suoralla AB
ja AE = BA, joten BE =2 - BA.

Etsitddn nyt pelkin harppitempuin piste, joka on an-
nettujen kahden pisteen, esimerkiksi B ja D, vélisen
janan keskipiste (kuva 4). Tatd varten piirretddn D
keskipisteend B:n kautta ympyrd I'. Edellisessd kap-
paleessa selostetulla tavalla 16ydetdén piste C, joka on
I":n ulkopuolella ja jolle DC = 2- DB. Piirretdéan nyt C
keskipisteend ympyrd D:n kautta. Se leikkaa I':n pis-
teissé E ja F. Kolmiot CED ja CDF ovat nyt tasa-
kylkisid kolmioita, ja erityisesti sellaisia kolmioita, joi-
den kylki on kaksi kertaa niin pitkd kuin kanta. Piir-
retddn vield E ja F keskipisteind D:n kautta kulke-
vat ympyrat. Ne leikkaavat toisensa myo0s pisteessd M.
Piirroksien mukaan pisteet D, M ja C ovat janan EF
keskinormaalin pisteitd. M on siis suoralla DC. Mutta
my6s B on suoralla DC. Tésté seuraa, ettd tasakylki-
silld kolmioilla CED ja EDM on yhteinen kantakulma
/EDM. Kolmiot ovat siis yhdenmuotoisia. Mutta sil-
loinhan pienemménkin kolmion kanta eli DM on puo-
let sen kyljestda DE. DFE ja DB ovat molemmat [':n

siteitéd, joten DM on puolet DB:stad. Janan keskipis-
te 16ytyy pelkkdd harppia kéyttéden, joten Napoleonin
ongelma on ratkaistu.

Kuva 4.

Vaan hetkinen vield! Janan, jonka pituus on rv/3, méé-
rittdmisessi kdytettiin hyvéiksi pistetta A, alkuperaisen
ympyran keskipistettd. Entédpé jos tehtdvissa vastassa
olisikin vain ympyréaviiva I' ilman tietoa ympyran si-
teestd tai keskipisteestd? Jos 16yddmme I':n keskipis-
teen vain harppia kédyttden, voimme edelleen ratkaista
Napoleonin ongelman.

Voimme tehdi néin (kuva 5). Otetaan jokin I':n piste A
ja piirretdan A-keskinen ympyré. Sen ja I':n leikkaus-
pisteet olkoot B ja C'. Piirretddn B ja C keskipisteind
ympyrat A:n kautta; ne leikkaavat paitsi A:ssa myos
pisteessd D. Sitten piirretddn D keskipisteend ympyra
A:n kautta. Se leikkaa A-keskisen ja B:n ja C:n kautta
piirretyn ympyrén pisteissd E ja F. Piirretddn viela F
ja F keskipisteind ympyrat A:n kautta. Ne leikkaavat
myo6s pisteessi O. Nyt O on I':n keskipiste!

Kuva 5.
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Miksi? Riittdd, kun osoitamme, ettd O on yhté etadl-
14 T:n pisteistd A, B ja C. Osoitetaan ensin, etti
OB = OC. Kaytetdan taas tietoja keskinormaaleista.
Selviasti AE = AF, joten A on janan EF keskinor-
maalin piste. Myés EO = EA = FA = FO, joten O
on FF:n keskinormaalin piste. Mutta F ja F' ovat mo-
lemmat D-keskisen ympyran pisteitd, joten myos D on
EF:n keskinormaalin piste. O, D ja A ovat siis kaikki
samalla suoralla, joka on EF':n keskinormaali. Mutta
sekd A ettd D ovat yhté etdalld myos pisteista B ja C,
joten AD on myos janan BC' keskinormaali. Koska O
on suoralla AD, on oltava OB = OC'. Jotta todistus tu-
lisi valmiiksi, on vield osoitettava, ettd OA = OB. Té-
hén tarvitaan hiukan yhdenmuotoisia kolmioita. Piir-
rokset on tehty niin, ettdi FO = FA ja DE = DA.
Kolmiot FOA ja DAFE ovat siis tasakylkisid. Edelld
huomattiin jo, ettd D on janalla OA. N&illa tasakylki-
silla kolmioilla on siis yhteinen kulma /EAD, joten ne
ovat yhdenmuotoisia. Néin ollen

04 _ B4
AE  AD’

Mutta AE = AB, joten patee myos

OA AB
AB~ AD’ M)

Koska D on janalla AO, kolmioilla OAB ja BAD on
yhteinen kulma kérjessd A. Suhdeyhtélosta (1) seuraa,
ettd kolmiot ovat yhdenmuotoisia (sks). Koska kolmio
BAD on tasakylkinen, myos kolmio O AB on tasakylki-
nen. Siis todellakin OA = OB, ja olemme osoittaneet,
ettd harpin avulla 16ytynyt piste O on I':n keskipiste.

Napoleonin ja Mascheronin tapaamisen seuraukset
Mascheronille eivét olleet yhté harmittomia kuin Napo-
leonille. Yksi Ranskan vallankumouksen kauaskantoi-
simmista seurauksista oli 1790-luvulla kehitetty met-
rijarjestelméa. Napoleon vérvéisi Mascheronin viemain
jarjestelméa Italiaan, ja Mascheroni matkusti Pariisiin
perehtymadn tdhdn uuteen asiaan. Sotaonnen vaihte-
lut estivit hantd palaamasta kotiseudulleen Milanon
tienoille. Pariisissa Mascheroni vilustui, sairastui vaka-
vasti ja kuoli.
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