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Voisiko ruotsalaisten virheista oppia?

Padkirjoitus

Noin vuosi sitten tutkijat Christian Bennet ja Madelei-
ne Lowing kirjoittivat perusteellisen ja pitkén artikke-
lin Dagens Nyheterin yleisonosastolle. Tekstin otsikko
oli Gymnasister har svdrt klara matematik for mellan-
stadiet, eli lukiolaisilla on ongelmia 4.—6. luokan mate-
matiikassa. Otsikosta onkin revitty paljon keskustelu-
ja, varsinkin kun Expressen samoihin aikoihin julkaisi
testitehtavien listan, eli ne tehtévét, joiden osaamista
Bennet ja Lowing olivat mitanneet. Kyllahén se pahal-
ta naytti: esimerkiksi 38 prosenttia oppilaista ei ollut
osannut laskea 7 - 8 + 5.

Tamé ei kuitenkaan mielestdni ole tekstin mielen-
kiintoisin asia, eiké siitd varsinkaan saa hedelméllis-
td keskustelua, vaan ldhinnéd kauhistelua. Paljon mie-
lenkiintoisempana pidénkin kirjoittajien esittamaé ko-
koOaiskuvaa Ruotsin matematiikan osaamisen kehityk-
sestd ja satsauksista. Niistd nimittdin voisi oppia jo-
tain.

1980-luvun loppupuolelta alkaen on matematiikan ope-
tukseen laitettu lisdé ja lisda rahaa. Vuodesta 1995 l1ah-
tien on sekd TIMSS- ettd PISA-tutkimuksessa ruot-
salaisten tulos tippunut. Vuonna 2012 oli Ruotsin tu-
los PISA-tutkimuksen matematiikan osiossa merkitté-
viasti OECD-maiden keskiarvon alla. Vertailun vuok-
si: Suomen tulos PISA-tutkimuksessa on tippunut,
mutta Suomi pérjad yhd kansainvélisesti erittdin hy-
vin. TIMSS-tutkimuksessa vuonna 2012 kahdeksas-
luokkalaisten suomalaisten matematiikan osaaminen
oli Euroopan kérked (keskiarvoin mitaten), http://
ktl.jyu.fi/img/portal/23455/d106.pdf.

Bennet ja Lowing lisdksi kirjoittavat, ettd oppilaiden
matematiikan osaamisen kannalta ainoat oikeasti mer-
kitsevit asiat ovat opettajan tiedot matematiikassa,
opettajan opetustaito seka realistiset odotukset. Esi-
merkiksi luokkakoolla tai arvostelulla on vain margi-
naalinen vaikutus. Lisdtunneillakin on merkitystd vain
silloin, kun ne kéytetddn jarkevéisti (tdmé on sindnsé

loogista — sdéli, etteivit kirjoittajat kertoneet esimerk-
kejé huonosta ja hyvistd kaytosta yliméaraisille oppi-
tunneille).

Ruotsissa rahaa on kaytetty vuosien saatossa paljon
esimerkiksi opettajien tdydennyskoulutukseen. Lisak-
si on perustettu kansallinen keskus matematiikan ope-
tukselle. On kuitenkin unohdettu tarkastella oppilai-
den perusvalmiuksia, ja keskitytty pitkélti sithen, miten
matematiikkaa opetetaan. Toki on tdrkeda huomioida,
miten opetetaan, mutta jos opetus on esimerkiksi aivan
vadrdn tasoista, ei opetustaito paljon pelasta.

Néin taloudellisesti tiukkoina aikoina on toki tavallaan
mukavaa kuulla, ettd raha ei tuo onnea. Tamé on kui-
tenkin ehké vaara johtopaatos. Ongelma lienee se, ettéa
rahaa on kaytetty vaédrin. Taydennyskoulutus on var-
masti hyvistd, mutta vain, jos perusta on kunnossa.
Voisi olla jarkevdd kayttdd rahaa aineenopettajien ja
luokanopettajien koulutukseen, jolloin varmistettaisiin,
etta kaikkien tulevien opettajien matematiikan perus-
tiedot ovat kunnossa. Jéarkevad voisi myos olla lisédta
keskustelua eri koulutusasteiden vélilla, jotta opetta-
jat aina uuden koululuokan késiinsd saadessaan tietéi-
siviat, mitd oppilaat osaavat ja mitd eivit. Jos rahaa
olisi, opettajien palkkaakin voisi nostaa, silla opettajat
tekevit tarkeda tyota. Thminen, joka kokee, ettd hanen
tyotddn arvostetaan, tekee my0Os usein parempaa tyoté,
ja on innostuneempi kehittyméaédn entisestdan.

Kolikolla on my6s toinen puoli. Ennen kuin ryhdymme
liian ylpeiksi ihmeteltyimme, miten ruotsalaiset ovat
hukanneet 14jan rahaa ja heikentdneet matematiikan
osaamistaan, on syytd muistaa, ettd ruotsalaiset voitta-
vat tatd nykya ihan kirkkaasti suomalaiset kansainvali-
sissd matematiikkakilpailuissa. Vield kun tietdisi, mita
siitd taas pitdisi oppia.

Anne-Maria Ernvall-Hytonen


http://ktl.jyu.fi/img/portal/23455/d106.pdf
http://ktl.jyu.fi/img/portal/23455/d106.pdf

Solmu 2/2015

Algebraa sarjakuvana

Tarja Shakespeare

Larry Gonick: The Cartoon Guide to Alge-
bra, HarperCollins Publishers, 2015, 233 sivua. Hin-
ta Adlibris-verkkokirjakaupassa 14,10 euroa. Kirja on
englanninkielinen.

LGEBRA

e e P, 0

Piirtdja Larry Gonick on Harvardista valmistunut ma-
temaatikko. Jo opiskeluaikana sarjakuva kiehtoi hanta
perinteisten oppikirjojen ollessa hdnen mielestdan tyl-

sid. Han on piirtdnyt yli neljinkymmenen vuoden ajan
humoristisia historian ja luonnontieteiden tietokirjoja.

Algebra-kirja jatkaa Gonickin persoonallista kerronta-
tyylid. Kirjan pdahenkiloné ja tutorina on piirtdja Lar-
ry Gonick nuhruisessa pikkutakissaan. Muita hahmo-
ja ovat Celia, pojat Jesse ja Kevin sekd Momo-tytto.
Sivuille on péadssyt seikkailemaan my6s René Descar-
tes, Pythagoras, Al-Khwarizmi, karvainen nimittaja ja
muuttuja x.

Lukujen lopussa on harjoitustehtévié ja kirjan lopussa
on ratkaisut valittuihin tehtéviin.

Kirja alkaa réavakésti 12 x 12 -kertolaskutaululla, jon-
ka jalkeen pohditaan aritmetiikan ja algebran eroavai-
suutta. Ala-asteella opiskeltava aritmetiikka on yhté-
suuruusmerkin vasemmalla puolella olevien numeroi-
den yhdistelemisté, jotta saadaan vastaus tuntematto-
maan kysymykseen yhtdsuuruusmerkin oikealle puolel-
le. Algebrassa tuntematon vastaus voi olla missd koh-
taa yhtaloa tahansa, siis myos vasemmalla puolella. Al-
gebrassa yhtaloa pitdd mychentdd sovittujen sddntojen
mukaan, jotta tuntematon x saadaan yhtdsuuruusmer-
kin vasemmalle puolelle ja aritmetiikkaosuus oikealle
puolelle.

Aritmetiikan perusteet kdydadn ldpi huolellisesti vali-
tuilla pilke silmdkulmassa -esimerkeilld. Jesse toteaa
jalan mittaamisongelmaan, ettéd jalkaterin amputaa-
tio on varmasti kivuliaampi kuin murtoluvut. Yhteen-
ja vihennyslasku havainnollistetaan vektorien avulla ja
kertolasku Celian vedonlyontiharrastuksella.
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Lausekkeisiin ja muuttujiin padstdén kiinni vertaamal-
la yhteen-, vihennys-, kerto- ja jakolaskua kuin jos hei-
koille luvuille tehtéisiin leikkausoperaatio. Taméan ta-
kia kirjahyllyn rakentamiseen tarvitaan ensin kirurgi,
jotta laskujarjestysdannot saadaan selville. Peruslasku-
lait liitdnndisyys, vaihdannaisuus seké osittelulaki pe-
rustellaan.

Algebran keksijd Al-Khwarizmi (780-850) esittelee ke-
hittdméansa varsivaakateorian, jonka jélkeen itse mes-
tari valepuvussa, muuttuja z, astuu peliin. Yhtdlon
ratkaisun vaiheet kdydasn lapi. Tosielamén ongelmissa
ratkotaan kirjahyllyyn tarvittava materiaalimetrimaé-
rd, Momon ja Celian tuntipalkat, Celian ja Jessen verk-
kosivun tekemispalkkion jakaminen eri tavoin ja raken-
nuttajan kuoleman aiheuttama saatava rakentajalle.

Celian ostosmatka Naula- & Kynsisalonkiin vie luki-
jan yhtéloparien ratkaisumaailmaan. Gonick esittelee
kolme eri ratkaisumenetelméa.

René Descartes pussihousuineen ja peruukkeineen
1600-luvulla halusi piirtdd yhtalot graafisesti ja kehitti
suorakulmaisen koordinaatiston. Kevin kiipedd rinnet-
td tutustuen positiiviseen kulmakertoimeen, kun Jes-
se laskettelee skeittilaudalla mékeé negatiivisen kulma-
kertoimen antaessa vauhtia. Muiden on oltava varuil-
laan, kun Gonick pyérittelee suoria ja suoran yhtaloita
kuin keppeja ilmassa.

Mono ja Celia vievit lukijan eksponenttien maailmaan,
jossa potenssit ja niiden laskusddnnot tulevat tutuiksi.

Laskutoimitukset rationaalilausekkeilla -luvussa tava-
taan karvainen ja kalju nimittdja. Nimittédjien pienintéd
yhteista jaettavaa harjoitellaan muuttajan x siséltyessa
nimittadjaan.

Verrannon kuvaamisessa ahnaat hyonteiset ovat oiva
apuvéline. Ne syovit kakunpalan hetkessa. Verrannon-
kin voi kuvata ajan funktiona, jolloin suoran yhtalon
voi piirtdd suorakulmaiseen koordinaatistoon. Vauhti
ja nopeus tulevat tutuiksi ranskalaisessa pankkiryosto-
esimerkissa.

Keskiarvoon pureudutaan ositetun sahkoélaskun muo-
dossa. Rakennuksessa asuva asukas paatti maksaa kus-

Verkko-Solmu on muuttanut

Verkko-Solmun uusi osoite on
matematiikkalehtisolmu.fi

Toimituksen uusi osoite on

toimitus(at)matematiikkalehtisolmu.fi

takin sahkolaskusta 22 % joka kuukausi, vaikka talvella
kulutus on suurempi. Miké ero on painotetulla keskiar-
volla?

Pythagoras ja ballistinen lentorata johdattavat lukijan
toisen asteen yhtéldihin ja niiden sieventdmiseen. Yh-
télon juuret ovat kuin kasvin juuret. Ne ovat hyvi aa-
sinsilta peruslaskutoimituksiin nelidjuurilla.

Toisen asteen yhtalo ratkaistaan ensin babylonialaisel-
la ja sitten modernilla algebrallisella tavalla. Tutustu-
taan yhtélon nelicksi tdydentdmisen menetelméin. Ja
lopuksi Pascalin kolmio on kuin joulukuusi, joka on
taynnad makeisia, kunhan vain oppii 16ytadmaén ne.

Onnistuuko algebran oppikirjan tekeminen sarjakuva-
na? Kylla.

Gonick on onnistunut tasapainottelemaan pienten,
mieltavirkistavien yksityiskohtaisten piirteiden kanssa
ja varsinaisen algebran laskusdéntoteorian kanssa hy-
vin. Kirjan tunnistaa matematiikan algebran oppikir-
jaksi. Yhtdlon juurista puhuttaessa piirroksissa kasvien
lehdissé on kuvattu yhtédlon termit ja kasvien juurissa
on yhtalon juuret. Tasapainotehtévissa leikitdan leik-
kikentén keinulaudalla. Gonick on pyrkinyt avaamaan
késitteiden konkreettisuuden kuvien kautta lukijalle.
Visuaaliselle oppijalle téstd on paljon hyotyé, koska
muistijalkid jaa paljon.

Kenelle kirja on tarkoitettu? Tamé on yliastelaiselle
oiva algebran oppikirja muuttujan x maailmaan. Kirja
saa suupielen virneeseen toistuvasti. Kirjaa voi kayttéaa
my6s matematiikan valinnaisaineessa tai ammatillisten
opintojen matematiikan opiskelun tukena. Niin ja kir-
jassa on vain ja ainoastaan yksi pizzapiirros muistutta-
massa koulukirjojen murtolukuopeista.

Jos sarjakuvamaailma oppikirjana kiehtoo sinua, niin
Larry Gonickin kirjat The Cartoon Guide to Che-
mistry, Physics ja Statistics ovat lukion ja yli-
opiston peruskurssin tasoa. The Cartoon Guide
to Calculus -kirjan ensimmaéisten painosten errata
ja harjoitustehtdvien vastaukset 16ytyvéit osoittees-
ta http://www.larrygonick.com/titles/science/
cartoon-guide-to-calculus-2/


http://www.larrygonick.com/titles/science/cartoon-guide-to-calculus-2/
http://www.larrygonick.com/titles/science/cartoon-guide-to-calculus-2/
http://matematiikkalehtisolmu.fi
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Rupattelua derivaatasta

Jorma Merikoski
Informaatiotieteiden yksikko, Tampereen yliopisto
jorma.merikoskiQuta.fi

Johdanto

Derivaatta ilmestyi vuonna 1941 lukion pitkdn ma-
tematiikan oppiennétyksiin (kuten silloin sanottiin),
mutta funktion suurin ja pienin arvo voitiin yksinker-
taisissa tapauksissa méadrittaa jo sitd ennen. Silloin kay-
tettiin lehtori K:n [2, 3] kuvaamaa menetelmés, joka
mielesténi ansaitsee laajemmankin kasittelyn. Tama on
ensimmaéinen aiheeni.

Toinen aihe ei liity ensimmaiseen, mutta téllaisessa ru-
pattelussa voi vapaasti assosioida. Ilman kuljettajaa
kulkevaa autoa ollaan kehittdméssd [5], mutta mus-
tapartainen mies on jo tehnyt ekologisesti paremman
keksinnon: ilman autoa kulkevan kuljettajan [4, s. 13].
Asriarvo ilman derivaattaa sai puolestaan “harmaapar-
taisen miehen” pohtimaan derivaattaa ilman mita? De-
rivaatan maaritelmassa ei tietenkddn tarvita dériarvon
kéasitettd, mutta entd derivaatta ilman raja-arvoa? Sel-
laista derivaattaa ei ole lukiomatematiikassa, mutta de-
rivaatan késite, kuten matematiikka yleensékin, on pal-
jon laajempi ja monimuotoisempi kuin milta lukiossa
nayttia.

Suurin ja pienin arvo ilman derivaattaa

Yhden reaalimuuttujan reaalifunktion f suurin ja pie-
nin arvo voidaan joskus méarittda seuraavalla tempul-
la. Muodostetaan y:td koskeva valttamaton ja riittéava

ehto sille, ettd yht&lolla y = f(x) on (reaalinen) ratkai-
su x. Jos tdmaé ehto saadaan sellaiseen muotoon, etta y
kuuluu tiettyyn véliin tai tiettyjen vélien yhdisteeseen,
niin saadaan itse asiassa f:n koko arvojoukko.

Viisdla [7] sanoo esipuheessa, ettd tdmé “alkeellinen
keino” voidaan sivuuttaa, jos tietyt derivaattaa koske-
vat asiat késitellddn. Kun ne lisdttiin oppiennétyksiin
vuonna 1960, se jai pois kirjan uudistetusta versiosta.

Tarkastelemme esimerkkina funktiota

6z
=25
[7, s. 23, esim. 2]. Tutkimme siis, milld y:n arvoilla yh-
talolla y = f(x) eli yhtélolla

yr? —6x+4y =0 (1)
on ratkaisu .

Tapauksessa y = 0 ratkaisu on z = 0. Tapauksessa
y # 0 ratkaisu on olemassa, jos ja vain jos diskrimi-
nantti 36 — 16y?> > 0, miké toteutuu, jos ja vain jos
—3 <y<0tai0<y< 3. Siis kaikkiaan —3 <y < 3.
Taméa on f:n arvojoukko, joten y = % on f:n suurin
arvo ja y = —% pienin. Sijoittamalla ne yhtal6én (1)
saamme maksimikohdaksi x = 2 ja minimikohdaksi

r=—2.

(Vaisdla kirjoittaa huolellisesti ja pedagogisella taidol-
la, mutta en malta olla huomauttamatta, ettd hanelta
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on téssd esimerkisséd jadnyt pois tapauksen y = 0 vaa-
tima erityistarkastelu. Han siis késittelee pelkkad dis-
kriminanttiehtoa, miké kylldkin antaa oikean vastauk-
sen.)

Alkeellisen menetelmén kayttokelpoisuus taitaa rajoit-
tua enimmaékseen sellaisiin tapauksiin, joissa yhtélo
y = f(x) on yhtdpitdva erdén toisen asteen yhtalon
kanssa.

Toisena esimerkkinéd tarkastelemme yleisté toisen as-
teen polynomia

f(z) = ax® +bx +c,
missé a,b,c € R ja a > 0. Yhtélolla
ar’ +br+c=y (2)
on ratkaisu, jos ja vain jos diskriminantti b* — 4a(c —
y) > 0. Koska a > 0, taméi patee, jos ja vain jos
b2

>c— —.
¥y= 4a

.. . 2 . .

Siis f:n arvojoukko on [c— Z—a,oo[, joten suurinta arvoa
. . . . 2 .o . . ..
ei ole ja pienin arvo y = c— Z—. Kun sijoitamme tdmén

N b

arvon yhtéloon (2), saamme minimikohdaksi z = —g~.

Paraabelin (2) huipun koordinaatit voidaan siis méa-
rittdd nainkin.

Derivaatta ilman raja-arvoa

Tarkastelemme (reaalikertoimista) polynomia
p(z) = apxr™ + a1z + -+ ap_17 + ap.

Sijoitamme x:n paikalle (z+ h):n ja kehitimme saadun
lausekkeen h:n polynomiksi. Méérittelemme [6, s. 151—
152], ettd p(z):n derivaatta p’(x) on h:n kerroin téssi
polynomissa. Siis
p(z +h) = p(z) +p'(2)h
+ h:n korkeampien potenssien termit.

Helppo lasku osoittaa, etta
p'(z) =napx™ '+ (n— Daz" 2+ +an_1, (3)

joten madritelmé on yhtapitdva polynomin derivaatan
tavanomaisen maédritelméan kanssa, ja tavanomaiset de-
rivoimissadnnot ovat voimassa. Jos siis p ja ¢ ovat po-
lynomeja ja ¢ on vakio, niin

i) (p+q) =p'+¢,

(i) (cp) = cp,

(iii) (pq)’ =p'q+pq'.

Itse asiassa voimme méaritelld polynomin derivaatan
suoraan lausekkeella (3), jolloin sijoitustemppua ei tar-
vita.

Tamaé pyorittely olisi nollatutkimusta, ellei selvitettéi-
si, miksi derivaatta kannattaa madritelld ndin. Tavan-
omaisen méaaritelméan motivaatioita on yllin kyllin: tan-
gentti, nopeus, dariarvot ym. Kun niihin ei nyt paésta
kéasiksi, mikd on tdméan méaritelmin motivaatio?

Véisald vastaa [6, s. 151]: "Tarkoituksena on ndyttés,
ettd algebrassa selviydytddn ilman raja-arvo-kasitetta,
kun on kysymys polynomin derivaatasta”. Kun poly-
nomeja tutkitaan, derivaattaa tarvitaan mm. nollakoh-
dan kertaluvun yhteydessd. Kun polynomeja tutkitaan
algebrallisesti, ei kéytetd analyyttisia menetelmia, jol-
loin derivaatta kannattaa méaéaritelld kuten edelld. Li-
siksi tdmé méaritelmé toimii silloinkin, kun polynomit
eivit ole reaalikertoimisia vaan niiden kertoimet ovat
mielivaltaisessa renkaassa.

Entd jos yritdmme méaritelld polynomin derivaatan
aksiomaattisesti ottamalla aksioomiksi sdé&nnot (i)—(iii)
ja tarvittaessa lisdd? Katsomme parilla esimerkilld,
mité voidaan todistaa nididen aksioomien perusteella
ja mitéd ei voida. Merkitsemme e, :1l& peruspolynomia
en(z) = 2™, n =0,1,2,.... Siis eg(z) = 1 (polynomi,
joka on identtisesti 1) ja e1(x) = x.

Aksioomasta (iii) seuraa, etté e{, = 0 (nollapolynomi).
Nimittédin sijoittamalla p = ey, ¢ = eg, jolloin pg = eq,
saamme
el = eleg +erey =€) +erey.
Siis eref; = 0 ja edelleen ef = 0.
Todistaaksemme, etté jokaisen vakiopolynomin p(x) =
¢ derivaatta on nollapolynomi, tarvitsemme myos ak-
sioomaa (ii), josta seuraa
(pe1)' = (ce1) = ce}.

Toisaalta aksiooman (iii) mukaan

(per)’ = per +pej = ples + cey.
Nain ollen p’e; = 0 ja edelleen p’ = 0.
Emme voi todistaa aksioomilla (i)—(iii), ettd e} = eg
(eli 2 = 1). Lisddmme tdmén aksioomaksi
(iv) €} = eo.

Todistamme potenssin derivoimissddnnon e, = ne,_1,
n = 12,.... (Jos n = 0, niin e,_; ei ole polyno-
mi.) Kéytdmme induktiota. Arvolla n = 1 viite on
juuri (iv). Jos viite pétee arvolla n, niin polynomille
en+1(z) = xe,(x) on aksioomien (iii) ja (iv) perusteel-
la

e (z) = en(x) +xel,(z) =2 +ana™ ' = (n+1)a",

joten véite péatee arvolla n + 1.
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Voimme todistaa kaikki muutkin polynomin derivaatan
ominaisuudet, silld [1, s. 145] aksioomat (i)—(iv) méé-
radvat polynomin derivaatan taysin. Toisin sanoen, jos
jokaista polynomia p vastaa sellainen polynomi p™~, et-
té

@) e+~ =p~+q",
(i) (ep)™ =cp™,

(iii) (pg)~ =p~q+pg~,
(iv) €7 = eo,

/

niin p~ =p'.

Nimittdin potenssin derivoimissdannén perusteella
myos e = ne,_1, joten ey = el kaikillan = 0,1,2,....
AkblOOHllbta (i) ja (ii) seuraa nyt, ettd kaikille muille-
kin polynomeille p on p’ = p™.

Verkko-Solmun oppimateriaalit
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Koodausta kouluun, miksi siita

Vuokko Kangas

kannattaa iloita?

Luokanlehtori, matematiikka, Oulun Normaalikoulu perusaste 0-6, Linnanmaa

Olen iloinen, etta Linda Liukas sai lastenkulttuurin val-
tionpalkinnon. Hdn on tehnyt niin paljon lasten ongel-
manratkaisutaitojen kehittdmisen hyvéksi. "Tiesitteko
esimerkiksi, ettd maailman ensimmaéisend ohjelmoijana
pidetdéin naista nimeltd Ada Lovelace? Héan oli 1800-
luvun alussa eldneen runoilijan lordi Byronin ja tdmén
matemaatikkovaimon tytér. Lovelace kirjoitti varhai-
sen mekaanisen tietokoneen kuvauksen. Linda Liukas
on riemuissaan paitsi ensimméisen ohjelmoijan suku-
puolesta, myds tdmén taiteellisista geeneistd. Ensim-
méiset modernin ajan ohjelmoijat olivat hekin naisia.
Toisen maailmansodan aikaan, kun miehet olivat rinta-
malla, naiset laskivat ammusten ballistisia kertoimia.”
Niin kirjoittaa uusin Image-lehti Linda Liukkaan haas-
tattelusta.

iloinen, ettd koodaus tuntuu
innostaneen monia matematiikanopettajia, kuten
esim. Tiina Partasta, joka jakaa Facebookin ja
bloginsa kautta auliisti 16ytojaan my6s muille.
(koodauksenabc.blogspot.fi)

Olen my6s kovin

Kaikkein iloisin olen kuitenkin siitd, ettd OPH on
ottanut vihdoin koodauksen mukaan suunnitelmiinsa
perusopetuksen opetussuunnitelmaluonnoksessaan. On
pitkadn valiteltu sitd, kuinka nykyinen systeemi johtaa
vain pintaoppimiseen ja ulkoa opettelemiseen syvallis-
ten ajattelun taitojen jaddessd taka-alalle. Kun mate-
matiikassa yrittda ohjata oppilaita todistamaan ja joh-
tamaan erilaisia asioita, saattaa tulla kommentti, etta
etko sd vain voisi sanoa, mikéd se vastaus on, niin ei
tarttis ajatella. Hyvédnen aika, tehtavilldhan halutaan
saada lapset juuri ajattelemaan ja oppimaan, ei tehté-

villa itsessdan ole mitdan arvoal

Tulevaisuudessa tarvitaan moniosaajia. Olen mate-
maatikko ja luokanopettaja, enkd mikddn koodauksen
asiantuntija. Koska olen opinnoissani ja tyosséni tutus-
tunut koodauksen saloihin ja ndhnyt joidenkin oppilai-
deni ja omien lasteni kehittyvan ammattilaiskoodareik-
si, uskallan rohkaista kaikkia muitakin innostumaan.

Motivointia

Motivaatio on térkein oppimista edistéva tekijé. Jos
teini-ikaisille oppilaille esittdd haastavan matemaatti-
sen ongelman, saa melko varmasti kuulla kysymyksen,
ettd missé naité oikein tarvitaan. Vaikka olisi joka tun-
ti muistuttanut syvéllisten ajattelun taitojen tarpeelli-
suudesta ja kdyttanyt kaikki mahdolliset motivointitai-
tonsa, eivit ihan kaikki kuitenkaan kiinnostu tai innos-
tu. Jos sen sijaan oppilaat suorastaan ryntaédvat ratko-
maan ongelmia, nédyttavat tuloksiaan toisilleen ja ky-
selevit toisiltaan ja joka puolelta kuuluu, ettd "voit-
ko opettaja tulla neuvomaan”, ei jad epéselviksi, op-
piikohan téssd mitddn. Tietokoneet, tabletit, pelit ja
koodaus kiehtovat nykyajan lapsia. Koodaukseen ja pe-
lillisyyteen liittyy sellainen uutuudenviehétys tai jokin
muu oppilaita kiinnostava salaperéinen juttu, jota kan-
nattaisi ehdottomasti hyodyntéa. Lapset ja nuoret ha-
luavat padsta peleissddn yhéa korkeammille ”leveleille”
ja kisailla leikkimielisesti. Néille tasoille pyrkiessddn he
ovat valmiita aloittamaan alusta, pohtimaan ja punnit-
semaan ratkaisujaan yha uudelleen ja uudelleen, kat-


http://koodauksenabc.blogspot.fi/
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somaan asioita toisesta ndkokulmasta, pyytdmaéaén jopa
opettajalta tai kavereilta lisdvihjeital

Tukea erityisoppilaille

Kerran, kun osallistuimme kuudesluokkalaisten kanssa
koodaustuntiin (learn.code.org, koodaustunti.fi),
erds tehostetussa tuessa oleva oppilas tuli luokseni saa-
tuaan téallaisen palautteen: ”Hienoa, olet osannut rat-
kaista tehtédvan 11 lohkolla. Tamén tehtdvan olisi kui-
tenkin voinut ratkaista kdyttamalld vain seitsemééd loh-
koa. Haluatko jatkaa eteenpéin vai yrittda uudelleen?”
Oppilaani oli jo kerran yrittdnyt uudelleen, mutta ei
halunnut luovuttaa. Kun oppilas oli jo valmiiksi pohti-
nut asiaa ja alkoi selittaé ratkaisuehdotustaan minulle,
hén yhtidkkid huomasikin itse, ettd hin voi lisdtd yh-
den toistolauseen, ja voi sitd riemua, kun ohjelma toimi
seitsemalléa lohkolla!

Mielekkyytta oppimiseen

Yhteiskunnalla on kysyntdéd koodaustaidoille. Koodaa-
jia voisi 16ytya lisdé, jos oppilaat edes tietaisivit, mité
se tarkoittaa. Kun koulun tietotekniikan tunneilla opis-
kellaan muotoilemaan hienoja Word-dokumentteja tai
tekemédn yksinkertaisia Excel-taulukoita, tdmé oppiai-
ne koetaan usein tylsiksi, ja lapset eivit opi ”Computa-
tional Thinking”:ia, joka on jotakin aivan muuta. Miten
voimme 16ytdd potentiaaliset koodaajat, jollei asiasta
anneta edes makupaloja peruskoulussa? Juuri téallaista
tutustumiskurssia ollaan nyt tuomassa peruskouluun,
toivottavasti mahdollisimman monen oppiaineen sisél-
toihin. Koodaus ei oikeasti ole pois miltddn muulta tér-
kedn asian oppimiselta, vaan se tuo iloa ja mielekkyytta
oppimiseen niin, ettd oppilaat voisivat esimerkiksi kehi-
telld jakolaskualgoritmin itse sen sijaan, ettd he opette-
levat sen ulkoa ymmaértaméatta koskaan, mista on kyse.

Sopii kaikille

Yksi yleinen nakokulma on, ettd kaikista ei tar-
vitse tulla koodareita. Eikd toki tarvitsekaan.
Muut saavat késityksen siitd, miten erilaiset tie-
tokoneohjelmat toimivat. Kun perusopetuksen ope-
tussuunnitelman perusteiden luonnokset julkais-
tiin kevadlla 2014, alkoi sekd opettajainhuoneis-
sa ettd sosiaalisessa mediassa keskustelu. (Oh-
jelmoinnin osuus luonnoksista 16ytyy osoitteesta
www.opinsys.fi/ohjelmointi-ja-perusopetuksen-
opetussuunnitelman-perusteet) Suuri osa opetta-
jista oli ohjelmointiin liittyvistd kohdista innoissaan,
mutta paljon asia herdtti my6s himmennysta. Pedago-
git, jotka olivat tehneet koodauskokeiluja luokissaan,
kertoivat onnistumisen kokemuksistaan ja siitéd, kuin-
ka koodaus lisédé oppimisen iloa, ahaa-elamyksié ja saa
lapset kuin itsestddn kehittdméan loogisen ajattelun
ja ongelmanratkaisun taitojaan. Koska jostain syysté

koodaus oli siséllytetty vain matematiikan ja kasitoi-
den oppisisédltéihin, liittyi moneen keskusteluun pelko
matematiikan oppimisen tason laskusta. ”Oikeaa” koo-
dausta opettaneet ja harrastaneet ihmiset olivat sita
mielté, ettd koodaus on oikeasti niin vaikeaa, etta tal-
lainen leikkikoodaus ja Scrabble tuhoavat lasten aivot.
(Vahdn samanlaista kiistaa on kéyty esimerkiksi siité,
pitéisikd koulussa olla englantilais- vai saksalaisottei-
nen nokkahuilu.) Kuitenkin juuri téllainen leikkikoo-
daus on motivoivaa ongelmanratkaisua.

Tulevaisuuden yhteiskuntaa varten

Joillakin foorumeilla puhutaan niin paljon koodaukses-
ta, ettd luullaan koko OPS:n olevan vain sitd. Tule-
vaisuutta on vaikea ennustaa, mutta OPS-luonnosta
on pyritty tekemédn laajapohjaisesti pohtien, millai-
sia asioita nykyisyydessd kannattaisi parantaa. Mah-
dollistamalla erilaisia oppimistilanteita teemme palve-
luksen paitsi oppijoille my6s tulevaisuuden yhteiskun-
nalle. Olen useiden muiden kanssa sitd mieltd, ettd me
suomalaiset opettajat olemme maailman huippuluok-
kaa. Me kylld osaamme opettaa. Ongelma vain on, et-
tei nuoria kiinnosta. Meidédn annostellessamme heille
niitd asioita, joita meiddt on koulutettu opettamaan,
suuri osa lipuu ohi korvien, koska nuorten mielet ovat
vallanneet kokonaan muut asiat. Mutta kun heille on
syttynyt tarve osata jotakin, ei ole mitddn ongelmaa
saada heitd kuuntelemaan, pohtimaan ja ratkaisemaan
ongelmaa.

Miten voi aloittaa?

Ykkos-kakkosluokkalaisten kanssa olemme opiskelleet
Bee-Bot-robottien kanssa aarteenetsintda ja erilaisia
toisten antamien reittien toteutusta ja testausta. Tama
oli hauskaa, mutta samalla my6s haastavaa. Robotit ja
leikkikalut saavat lapset yrittdmédn aina uudelleen ja
uudelleen, mutta jos mind opettajana sanon, ettd nyt
tuli virhe, aloita alusta, oppilaat lannistuvat. Kolmas-
luokkalaisten kanssa pidimme pienen Scrabble-jakson,
ja muutama oppilas syttyikin ideasta, tehden pienié
ohjelmanpétkié, joissa kyselivit toisiltaan yksinkertai-
sia laskutehtévia. T4ll6in kuitenkin kolmasluokkalaisis-
ta suurin osa kertoi mieluummin pelaavansa valmiita
oppimispeleja kuin “koodailevansa” niité itse. Opetta-
jan kannalta merkittavin edistysaskel oli, kun loysin
koodaustunti.fi:n suomenkielisen version 2013. Sen
jilkeen Hour of Code -sivustolta olen 10ytédnyt mate-
riaalia enemmaén kuin olisin ehtinyt koskaan kéyttaa.
Myo6s koodaustunti-sivustoa on paivitetty jatkuvasti.
Tana vuonna koulussamme jérjestettiin vapaaehtois-
voimin kaikille alakoululaisille kaksoistunti koodausta,
ja innostus tuntuu vain levidvan! Ennen kaikkea innos-
tavat koodauskokeilut ovat opettaneet minulle itselle-
ni paljon oppimisesta ja opettamisesta. Kannustankin
kaikkia kdyméaédn ainakin koodaustunnin ensimmaéaiset
jaksot 1api — se on palkitsevaa, uskokaa pois!


http://learn.code.org
http://koodaustunti.fi
http://www.opinsys.fi/ohjelmointi-ja-perusopetuksen-opetussuunnitelman-perusteet
http://www.opinsys.fi/ohjelmointi-ja-perusopetuksen-opetussuunnitelman-perusteet
http://koodaustunti.fi
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Ohjelmointi osana opetusta

Minna Kukkonen ja Kati Sormunen
Innokas-koordinaattorit

Ohjelmoinnin tulo osaksi 2016 vuoden opetussuunnitel-
maa mietityttdd meitd monia. Milld tavalla ohjelmoin-
nin tulisi ndkyé oppilaiden arjessa? Miksi ohjelmointia
tarvitaan? Mité ohjelmoinnilla tarkoitetaan?

Ohjelmointi pitda sisidlldén paljon muutakin kuin koo-
din kirjoittamista. Pienten oppilaiden kanssa on hyva
lahted liikkeelle ajattelun taitojen kehittdmisestéa ja on-
gelmanratkaisusta. Kaikkeen toimintaan on hyva kyt-
ked mukaan pelillisyytta ja leikillisyytté, joiden kautta
tarttumapinta on lapsille sopivaa ja innostavaa. Monet
varhaiskasvatuksesta ja alkuopetuksesta tutut pelit ja
leikit pitavét sisdllddan ohjelmoinnillisen ajattelun ai-
neksia. Kaverille ohjeiden antamisessa lapsi purkaa on-
gelmaa osiin, kehittdd samankaltaisena toistuvia kaa-
voja ja tulee jopa luoneeksi algoritmeja. Toimintojen
jalkeen aikuinen pohtii yhdessé lasten kanssa, millaisil-
la asioilla on merkitystd halutun toiminnan aikaansaa-
misessa. Pohdinnassa tormétdan kasitteiden ymmar-
tdmiseen, mittasuhteiden tarkkuuksiin ja monenlaisiin
muihin muuttujiin. Miksi toinen etenee pidemmélle,
vaikka ohjeena on menné viisi askelta eteenpdin. En-
td miksi oikealle kdéntyessd toinen kadntyy vain vé-
hén ja toinen enemméin? Selkeiden ja yksiselitteisten
ohjeiden ja kaskyjen antaminen johdattelee ymmarta-
méaan ohjelmointia ja sen tarkkuusvaatimuksia. Ajat-
telun taitojen kehittdmiseen on myo6s laadittu monen-
laista tukimateriaalia ja vélineitd. Esimerkiksi unkari-
laisesta Varga—Neményi -matematiikan opetusmenetel-
masta 10ytyy paljon ajatteluntaitoja kehittavid harjoi-
tuksia.

Ajatteluntaitojen liséksi on térkedd pohtia, miten oh-

jelmointi néyttaytyy meiddn jokaisen arkipaivassa.
Tausta-ajatuksena on jakaa ymmaérrystd ihmisen ra-
kentaman maailman toimivuudesta ja ohjelmoinnin
merkityksesté siind. Kohtaamme arjessa péivittdin toi-
mivia laitteita ja asioita, joiden toimimisen taustalla on
automaatiota ja robotiikkaa, jotka puolestaan katkevét
taakseen ohjelmointia ja koodausta.

Ongelmanratkaisua Innokas-verkoston Kiinnostaako
koodaus ja robotiikka -jatkokoulutuksessa, kouluttajina
Piia Pelander ja Erkki Hautala.

Tassd yhteydessé tulee mukaan luontevasti erilaiset oh-
jelmointiymparistot, jotka valitaan oppilasryhmén ja
oppimistehtavan tarpeiden mukaan. Omia pelejd voi
ohjelmoida esimerkiksi Scratch Juniorissa, Scratchissé
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tai Hopscotchissa. Robotteja voi ohjelmoida taistele-
maan, ratkomaan haasteita tai tanssimaan legorobotii-
kan avulla, Arduinoilla voidaan rakentaa liikennevalo-
ja tal hakkeroida leluja ja Spherolla leikitelld vikkeldn
pallon avulla monin tavoin.

Eri oppiaineissa ohjelmointi ja robotiikka sopii luon-
tevasti osaksi opetusta ja innostaa oppimaan uudella
tavalla! Fysiikassa voidaan yhdistdé robotiikkaa ja oh-
jelmointia osaksi kokonaisuuksia ja ilmididen ymmér-
tamista.

Aineenopettaja, Innokas-kouluttaja Piia Pelander opas-
taa legorobotiikan hyddyntamistd fysiitkan opetuksessa.

Data Logging -ohjelmistoa voidaan hyodyntda esi-
merkiksi mittaamisen ymmaértamisessd. Miten mahtaa
moottorin teho vaikuttaa kuljettuun matkaan ja siihen
kaytettyyn aikaan? Entd millaisia kuvaajia saatkaan
aikaan tuomalla liikuteltavaa kohdetta kohti ultradéni-
sensoria eri tavoin?

Opettaja tutkimassa ultraddnisensorin ja sitd lahesty-
van kohteen tuottamaa graafia.

Racket -ohjelmoinnin avulla voidaan pohtia esimerkiksi
pelien taakse kétkeytyviad matemaattista ongelmanrat-
kaisua. Samainen ohjelma taipuu kuvataiteeseen tuo-
malla uutta ndkokulmaa geometrisena taiteena. Kan-
nattaa tutustual

Racket-ohjelmalla voidaan ohjelmoida peleja ja tutkia
pelien taakse kdtkeytyvid matemaattisia ongelmia.

Aineenopettaja, Innokas-kouluttaja Tiina Partanen
opastaa Racketin kdayttod.

Monien eri ohjelmien ja ohjelmointikielien kautta
saamme ymmarrysta siitd, miten moni asia maailmas-
samme on rakentunut. Thmisen rakentaman ympéris-
ton toiminnassa tarvitaan ihmisié, jotka pystyvéit ke-
hittdmaan ympéaristossimme tarvittavia laitteita ja véa-
lineité ja niiden toimivuutta. Kehittyva ympéaristd vaa-
tii my0Os uuden keksimisté ja innovointia. Ihan kaikista
nuoristamme ei tarvitse tulla ohjelmoijia, mutta kaik-
kien meiddn on hyva ymmértda sitd, miten ympéris-
tomme toimii. Innostutaan ja innovoidaan ohjelmoin-
nin avulla!
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Peruskoulun ohjelmointiopetus

Juha Taina

Matemaattis-luonnontieteellinen tiedekunta, Helsingin yliopisto

Osaatko sanoa, mitd seuraava koodi tekee?

L1: LDX #MSG
L2: LDA #I
BEQ L3
BSR PRINT
DECA
STA #I
JMP L2
L3: RTS
MSG FCC ’Hello, World!’
FCB 0

Mahdollisesti. Osaatko kirjoittaa vastaavaa koodia?
Mahdollisesti. Tarvitseeko sinun kirjoittaa vastaavaa
koodia? Luultavasti ei.

Edellinen esimerkki on Motorolan 6809-prosessorin
symbolista konekieltd. Miné opettelin 1980-luvulla oh-
jelmoinnin perusteet sillé kielelld, mutta en oppinut te-
keméén ohjelmistoja. 6809-assemblerin aikoina ohjel-
mistojen teon tyokalut olivat vaikeita oppia ja kayttéa,
mutta laitteet olivat (melko) yksinkertaisia ohjelmoi-
da ja kaytossé olleet jérjestelmét eivat juuri vaatineet
erityisosaamista.

Tanédén ohjelmistojen teon tyokalut ovat selkeité ja teo-
ria hallittua, mutta laitteet ja jirjestelmit ovat mo-
nin verroin 6809-aikaa monimutkaisempia, puhumat-
takaan kaikista tarpeellisista apuohjelmistoista, kirjas-
toista ja rajapinnoista. Vield kun tarkastellaan moder-

nia tapaa tehdé ohjelmistoja, saadaan mukaan ainakin
ajanhallintaa, vaatimusten méaarittelya, muutostenhal-
lintaa, eri tasoista suunnittelua ja suunnittelumalleja,
useaa eri tyyppistd testausta, elinkaariajattelua, vih-
reitd arvoja ja henkilhallintaa. Vahemmastikin me-
nee pyoralle paastadn. Ohjelmistojen teko on nyt ja oli
6809-aikana vaikeaa, ja laadukkaiden ohjelmistojen te-
ko on erityisen vaikeaa.

Ymmérran, ettd peruskoulussa tavoitteena on enem-
mén esitelld ohjelmointia kuin tehdé oppilaista ohjel-
mistojen tekijoitd. TAmé& on hyvé asia, silld jokaisen tu-
lisi ainakin jossain méarin ymmartaé, mita tietojarjes-
telmén sisalld tapahtuu. Kuitenkin ilman selkedé teo-
reettista pohjaa ja pintaa syvemmalle menevaé opetus-
ta ohjelmistojen teosta ja toiminnasta kasiteltava asia
jéa helposti irrallisten faktojen ulkoa opetteluksi ja val-
miiden osien mekaaniseksi yhdistdmiseksi. Ohjelmisto-
jen teon opettamiseen tarvitaan enemmaén kuin ohjel-
moinnin opettamista.

Opettajalla on suurin rooli opetuksen onnistumisessa.
Mité tapahtuu, kun opettaja saa opetettavaksi uuden
alueen, jota hén ei hallitse, joka ei kiinnosta hénté
ja jossa osa oppilaista tietda selvdsti hdntd enemmén?
Opettaja ahdistuu ja oppilaat turhautuvat. Ahdistu-
nut opettaja ei jaksa innostua oppilaiden oppimises-
ta, ja turhautunut oppilas viettdd mieluummin aikaa
pelaamalla tai sosiaalisessa mediassa kuin seuraamas-
sa hénelle triviaalia opetusta. Pahimmassa tapauksessa
ohjelmoinnin opetuksesta tulee vilttdméaton paha, joka
ei hyodyté ketadn ja vain vie tunteja muilta aineilta.
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On kuitenkin alue, johon peruskoulussa annettava oh-
jelmointiopetus sopii hyvin: ryhmétyoskentely ja ryh-
métyotaitojen opettelu. Nykyaikainen ohjelmistokehi-
tys vaatii ryhmatyoskentelya, ja tdtd on mahdollista
harjoitella ohjelmistojen teon ohessa. Yhdessa tekemi-
nen ei synny itsestddn vaan vaatii ohjausta ja harjoit-
telua. Yhteisen ohjelmiston teko on erinomainen tapa
harjoitella ryhmétyoskentelyé ja vastuun ottamista.

Ryhmaétyoskentelyn voi ottaa mukaan ohjelmistojen
teon opetukseen alusta alkaen. Opiskelijoiden motivaa-
tio paranee, kun he saavat pohtia ohjelmistojen tekoon
liittyvda teoriaa, ongelmia ja ratkaisuja yhdessi. So-
pivilla aktivoivilla pienilld harjoituksilla opiskelijoiden
mielenkiinto saadaan pysymédn ylld, ja samalla saa-
daan opetettua ohjelmoinnin lisdksi ainakin suunnit-
telua ja testausta. Ndin oppilaat saavat kokonaiskuvan
ohjelmistojen teosta seké ennen kaikkea kokemusta yh-
dessd oppimisesta, yhteistyostd ja ryhmatyoskentelys-
té.

Oikean ohjelmointikielen kéytté ohjelmistojen teossa
ei ole valttamaton, vaan hyvin suunnittelemalla ohjel-
mistojen tekoa on mahdollista opetella ja harjoitella
valmiiden ohjelman osien avulla. Opettajan ei tarvitse
olla ohjelmoinnin ammattilainen, vaan ohjelmointitai-
toa tdrkedmpid ominaisuuksia hanelld ovat ryhmétyo-

taidot, ryhméadynamiikan hallinta ja suurten kokonai-
suuksien ymmaértaminen.

Eniten oppilaat hyotyvit opetuksesta, jos he saavat
kayttaa mielikuvitustaan, tehdé konkreettisia asioita ja
nahdé toidenséa tulokset. Niinpé heti teorian alusta as-
ti on tarkedd, ettd oppilaat pohtivat ja tekevit asioi-
ta yhdessa. Esimerkiksi kumpi seuraavista tehtavista
luultavasti motivoisi oppilaita enemmén: "Minkélaisia
tietokoneita on sinun eldméssési ja mitd kaikkea niil-
14 tehddédn?” vai "Minkélainen tietokoneohjelma aut-
taisi sinua selviaméén matematiikan laksyista? Mita
kaikkea ohjelma voisi osata ja mitd sinun pitdisi tehda
itse?” Entd "Miksi tietokoneohjelmat toimivat joskus
vadrin? Minkélaisia kokemuksia sinulla on vdérin toi-
mivista ohjelmista?” vai ”"Pekan mopossa on tietoko-
neohjelma, joka huolehtii kaasusta, jarrusta ja vilkuis-
ta. Mista tiedat, ettd Pekan mopon tietokoneohjelma
toimii oikein ja miten varmistat asian?”

Kaiken kaikkiaan ohjelmistojen teon opetus peruskou-
lussa olisi oikein toteutettuna erittdin hyva asia. Ope-
tuksesta ja oppimisesta on mahdollista tehda erittdin
palkitsevaa seké oppilaille ettd opettajille, mutta ei il-
man tyota ja huolellista suunnittelua. Toivotaan, etté
kaikki tulee meneméén parhain péin.

Tehtavid Euroopan tyttojen matematiikkaolympialaisista 14.—20.4.2015

1. Olkoon AABC terdvakulmainen kolmio, ja olkoon sen pisteestd C' piirretyn korkeusjanan kantapiste D.
Kulman ZABC puolittaja leikkaa suoraa C'D pisteessd E ja kolmion AADE ympéripiirrettyd ympyrad w
pisteessd F'. Jos ZADF = 45°, niin osoita, ettd C'F' sivuaa ympyrai w.

2. Domino on 2 x 1 tai 1 x 2 -laatta. Selvitd kuinka monella eri tavalla n? dominoa voi asettaa 2n x 2n -
shakkilaudalle ilman pééllekkaisyyksid niin, etté jokainen 2 x 2 -neli6 siséltdd ainakin kaksi peittdmétonta
ruutua, jotka ovat samalla rivilld tai samalla sarakkeella.

3. Olkoot n ja m kokonaislukuja ja suurempia kuin 1, ja olkoot aq, as, ..
eivit ole isompia kuin n™. Osoita, ettd on olemassa positiiviset kokonaisluvut by, bo, . ..

isompia kuin n, ja joille

syt(ay + by, as + ba, ..

missi syt(xy, xo, ..

., Ty, tarkoittaa lukujen x4, xo, . .

., @y, positiivisia kokonaislukuja, jotka
, bm, jotka eivéit ole

G+ bm) < 1y

., Ty suurinta yhteistéd tekijaa.
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Turmeleeko ohjelmointi

Antti Laaksonen
Tietojenkéasittelytieteen laitos, Helsingin yliopisto
ahslaaks@cs.helsinki.fi

Uuden peruskoulun opetussuunnitelman mukaan syk-
systd 2016 alkaen matematiikan tunneilla opetetaan
my06s ohjelmointia. Tulisiko matematiikan ystavan ol-
la huolestunut téstd muutoksesta? Miksi ohjelmointia
opetetaan nimenomaan matematiikan tunneilla? Enté
heikkeneeko koululaisten matematiikan osaaminen en-
tisestadn, kun tietokoneen kédytto lisddntyy?

Tamén kirjoituksen tarkoituksena on ndyttdd, mi-
td tekemistd ohjelmoinnilla on matematiikan kanssa.
Syy siihen, miksi ohjelmointia opetetaan matematiikan
tunneilla, on loppujen lopuksi yksinkertainen: ohjel-
mointi on matematiikan osa-alue. Taméan vuoksi ohjel-
moinnilla on paikkansa matematiikan opetuksessa siind
missé vaikkapa algebralla ja analyysilla.

Erés kéasitys ohjelmoinnista on, ettd se on lahinna pe-
lailua ja viihteellistd puuhailua. T&ll6in ohjelmointi toi-
misi uhkana “kunnolliselle” matematiikalle. Tama kéa-
sitys on kuitenkin yhtéd oikea, kuin ettd geometria on
joutavaa piirtelyéd tai todennékéisyyslaskenta on nop-
pien heittelyd ja uhkapelid. Ohjelmointi on téarkead ma-
temaatikon tyokalu, minké lisdksi se opettaa syvéllista
matemaattista ajattelua ja antaa uuden nakokulman
perinteiseen matemaattiseen todistamiseen.

Ohjelmointi ei ole siis matematiikan vihollinen, vaan
ohjelmoinnin osaaminen tukee muuta matematiikkaa
ja painvastoin. Tutustutaan seuraavaksi ohjelmointiin
muutamien tehtavien kautta.

nuorisomme?

Simulointi

Tietokoneen vahvuutena on, ettéd se pystyy laskemaan
tehokkaasti ja luotettavasti. Siksi ohjelmoinnin avulla
pystyy tutkimaan matemaattista ilmiotd simuloimalla
sitd. Tarkastellaan esimerkiksi seuraavaa todennakoi-
syyslaskennan tehtavaas:

Tehtava 1: Lukujonossa x1,xo,...,x, jokainen luku
on satunnainen reaaliluku tasaisesta jakaumasta valil-
ta [—10,10]. Miké on odotusarvo lukujonon suurimmal-
le perdkkiisten lukujen summalle?

Esimerkiksi lukujonon —1,5,—2,7,1,—5,3 suurin summa
on 11, joka saadaan valitsemalla luvut 5, —2,7,1. Myos
tyhja summa on sallittu, minka vuoksi suurin summa
ei ole koskaan negatiivinen.

Merkitdén e(n) suurimman summan odotusarvoa, kun
lukujonossa on n lukua. Odotusarvon e(1) voi laskea
kahdessa osassa. Jos 1 > 0, suurin summa on z; ja
odotusarvo on 5, ja jos x1 < 0, suurin summa on tyhja
summa ja odotusarvo on 0. Molemmat tapaukset ovat
yhtd todennakoisié, joten e(1) = 5/2.

Odotusarvon e(2) voi myos laskea samalla idealla. Jos
x1 > 0 ja xo > 0, suurin summa on x; + x2 ja odo-
tusarvo on 10. Jos 1 > 0 ja xzo < 0, suurin summa
on z1 ja odotusarvo on 5. Samoin tapahtuu symmet-
risesti, jos z; < 0 ja xo > 0. Lopulta jos ;1 < 0 ja
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x9 < 0, odotusarvo on 0. Kaikki tapaukset ovat yhtd
todennékoisid, joten e(2) = 20/4 = 5.

Suuremmilla n:n arvoilla odotusarvon laskeminen pe-
rinteisen todennékoéisyyslaskennan keinoin muuttuu
hankalaksi, koska osatapausten méaérd ja mutkik-
kuus kasvavat rdjahdysmaéisesti. Kuitenkin ohjelmoin-
nin avulla pystyy saamaan nopeasti kasityksen, millai-
sia suurempien tapausten odotusarvot ovat.

Seuraavan Python-kielisen koodin avulla pystyy tut-
kimaan suurimman summan odotusarvoa milla tahan-
sa n:n arvolla. Funktio laske luo satunnaisen n luvun
jonon ja laskee sen suurimman summan. Pédohjelma
kutsuu funktiota annetun méérdn kertoja ja tulostaa
odotusarvon e(n) arviona tulosten keskiarvon.

from random import uniform

def laske(n):

p=t=20

for i in range(n):
t = max(t,0)
t += uniform(-10,10)
p = max(p,t)

return p

print "Montako lukua?",

n = input()

print "Montako kertaa?",
r = input ()

s =0

for i in xrange(r):
s += laske(n)
print "Odotusarvo:", s/r

Ohjelman suoritus voi niyttda seuraavalta:

Montako lukua? 2
Montako kertaa? 10
Odotusarvo: 5.56135787434

Montako lukua? 2
Montako kertaa? 1000
Odotusarvo: 4.93420070081

Montako lukua? 2
Montako kertaa? 1000000
Odotusarvo: 5.00334192257

Ohjelman antaman tuloksen tarkkuus riippuu siité,
montako kertaa simulaatio toistetaan. Kdytannossa esi-
merkiksi miljoona toistokertaa antaa hyvéin arvion odo-
tusarvon suuruudesta. Téllaiseen simulaatioon menee
noin sekunti aikaa nykyaikaisella tietokoneella.

Seuraava taulukko sisdltdd odotusarvon e(n) arvioita,
kun n = 1,2,...,10 ja simulaatio on toistettu miljoona
kertaa kullekin n:n arvolle.

jonon pituus n  odotusarvon e(n) arvio

2,49599
5,00334
7,19607
9,11295

10,78403

12,30602

13,71431

15,00966

16,22160

17,38309

© 00 O UL W N+

—
o

Tietokoneen simulaatio on hyvd apuneuvo ongelman
tutkimisessa. Ensinndkin simulaatio vahvistaa késin
lasketut arvot e(1) = 5/2 ja e(2) = 5, ja jos koet-
taisimme laskea liséé arvoja tarkasti, voisimme jalleen
verrata tuloksia tietokoneen arvoihin. Todennédkéoisyys-
laskenta on ihmiselle epéaintuitiivista, mutta tietokone
pystyy suorittamaan laajan toistokokeen ilmitsté ja an-
taa siksi varmasti luotettavan tuloksen.

Johtaminen

Seuraavassa tehtévissid ohjelmointi tarjoaa oikotien
kombinatoriikan kaavan johtamiseen. Ideana on selvit-
tdd ohjelmoinnin avulla pienten tapausten tuloksia ja
padtella niistd yleinen kaava.

Tehtdva 2: Monellako tavalla kaksi kuningatarta voi-
daan sijoittaa n xn -kokoiselle shakkilaudalle siten, etta
ne eiviat uhkaa toisiaan?

Esimerkiksi jos n = 3, sijoitustapoja on 8:

o B o ) o e

Luonteva ensimmaiinen askel tehtdvin ratkaisussa on
tutkia ratkaisujen méaaraa eri n:n arvoilla. Kasin teh-
tynd tdmaé olisi tyolastd ja virhealtista, joten lasken-
ta on jiarkevdd antaa tietokoneen tehtdviksi. Seuraava
raakaan voimaan perustuva koodi laskee kuningatta-
rien sijoitustapojen méaran annetulle n:n arvolle.

print "Laudan koko:",
n = input()
t =0
for x1 in range(n):
for yl1 in range(n):
for x2 in range(n):
for y2 in range(n):
if x1 == x2 or yl == y2:

continue

if abs(x1-x2) == abs(yl-y2):
continue

t +=1

print "Tulos:", t/2
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Koodi kdy lapi kaikki tavat valita kuningattarien pai-
kat niin, ettd ensimméisen kuningattaren paikka on
(z1,y1) ja toisen kuningattaren paikka on (z3,y2). Koo-
di tarkistaa kuningattarien uhkaamisen kolmen ehdon
perusteella. Ensinnékin jos x1 = 29 tai y; = ys, kunin-
gattaret ovat samalla pysty- tai vaakarivilla. Liséksi jos
|1 — 22| = |y1 — yo|, kuningattaret uhkaavat toisiaan
sivusuuntaisesti. Jos kuningattaret eivdt uhkaa toisi-
aan, koodi lisda laskurin ¢ arvoa. Lopuksi koodi tulos-
taa arvon t/2, koska jokainen sijoitustapa tulee laske-
tuksi kahteen kertaan.

Koodin suoritus ndyttda esimerkiksi seuraavalta:

Laudan koko: 3
Tulos: 8

Laudan koko: 8
Tulos: 1288

Laudan koko: 20
Tulos: 67260

Laudan koko: 50
Tulos: 2920400

Koodin perusteella syntyy seuraava taulukko tuloksis-
ta, kun laudan koko on 1,2,...,10:

laudan koko (n) sijoitustavat
0
0
8
44
140

1
2
3
4
)
6 340
7
8
9
0

700
1288
2184

1 3480

Mika sitten olisi yleinen kaava sijoitustapojen méé-
rille? Koodissa on neljé sisdkkéistéd silmukkaa, minka
vuoksi hyvé oletus on, ettd kaava olisi 4. asteen poly-
nomi muotoa p(n) = an* + bn> + cn? + dn + e.

Koodin ansiosta meilla on jo tuloksia pienille n:n arvoil-
le, ja voimme péételld kaavan niiden avulla. Kaavassa
on viisi tuntematonta muuttujaa, joten tarvitaan vii-
si laskettua tulosta niiden paéttelemiseen. Yksinkertai-
sin valinta on kiyttd4 tuloksia p(1),p(2),...,p(5), joista
saadaan yhtdloryhmé

eli auki kirjoitettuna

a+ b+ ¢+ d+e=0
16a+ 8b+ 4c+2d+e=0
8la+ 27b+ 9c+3d+e=38

256a + 64b+ 16c+4d+e =44
625a + 1250 4 25¢ + 5d + e = 140

Taméan yhtaloryhman ratkaisu on

a=1/2
b=—5/3
c=3/2
d=-1/3
e=0

joten polynomiksi tulee
p(n) =n*/2 —5n%/3 + 3n%/2 — n/3.

Tama polynomi tdsmad myds suurempiin laskettuihin
arvoihin, esimerkiksi p(8) = 1288, kuten kuuluukin.

Nyt kun kombinatorinen kaava on 16ytynyt, sen voi vie-
14 todistaa tdsmaéllisesti. Todistaminen onkin mukavaa,
kun kaava on valmiiksi tiedossa. Yksi mahdollisuus to-
distaa polynomikaava on néyttéa, etta se on sama kuin
seuraava rekursiivinen funktio:

n=1
n>1

_J0
rin) = {r(n —1)+2(n—-1)>3(n-2)

Rekursiivinen funktio laskee sijoitustapojen méardéa
kerros kerrallaan. Ensinndkin jos n = 1, ei ole mitdin
tapaa sijoittaa kahta kuningatarta shakkilaudalle. Ta-
pauksessa n > 1 mahdolliset tilanteet ovat

e molemmat kuningattaret ovat vasemman ylakulman
(n—1) % (n—1) -shakkilaudan alueella, jolloin tapoja
on r(n—1),

e toinen kuningatar on alareunassa ja toinen kuninga-
tar on oikeassa reunassa, jolloin tapoja on (n—1)(n—
2),

e toinen kuningatar on oikeassa alakulmassa ja toinen
kuningatar on (n—1) x (n—1) -alueella, jolloin tapoja
on (n—1)(n—2), ja

e toinen kuningatar on alareunassa tai oikeassa reu-
nassa (ei oikeassa alakulmassa) ja toinen kuninga-
tar on (n — 1) x (n — 1) -alueella, jolloin tapoja on
2(n —1)(n —2)%

Laskemalla yhteen ndmaé kaikki tapaukset saadaan tu-
lokseksi r(n — 1) +2(n — 1)%(n — 2).

Téassé vaiheessa on hyva varmistaa ohjelmoimalla, etté
rekursiivinen kaava on varmasti oikein:

def r(n):
if n ==
return O
else:
return r(n-1)+2*(n-1)**2x(n-2)
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print "Laudan koko:",
input ()
print "Tulos:", r(n)

n =

Koodi antaa samoja tuloksia kuin alkuperdinen koodi,
eli kaikki on hyvin. Liséksi koodin etuna on, etta silla
voi laskea tehokkaasti myos suurempia tapauksia kuin
alkuperdiselld koodilla. Esimerkiksi:

Laudan koko: 500
Tulos: 31042041500

Viimeinen vaihe todistuksessa on néyttaa, ettd polyno-
mikaava p(n) ja rekursiivinen kaava r(n) ovat samat.
Tama on suoraviivainen induktiotodistus, jonka lukija
voi halutessaan tarkistaa.

Lopuksi polynomikaavan voi muuntaa ohjelmaksi:

def p(n):
return (3*n*x*4-10%n**3+9*n*x*x2-2%n) /6

print "Laudan koko:",
input ()
print "Tulos:", p(n)

n =

Taman koodin avulla voimme laskea tehokkaasti hyvin
suuria tapauksia:

Laudan koko: 123456789
Tulos: 116152858263002358622156881764124

Ohjelmointi ja matemaattinen péaéttely kulkivat kési
kédessa téssd tehtavissi. Ohjelmoinnin avulla pystyim-
me johtamaan polynomikaavan tehtdvin ratkaisuun se-
ké tarkistamaan, ettd rekursiivinen kaava on oikein.
Toisaalta matemaattisen padttelyn avulla pystyimme
todistamaan kaavan sekd saimme aikaan ohjelmia, jot-
ka toimivat huomattavasti nopeammin kuin alkuperai-
nen raakaan voimaan perustuva toteutus.

Yleensdkin ohjelmoinnissa matemaattinen pééttely on
avain tehokkaiden algoritmien luomiseen. Mitd parem-
min ohjelmoija ymmaéartdd ongelman matemaattisen
luonteen, sitd nopeamman koodin hén voi saada ai-
kaan.

Todistaminen

Askeisissi tehtivissi tietokone on toiminut matemaati-
kon apuna nopeasti laskevana tyojuhtana. Mutta mita
tekemistd ohjelmoinnilla on syvallisemmén matemaat-
tisen ajattelun kanssa? Viimeinen tehtdvimme antaa
naytteen tasta asiasta.

Tehtavi 3: Sinulle on annettu luvut 1,2,3, ... ,n ja teh-
tavési on jakaa luvut kahteen joukkoon niin, ettd mo-
lemmissa joukoissa lukujen summa on sama. Onko teh-
tavasi mahdollinen?

Esimerkiksi jos n = 8, tehtdvd on mahdollinen, koska
voidaan valita joukot A = {3,7,8} ja B = {1,2,4,5,6}.
Nyt molemmissa joukoissa lukujen summa on 18. Jos
taas n = 9, tehtdva ei ole mahdollinen, koska lukujen
1,2,3,...,9 summa on 45 eiké lukuja voi jakaa kahteen
joukkoon, joiden summa olisi sama.

Ohjelmoijan ndkokulmasta tehtdvénéd on laatia ohjel-
ma, jossa kiyttdjd antaa luvun n ja tietokoneen tulee
esittdd lukujen jako tai todeta, ettei se ole mahdollista.
Seuraava koodi toteuttaa kyseisenlaisen ohjelman:

print "Anna luku:",

n = input()
s = sum(range(1,n+1))
if sh2 ==
print "Mahdotontal!"
exit ()
A, B=1(], 0
u = s/2

for x in range(n, 0, -1):
if x <= u:
u -=x
A.insert (0, x)
else:
B.insert (0, x)
print "Joukko A:", A
print "Joukko B:", B

Ohjelman suoritus voisi edetéd seuraavasti:

Anna luku: 8
Joukko A: [3, 7, 8]
Joukko B: [1, 2, 4, 5, 6]

Tai seuraavasti:

Anna Jluku: 9
Mahdotonta!

Tai seuraavasti:

Anna luku: 12
Joukko A: [6, 10, 11, 12]
Joukko B: [1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9]

Ohjelma laskee ensin summan 14243+ ---+n muut-
tujaan s. Jos summa on pariton, jako ei ole mahdolli-
nen ja ohjelma paattyy. Muuten ohjelma jakaa luvut
1,2,3,...,n joukkoihin A ja B siten, ettd kummankin
joukon summaksi tulee s/2.

Muuttuja u pitdéa kirjaa, paljonko joukon A summas-
ta puuttuu vield. Ohjelma kdy lapi muuttujalla x lu-
vut n,n — 1,n — 2,...,1 ja lisdd luvun x joukkoon A,
jos se mahtuu sinne, ja muuten joukkoon B. Lopulta
kaikki luvut on lisdtty jompaankumpaan joukkoon ja
muuttujan v arvona on 0, joten jako on onnistunut.
Muuttuja v saavuttaa aina arvon 0, koska joka aske-
leella kaytettévissa on kaikki luvut 1,2.3,... x jaljelld
olevan summan muodostamiseksi.
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T&mé ohjelma on tarkemmin katsoen epitavallisessa
muodossa oleva matemaattinen todistus, koska se sisil-
tdd yleisen algoritmin, miten luvut 1,2,3, ... ,n saadaan
jaettua kahteen joukkoon, joiden summa on sama. Oh-
jelman etuna perinteiseen todistukseen verrattuna on,
ettd se ndyttad esimerkin jakotavasta annetulla n:n ar-
volla. Ohjelma tarjoaa siis ndkymaén todistuksen sisil-
le, ja todistuksessa kédytettyd konstruktiota voi testata
helposti millé tahansa n:n arvolla.

Lopuksi

Ohjelmoinnin opetuksen aloittamiseen kouluissa liittyy
haasteita, koska ohjelmointi tuli opetussuunnitelmaan
melko yllattden ja kyseessd on monelle vieras aihe-
alue. Kuitenkin asia, josta ei tarvitse murehtia, on, etta

Solmun matematiikkadiplomit

ohjelmointi tekisi hallaa matematiikalle. Ohjelmointiin
katkeytyy rikas matemaattinen maailma, josta tdmén
kirjoituksen sisdlté on antanut vain pientéd esimakua.

Aiheeseen liittyvaa

e Ohjelmointiputkan  opas  Python-ohjelmointiin:
http://www.ohjelmointiputka.net/oppaat/
opas.php?tunnus=python_01

e MAOLin Datatéhti-ohjelmointikilpailu peruskou-
lun ja lukion oppilaille: http://www.maol.fi/
kilpailut/4tieteenkisat/datataehti/

e Bentley, J.: Programming Pearls, 2. painos, Addison-
Wesley, 1999.

e Skiena, S. ja Revilla, M.: Programming Challenges,
Springer, 2003

Peruskoululaisille tarkoitetut Solmun matematiikkadiplomit I-IX tehtdvineen ovat tulostettavissa osoitteessa

matematiikkalehtisolmu.fi/diplomi.html

Opettajalle lahetetddn pyynnosté vastaukset koulun sdhkopostiin. Pyynnon voi ldhettaé osoitteella

marjatta.naatanen(at)helsinki.fi tai juha.ruokolainen(at)helsinki.fi

Ym. osoitteessa on diplomitehtéville oheislukemistoa, joka varmasti kiinnostaa muitakin kuin diplomien tekijoita:

Lukujérjestelmista

Desimaaliluvut, mitd ne oikeastaan ovat?
Murtolukujen laskutoimituksia
Negatiivisista luvuista

Hiukan osittelulaista

Lausekkeet, kaavat ja yhtalot

Asrettomisté joukoista

Erkki Luoma-aho: Matematiikan peruskésitteiden historia

Funktiosta

Gaussin jalanjiljissa

K. Viisald: Algebra

Ylakoulun geometriaa

Geometrisen todistamisen harjoitus
K. Viisila: Geometria

Lukuteorian diplomitehtavét


http://www.ohjelmointiputka.net/oppaat/opas.php?tunnus=python_01
http://www.ohjelmointiputka.net/oppaat/opas.php?tunnus=python_01
http://www.maol.fi/kilpailut/4tieteenkisat/datataehti/
http://www.maol.fi/kilpailut/4tieteenkisat/datataehti/
http://matematiikkalehtisolmu.fi/diplomi.html
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Neperin luvun kahdet kasvot

Pekka Alestalo

Matematiikan ja systeemianalyysin laitos, Aalto-yliopisto

Johdanto

Kirjoitin Solmu-lehden numerossa 2/2013 binomikaa-
vasta

(a+0b)" = kz_o (Z) a"k ok,

kun n € N ja a,b € R, ks. [1]. Tamén kirjoituksen
tarkoituksena on esittdd kaavan sovelluksena suoravii-
vainen perustelu sille, ettd Neperin luvun méaéaritteleva

jono (en),
1 n
en = (1 + ) ,
n

on nouseva ja ylhéalté rajoitettu. Jonon suppeneminen
seuraa silloin helposti. Samalla ndhdéén, ettd Neperin
lukuun paadytadn kahden erilaisen raja-arvon kautta:

1 n
(1+3)
n
"1
>
k=0

N
top gt

e = lim
n—oo

lim
n—oo

Tata tietoa kaytettiin mm. viime vuoden viimeisessé
Solmun numerossa, jossa todistettiin luvun e irratio-
naalisuus, ks. [2, s. 13].

Jono (e,) on nouseva

Tarkastellaan lauseketta 7!/3!. Kun kertomat lasketaan
auki, niin saadaan

7 T7-6-5-4-3-2

koska 3-2 supistuu pois. Samalla periaatteella ndhdééan,
etta

m:n(n—1)(71—2)~--(n—k’—i—1)7

koska nimittédja supistaa pois osoittajan loppuosan.

Sovelletaan téitd havaintoa binomikaavan yleiseen ter-
miin, kun lauseke (14 1/n)" lasketaan auki. Niin saa-
daan

1\* !
n\ -k (1) _ n!
k n kl(n — k)Ink
1 nn=1(n-2)...(n—k+1)
k! nk
_l n n—1 n—2 n—k+1
Tkl n n n n
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T4alloin siis

jolloin tietysti

n+1

) (-0

+(n-11-1)! (1nj-1>' )

Jokaisella j = 1,2,...,k — 1 on voimassa

J
n+1

J
> —,
n+1

joten 1—1<1—
n

Téamén vuoksi jokainen summan (2) termi on pienempi
kuin vastaava summan (3) termi, kun k = 0,1,...,n
Liséksi e, 41-summassa on yksi ylimaarainen positiivi-
nen termi (4), joka vastaa viimeistd summausindeksid
k = n+1. Johtopddtos: e,, < e, kaikillan € N, joten
jono (ey) on nouseva.

Jono (e,) on ylh#ilta rajoitettu

Merkitddn
Zn: L + 5 + L
— k! 3! n!’

Koska 1 — j/n < 1 kaikilla j = 1,...,n — 1, niin ar-
voilla n > 1 yhtélosta (2) saadaan epayhtélo e, < s,.
Arvoilla £ > 3 on voimassa

D(k—2)...

koska tulon termit viimeistd lukuun ottamatta ovat
suurempia kuin 2. Geometrisen sarjan (¢ = 1/2) sum-
makaavan avulla saadaan

n n k—1
1 1 1
k=0 k=3

0o k—1
5 1
< — — =
5 + (2> 3
k=3

k= k(k — k=1

2>

kaikilla n. Yhdistamalla tulokset todetaan, etté
en <8, <3 (5)
kaikilla n, joten jono (e,) on ylh&éltd rajoitettu.

Tehtava. (vrt. kevddn 2015 pitkédn matematiikan YO-
tehtdva 15) Perustele edelld saatu tulos kdyttamélla
epayhtaloa k! > k(k — 1), kun k£ > 3.

Neperin luku

Jono (e,,) on siis nouseva ja ylhdaltd rajoitettu. Reaa-
lilukujen aksiomista seuraa silloin, etté raja-arvo

1 n
e= lim e, = lim <1 + ) (6)
n—00 n—o00 n
on olemassa. Tdma4 on kirjoitelman padhenkilé Neperin
luku e. Koska e; = 2, niin sivutuotteena saimme myos

arviot 2 < e < 3.

Kaavan (5) perusteella jono (s,,) on ylh&&lta rajoitettu
ja selvésti my6s nouseva. Lisdksi

lim s, > lim e, =e.

n—oo n—oo
Osoitetaan vield, ettd tdssd on voimassa yhtdsuuruus,
jolloin kaava (1) on kokonaan todistettu.

Tarkastellaan uudelleen yhtaloa (2). Valitaan kiinted
indeksi n ja tarkastellaan sen jélkeen indeksin arvoja
m > n. Talléin

"1 1 2 kE—1
emﬁm(“m) (1) (-50)

koska summan lopusta on jatetty pois indeksejd k =
n + 1,...,m vastaavaat positiiviset termit. Pidetdan
edelleen indeksi n kiintednd, mutta otetaan epayhté-
16n molemmista puolista raja-arvo, kun m — oo. Kos-
ka aarellisen summan termeistd voidaan ottaa erikseen
raja-arvo, niin tuloksena on epayhtalo e > s,,, joka pé-
tee kaikilla n. Kun téstd otetaan raja-arvo n — oo,
saadaan

lim s, <e.
n—oo

Kaédnteinen epayhtéld todistettiin jo aikaisemmin, jo-
ten kaava (1) on tosi.

Pohdintoja

Kaikissa vanhemmissa yliopistojen oppikirjoissa Nepe-
rin lukua késitelldén joko ylld mainitulla tai sitd hyvin
lahelld olevalla tavalla; ks. viitteet [3], [4] ja [5]. Uudem-
missa kirjoissa téstd on luovuttu. Syyna lienee se, ettei
sarjoja haluta késitelld vield niin aikaisessa vaiheessa
differentiaali- ja integraalilaskennan kurssia.
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Oman kokemukseni mukaan sarjojen vélttely kurssin
alussa on aivan turhaa, koska ne on kuitenkin késitel-
tavé jossakin vaiheessa ja toisaalta niiden avulla voi-
daan yksinkertaistaa monia kohtia. Erityisen selvésti
tdma tulee esille eksponenttifunktion e® kohdalla, jos-
ta ajattelin jatkaa jossakin seuraavista numeroista.

Viitteet

[1] P. Alestalo: Binomikaava. Solmu 2/2013, s. 18-20.

[2] A.-M. Ernvall-Hytonen: Rationaalisia, irrationaa-
lisia, algebrallisia ja transkendenttisid otuksia. Solmu
3/2014, s. 12-15.

[3] E. Lindelof: Johdatus analyysiin. Mercatorin Kirja-
paino 1942 (s. 204 alkaen)

[4] P.J. Myrberg: Differentiaali- ja integraalilaskennan
oppikirja. Otava 1952 (s. 119 alkaen)

[5] K.A. Poukka: Korkeamman matematiikan alkeis-
kurssi. WSOY 1953 (s. 211 alkaen)

http://fi.wikipedia.org/wiki/John_Napier

Tehtavid Helsingin seitseméasluokkalaisten matematiikkakilpailusta 9.—13.2.2015

6. Luku 100 kirjoitetaan kahden peridkkaisen kokonaisluvun summana. Mikéd on luvuista suurempi?

a) 15 b) 50

¢) 51 d) 75 e) Lukua 100 ei voi kirjoittaa kahden perédkkiisen kokonaisluvun summana.

11. Ankkalinnan ja Hanhivaaran valilld kulkevia junia ldhtee kummassakin kaupungissa tunnin vélein tasatun-
nein. Matka kestdd tasan 4 tuntia. Matti matkusti junalla Ankkalinnasta Hanhivaaraan ja katseli junan
ikkunasta koko matkan ajan. Montako Hanhivaarasta Ankkalinnaan matkalla olevaa junaa hin ndki mat-
kansa aikana? (Tédssd mahdollisia juuri Ankkalinnaan saapumassa olevia tai Hanhivaarasta lahdossé olevia

junia ei oteta huomioon.)

a)3 b)d ¢)5 d)6 e)7

12. Seuraavassa kuviossa on sddnnéllinen kuusikulmio, neli6itd ja tasasivuisia kolmioita. Kuinka suuri osuus

kuvion pinta-alasta on paksun viivan sisalla?

a)45% b)50% ¢)55% d)60% e) 65 %


http://fi.wikipedia.org/wiki/John_Napier
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Mihin ruutuja tarvitaan?

Kalle Nahkala
Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Turun yliopisto

Shakkilaudan tuntee ldhes jokainen. Jotkut voivat tun-
tea sen enemman tammilautana tai ruutulippuna, mut-
ta kuvio on joka tapauksessa useimmille tuttu. Aina-
kin shakin sd&ntojen kannalta juuri tédllainen ruudutus
on ehké hieman yllattéavésti kuitenkin melko tarpeeton.
Ruutujen varityksen voisi tehd4 jollain toisella tavalla
tai vaikka kokonaan unohtaa, ja peli jatkuisi silti aivan
niin kuin ennenkin. Mihin ruutuja siis voisi tarvita?

Kylla niita tarvitaan

Laatoitusongelmissa yritetddn selvittdd, voiko tietyn
muotoisen alueen peittdd tietynlaisilla laatoilla. Esi-
merkiksi tavallisen kokoinen shakkilauta voidaan hel-
posti peittdd 2 x 1 -laatoilla:

Jos samasta laudasta kuitenkin poistetaan kaksi ruu-
tua vastakkaisista kulmista, tilanne mutkistuu:

Jos sopiva peittava laatoitus on olemassa, tarvitaan sii-
hen varmasti yksi 2 x 1 -laatta vihemmaén, siis 31 laat-
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taa. Kokonaisella laudalla sopiva laatoitus 16ytyy hel-
posti kokeilemalla, mutta leikatulla laudalla erilaiset
kokeilut osoittautuvat jo hieman pulmallisiksi; muu-
tama ensimméinen yritys ldhes varmasti epdonnistuu.
Heraé helposti kysymys "Kauanko tata pitda vield jat-
kaa?”

Jaetaan nyt lauta 14 samankokoiseen nelioén ja kah-
teen kulmista vajaaseen neliton ja asetetaan vapaasti
valiten jokaiseen nelioon yksi 2 x 1 -laatta. Mahdolli-
sia asetelmia saadaan niin 414 x 22 = 1073741824, silla
pienessé neliossd 2 x 1 -laatta voidaan asettaa neljadan
eri paikkaan ja kulmissa kahteen.

Erds mahdollinen vajaa laatoitus.

Vaikka osa vajaista laatoituksista onkin selvisti mah-
dottomia tdydentdd loppuun, on kokeiltavia vaihtoeh-
toja silti valtavasti, ehké jopa liikaa raapusteltavaksi
sivun marginaaleissa.

Talle ongelmalle saadaan kuitenkin nopea paétos shak-
kiruudutuksella; shakkilaudalla yksi 2 x 1 -laatta peit-
tad aina yhden mustan ja yhden valkoisen ruudun. Lau-
dan vastakkaiset kulmat ovat kuitenkin samanvéariset,
jolloin kulmista leikatulla laudalla on 30 valkoista ja 32
mustaa ruutua. Peittdvid laatoitusta ei siis ole olemas-
sa.

Shakkilauta ja 2 x 1 -laatat eivit suinkaan ole mik&an
ainutlaatuinen ongelma. Lahinnd mielikuvitus on ra-
jana keksittdessa erimuotoisia laattoja ja ruudutuksia.
Tarkastellaan ldhemmin vield seuraavia laattoja:

4 x 1 -laatta

[T

ja

2 x 2 -laatta

7x 449 x4 = 64, joten seitsemén pitkdd ja yhdek-
sédn neliomaéistéd laattaa voisivat periaatteessa yhdessa
peittad tdydellisesti 8 x 8 -ruudukon. Shakkiruudutuk-
sen sijaan valitaan nyt ruudukolle seuraava varitys:

Laudalla on yhteensd 32 mustaa ruutua. 4 x 1 -laatta
peittdd aina kaksi ja 2 x 2 -laatta aina joko yhden tai
kolme mustaa ruutua. Merkitddn yhden mustan peit-
tédvien neli6laattojen maardd muuttujalla a ja kolme
peittavid laattoja muuttujalla b. Seitsemalld pitkalla ja
vhdeksélld nelidlaatalla saadaan nyt yhtalo

Tx2+a+3b=14+ (a+b)+2b
=144942b=23+2b=32.

Yhtélo on ristiriitainen, silld 23 + 2b on pariton ja 32
parillinen luku. Peittdvaé laatoitusta ei siis ole.

Kaytetyn kaltainen paéttely on erityisen tarpeellista,
jos laatoitettava alue on suuri; pariteettia havainnol-
listavat yhtédlot pysyvét kaikenkokoisilla alueilla oleel-
lisesti samanlaisina.

Avoimia matematiikan oppikirjoja verkossa

Osoitteesta http://avoinoppikirja.fi l0ytyy avoimia yldkoulun ja lukion matematiikan oppikirjoja.


http://avoinoppikirja.fi
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Poélyan klassikko suomeksi

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

George Pélya. Ratkaisemisen taito. Art House, 2014.

GEORGE POLYA

RATKAISEMISEN
TAITO

KUINKA
LAHESTYA
MATEMAATTISIA
ONGELMIA

Art House

George Pélyan Ratkaisemisen taito (englanninkielinen
alkuteos How to solve it) on ongelmanratkaisun klas-
sikkoteos. Se on julkaistu ensimméisen kerran vuonna
1945, ja se on kdannetty kustantajan mukaan yli kol-
mellekymmenelle kielelle. Kirjan on suomeksi kaanté-
nyt englannista Johanna Jarnstrém. Ka&dnnds on luon-
teva, ja kieli sujuvaa. On hieman jarkyttavad, etta

suomennos ilmestyi vasta vuonna 2014. Tekisi miele-
ni sanoa, ettd hyviaa kannattaa odottaa, mutta itse oli-
sin kylla halunnut saada teoksen suomeksi késiini jo
matematiikkakilpailu-urani aktiiviaikoina.

Teos esittelee valtavan repertuaarin ongelmanratkai-
sun tekniikoita, tosin varsinaisesti kyse ei ole ainoas-
taan ongelmanratkaisun tekniikoista, vaan pikemmin-
kin matemaattisen ajattelun konkretisoinnista. Osa
naisté tekniikoista on hyvin konkreettisia, kuten mate-
maattinen induktio. Osa menetelmistd on puolestaan
hyvin paljon abstraktimpia, kuten ennen alkuperéista
ongelmaa vastaavan, mutta helpomman ongelman rat-
kaiseminen, ja vasta sen jalkeen alkuperéisen ongelman
kimppuun k&yminen. Kirjan vahvuus on ideoiden ele-
gantti ja konkreettinen paketointi nétiksi kokonaisuuk-
siksi, ja sellaisten ideoiden konkreettinen esittdminen,
joita harvoin esitetdén, ja joita harvoin ehké edes kovin
konkreettisesti ajatellaan (vaikka ne péissd ovatkin).
Kirja ei my6skdan tyydy vain ongelmanratkaisun tek-
niikoiden esittdmiseen, vaan kirjan aluksi opastetaan
my0s opettajaa opettamaan (ennen kaikkea ongelman-
ratkaisua).

Oletetut esitiedot ovat hyvin védhéiiset, ja ideat on ha-
vainnollistettu esimerkein, ja esimerkit ovat miellytté-
van yksinkertaisia ja konkreettisia: ne sopivat hyvin
vaikka lukiolaiselle. Aihepiirit ovat esimerkiksi alkeel-
lista lukujonojen kisittelyd, klassista geometriaa, yh-
taloitd, ja muuta hyvin havainnollista. Konkreettisten
tekniikoiden kéytto saadaan néilla hyvin valaistua. Sen
sijaan abstraktimpien ideoiden valaiseminen yhdella tai
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kahdella esimerkilld on mahdotonta. Ne ideat pitédé
vain jaddd padhdn niin, ettd niitd ymmaértda soveltaa
sopivassa tilanteessa. Se vaatii varmasti paljon mate-
maattista silmaé, eiké siihen ole oikotieté.

Ratkaisemisen taito ei ole tehtédvikirja. Tamé& tarkoit-
taa sitéd, ettéd toisaalta sitd on leppoisa lukea, silla sité
voi lukea kuin romaania. Toisaalta tdmé tarkoittaa si-
ta, ettd todella oppiakseen ideat on etsittavé harjoitus-
tehtavid muualta.

Tutkijana minua miellyttdd suunnattomasti abstrak-
tien, metatason ideoiden esittely. Niitd 16ytyy hyvin
harvasta ldhteesta. Lisédksi ne on konkretisoitu kauniis-
ti, ja niitd on kiva lukea. Toisaalta niiden lukeminen
ymmértden vaatii ehké tiettyd matemaattista kypsyyt-
td, jota ei esimerkiksi vilttdméatta lukiolaisella ole, ja
tdmé mahdollisesti hieman verottaa kirjan kohderyh-
méd. Tastd huolimatta sanoisin, ettd kirja sopii mai-
niosti myos lukiolaiselle. Silloin sitd on vain luettava
niin, ettd ihan kaikkea ei ehké osaa heti soveltaa, mutta
mikali tekniikat ja periaatteet jaavét edes jollain tasol-
la takaraivoon, on niistd varmasti myohemmin paljon
iloa.

Uskoisin kirjan tuottavan huomattavasti iloa esimer-
kiksi matematiikan opettajalle, joka haluaisi tarjota
hieman jotain ekstraa motivoituneille oppilaille. Tél-
laiseen kayttoon kirja sopisi mainiosti jo yldkoulussa,
silla kirjan yksinkertaisimmat esimerkit ja ideat ovat
todella alkeellisia, seké silloin opettaja voisi valita siel-
té sopivat kohdat ja tarjoilla ne oppilaille sopivina pa-
lasina.

Toinen ilmeinen kohderyhmé kirjalle ovat matema-
tiikasta innostuneet lukiolaiset. Soisin mahdollisim-
man monen matematiikkakilpailijan lukevan kirjaa. It-
se asiassa aion kéyttad kirjaa olympiavalmennuksessa.
Kirja sopii mainiosti myos esimerkiksi yliopiston opis-
kelijoille, silld monet tekniikat ovat sellaisia, ettd nii-
td ei varsinaisesti esitetd ikind missaén, paitsi tehta-
vien ratkaisuihin hautautuneina, mutta jossain vaihees-
sa (viimeistddn tutkijana toimiessa) ihmisen oletetaan
ne tuntevan.

Kolmas ilmeinen kohderyhma kirjalle ovat matematii-
kan harrastajat. Harva kirja on yhtéd aikaa syvéllinen
ja vahilla esitiedoilla luettava, ja lisdksi kéisittelee ma-
tematiikkaa sekd konkreettisesti ettd metatasolla.

Seitsemisluokkalaisten alueellisen matematiikkakilpailun parhaat sijoitukset

vuonna 2015
Helsinki

1. Paavo Kaérki, Helsingin suomalainen yhteiskoulu
2. Asla Heiskanen, Mankkaan koulu

3. Patrik Myller, Lahden yhteiskoulu

4. Aiki Honda, Vartiokyldn yldaste

4. Sonja Haggman, Munkkiniemen yhteiskoulu

Oulu

1. Hermanni Huhtaméki, Ahtérin yhteniiskoulu
2. Sauli Salminen, Oulun kristillinen koulu

3. Kerkko Konola, Oulun normaalikoulu

4. Petteri Kippo, Oulun kristillinen koulu

5. Konsta Heikkila, Kirkonkyldn yhtenaiskoulu

Turku

1. Suosanna Suoranta, Puolalan koulu
2. Elias Pitkénen, Maunun koulu

3. Toni Jokinen, Turun Lyseo

3. Olli Salonen, Maunun koulu

5. Noora Vettervik, Liedon keskuskoulu

Jarjestajat: Helsingin yliopisto, Matematiikan olympiavalmennus, OuLUMA-keskus, Oulun yliopisto, Summamu-

tikka-keskus ja Turun yliopisto
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Arvioita karakterisummille: Pélya-Vinogradovin

epayhtilo ja sen parannuksia

Jesse Jadasaari

Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Johdanto

Alkuluvut ovat analyyttisen lukuteorian keskeinen tut-
kimuskohde. Jo Eukleides todisti, ettd alkulukuja on
ddrettoman monta. Ensimmainen huomio on, ettd lu-
kua kaksi lukuunottamatta kaikki alkuluvut ovat pa-
rittomia. Yhdistettynd Eukleideen havaintoon niiden
aarettomyydestd tdmé tarkoittaa, ettd jonossa {2n +
1}n>0 on ddrettomén monta alkulukua. Téstd herdd
luonnollinen jatkokysymys: milld muilla aritmeettisilla
jonoilla {an + b},>0, jotka koostuvat positiivisista ko-
konaisluvuista b,a+0b,2a+b,3a+b, . . ., on tdméa ominai-
suus? Mikéli lukujen a ja b suurin yhteinen tekija d on
aidosti suurempi kuin yksi, niin jokainen jonon termi
on jaollinen luvulla d, ja siten jonossa on korkeintaan
yksi alkuluku. Mutta mita tapahtuu, jos d = 17

P. Dirichlet osoitti edistyneitd analyyttisen lukuteo-
rian keinoja kéyttden, ettd tdssd tapauksessa jonosta
{an + b}p>0 16ytyy todella ddrettémén monta alkulu-
kua. Todistuksessa hén joutui erottamaan muista lu-
vuista ne luvut, jotka antavat jakojadnnoksen a luvul-
la n jaettaessa. Luonnollinen tapa tehda tdmé on muo-
dostaa joukon {z € Z |r = a (mod n)} karakteris-
tinen funktio eli sellainen funktio, joka saa arvon yk-
si tédssd joukossa ja muualla arvon nolla. Valitettavasti
tdmé menetelmé ei kuitenkaan toimi. Sen sijaan Di-
richlet maaritteli toisenlaiset funktiot, joille mythem-
min loydettiin yhteyksid myos muuhun matematiik-

kaan. Dirichlet’'n maarittelemia funktioita kutsutaan
Dirichlet’n karaktereiksi, ja tdmén artikkelin tarkoituk-
sena on tarkastella niiden summan suuruusluokkaa.

Tarkemmin sanottuna tassa artikkelissa tarkastellaan
karakterisummaa

SX(t) = ZX(”)&

n<t

missd x on Dirichlet’n karakteri. Erds syy tarkastella
karakterisummia on esimerkiksi se, ettd ne liittyvat 14-
heisesti alkulukujen jakautuneisuuteen aritmeettisissa
jonoissa. Todistukset on yritetty kirjoittaa mahdolli-
simman yksityiskohtaisesti aiheen vaikeuden huomioi-
den, mutta silti joidenkin yksityiskohtien tdydentami-
nen on jatetty lukijalle harjoitustehtévéiksi.

Merkintoja

Kéayddan nopeasti lapi kdytettdvat merkinndt. Olkoot
f,9 : R — C funktioita. Vinogradovilta periisin ole-
va merkintd f < g tarkoittaa, ettd on olemassa vakio
C siten, ettd |f(z)| < C|g(z)| kaikilla z € R. Jos va-
kio C riippuu jostakin parametrista e, niin merkitdan

f<eg.

Kuten tavallista, kompleksiluvun z = =z + iy, z,y € R,
konjugaattia merkitddn z = x — iy ja reaaliosaa mer-
kitddn Rz = x. Lisdksi positiivisten kokonaislukujen a
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ja b suurinta yhteisté tekijad merkitddn suureella (a,b).
Merkint# e(x) tarkoittaa samaa kuin 2™, kun x € R.

Tarvitsemme vield muutaman aritmeettisen funktion
madritelmén. Mobiuksen funktio p : Z — {-1,0,1}
madritelldidn seuraavasti: Jos luvulla n on alkutekijé-
hajotelma pi*p5? - - - p*, niin

jos n on nelibvapaa,
muuten.

Esimerkiksi siis p(1) = 1, p(4) = 0 ja u(p) = —1, kun
p on alkuluku. Maégrittelemme vield Eulerin funktion
¢ : N — N tulona

w(n)nﬁ(1;>,

kun luvulla n on alkulukuhajotelma n = p{*---pp*.
Lukijalle jatetddn harjoitustehtaviksi osoittaa, etté it-
se asiassa (n) kertoo niiden vélin [1,n] kokonaisluku-
jen lukumééran, joilla ei ole yhteisia tekijoitd luvun
n kanssa. Lopuksi, summaustapa ), , tarkoittaa, et-
ti summa otetaan niiden positiivisten kokonaislukujen
vli, jotka ovat korkeintaan t.

Dirichlet’n karakterit

Olkoon ¢ kiinnitetty positiivinen kokonaisluku. M&ari-
tellddn funktio x : Z — C seuraavilla kolmella ehdol-
la:

1. x(n+ q) = x(n) kaikilla n € Z.
2. Jos (n,q) > 1, niin x(n) = 0, ja muuten x(n) # 0.
3. x(mn) = x(m)x(n) kaikilla m,n € Z.

Téllaista funktiota kutsutaan Dirichlet’n karakteriksi
modulo q ja sitd merkitddn x (mod ¢). Jatkossa Dirich-
let’n karaktereja kutsutaan yksinkertaisesti vain karak-
tereiksi®.

Katsotaan seuraavaksi esimerkkejé karaktereista. Jos
q = 1, niin 16ytyy vain yksi karakteri: y(n) = 1 kai-
killa n € Z. Tata kutsutaan triviaalikarakteriksi. Kun
q = b, karaktereita 10ytyy peréti nelja kappaletta, jot-
ka on lueteltu alla olevassa taulukossa (vasemmanpuo-
limmaisessa sarakkeessa on karakteri ja ylimmaéll& ri-
villd on karakterin arvot x(n); muut arvot saadaan 5-
jaksollisuuden avulla, ts. x(n) = x(n + 5) kaikilla ko-
konaisluvuilla n):

x/n |0 1 3
o 1 1 1 1
20 1 i =i -1
210 1 -1 —1 1
a0 1 —i i -1

Tésséd luku ¢ on imagindériyksikko eli kompleksiluku,
jolla on ominaisuus i2 = —1. Karaktereja modulo 5 on
siis neljd kappaletta. Yleisemmin voidaan todistaa, et-
ta karaktereja modulo g on tdasmélleen (q) kappaletta
([1] s. 138-139).

Siten myos karaktereja modulo 10 on ¢(10) = 4 kap-
paletta. Yksi niistd on tietysti padkarakteri ja toinen
karakteri maédrdytyy arvoista x(0) = 0, x(1) = 1,
X(2) =0, x3) =1, X(4) =0, X(5) =0, X(6) = 0,
x(7) = —i, x(8) = 0 ja x(9) = —1. Lukijalle jatetdan
harjoitukseksi 16ytaéa puuttuvat kaksi karakteria (mod
10).

Esitetadn sitten muutamia mééaritelmia. Karakteri y
(mod ¢q) on padkarakteri, jos x(n) = 1, kun (n,q) = 1,
ja x(n) = 0 muuten. Padkarakterille varataan merkin-
téd x1. Karakteri on primitiivinen, jos jokaisella luvun
q aidolla tekijalla d # g 16ytyy 0 < a < g — 1 siten, ettd
a =1 (mod d) ja x(a) # 1. Karakterin johtaja puo-
lestaan on pienin positiivinen kokonaisluku b, joka on
luvun ¢ tekija ja jolla on ominaisuus x(n + b) = x(n)
kaikilla n, joilla (n,q) = (n,b) = 1. Lopuksi, karakterin
kertaluku on pienin positiivinen kokonaisluku n, jolla
x" on paakarakteri modulo q.

Pélya-Vinogradovin arvio

Aloitetaan tarkastelu katsomalla millaisia arvioita suu-
reelle |S, (t)| saadaan vahalld vaivalla. Jos x (mod q)
on padkarakteri, niin saadaan helposti

Sy(t) = EJ e(q) +¢ (t - BJ q> ;

jos tulkitaan, ettd ¢(0) = 0. Tdmén todistus on har-
joitustehtévd, (vihje: kirjoita ¢ = kq + r, missid k €
Zy U{0}, 0 < r < g, ja huomaa, etti (a,q) = 1, jos
ja vain jos (a+q,q) = 1). Erityisesti, jos ¢ on alkuluku,
niin S, (¢) =¢— 1.

Siten jatdmme padkarakterin pois tarkastelusta. En-
simméista arviota varten tarvitsemme seuraavan tulok-
sen.

Lemma 1. Olkoon x (mod ¢) karakteri, joka ei ole
paakarakteri. Talloin

Z x(n) = 0.

Todistus. Koska x ei ole padkarakteri, niin 16ytyy ko-
konaisluku m siten, ettéa x(m) # 0,1. Koska x(n) = 0,
kun (n,q) > 1, niin summaus voidaan ajatella yli luku-
jen 1 < n < gq, joilla (n,g) = 1. Kun n kiy ldpi ndméa

1Yleisesti niin ei tehdi, silli matematiikassa on monia muitakin karaktereja.
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luvut, niin samoin kiy m’ = mn (mod g). Siten karak-
terin tdyden multiplikatiivisuuden nojalla

x(m)Y x(n)= Y x(mn)

1<n<gq
(n,q)=1

= > xm)=3 xn).

1<m’<q n=1
(m/,q)=1

Koska x(m) # 1, niin viite seuraa. O

Koska karakterin itseisarvo on korkeintaan yksi, saa-
daan kolmioepéyhtalon nojalla

S (B <D Ix(m)| < t.

n<t

Toisaalta, koska luvuista x(0),x(1),...,x(¢ — 1) tasan
©(q) kappaletta ovat nollasta poikkeavia, niin ylla ole-
van huomion ja Lemman 1 nojalla

[Sx (8] < min(t,¢(q))-

Tama tunnetaan triviaaliestimaattina. Yleisesti se
on paras mahdollinen arvio, silld padkarakterilla y1
(mod q) pétee |Sy, (¢)] = ¢(g). Tata arviota on paran-
nettu aikojen saatossa ei-padkaraktereilla. Téassa artik-
kelissa todistetaan ensimméinen epétriviaali arvio ei-
padkaraktereille, joka tunnetaan Pdlya-Vinogradovin
epayhtalond. Nimensa se on saanut G. Pdlyalta ja .M.
Vinogradovilta, jotka todistivat kyseisen arvion toisis-
taan riippumatta vuonna 1918 [6], [7]. Tat4 varten joh-
detaan ensin sarjaesitys primitiiviselle karakterille x
(mod ¢). Merkitadn

r(x) = ;xm)e (%)

Suuretta 7(x) kutsutaan karakteriin x (mod ¢) liitty-
viksi Gaussin summaksi.

Lemma 2. Olkoon x (mod ¢) primitiivinen karakteri.
Talloin

kaikilla kokonaisluvuilla n.

Todistus. Todistetaan viite ensin niille luvuille n, joil-
le (n,q) = 1. Harjoitustehtévana lukija voi todeta, ettéa
jokaisella n € Z, jolla (n,g) = 1, loytyy kokonaislu-
ku 7 siten, ettd ni = 1 (mod ¢), jolloin x(72) = X(n).
Talloin

X)) = x(7) mZ x(me (%)

1

Naytetdadn sitten, ettd 7(Y) # 0. Osoitetaan, ettéd it-
se asiassa |7(X)| = /¢ primitiiviselld x (mod ¢). Tata
tietoa tullaan tarvitsemaan mychemmin.

Identiteetistd (1) seuraa, etté

Xl (M=),

q

Summaamalla yli lukujen n =1, ... ,q, kiyttéden tietoa,
ettéd lukujen |x(n)|? summa niiden lukujen yli on ¢(q),
seké tietoa, etté

mistd haluttu yhtalo |7(X)| = /g seuraa. Huomaute-
taan vield, ettd myos |7(x)| = /g, silld x (mod ¢) on
primitiivinen, jos ja vain jos karakteri ¥ (mod ¢) on
primitiivinen.

Jakamalla luvulla 7(¥) saadaan

mikéa oli lemman viite.

Osoitetaan sitten, ettd kaava (2) patee myos niilla lu-
vun n arvoilla, joilla d := (n,q) > 1. Téssé tapauksessa
x(n) = 0 ja siksi riittda osoittaa, etta

o (3) -

q

m=1

Kirjoitetaan ¢ = ¢’'d. Tarkastellaan lukuja h = ¢'-a+0,
missd ¢ = 0,1,....d—1jab=20,1,...,¢ — 1. Kun a
ja b kayvat lapi kaikki mahdolliset naiden lukujen yh-
distelmét, niin m kiy ldpi kaikki joukon {0,1...,g—1}
alkiot. Siten

3" x(m)e (=)

m=1
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q an

koska

on kokonaisluku.

Nyt riittaa osoittaa, ettd kiinnitetylld ¢’ kaava

d—1

> X(da+b)=0 (3)

a=0
on voimassa jokaisella kokonaisluvulla b. Tarkastellaan
yhtélon (3) vasenta puolta b:n funktiona. Talléin se on
¢’-jaksollinen (tdmi jatetddn lukijalle harjoitustehta-
viksi). Olkoon ¢ sellainen kokonaisluku, etta (c,q) =1
jac=1 (mod ¢'). Kdyttden ¢'-jaksollisuutta saadaan

d—1 d—1
X(©) Y X(da+b)=> X(cq'a+ cb)
a=0 a=0

d—1
— 3" (o +cb)
a=0

d—1
= X(da+D). (4)
a=0

Huomataan, ett primitiiviselld x (mod ¢) on voimas-
sa x(n + ¢') # x(n) jokaisella ¢:n aidolla tekijalla ¢/,
kaikilla n, joilla (n,q) > 1 (timé on taas jatetty harjoi-
tustehtdviksi lukijalle). Téstéd seuraa, ettd on olemassa
kokonaisluvut ¢; ja co siten, ettd (c1,q) = (c2,q) = 1,
c1 = ¢a (mod ¢') ja x(c1) # x(c2). Siten on olemassa
kokonaisluku ¢ = ¢;¢3 (mod ¢'), jolla X(c) # 1, c =1
(mod ¢') ja (¢,q) = 1. Valitsemalla tdmén c:n yhtilossa
(4) saadaan yhtdlo (3). Néain ollen lemman todistus on
viimein valmis. 0

Nyt voidaan muotoilla ja todistaa Pdlya-Vinogradovin
lause. Seuraamme kirjan [1] todistusta. Huomionarvois-
ta on, ettd tdmaéa raja on huomattavasti parempi kuin
triviaaliestimaatin antama ylaraja, silla logaritmi kas-
vaa paljon hitaamminen kuin neligjuuri.

Lause 3. Olkoon x (mod ¢) ei-padkarakteri. Talloin
Sy (t) < V/qlogq.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd x on primitiivinen.
Lemman 2 perusteella sillé on esitys sarjana

) =~ 3" xme ().

koska x(g) = 0. Ottamalla itseisarvot puolittain, ker-
tomalla luvulla /g ja kiyttamélld tietoa |7(x)| = /4
saadaan

mistd kolmioepéyhtélédn avulla saadaan

Vi 18,0) st: Se(™) ©

n<t

Merkitaan

ja niin ollen |f(q —m)| = [f(m)| = |f(m)|. Siten (5)
voidaan kirjoittaa muodossa

V- 1S <2 Y |f(m)] (6)
m<q/2
=)
+ 5 f 5)|
Erityisesti jos ¢ on pariton, niin jélkimmé&inen termi
katoaa.

Koska lausekkeen f(m) termit muodostavat geomet-
risen sarjan, niin lukiosta tutun summakaavan avulla
voidaan laskea, ettd luvun f(m) itseisarvo on

e(=m) _(lUm
|f(m)| = e<mLt+1j) ( 2q> <2q>

2 m m
! e(-5) (%)
sin L™ 1
=|— < — .
sin ™2 | 7T gin ™2
q q

Nyt kéyttdméllé epéyhtilod sint > 20 (miké pitee
kun ¢ € [0,7/2], todistus harjoitustehtévind), arvolla
t = ™ saadaan

1f(m)| < =

2m’
kun m < . Jos ¢ on pariton, niin kaava (6) antaa
Va8 ()] < Zl< lo
q X >~q m qlogq.
m<%

Jos taas ¢ on parillinen, niin |f(¢/2)] < 1 ja siten (6)
antaa

11
V- 1S(t) < q ZE+§ < qlogg.

q
m< g
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Molemmissa tapauksissa
1Sx ()] < V/qlogg,
kuten haluttiinkin.

Oletetaan seuraavaksi, ettd x (mod ¢) on ei-primitiivi-
nen karakteri, ja olkoon ¢ sen johtaja. Talloin

x(m) = ¥(m)x1(m),

missé x1 on paakarakteri modulo ¢ ja v on jokin primi-
tiivinen karakteri modulo ¢ (tdmén tarkistaminen ja-
tetdédn lukijalle).

Kayttamalla edellistd kaavaa saadaan

Sc(t)y= D W(n)

(et

= Ziﬁ(n) Z p(d)
n<t d|(n,q)

= Z ZM(dW(n)
"

= uld) Y ¥(qd)
dlq q<%

= ZM(dW(d) Z Y(x).
dlq z<%

Koska Pélya-Vinogradovin epéayhtélé on voimassa pri-
mitiiviselle karakterille ¢ (mod ¢), niin

S ()] < D ()] | Y i) (7)

dlg z<t

< eloge > p(d)i(d)

dlq

< \/Elogcz lu(d)y(d)] .

dlg

Huomataan sitten, ettd |u(d)i(d)| on joko 0 tai 1. Se
on yksi, jos ja vain jos |u(d)] = 1 ja |¢(d)| = 1. Siis
tasmalleen silloin, kun d on nelibvapaa ja (d,c) = 1.
Silloin luku d voidaan kirjoittaa erisuurten alkulukujen
tulona d = pyps - - p;. Silloin yksikdan alkuluku p; ei
jaa lukua c. Siten jokainen alkuluku p; jakaa luvun £

ja siten erityisesti d jakaa tdmén luvun. Néin ollen

S @@ <Y 1<2 Y 1 gz\/§<< \/5

dlq 2 d<y/Zd|¢
Siten kaavasta (7) seuraa, ettd

1S ()] < \/z Veloge < y/qloge < \/qloggq,

miké todistaa viitteen. O

Kéyttamaélla osittaissummauskaavaa

> ) = A@) /@) - | T,

n<zx 1
missé ay,...,a, ovat reaalilukuja, A(x) =" . an ja
f vililla [1,z] derivoituva funktio (tétd voi ajatella dis-
kreettind osittaisintegrointina), saadaan alaraja primi-
tiivisten karakterien summalle:

2 [
Vi=Ir00l < = [ 180l < 2rmax|s, (4)
q J1 t<q

eli

[Sx ()] > V4.

Néin ollen Pélya-Vinogradovin epayhtilosta voitaisiin
parhaimmillaan pudottaa tekija log g pois.

Parannuksia

Téassd luvussa tarkastellaan Lauseen 3 mahdollisia
vahvennuksia muutamassa eri tilanteessa. Ensinnéakin,
Pélya-Vinogradovin epayhtdlod voidaan parantaa olet-
tamalla erds merkittdva lukuteoreettinen viite. Ma&-
ritellddn Dirichlet’'n L-funktio ja yleistetty Riemannin
hypoteesi. Olkoon x (mod ¢) karakteri ja s € C sellai-
nen, ettd Rs > 1. Talloin Dirichlet’'n L-sarja on

— x(n)

ns
n=0

L(S7X) =

Tamén voi laajentaa meromorfiseksi funktioksi ko-
ko kompleksitasoon, jolloin siitd tulee Dirichletin L-
funktio, jolle kiytetddn edelleen merkintdd L(s,x).
Yleistetty Riemannin hypoteesi (YRH) sanoo seuraa-
vaa.

Konjektuuri (YRH): Olkoon x (mod ¢) karakteri ja
L(s,x) siihen liittyvd L-funktio. Jos s € C on sellai-
nen, ettd 0 < s < 1 ja L(s,x) = 0, niin itse asiassa

Rs =1/2.

Riemannin hypoteesi, joka on yksi matematiikan tér-
keimmistad avoimista ongelmista, on erikoistapaus ylla
olevasta, kun y on triviaalikarakteri.

Jos YRH on totta, niin seuraava vahvennos Pdlya-
Vinogradovin epéyhtélolle on voimassa.

Lause 4. Oletetaan YRH. Télloin ei-padkarekterilla x
(mod q) péatee

Sy (t) < /qlogloggq.

Taman todistivat H. Montgomery ja R.C. Vaughan
vuonna 1977 [5].
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Tarkastellaan sitten, millaisia parannuksia on olemas-
sa tietynlaisille karaktereille. Erityisesti tarkastelemme
paritonta kertalukua olevia karaktereita. A. Granville,
K. Soundararajan ja L. Goldmakher osoittivat seuraa-
van tuloksen.

Lause 5. Jos x (mod ¢) on paritonta kertalukua g > 3
oleva karakteri, niin

|Sx(t)| <y \/a(ng)l_(sg—H)(l)a (8)
g

missd dy =1 — £ sin% ja o(1) on termi, joka lihestyy
nollaa, kun g — oc.

Voidaan esimerkiksi laskea, ettd 1 — do = 0.636619. . .,
1 —463 = 0.8269933..., 1 — §, = 0.9003163... ja
1 — 95 = 0.935489... jne. Lisdksi lukija voi helposti
todeta, ettd 1 —d, — 1, kun ¢ — oo. Néin ollen
parannukset suurilla g:n arvoilla ovat melko pienia.

Alunperin Granville ja Soundararajan osoittivat arvion
(8) muuttujalla 6,/2 [4], ja lopulta Goldmakher, Soun-
dararajanin oppilaana, paransi muuttujan J4:een vii-
toskirjassaan [2, 3]. Arvion (8) todistus on pitka ja se
kayttaa pitkélle menevid analyysin menetelmid ja siksi
se sivuutetaan.

Keskustellaan vield yhdestd parannuksesta. Montgo-
meryn ja Vaughanin tulokselle (Lause 4) on parannus
YRH:n vallitessa. Témakin tulos on perdisin Granvil-
lelta, Soundararajanilta ja Goldmakherilta [3, 4].

Lause 6. Oletetaan YRH. Jos x (mod ¢) on paritonta
kertalukua g > 3 oleva karakteri, niin

18, ()] <4 Va(loglog q)t—ds+o®),

Ainoa ero lauseiden 3,5 ja 4,6 vililld on siis se, ettd
log ¢:n paikalla on loglogq. Lauseiden 5 ja 6 vaitteet

Uutta Verkko-Solmussa
Verkko-Solmun Matematiikan opetus -sivulla

matematiikkalehtisolmu.fi/opetus.html

ovat vahvempia kuin lauseiden 3 ja 4, silla log log = kas-
vaa hitaammin kun log z. Pitd4 kuitenkin muistaa, ettd
Lause 5 on todistettu vain tietynlaisille karaktereille ja
ettd lauseet 4 ja 6 eivit valttaméttd pida paikkaansa,
mikéli YRH ei pade.
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Kuvitellaan, ettd pihalla leikkii lapsia, joilla jokaisel-
la on yhtd monta palloa kuin ikéd& vuosina. Naapuriin
muuttaa lapsia, joilla ei ole lainkaan palloja. Solidaari-
suuden nimissa lapset paattavat antaa naapureille osan
palloistaan. Koska olisi kohtuutonta, jos kaikki luopui-
sivat yhtd monesta pallosta, kun niité ei alun perinkdan
yhtéd monta ollut, pddtetdén, ettd jokainen lapsi jat-
tad itselleen (kokonaislukuun pyoristettynd) sen méaa-
ran palloja, mika jaa, kun oma alkuperdinen pallomééa-
ré jaetaan oman idn luonnollisella logaritmilla (paitsi
yksi- ja kaksivuotiaiden palloihin ei kosketa). Siispi,
jos lapsen ikéd on vaikka 5, alun perin hénelld on vii-
si palloa, ja lahjoituksen jilkeen % ~ 3,1 ~ 3 palloa.
Kuinka monta palloa lapsille karkeasti ottaen jaa yh-
teenséa?

Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd pihalla on
vain vahintddn kolmevuotiaita lapsia. On helppo las-
kea, ettd jos alun perin palloméérit (eli idt) ovat nouse-
vassa jarjestyksessd ai,as,...,ag, ja niitd on yhteensa
N kappaletta, niin uusi pallomééara on

@ a2 4+ 4 Gk
Ina;  Inas In ay,
aq as Qg
“Inap  Inag Inay
= a1 +a e tag) = —,
In ay, (a1 2+ +ax) In ay,

mikéli ei véliteta pyéristyksisté Samoin saadaan, ettd
pallomééri on korkeintaan —~— (jdlleen mikali ei vélite-
ta pyoristyksistd). Mikéali luvut a1 ja ay (eli nuorimman

ja vanhimman idt) ovat ldhelld toisiaan, on néin saatu
varsin hyvit arviot summalle. Jos lukujen a; ja ai ero
on huomattava, on tuloksessakin heittoa. Esimerkiksi,
jos lasten iat ovat 3,4,...,17, niin alun perin palloja
on3+4+- +17_15o Ja@ ~ 137 ja 20 ~ 53.
Néiiden tulosten valilla on valtava ero. Kumpi néisté on
lahempéana totuutta? Ovatko molemmat péin honkia?

Koska luvut ovat varsin pienié, voidaan helposti laskea
pallojen todellinen maara. Kolmevuotlaalla on % ~
2,7 =~ 3 palloa, nelivuotiaalla ﬂ ~ 3 palloa, ja niin
edelleen. Yhteensa 66 palloa. Pienempi raja oli siis sel-
vasti parempi, ja se ei itse asiassa edes ollut taysin péin

honkia, vaikkakaan ei ihan oikeinkaan.

Tallaisten summien késittelyyn osittaussummaus on oi-
va tyokalu. Esitelladn seuraavissa luvuissa osittaissum-
maus formaalisti ja todistetaan se, késitelldan yhteys
osittaisintegrointiin, ja lopuksi kdyd&an ladpi muuta-
ma esimerkki, mukaan lukien lukuteoreettinen sovel-
lus. Mikali osittaisintegrointi on téysin vierasta, voi jét-
tad lukematta sen osan tekstié, joka liittaé osittaissum-
mauksen osittaisintegrointiin. Tekstin muun osan ym-
maértdminen ei vaadi tdmén osan lukemista.

Osittaissummauksen paaperiaate

Esitan osittaissummauksen kuten se Inghamin kirjassa
[1] on sivulla 18 esitetty vain hieman notaatiota muut-
taen:
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Lause. Olkoon A1, A2, ... kasvava jono reaalilukuja, jo-
ka ldhestyy ddretonta. Olkoon

A(z) = Z ,,

An<z

missd luvut a, voivat olla reaalisia tai kompleksisia.

Jos X > A ja funktiolla f(x) on jatkuva derivaatta.
niin

b'e

Do anfn) = AX)F(X) = [ Al2)f'(w)d.

A <X A1

Todistus. Todistus on varsin yksinkertainen, ja se pe-
rustuu alkuperdisen summan ja termin A(X)f(X) ero-
tukseen:

AX)F(X) = > anf()

An <X

= Z an(f(X)_f(/\n))

An<X

Koska funktio f on jatkuvasti derivoituva, voidaan kir-
joittaa
X
f(z)dx,
)\n

FX) = f(An) =

jolloin

An<X
X

=Y a [ f
Ap <X An

jolloin integrointi- ja summausjéirjestystd vaihtaen
(Harjoitustehtévé: piirrd kuva muuttujien suuruuksista
tai muutoin vakuuta itsesi, ettd néin todella on):

Z an /)j f’(a;)dacz/x Z an f'(x)dx

An<X Mo, <

- A " A@) (@),

1

ja vaite on todistettu.

Kéytdnnossd jono A, on usein esimerkiksi A\, = n tai
alkuluvuista koostuva jono, mutta lauseen méarittely
antaa mahdollisuuden mééritelld jonon paljon mieliku-
vituksellisemmillakin tavoilla.

Yhteys osittaisintegrointiin

Aluksi varoituksen sananen: hetken piddstd puhun su-
juvasti epdjatkuvien funktioiden integraaleista. Téllais-
ten funktioiden integraalia ei vilttdmatta pysty méa-
rittelemédn milladn natilld kaavalla. Silti muutoin riit-
tavan siististi kdyttaytyvat epdjatkuvat funktiot ovat

usein integroituvia (ehtoja integroituvuudella késitel-
la4n yliopiston kursseilla).

Osittaissummaus on osittaisintegroinnin diskreetti vas-
tine: Siind missd positiivisen funktion g integraali mit-
taa funktion ja z-akselin viliin jéadvén alueen pinta-
alaa, summa funktion arvoista mittaa sellaista pinta-
alaa, joka saadaan muodostamalla funktion arvojen
korkuisia ja ykkosen levyisid palkkeja. Voi myo6s ajatel-
la niin, ettd jos funktio g on mééritelty kokonaisluku-
pisteissé, niin tdydennetdan siitd kaikilla reaaliluvuilla
médritelty funktio siten, ettd maarataan g(z) = g(|z]).
Néin summauksen ja integroinnin yhteys on ilmeinen.

Osittaisintegrointihan toimii seuraavasti:

b
[ @i = [ cwirw - [ cwrwa

missd G'(z) = g(x). Osittaissummauksen tilanteessa
funktio f ei muutu mitenkddn. Sen sijaan funktio g
pitda ajatella kokonaislukupisteissd méariteltyné funk-
tiona (tai siitd reaaliluvuille kaavalla g(z) = g(|z])
yleistettynd) ja G(x) puolestaan summafunktiona tai
yleistetyn funktion integraalina. Osittaissummaukses-
sa alasijoitukset jaavét pois, silld summa on sielld tyh-
ja (eli osittaissummauksessa G(a) = 0).

Kuinka suuri on kertoma?

Luvun n kertoma, jota merkitddn n!, on lukujen
1,2,...,n tulo, eli

n=1.2.3...n= H m.

1<m<n

Ensimmaéinen ajatus tatd lukua tuijottaessa ainakin
minulle itselleni alun perin oli, ettd sen on pakko ol-
la tuhottomasti pienempi kuin n™. Alarajan mééritta-
minen tuntui paljon hankalammalta. Esimerkiksi arvio
n! > 1" = 1 tarjoaisi kylla alarajan, mutta yleisesti ot-
taen tdmé alaraja on aivan valtavan huono. Tarkastel-
laan nyt tatd lukua tarkemmin. Otetaan aluksi tulosta

logaritmi:
Inn! = Z Inm.
1<m<n
Tamén summan voi joko arvioida edellisen Solmun nu-
meron opeilla integraalien avulla, tai sitten voidaan
hy6dyntaé osittaissummausta.

Osittaissummauksen notaatiota kayttden a, = 1 ja
f(z) =Inz. Nyt

Z lnm = Z am f(m)

1<m<n 1<m<n
n
= f(n) Z am—/ ( Z am)f’(x)dw
1<m<n 1 1<m<zx
n
:nlnn—/ mdaj.
1 X
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Nyt saadaan helpolla arviolla

/ mdac§/11(1917:n—1<n.
1 2 1

Siispd Inn! > nlnn — n, eli n! > (%)n, joten oikeas-

taan n" ei ole yhtddn hullumpi arvio luvulle n!, vaikka
se reilusti ylakanttiin onkin.

Lapset jalleen pihamaalla

Palataan nyt alun esimerkkiin ja solidaarisiin lapsiin
leikkiméssd pihamaalla ja jakamassa pallojaan. Olete-
taan, ettéd lasten idt ovat 3,4,5,...,n, ja tarkastellaan
miten pallojen méaara kiyttaytyy, kun n kasvaa. (On
ehké syytéd olettaa, ettd eletdén jollain mystiselld pla-
neetalla, jolla taysikédisyyden raja on aédreton, eli kaikki
ovat lapsia ifistd riippumatta.)

Lapsen, jonka ikéd on k vuotta, palloméara on ﬁ pyo-
ristettynd kokonaislukuun. Lapsia on alle n kappaletta,
joten jos unohdetaan pyoristykset ja eletddn ikdan kuin
pallomédré olisi ' k, niin virhe on korkeintaan luvun n
kokoinen kaikilta lapsilta yhteensa.

Muistetaan vielé, ettd niiden lasten, joiden ika on kor-

keintaan m, ikien summa on W — 3. Nyt
k- n(n+1) 3
Ink  2lnn Inn
3<k<
/ ( > k) ———dx.
lna:
3<k<zx
Huomataan ensinnékin, etta
nn+1) 3
2Ilnn Inn
on hyvin tarkasti "2(7+ ). eli pallojen alkuperiinen

méaré jaettuna logaritmilla. Keskitytddn nyt integraa-
lin arviointiin. Integraalin tarkka méaarittdminen olisi
vihelidinen tehtévé, joten pelataan likiarvoilla.

Nyt huomataan, etté

Zk<

3<k<lz

;1:+1) _3

kun x on miké tahansa reaaliluku. Voidaan siis korvata
integraali lausekkeella

/(Z k:) IHIQda:

3<k<lzx
1
—3) . da
3) z(Inx)? *

(e

n n 1
/ 3 da:<3/ —dx <3lnn
3 x(lnx)? 3 X

Termin

vaikutus on hyvin pieni. Voidaan siis keskittyéd inte-

graalin

/3” l‘(CU;- 1) z(hix)de: /3”

arviointiin. Koska olemme kiinnostuneita pallojen méaé-
ran kayttdytymisestd, kun n lidhestyy &déretonti, voi-
daan olettaa /n > 3. Jaetaan integraali kahtia pis-
teestd \/n, jolloin saadaan
n
o
N

n Vvn
[, s~
3 3

Ensimmainen palikka on hyvin helppo arvioida:

vn 1
/ dex <n,
3 2(Inz)

koska integroitava on pienempi kuin +/n, kuten myos

integraalin pituus. Toinen termi yksinkertaistetaan lo-

garitmin avulla. Téssa ei edes menetetd paljon tark-

kuutta, silld logaritmi kasvaa hyvin hitaasti. Siispa
z+1

< -
/ﬁ x/ﬁZ(ln\/ﬁ)zdx

2 n
= on)? /\/ﬁ(x +1)dz

2 (n+2)n
= (Inn)? 2

z+1 -
2(In )2

rz+1

z+1
2(In x)de

r+1
2(In x)2dm

2(lnx)2d

z+1
2(Inx)?

(n+2)n
(Inn)2 -

Luvun n kasvaessa tdmé viimeksi saatu termi on suu-
rin virhetermeistad. Kuitenkin sekin on selvésti pienem-
. . n(n+1) . . weee ee . .
pi kuin 5=, joten pallojen mééri jaettuna suurim-
malla logaritmilla osoittautuu varsin hyvéksi arvioksi,
kun lasten it ovat perdakkaisid kokonaislukuja, ja van-

hin lapsista on hyvin vanha.

Pienimmaéan yhteisen jaettavan suuruus-
luokka

Tarkastellaan miten suuri on sellainen luku, joka on
n ensimmaisen positiivisen kokonaisluvun pienin yhtei-
nen jaettava, eli joka on pienin positiivinen kokonaislu-
ku, joka on jaollinen kaikilla luvuista 1,2,...,n. Huo-
mataan aluksi (viitteen varmistaminen jitetddn har-
joitustehtéviksi), ettd tdméan luvun pitdd olla muotoa

[T plesn.

p<n, p alkuluku

Koska |log,n] = 1, kun y/n < p < n, voidaan tulo
kirjoittaa tulon

H leogp n)

p<+/n, p alkuluku
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ja tulon

I1 p

vn<p<n, p alkuluku

tulona. Aloitetaan tarkastelu jalkimméaisestd termista.
Taman kasittely on ldhes samanlainen kuin kertoman-
kin tapauksessa. Yksinkertaisuuden vuoksi otetaan tu-
losta logaritmi, jolloin saadaan se muunnettua sum-

maksi:
>

W I
vn<p<n, p alkuluku vn<p<n, p alkuluku

p= In p.

Alkulukulause on hyvin syvéllinen tulos (sitd ei todis-
teta tdssd, mutta tulos 10ytyy useista analyyttisen lu-
kuteorian kirjoista), joka kertoo, kuinka paljon annet-
tua lukua pienempid alkulukuja on. Sen nojalla lukua
x pienempié alkulukuja on

(z)

misséd o (m) tarkoittaa, ettd sitd vastaavan virheter-

min ja luvun = osamééré ldhestyy nollaa, kun x 1&-

Inx

hestyy dédreténtd. Lukujen /n ja n vilissa on siis

n n vn vn ) n n
HJFO (ﬂ) Inyn e (ln \/ﬁ) ~Inn o (lnn)
alkulukua. Osittaissummauksen avulla

ﬁ%ﬁnlnp =Inn- (% +o0 (%))
Gz o)) e

n 1 1
:n+0(n)—/ (—l—o())dm.
v \Inz Inx

Integraalin voi késitelld usealla tavalla riippuen siité,
mita tarkkuutta tavoitellaan. Kuitenkin koska paéter-
mi on 7, ja ensimméinen virhetermi o(n), olisi turhaa
kikkailua kayttda energiaa saadakseen integraalille tar-
kan arvon. Voidaan siis helposti arvioida:

[ e[
(it

= h:/ﬁ to (mib/ﬁ) = oln).

Olemme nyt saaneet valmiiksi suurten alkulukujen
osuuden méarittdmisen. Nyt voidaan siirtyéd pieniin al-
kulukuihin, eli tuloon

H p llog, n] )

p<+/n, p alkuluku

Inx

Otetaan ensimmaiseksi téstékin logaritmi:

In H Z |log, n] Inp.

p<+/n, p alkuluku p<+/n, p alkuluku

pllog,n —

Ennen kuin jatketaan pidemmaélle, halutaan péaista
eroon alaspéinpyoristyksistd. Tamé voidaan tehd& yk-
sinkertaisesti seuraavasti:

2.

p<+/n, p alkuluku

>

p<+v/n, p alkuluku

-

p<+/n, p alkuluku

[log, n|Inp
log, nlnp
(log, n — [log, n]) Inp.

Viimeisen rivin termisté tulee virhetermi:

2.

p<+/n, p alkuluku

DS

p<+/m, p alkuluku

(log,n — [log,n])Inp

In p,

ja samoin kuin suurten alkulukujen kontribuutiota
maédritettiessd saadaan

S p=va+o(va) = o).

p<+/n, p alkuluku

Voidaan siirtyd summan

2.

p<+/n, p alkuluku

log, nlnp

tarkastelemiseen. Huomataan ensin, ettéa
log,n=-—

jolloin summa sievenee helposti

>

p<+/n, p alkuluku

> 1.

p<+/n, p alkuluku

log,nlnp =1Inn

Alkulukulauseen nojalla

p<+/m, p alkuluku

joten
Inn
p<+y/n, p alkuluku

Téaten pienimmén yhteisen jaettavan luonnollinen loga-
ritmi on suuruusluokkaa n+o(n), joten pienin yhteinen
jaettava kasvaa hyvin karkeasti ottaen yhtd nopeasti
kuin e”.

Viitteet

[1] A. E. Ingham, The distribution of prime numbers.
Cambridge University Press, 1990.
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Matematiikan verkkosanakirja

Juha Ruokolainen

Monikielinen matematiikan verkkosanakirja otettiin
kayttoon Matematiikkalehti Solmussa vuonna 2004.
Sanakirja syntyi EU:n Socrates Minerva -projektin tu-
loksena ja sité yllapidettiin Cambridgen yliopiston pal-
velimella. Ylldpidon loputtua syksylld 2012 pohdittiin
Solmun toimituksessa mahdollisuutta saattaa sanakir-
jan suomenkielinen osuus Solmun lukijoiden saataville
jatkossakin. Nyt sanakirja on jalleen kdytettavissa uu-
dessa muodossa, ja se 10ytyy Matematiikkalehti Solmun
kautta osoitteesta matematiikkalehtisolmu.fi.

Sanakirjassa on sanoja alakoulun matematiikasta lu-
kio- ja yliopistomatematiikkaan saakka, ja sitd voi
kayttda niin itseopiskelussa kuin luokkahuoneessakin.
Sanat on aakkostettu omille sivuilleen sanan alkukirjai-
men mukaan. Alkukirjaimen voi valita napsauttamal-
la kirjainta sivun yldosan aakkoslistasta. Sanat ovat si-
vuilla allekkaisena listana. Kun sanan sisaltavia panee-
lia napsauttaa, aukeaa sen alle sanan selitys. Selityksen
saa piiloon napsauttamalla sanan silsdltavda paneelia
uudelleen. Jos napsauttaa toisen sanan siséltdavda pa-
neelia, sulkeutuu auki oleva selitys ja uusi avautuu. Toi-
vomme, ettd tdma tekniikka tekee sanakirjan selailusta
helppoa ja joutuisaa.

Sanakirjan sanat, niiden selitykset, joihinkin selityksiin
liittyvat kuvat seké sanojen englanninkieliset kddnnok-
set ja linkkilistat selitysten lopussa on poimittu algo-
ritmisesti kdytosta poistuneen sanakirjan sisiltdneesta
tietokannasta, ja poiminnan onnistuminen on tarkistet-
tu vain pistokokein, joten virheita on voinut sattua. Sa-
nakirjassa matemaattiset kaavat on kirjoitettu LaTeX-
kielelld ja ne esitetdin MathJax-jarjestelméan avulla.

Sekéd MathJax ettd sanakirjan kayttoliittymé kayttavat
JavaScript-ohjelmointikieltd, kuten suurin osa maail-
man verkkosivuista. Jos sanakirja ei toimi selaimessasi
oikein, varmistathan selaimesi asetuksista, ettd Javasc-
riptin kdyttd on sallittu. Sanakirja pitdisi toimia kai-
killa uudemmilla selaimilla kaikissa laiteympéristoissa,
mutta sen ulkoasua ei ole optimoitu mobiililaitteiden
pienille ndytoille.

Sanoja ja niiden selityksid on helppo péivittdéd, samoin
kuin lisdta uusi sanoja. Siksi kuulemme mielelldéan sa-
nakirjan kaikenlaisista kdyttokokemuksista ja otamme
vastaan niin korjaus- ja parannusehdotuksia kuin eh-
dotuksia uusiksi sanoiksi ja niiden selityksiksi. Myos
selityksid havainnollistavia kuvia voi tarjota. Yhdessa
voimme tehdd sanakirjasta entistd paremman. Palau-
tetta voi ldhettdd osoitteeseen toimitus ’at’ matema-
tiikkalehtisolmu.fi.

Alla kuvakaappaus sanakirjan sanasta "Eksplementti-
kulmat”:
~ Eksplementtikulmat (engl. Conjugate angles, Explementary angles)

Jos kahden kulman summa on 360°, ovat kulmat toistensa eksplementtikulmia.

NN

Katso myts Kulma, Kupera kulma.


http://matematiikkalehtisolmu.fi
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