Solmu 2/2015

i YA ?/iz?/
' jﬁ’”ﬁ ¥/
J
»]

Osittaissummauksella ikdvien summien kimppuun

Anne-Maria Ernvall-Hytonen

Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Kuvitellaan, ettd pihalla leikkii lapsia, joilla jokaisel-
la on yhtd monta palloa kuin ikda vuosina. Naapuriin
muuttaa lapsia, joilla ei ole lainkaan palloja. Solidaari-
suuden nimisséa lapset paattavat antaa naapureille osan
palloistaan. Koska olisi kohtuutonta, jos kaikki luopui-
sivat yhtd monesta pallosta, kun niité ei alun perinkdan
yhtd monta ollut, pdatetddn, ettd jokainen lapsi jat-
tad itselleen (kokonaislukuun pyoristettynd) sen méa-
ran palloja, mika ja&, kun oma alkuperédinen pallomaé-
rd jaetaan oman idn luonnollisella logaritmilla (paitsi
vksi- ja kaksivuotiaiden palloihin ei kosketa). Siispa,
jos lapsen ikd on vaikka 5, alun perin hénelld on vii-
si palloa, ja lahjoituksen jalkeen % ~ 3,1 ~ 3 palloa.
Kuinka monta palloa lapsille karkeasti ottaen jaa yh-
teensa?

Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd pihalla on
vain vahintddn kolmevuotiaita lapsia. On helppo las-
kea, ettd jos alun perin palloméérat (eli i&t) ovat nouse-
vassa jarjestyksessd ai,as,...,ag, ja niitd on yhteensé
N kappaletta, niin uusi pallomééara on

a1 ag Q.
lna;  Inas Inay
ai az Qg
T Inap  Inag Inay
= (a1 +az+---+ay) = :
In ay, In ay,

mikali ei vélitetd pyéristyksistéi Samoin saadaan, ettd
pallomééra on korkeintaan 1 (jélleen mikali ei vélite-
t& pyoristyksista). Mikali luvut a1 ja ay, (eli nuorimman

ja vanhimman i4t) ovat ldhelld toisiaan, on néin saatu
varsin hyvit arviot summalle. Jos lukujen a; ja ay ero
on huomattava, on tuloksessakin heittoa. Esimerkiksi,
jos lasten it ovat 3,4,...,17, niin alun perin palloja
on34+4+---+17 = 150 ja i @ ~ 137 ja 20 ~ 53.
Naiden tulosten valilla on valtava ero. Kumpi néisté on
lahempéané totuutta? Ovatko molemmat péin honkia?

Koska luvut ovat varsin pienié, voidaan helposti laskea
pallojen todellinen mé&ara. Kolmevuotlaaﬂa on % ~
2,7 =~ 3 palloa, nelivuotiaalla ﬁ ~ 3 palloa, ja niin
edelleen. Yhteensd 66 palloa. Pienempi raja oli siis sel-
vasti parempi, ja se ei itse asiassa edes ollut taysin pain

honkia, vaikkakaan ei ihan oikeinkaan.

Téllaisten summien késittelyyn osittaussummaus on oi-
va tyokalu. Esitelladn seuraavissa luvuissa osittaissum-
maus formaalisti ja todistetaan se, kéasitelladn yhteys
osittaisintegrointiin, ja lopuksi kdydédn lapi muuta-
ma esimerkki, mukaan lukien lukuteoreettinen sovel-
lus. Mikali osittaisintegrointi on téysin vierasta, voi jét-
tda lukematta sen osan tekstid, joka liittda osittaissum-
mauksen osittaisintegrointiin. Tekstin muun osan ym-
méartdminen ei vaadi td&mén osan lukemista.

Osittaissummauksen paiperiaate

Esitén osittaissummauksen kuten se Inghamin kirjassa
[1] on sivulla 18 esitetty vain hieman notaatiota muut-
taen:
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Lause. Olkoon A1, As, ... kasvava jono reaalilukuja, jo-
ka ldhestyy daretonta. Olkoon

A(z) = Z n,,

An <z

missé luvut a, voivat olla reaalisia tai kompleksisia.
Jos X > A ja funktiolla f(x) on jatkuva derivaatta.
niin

X

S anf(h) = AX)F(X) - / A@)f ().

An <X A1

Todistus. Todistus on varsin yksinkertainen, ja se pe-
rustuu alkuperdisen summan ja termin A(X)f(X) ero-
tukseen:

AX)FX) = D anf(hn)

A <X

= Z Cln(f(X) - f()‘n))

An<X

Koska funktio f on jatkuvasti derivoituva, voidaan kir-
joittaa

jolloin

An<X
X

=Y a [ faa
An<X An

jolloin integrointi- ja summausjéirjestystd vaihtaen
(Harjoitustehtévé: piirrd kuva muuttujien suuruuksista
tai muutoin vakuuta itsesi, ettd néin todella on):

Z an /A:( f(x)dx = /X Z an f'(x)dx

An<X MoN,<w

X
= / A(z) f(x)dz,
A

1

ja véite on todistettu.

Kéytdnnossa jono A, on usein esimerkiksi A\, = n tai
alkuluvuista koostuva jono, mutta lauseen méarittely
antaa mahdollisuuden méaéritelld jonon paljon mieliku-
vituksellisemmillakin tavoilla.

Yhteys osittaisintegrointiin

Aluksi varoituksen sananen: hetken péastd puhun su-
juvasti epajatkuvien funktioiden integraaleista. Téllais-
ten funktioiden integraalia ei valttamatta pysty maéa-
rittelemddn milldén natilld kaavalla. Silti muutoin riit-
tavan siististi kayttaytyvat epajatkuvat funktiot ovat

usein integroituvia (ehtoja integroituvuudella kisitel-
ld4n yliopiston kursseilla).

Osittaissummaus on osittaisintegroinnin diskreetti vas-
tine: Siind missd positiivisen funktion g integraali mit-
taa funktion ja x-akselin viliin jadvan alueen pinta-
alaa, summa funktion arvoista mittaa sellaista pinta-
alaa, joka saadaan muodostamalla funktion arvojen
korkuisia ja ykkosen levyisid palkkeja. Voi my6s ajatel-
la niin, ettd jos funktio g on maéritelty kokonaisluku-
pisteissé, niin tdydennetdan siitd kaikilla reaaliluvuilla
médritelty funktio siten, ettd maarataan g(z) = g([z]).
Niin summauksen ja integroinnin yhteys on ilmeinen.

Osittaisintegrointihan toimii seuraavasti:

b
[ s@se= [ cwiw - [ cwrwa.

a

missd G'(x) = g(x). Osittaissummauksen tilanteessa
funktio f ei muutu mitenkdén. Sen sijaan funktio g
pitda ajatella kokonaislukupisteissd méariteltyna funk-
tiona (tai siitd reaaliluvuille kaavalla g(z) = g(|z])
yleistettynd) ja G(x) puolestaan summafunktiona tai
yleistetyn funktion integraalina. Osittaissummaukses-
sa alasijoitukset jaavét pois, silld summa on sielld tyh-
ja (eli osittaissummauksessa G(a) = 0).

Kuinka suuri on kertoma?

Luvun n kertoma, jota merkitddn n!, on lukujen
1,2,...,n tulo, eli

n=1-2.3.---n= H m.

1<m<n

Ensimmaéinen ajatus tatd lukua tuijottaessa ainakin
minulle itselleni alun perin oli, ettd sen on pakko ol-
la tuhottomasti pienempi kuin n”. Alarajan méaéritta-
minen tuntui paljon hankalammalta. Esimerkiksi arvio
n! > 1™ = 1 tarjoaisi kylla alarajan, mutta yleisesti ot-
taen tdmaé alaraja on aivan valtavan huono. Tarkastel-
laan nyt tata lukua tarkemmin. Otetaan aluksi tulosta
logaritmi:

Tamén summan voi joko arvioida edellisen Solmun nu-
meron opeilla integraalien avulla, tai sitten voidaan
hy6dyntaé osittaissummausta.

Osittaissummauksen notaatiota kdyttden a, = 1 ja
f(z) =Inz. Nyt

Z Inm = Z am f(m)

1<m<n 1<m<n
= f(n) Z am—/ < Z am>f/(gg)dx
1<m<n 1 1<m<z
_ ("]
=nlnn /1 . dx.
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Nyt saadaan helpolla arviolla

/lmdxg/ lde =n—1<n.
1 2 1

Siispa Inn! > nlnn — n, eli n! > (g)n, joten oikeas-

taan n" ei ole yhtddn hullumpi arvio luvulle n!, vaikka
se reilusti yldkanttiin onkin.

Lapset jalleen pihamaalla

Palataan nyt alun esimerkkiin ja solidaarisiin lapsiin
leikkiméssé pihamaalla ja jakamassa pallojaan. Olete-
taan, ettéd lasten idt ovat 3,4,5, ..., n, ja tarkastellaan
miten pallojen méédra kiyttidytyy, kun n kasvaa. (On
ehké syyté olettaa, ettd eletddn jollain mystiselld pla-
neetalla, jolla taysikdisyyden raja on dareton, eli kaikki
ovat lapsia ifistd riippumatta.)

Lapsen, jonka ikéd on k£ vuotta, palloméara on ﬁ pyo-
ristettyna kokonaislukuun. Lapsia on alle n kappaletta,
joten jos unohdetaan pyoristykset ja eletdan ikdan kuin
pallomédra olisi '+ k’ niin virhe on korkeintaan luvun n
kokoinen kaikilta lapsilta yhteensé.

Muistetaan vielé, ettd niiden lasten, joiden ika on kor-

keintaan m, ikien summa on w — 3. Nyt
R nn+l) 3
Ink  2lnn Inn
3<k<n
/ ( > k) o0 ———dx.
3 \3<k<z (Inz)
Huomataan ensinnékin, etta
nn+1) 3
2Inn Inn
on hyvin tarkasti "2(7:711), eli pallojen alkuperiinen

méadré jaettuna logaritmilla. Keskitytdan nyt integraa-
lin arviointiin. Integraalin tarkka méarittdminen olisi
vihelidinen tehtdvé, joten pelataan likiarvoilla.

Nyt huomataan, etté

Zk<

3<k<lz

x+1) _3

kun x on miké tahansa reaaliluku. Voidaan siis korvata
integraali lausekkeella

/ (Z k) thd:c

3<k<lzx

(-

/ 7da§§3/ —dr <3lnn
3 x(lnz)? 3 T

1
3) . 71‘(111 SE dx.

Termin

vaikutus on hyvin pieni. Voidaan siis keskittyéd inte-

graalin

/3" x(m;— 1) x(hiz)de _ /3”

arviointiin. Koska olemme kiinnostuneita pallojen mé&a-
rén kayttaytymisestd, kun n lidhestyy &ddretontd, voi-
daan olettaa \/n > 3. Jaetaan integraali kahtia pis-
teestd y/n, jolloin saadaan
n
o
Vo

n vn
[, e~
3 3

Ensimmaéinen palikka on hyvin helppo arvioida:

Vvn 1
/ dem <n,
3 2(lnx)

koska integroitava on pienempi kuin 1/n, kuten myos

integraalin pituus. Toinen termi yksinkertaistetaan lo-

garitmin avulla. Téassé ei edes menetetd paljon tark-

kuutta, silld logaritmi kasvaa hyvin hitaasti. Siispa
z+1

< -
/ﬁ m/ﬁgan\/ﬁ)?d””

2 n
= e /\/ﬁ(m +1)dx

2 (n+2)n
= (Inn)? 2

z+1 -
2(Inz)?

z+1
2(Inx)?

z+1
2(Inx)? .

z+1
2(Inx)? v

z+1
——d
2(Inx)?

_ (n+2)n
(Inn)2 -

Luvun n kasvaessa tdmé viimeksi saatu termi on suu-
rin virhetermeisté. Kuitenkin sekin on selvésti pienem-
i 2t
pi kuin 57—, joten pallojen mééra jaettuna suurim-
malla logaritmilla osoittautuu varsin hyvéksi arvioksi,
kun lasten iét ovat perdkkéisid kokonaislukuja, ja van-

hin lapsista on hyvin vanha.

Pienimméan yhteisen jaettavan suuruus-
luokka

Tarkastellaan miten suuri on sellainen luku, joka on
n ensimmaisen positiivisen kokonaisluvun pienin yhtei-
nen jaettava, eli joka on pienin positiivinen kokonaislu-
ku, joka on jaollinen kaikilla luvuista 1,2,...,n. Huo-
mataan aluksi (véitteen varmistaminen jatetddn har-
joitustehtéviksi), ettd tdméan luvun pitdd olla muotoa

[T plesn.

p<n, p alkuluku

Koska |log,n] = 1, kun \/n < p < n, voidaan tulo
kirjoittaa tulon

H pUng n)

p<+v/n, p alkuluku
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ja tulon

II p

vn<p<n, p alkuluku

tulona. Aloitetaan tarkastelu jalkimméaisestd termista.
Taméan kasittely on ldhes samanlainen kuin kertoman-
kin tapauksessa. Yksinkertaisuuden vuoksi otetaan tu-
losta logaritmi, jolloin saadaan se muunnettua sum-

maksi:
>

wo I
vn<p<n, p alkuluku vn<p<n, p alkuluku

p= In p.

Alkulukulause on hyvin syvéllinen tulos (sitd ei todis-
teta téssd, mutta tulos 10ytyy useista analyyttisen lu-
kuteorian kirjoista), joka kertoo, kuinka paljon annet-
tua lukua pienempié alkulukuja on. Sen nojalla lukua
x pienempid alkulukuja on

(z)

missé o (H) tarkoittaa, ettéd sitd vastaavan virheter-

min ja luvun %= osamdidrd ldhestyy nollaa, kun z 14-

Inzx

hestyy déaretontd. Lukujen /n ja n vilissi on siis

n n vn vny _ n n
H+O (H) a hl\/ﬁ_o (1n\/ﬁ> B lnn+0 (lnn)
alkulukua. Osittaissummauksen avulla

ﬁ%ﬁnlnp =Inn- (% —l—o(%))
[ G e (i) e

bt [ (o)) oo

Integraalin voi késitelld usealla tavalla riippuen siité,
mita tarkkuutta tavoitellaan. Kuitenkin koska péaater-
mi on n, ja ensimméinen virhetermi o(n), olisi turhaa
kikkailua kayttda energiaa saadakseen integraalille tar-
kan arvon. Voidaan siis helposti arvioida:

[ (i)
(ot

= 1nT\L/ﬁ to (m?/ﬁ) = oln).

Olemme nyt saaneet valmiiksi suurten alkulukujen
osuuden méarittdmisen. Nyt voidaan siirtyéd pieniin al-
kulukuihin, eli tuloon

H pllogsl,

p<+/n, p alkuluku

Inx

Otetaan ensimméiseksi tastdkin logaritmi:

m ] Y. log,n|mp.

p<+v/n, p alkuluku p<+v/n, p alkuluku

P [log, n] _

Ennen kuin jatketaan pidemmaélle, halutaan péaasta
eroon alaspédinpyoristyksistd. Tamé voidaan tehda yk-
sinkertaisesti seuraavasti:

>

p<+/n, p alkuluku

>

p<+/n, p alkuluku

-

p<+v/n, p alkuluku

|log, n]Inp
log,, nlnp
(log, n — |log,n|) Inp.

Viimeisen rivin termisté tulee virhetermi:

2.

p<+/n, p alkuluku

DS

p<+v/n, p alkuluku

(log,n — [log,n])Inp

In p,

ja samoin kuin suurten alkulukujen kontribuutiota
madritettiessi saadaan

S p=va+o(va) = o).

p<+/n, p alkuluku

Voidaan siirtyd summan

>

p<+/n, p alkuluku

log, nlnp

tarkastelemiseen. Huomataan ensin, etta
log,n=-—

jolloin summa sievenee helposti

>

p<+/n, p alkuluku

> 1.

p<+/n, p alkuluku

log,nlnp =1Inn

Alkulukulauseen nojalla

p<+/n, p alkuluku

joten
Inn
p<+v/n, p alkuluku

Téaten pienimmaén yhteisen jaettavan luonnollinen loga-
ritmi on suuruusluokkaa n+o(n), joten pienin yhteinen
jaettava kasvaa hyvin karkeasti ottaen yhtd nopeasti
kuin e”.
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