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Johdanto

Derivaatta ilmestyi vuonna 1941 lukion pitkän ma-
tematiikan oppiennätyksiin (kuten silloin sanottiin),
mutta funktion suurin ja pienin arvo voitiin yksinker-
taisissa tapauksissa määrittää jo sitä ennen. Silloin käy-
tettiin lehtori K:n [2, 3] kuvaamaa menetelmää, joka
mielestäni ansaitsee laajemmankin käsittelyn. Tämä on
ensimmäinen aiheeni.

Toinen aihe ei liity ensimmäiseen, mutta tällaisessa ru-
pattelussa voi vapaasti assosioida. Ilman kuljettajaa
kulkevaa autoa ollaan kehittämässä [5], mutta mus-
tapartainen mies on jo tehnyt ekologisesti paremman
keksinnön: ilman autoa kulkevan kuljettajan [4, s. 13].
Ääriarvo ilman derivaattaa sai puolestaan ”harmaapar-
taisen miehen” pohtimaan derivaattaa ilman mitä? De-
rivaatan määritelmässä ei tietenkään tarvita ääriarvon
käsitettä, mutta entä derivaatta ilman raja-arvoa? Sel-
laista derivaattaa ei ole lukiomatematiikassa, mutta de-
rivaatan käsite, kuten matematiikka yleensäkin, on pal-
jon laajempi ja monimuotoisempi kuin miltä lukiossa
näyttää.

Suurin ja pienin arvo ilman derivaattaa

Yhden reaalimuuttujan reaalifunktion f suurin ja pie-
nin arvo voidaan joskus määrittää seuraavalla tempul-
la. Muodostetaan y:tä koskeva välttämätön ja riittävä

ehto sille, että yhtälöllä y = f(x) on (reaalinen) ratkai-
su x. Jos tämä ehto saadaan sellaiseen muotoon, että y
kuuluu tiettyyn väliin tai tiettyjen välien yhdisteeseen,
niin saadaan itse asiassa f :n koko arvojoukko.

Väisälä [7] sanoo esipuheessa, että tämä ”alkeellinen
keino” voidaan sivuuttaa, jos tietyt derivaattaa koske-
vat asiat käsitellään. Kun ne lisättiin oppiennätyksiin
vuonna 1960, se jäi pois kirjan uudistetusta versiosta.

Tarkastelemme esimerkkinä funktiota

f(x) = 6x

x2 + 4

[7, s. 23, esim. 2]. Tutkimme siis, millä y:n arvoilla yh-
tälöllä y = f(x) eli yhtälöllä

yx2 − 6x + 4y = 0 (1)

on ratkaisu x.

Tapauksessa y = 0 ratkaisu on x = 0. Tapauksessa
y 6= 0 ratkaisu on olemassa, jos ja vain jos diskrimi-
nantti 36 − 16y2 ≥ 0, mikä toteutuu, jos ja vain jos
− 3

2 ≤ y < 0 tai 0 < y ≤ 3
2 . Siis kaikkiaan −

3
2 ≤ y ≤ 3

2 .
Tämä on f :n arvojoukko, joten y = 3

2 on f :n suurin
arvo ja y = − 3

2 pienin. Sijoittamalla ne yhtälöön (1)
saamme maksimikohdaksi x = 2 ja minimikohdaksi
x = −2.

(Väisälä kirjoittaa huolellisesti ja pedagogisella taidol-
la, mutta en malta olla huomauttamatta, että häneltä
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on tässä esimerkissä jäänyt pois tapauksen y = 0 vaa-
tima erityistarkastelu. Hän siis käsittelee pelkkää dis-
kriminanttiehtoa, mikä kylläkin antaa oikean vastauk-
sen.)

Alkeellisen menetelmän käyttökelpoisuus taitaa rajoit-
tua enimmäkseen sellaisiin tapauksiin, joissa yhtälö
y = f(x) on yhtäpitävä erään toisen asteen yhtälön
kanssa.

Toisena esimerkkinä tarkastelemme yleistä toisen as-
teen polynomia

f(x) = ax2 + bx + c,

missä a, b, c ∈ R ja a > 0. Yhtälöllä

ax2 + bx + c = y (2)

on ratkaisu, jos ja vain jos diskriminantti b2 − 4a(c −
y) ≥ 0. Koska a > 0, tämä pätee, jos ja vain jos

y ≥ c− b2

4a
.

Siis f :n arvojoukko on [c− b2

4a ,∞[, joten suurinta arvoa
ei ole ja pienin arvo y = c− b2

4a . Kun sijoitamme tämän
arvon yhtälöön (2), saamme minimikohdaksi x = − b

2a .
Paraabelin (2) huipun koordinaatit voidaan siis mää-
rittää näinkin.

Derivaatta ilman raja-arvoa

Tarkastelemme (reaalikertoimista) polynomia

p(x) = a0xn + a1xn−1 + · · ·+ an−1x + an.

Sijoitamme x:n paikalle (x+h):n ja kehitämme saadun
lausekkeen h:n polynomiksi. Määrittelemme [6, s. 151–
152], että p(x):n derivaatta p′(x) on h:n kerroin tässä
polynomissa. Siis

p(x + h) = p(x) + p′(x)h
+ h:n korkeampien potenssien termit.

Helppo lasku osoittaa, että

p′(x) = na0xn−1 + (n− 1)a1xn−2 + · · ·+ an−1, (3)

joten määritelmä on yhtäpitävä polynomin derivaatan
tavanomaisen määritelmän kanssa, ja tavanomaiset de-
rivoimissäännöt ovat voimassa. Jos siis p ja q ovat po-
lynomeja ja c on vakio, niin

(i) (p + q)′ = p′ + q′,
(ii) (cp)′ = cp′,
(iii) (pq)′ = p′q + pq′.

Itse asiassa voimme määritellä polynomin derivaatan
suoraan lausekkeella (3), jolloin sijoitustemppua ei tar-
vita.

Tämä pyörittely olisi nollatutkimusta, ellei selvitettäi-
si, miksi derivaatta kannattaa määritellä näin. Tavan-
omaisen määritelmän motivaatioita on yllin kyllin: tan-
gentti, nopeus, ääriarvot ym. Kun niihin ei nyt päästä
käsiksi, mikä on tämän määritelmän motivaatio?

Väisälä vastaa [6, s. 151]: ”Tarkoituksena on näyttää,
että algebrassa selviydytään ilman raja-arvo-käsitettä,
kun on kysymys polynomin derivaatasta”. Kun poly-
nomeja tutkitaan, derivaattaa tarvitaan mm. nollakoh-
dan kertaluvun yhteydessä. Kun polynomeja tutkitaan
algebrallisesti, ei käytetä analyyttisia menetelmiä, jol-
loin derivaatta kannattaa määritellä kuten edellä. Li-
säksi tämä määritelmä toimii silloinkin, kun polynomit
eivät ole reaalikertoimisia vaan niiden kertoimet ovat
mielivaltaisessa renkaassa.

Entä jos yritämme määritellä polynomin derivaatan
aksiomaattisesti ottamalla aksioomiksi säännöt (i)–(iii)
ja tarvittaessa lisää? Katsomme parilla esimerkillä,
mitä voidaan todistaa näiden aksioomien perusteella
ja mitä ei voida. Merkitsemme en:llä peruspolynomia
en(x) = xn, n = 0, 1, 2, . . . . Siis e0(x) = 1 (polynomi,
joka on identtisesti 1) ja e1(x) = x.

Aksioomasta (iii) seuraa, että e′0 = 0 (nollapolynomi).
Nimittäin sijoittamalla p = e1, q = e0, jolloin pq = e1,
saamme

e′1 = e′1e0 + e1e′0 = e′1 + e1e′0.

Siis e1e′0 = 0 ja edelleen e′0 = 0.

Todistaaksemme, että jokaisen vakiopolynomin p(x) =
c derivaatta on nollapolynomi, tarvitsemme myös ak-
sioomaa (ii), josta seuraa

(pe1)′ = (ce1)′ = ce′1.

Toisaalta aksiooman (iii) mukaan

(pe1)′ = p′e1 + pe′1 = p′e1 + ce′1.

Näin ollen p′e1 = 0 ja edelleen p′ = 0.

Emme voi todistaa aksioomilla (i)–(iii), että e′1 = e0
(eli x′ = 1). Lisäämme tämän aksioomaksi

(iv) e′1 = e0.

Todistamme potenssin derivoimissäännön e′n = nen−1,
n = 1, 2, . . . . (Jos n = 0, niin en−1 ei ole polyno-
mi.) Käytämme induktiota. Arvolla n = 1 väite on
juuri (iv). Jos väite pätee arvolla n, niin polynomille
en+1(x) = xen(x) on aksioomien (iii) ja (iv) perusteel-
la

e′n+1(x) = en(x) + xe′n(x) = xn + xnxn−1 = (n + 1)xn,

joten väite pätee arvolla n + 1.
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Voimme todistaa kaikki muutkin polynomin derivaatan
ominaisuudet, sillä [1, s. 145] aksioomat (i)–(iv) mää-
räävät polynomin derivaatan täysin. Toisin sanoen, jos
jokaista polynomia p vastaa sellainen polynomi p∼, et-
tä

(i) (p + q)∼ = p∼ + q∼,

(ii) (cp)∼ = cp∼,

(iii) (pq)∼ = p∼q + pq∼,

(iv) e∼1 = e0,

niin p∼ = p′.

Nimittäin potenssin derivoimissäännön perusteella
myös e∼n = nen−1, joten e∼n = e′n kaikilla n =
0, 1, 2, . . . . Aksioomista (i) ja (ii) seuraa nyt, että kai-
kille muillekin polynomeille p on p′ = p∼.
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