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Opetussuunnitelmaan ohjelmointia

Padkirjoitus

Uuden opetussuunnitelman mytéd matematiikan ope-
tukseen tulee suuria uudistuksia. Uudistuksista eniten
nakyvyyttd ovat ansaitusti saaneet ohjelmointiopetus
peruskoulussa ja lukion pitkédn ja lyhyen matematiikan
yhteinen kurssi.

Uudistuksista on iloittu. Niitd on kauhisteltu. Niihin on
suhtauduttu epdvarmuudella. Niistd on revitty raflaa-
via otsikoita. Muistan itse ensin jarkyttyneeni nahtyani
otsikon, joka kertoi, ettd jakokulma jéa pois ohjelmoin-
tiuudistuksen tilalta. "Miten ne voivat tehdd taman
jakokulmalle”, mietin. Jakokulma oli ollut minulle ai-
na hyvin térked. Opiskellessani lukuteorian alkeita koin
saavani jakokulmasta hahmotuskykya kongruenssien ja
murtolukujen ominaisuuksien ymmartadmiseen. Kyse ei
ollut vain jakokulmasta tyokaluna, vaan jakokulman
ymmértdmisen suomista mahdollisuuksista. Toivuttua-
ni alkujarkytyksestd pohdin asiaa tarkemmin. Minulle
jakokulma on ollut térked, mutta se, ettd jokin on mi-
nulle tarked, ei tarkoita, etta suuri osa oppilaista pitéisi
asiaa tarkednd, oppisi asiaa syvéllisesti tai edes muis-
taisi asiaa valttavasti puoli vuotta sen jilkeen, kun asia
on koulussa kayty 1api.

Ohjelmointiuudistus vaatii tunteja, ja ne tunnit ovat ai-
na jostain muusta pois. Varsinaisesti ei ole alaluokilla
kyse ohjelmoinnista siind mielessd kuin moni sen ym-
maértid, vaan algoritmisen ajattelun kehittdmisesta. Si-
té voi kehittéé leikeissé ja peleissé, kynélld ja paperilla,
ja hyvin monella muulla tavalla. Algoritminen ajatte-
lu on kiinted osa matematiikkaa. Ohjelmointitehtévina
voi hoitaa vaikka sen jakokulmankin. Se on itse asiassa
erinomainen esimerkki algoritmista. Taté vasten tun-

tuu loogiselta, ettd matematiikan tuntiméarda vahen-
netddn, vaikka se toki kauhistuttaa. Riskiné on, ettd
matematiikan perusteorian hallinta heikkenee, kun lii-
kaa keskitytdan koneisiin, tai liikaa luotetaan, etté tie-
tokoneet kuitenkin hoitavat sen kaiken ajattelun.

Tunteja voisi hyvin ottaa muistakin aineista. Esimer-
kiksi alaluokille ehdotettu toisten oppilaiden kéaskyt-
tdminen komennoin "Mene kolme askelta vasemmal-
le, pysdhdy, mene kaksi oikealle” tuo mahdollisuuk-
sia vaikka koulun liikuntatunneille: Miltd kuulostaisi
aarteenetsinté, komennoin "viisi askelta oikealle, kiipeé
kuusi puolaa, katso tangon taa, jne” tai kilpailu vaikka
joukkueissa: "kolme metrid ryomintéé, neljatoista haa-
raperushyppyd, kahdeksan juoksuaskelta, nelja pallon
pompotusta...”

Olen kiyttanyt tietokoneita kuusivuotiaasta. Pienené
treenasin padssdlaskua iséni tekemilld yksinkertaisil-
la ohjelmilla. Kuulemma vanhempani kuulivat enné-
tyksen rikkoutumisesta kertovan fanfaarin joskus puo-
li seitsemaltd viikonloppuaamuna. Matematiikan tut-
kijana olen hyotynyt tietotekniikasta paljon. Laitan
esimerkiksi tietokoneen summaamaan yhteen vaikka-
pa satatuhatta kdrkimuodon Fourier-kerrointa, tavoit-
teenani oman tyoskentelyhypoteesini riped kumoami-
nen tai jonkinlaisen vahvistuksen sille saaminen. Tama
on huomattavasti mielekkddmpéaa kuin yrittda hoitaa
homma kynélld ja paperilla (enemmén tai vihemméin
mahdotonta) tai yrittda kehittdé ja todistaa tulos, jol-
la ei mahdollisesti ole mitddn todellisuuspohjaa. Pait-
si, ettd koen tietokoneella laskemisen hyodylliseksi, on
se minusta myo0s hauskaa, on valtavan mukava odot-
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taa laskujen valmistumista ja jannittdéd, onko omassa
arvauksessa mitddn tolkkua.

Tata samaa hauskuutta matematiikan opiskeluun toi-
voisin my6s kouluihin: innovatiivisia ja fiksuja tapo-
ja kayttaa tietokoneita ja algoritmiikkaa sellaisiin on-
gelmiin, jotka koululaisten mielestd ovat mielenkiintoi-
sia. Tassd on mielestdni uudistuksen valtava potenti-
aali. Tietokoneita kaytetddn arkielamassa paljon, nii-
den kiyttdminen on luonnollista, joten on luonnollista
kéyttda niitd myos koulussa.

Uudistus oli vaistaméton, silld tietokoneet ovat niin
kiinted osa arkieldm&d, ettd jokaisen on syytd niiden
toiminnasta jotain ymmaértda. Ongelmaksi voi kuiten-
kin koitua, ettd uudistus on toteutettu valtavan nopeal-
la aikataululla. Uudistuksen pa&toksestd toteutukseen
on hyvin vihan aikaa, ja uudistus tulee koko peruskou-
luun yhté aikaa. Opettajia ei ole koulutettu. Vaikka
tarkoitus ei olekaan tehdé hienoja ja suuria ohjelmia,
voi uudistus olla hyvin hankala ja pelottava niille opet-
tajille, joilla ei ole mitdén ohjelmointitaustaa, silld uu-
den opettelu ja sen saman tien opettaminen on aina
vaativaa. Olisi luultavasti ollut parempi toteuttaa uu-
distus véhitellen, portaittain. Aluksi opetusta olisi voi-
tu tarjota vain joillain luokka-asteilla, ja vihitellen olisi
laajennettu. Aluksi opetusta olisivat antaneet opetta-
jat, joilla on tietoteknistd taustaa, ja vahitellen myos
muut. Monet myo6s pelkaédvit, ettd jos opettaja ei ole
riittdvan motivoitunut, niin oppilaat vain pelaavat luo-

kassa. Sekin mahdollisuus on olemassa, mutta toisaal-
ta jo pitkddn on opettajilla ollut mahdollisuus laittaa
oppilaat katsomaan vaikka televisiota.

Opettajien kadenjalki tulee uudistuksessa ndkyméén
paljon, silld opetussuunnitelmassa on moni asia jitet-
ty avoimeksi, mukaan lukien ohjelmointiin kéiytettava
tuntimddrd. Verkosta 16ytyy hyvdd materiaalia, jolla
innokas opettaja jopa téysin vailla ohjelmointitaustaa
péésee jo pitkélle. Sivu http://koodi2016.fi kannat-
taa ehdottomasti lukea. Sielld on myo6s linkkejd muu-
hun materiaaliin. Hyvdd materiaalia kaikenlaisiin al-
goritmisen ajattelun harjoituksiin on Majava-kilpailun
(http://www.majava-kilpailu.fi) vanhoissa tehté-
vissé, joita 16ytyy kilpailun materiaalipankista. Lisaksi
halusimme Solmussa tukea opettajia ja antaa ideoita
omaan opiskeluun ja opettamiseen, joten julkaisemme
tédna vuonna kirjoituksia ohjelmoinnin opettamisesta ja
oppimisesta. Ensimmaéiset kirjoitukset ovat Sari Aura-
molta ja Tiina Romulta, ja ne ilmestyvéit jo tdssd nu-
merossa.

Anne-Maria Ernvall-Hytonen

PS. Téssd numerossa on my6s Tarja Shakespearen ar-
vio Math Girls -kirjasarjasta. Satuin itse saamaan hy-
valta ystéavaltani yhden kirjasarjan osan hiljattain lah-
jaksi. Ainoa valituksen aihe on: Miksei néitd ollut jo
silloin, kun kuuluin varsinaiseen kohderyhmaan?
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Tilastojen lukutaitoa opettamassa

Miten saada nuoret innostumaan tilastojen maailmasta? Matematiikanopettaja Raimo Huhtala

on onnistunut tassa tehtaviassi erinomaisesti.

Jenny Stdhlberg

(Kirjoitus on aikaisemmin julkaistu Tieto&trendit-
lehden numerossa 5/2014.)

Tilastokeskus tekee paljon yhteisty6ta opettajien kans-
sa, jotta nuorten kiinnostusta tilastoihin ja niiden kéyt-
t66n voitaisiin edistdd jo mahdollisimman varhaises-
sa vaiheessa. Rovaniemen Lyseonpuiston lukion mate-
matiikanopettaja Raimo Huhtala on yksi Tilastokes-
kuksen yhteistyokumppani, joka aktiivisesti hyodyntaa
Tilastokoulua opetuksessaan.

Tilastokeskus esittdd seu-
raavaksi vuoden matema-
titkan opettajaksi FM Rai-
mo Huhtalaa.

Mika Tilastokoulussa on mielestési hyvaa?

Lukiolaiset tarvitsevat tilastojen luku- ja kdyttotaitoja
mm. historian, yhteiskuntaopin, maantieteen, psykolo-
gian ja totta kai myos tilastoihin perustuvassa todenné-
koisyyslaskennassa. Tilastokeskuksen Tilastokoulu on

mainio apu tilastotieteen perusteiden ja kéasitteiden op-
pimisessa ja ymmartamisessa.

Tilastokoulun sivut ovat mielestdni onnistuneet, sil-
14 opiskelijat voivat edeté sielld omaan tahtiin alkeis-
ta syvéllisempéaan osaamiseen. Tdmé on myds opetta-
jan kannalta merkittdva asia, koska samalla kurssil-
la on eri-ikéisié ja sekd laajan ettd lyhyen matematii-
kan opiskelijoita. Tietenkin on helpottavaa, ettd opet-
tajan ei tarvitse valmistella kaikkea kurssilla tarvitta-
vaa opetusmateriaalia. Opettaja voi luottaa Tilasto-
kouluun tietéen, ettd taustalla on asiantuntijoita.

Mika motivoi oppilaita?

Se on selvdd, ettd opiskelijoiden on néhtévé tilasto-
opiskelussa itselleen tulevaisuuden hyotya. Monet, esi-
merkiksi psykologiaa opiskelemaan aikovat osallistuvat
tilasto-opiskeluun tietden, ettd padsykokeessa tilasto-
jen osaamista vaaditaan.

Miten hyodynnit Tilastokoulua opetussuunni-
telmassa?

Kun viimeksi tehtiin lukion opetussuunnitelmaa
(OPS), niin kirjoitin OPSiin koulukohtaisen Tilastotie-
teen kurssin. Oppikirjaa talla kurssilla ei tarvita, siita
kiitos Tilastokoulun.
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Opiskelijoiden oma halu ja into kdyttdd aikaansa ti-
lastotaitojen oppimiseen ja tutkimuksen tekemiseen on
motivoinut minua kdayttdmdadan myods vapaa-aikaani oh-
jaukseen, sanoo Raimo Huhtala. Sara Piirainen (vas.)
ja Ira Pekkala osallistuvat kdynnissd olevaan tilastokil-
pailuun.

Opiskelijat opiskelevat parin kolmen hengen ryhmis-
sé Tilastokoulua lappareitd kayttéden. Valilla harjoitel-
laan excel-taitoja tilastofunktioita kayttéen ja tekemél-
14 graafeja esimerkiksi viesto- tai taloudellisista tilas-
toista. Kurssin lopputyoné opiskelijat tekevit kysely-
tutkimuksen oman mielenkiintonsa mukaan esimerkik-

si kouluruoasta, elintavoista, harrastuksista jne. Tuo-
toksena voi olla posteri, powerpoint-esitys tai excel-
sivusto, jonka opiskelijat esittelevat toisilleen.

Talla hetkelld kdynnissé olevassa kansainvélisessd ma-
tematiikkaprojektissa, jossa on mukana yksitoista kou-
lua eri puolilta Eurooppaa, opiskelijani kayttavéit tilas-
totaitoja tutkiessaan eri maiden taloutta. Tilastokou-
lu antaa opiskelijoille erinomaisen ldhtétason projektia
varten. Projektin lopputuotoksen eri maiden opiskelijat
esittelevit yhdessa kevailla 2015 Madridissa.

Mita tilastokilpailut ovat tuoneet tullessaan?

Ensimmaéinen osallistuminen tilastokilpailuun vuonna
2009 alkoi juuri tilastokurssiltani, kun huomasin kil-
pailun netissd. Alkukilpailun ja kansallisen loppukilpai-
lun voitti Justus Mutanen. Eteld-Afrikan Durbanis-
sa Justus voitti my6s maailmanlaajuisen loppukilpai-
lun vanhimpien sarjan. Saimme siis mukavan yhdek-
sdn paivan ulkomaanreissun, ja paélle padtteeksi myos
joukkuekilpailun voitto tuli Suomeen.

Seuraava kilpailu oli vuonna 2011 ja télla kertaa pos-
terikilpailu. Kolme opiskelijaani halusi osallistua kier-
riatysaiheisella posterilla. Posteri voitti seké kansallisen
ettd Dublinissa jarjestetyn kansainvilisen kilpailun.

Tilastokoulu — ovi tilastojen maailmaan

Tilastokoulu sisaltaéd Tilastokeskuksen asiantuntijoi-
den tekemid kursseja eri aiheista. Kursseja on télla
hetkelld yhteensé viisi ja kursseja ja oppimateriaaleja
péivitetddn ja lisdtddn jatkuvasti.

x Tilastojen ABC -kurssi tarjoaa perustiedot tilas-
tojen ymmértamiselle ja kiyttdmiselle seké tilas-
tollisen tutkimuksen tekemiselle.

+x Tyomarkkinatilastot -kurssi opettaa tyomarkki-
natilastoinnin peruskésitteet, tyomarkkinatilasto-
jen, kuten palkka- ja tyovoimakustannustilastojen,
muodostamisen sekéd tyomarkkinoiden analysoin-
nin niin kotimaisten kuin kansainvélistenkin aineis-
tojen pohjalta.

+ Indeksit -kurssi tutustuttaa erilaisiin indekseihin,
joita ovat muun muassa hinta-, kustannus- ja méa-
raindeksit, indeksien laskentakaavoihin seké niiden
eroihin.

* Vaestotieteen perusteet -kurssi taas kuvaa
viestoOtieteen keskeiset késitteet, tarkastelee vées-
tomuutoksiin vaikuttavia tekijoita sekd véestonke-
hityksen ja yhteiskunnan taloudellisen ja sosiaali-
sen kehityksen vélistd suhdetta.

x Kansantalouden tilinpito -kurssilla kidydasn 14-
pi kansantalouden tilinpidon kéayttoalueet ja sen
historia, sen tarkeimméat méaritelmét ja késitteet
sekd kansantalouden tilinpidon laskennan yleiset
periaatteet.

Jokaisen Tilastokoulun kurssin yhteydessd on ha-
vainnollistavia esimerkkejé ja hyodyllisid harjoitus-
tehtdvid kurssin aiheeseen liittyen. Tilastokoulusta
16ytyy myos eri luokka-asteille suunnattuja harjoi-
tustehtavia.

Liséksi Tilastokoulu tarjoaa tiedonldhdevinkkeja
opettajille ja opiskelijoille seké esimerkiksi opinnéy-
tetyota tekeville ja tietoa Tilastokeskuksen tarjoa-
mista koulutuspalveluista. Tilastokoulua ja sen oppi-
materiaaleja voivat hyodyntaa kaikki tilastotiedosta
ja tilastoista kiinnostuneet yldkoulusta lahtien.

Tilastokoulun yhteydessa voi myos pelata Tilastovi-
saa, joka tutustuttaa yksityiskohtaisiin tilastollisiin
tietoihin sekd Tilastokeskuksen toimintaan ja tarjon-
taan.

Tilastokoulu 6ytyy verkko-osoitteesta http://
tilastokoulu.stat.fi.
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Kolmas kilpailu oli vuonna 2013 ja taas posterikilpai-
lu. T&lla kertaa kaksi opiskelijaani pasttivéit osallistua
porotaloutta tutkivalla posterilla. Silloinkin tuli voitto
sekd kansallisessa etté kansainvélisessa kilpailussa.

Menestyksen myota opiskelijoiden kiinnostus tilasto-
kurssille on tietenkin lisdantynyt.

Miké on kilpailuissa menestymisen salaisuus?

Kilpailuun osallistuminen vaatii opiskelijoilta aikalailla
viitselidisyytté, silla hyvéin tutkimuksen ja tutkimusju-
listeen tekeminen vaatii taitojen lisdksi yllattavan pal-
jon tyotd ja aikaa, helposti jopa kymmenid tunteja.
Totta kai myOs opettajan on oltava valmis ohjaami-
seen.

Tarkedd opiskelijoille on my6s se, ettd Helsingin yli-
opisto myontdd vapaan aloituspaikan ylemmén sarjan
tilastojen luku- ja kayttotaitokilpailun voittajille. Niin
ja onhan kilpailussa opiskelijoille palkintojakin.

Millaisia muita opetustapoja kaytat tyossisi?

Matematiikan opettaminen lukiossa on todella kiireis-
téd laajoista kurssisisdlloistd johtuen. Nyt symbolisten
laskimien kayttoonoton myo6té kiirettd tuntuu lisddvan
laskimen kayttoopetus opiskelijoille.

En missddn tapauksessa ole kokonaan luopunut mate-
matiikan opetuksessa perinteisestd opettajajohtoisesta
opetuksesta. Apuvélineini luokassani on Smart Board
ja sitd kdytédn yhdessd Mathematica ja Math Desktop
-ohjelmilla. N&itd ohjelmia olemme kéyttdneet myos
kansainvélisisséd matematiikkaprojekteissa, joissa olen
ollut opiskelijoideni kanssa mukana kahdeksan vuotta.
Niitda Comenius-projekteja on tukenut myoés Teknolo-
giateollisuuden 100-vuotissdatio. Noin 80 opiskelijaa on
ollut mukana projekteissa.

Matematiikan opiskelu toisten eurooppalaisten opiske-
lijoiden kanssa ja projektitapaamiset eri maissa ovat

osaltaan motivoineet opiskelijoitani. Monessa Euroo-
pan maassa tilastotiedettéd opetetaan omana oppiainee-
na lukiossa. Mielesténi pari kurssia tilastotiedetta tulisi
olla pakollisena myo6s suomalaisissa lukioissa.

‘/ B “

- ““J)ﬁg |

Reija Helenius (kesk.) johtaa kansainvdlista ISLP-
projektia ja wvastaa projektin koordinoinnista wvuosi-
na 2009-2017. Jenny Stahlberg (vas.) tyoskenteli kor-
keakouluharjoittelijana projektin parissa kesdlld 2014.
Jaana Kesti on ISLP-projektin Suomen maavastaava.

Suomalaisnuorilla voittoputki

T&ahan mennessd Suomi on parjinnyt kansainvélisissa
kilpailuissa loistavasti: lukiosarja on voitettu jo kolme
kertaa perdkkéin. Viimeisin, vuoden 2013 lukiosarjan
voitto tuli jilleen Raimo Huhtalan luotsaamalle jouk-
kueelle Rovaniemelté.

Matemaattisten aineiden opettajien liitto MAOL ry,
Suomen Tilastoseura ry ja Tilastokeskus jérjesté-
véit joka toinen vuosi kdynnistyvdn Suomen kansal-
lisen tilastojen luku- ja kayttotaitokilpailun, jossa
ylakoulu- ja lukioikéiset nuoret péaédsevit joukkueina
ndyttdméadn taitonsa tilastojen oivaltavasta kéytos-
ta.

Kilpailun ideana on, ettd jokainen joukkue tekee pie-
nen tutkimuksen valitsemastaan aiheesta: madrittaa
tutkimuskysymyksen, kartoittaa taustatietoja, keraé

ja analysoi tutkimusaineiston seka tiivistad tutki-
muksen kulun sekéd tulokset posteriin eli tietotau-
luun. Jokainen kilpailuun osallistuva koulu valitsee
parhaan posterin yldkoulu- ja lukiosarjasta ja ldhet-
td4 ne Tilastokeskukseen Suomen kansallisen raadin
arvioitavaksi.

Suomen sarjojen voittajaposterit jatkavat matkaan-
sa kansainvéliseen tilastojen luku- ja kéyttotaitokil-
pailuun.
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Kansainvélisen kilpailun jarjestdd Kansainvilisen tilas-
toinstituutin (ISI) alaisuudessa toimiva tilastotieteen
opetusta seké tilastojen luku- ja kdyttotaitoa edistéva
jarjesto IASE (International Association of Statistical
Education).

Kilpailu on osa laajempaa ISLP-projektia (Internatio-
nal Statistical Literacy Project). Projektin tavoitteena
on kasvattaa aktiivisia ja osaavia kansalaisia, jotka ky-
keneviat ymmaéartdméan ja hyodyntdmaéaén tilastoja seké
numerotietoa eri elaméanvaiheissa.

Kilpailu edistdéd samalla koulujen, kansallisten tilasto-
virastojen, opettajajirjestdjen ja tilastoseurojen vélis-
td yhteistyota ja verkottumista seké tukee kouluja kon-
kreettisesti tilastojen opetuksessa ja kéytossa.

ISLP-projektilla on maavastaavia télla hetkella yli 80
maassa jokaisessa maanosassa. Maavastaavien tehtéavé-
né on koordinoida toimintaa projektin toimintasuunni-
telman mukaisesti omassa maassaan.

ISLP-projektin johtajistoon kuuluvat projektin johtaja
Tilastokeskuksen kehittamispaéllikkoé Reija Helenius

Solmun matematiikkadiplomit

sekd Assistant Professor Pedro Campos (Universi-
ty of Porto) Portugalista ja Assistant Director General
Steve MacFeely (Central Statistical Office) Irlannis-
ta.

ISLP?

Seuraava kansainvdlinen tilastoposterikilpailu on juu-
ri kdynnistynyt. Voittajaposterit julkistetaan kesdalld
2015, kun kansainvdlisen tilastoinstituutin 60. maail-
mankongressi kokoontuu Brasiliassa.

Peruskoululaisille tarkoitetut Solmun matematiikkadiplomit I-IX tehtdvineen ovat tulostettavissa osoitteessa

http://solmu.math.helsinki.fi/diplomi.html

Opettajalle 1ahetetddn pyynnosta vastaukset koulun sdhkopostiin. Pyynnon voi ldhettda osoitteella

marjatta.naatanen(at)helsinki.fi

Ym. osoitteessa on diplomitehtéville oheislukemistoa, joka varmasti kiinnostaa muitakin kuin diplomien tekijoité:

Lukujarjestelmista

Desimaaliluvut, mitd ne oikeastaan ovat?
Murtolukujen laskutoimituksia
Negatiivisista luvuista

Hiukan osittelulaista

Lausekkeet, kaavat ja yhtalot

Asrettomisté joukoista

Erkki Luoma-aho: Matematiikan peruskésitteiden historia

Funktiosta

Gaussin jalanjiljissa

K. Viisidla: Algebra

Ylakoulun geometriaa

Geometrisen todistamisen harjoitus
K. Viisila: Geometria

Lukuteorian diplomitehtévét


http://solmu.math.helsinki.fi/diplomi.html
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Matematiikkadiplomit syksylla 2014

Marjatta Nddatanen
Helsingin yliopisto

Diplomitehtédvien uusia vastauspyyntoja tuli alkusyk-

Sy

114 2014 seuraavilta paikkakunnilta, my6s saman

paikkakunnan useilta eri kouluilta:

Jyvéskyla, Laitila, Turku, Pieksdmé&ki, Eurajoki, Loh-
ja, Kempele, Vantaa, Vihti, Helsinki, Myn&maéki, Ou-

Iu

, Kuusamo, Espoo, Ylitornio, Ulvila, Lahti, Lappeen-
ranta, Tampere, Ruokolahti, Naantali, Seindjoki, Y16-

jarvi, Luuméki, Ranua, Porvoo, Keminmaa, Kemi, Ii,

Rauma, Kouvola, Siilinjarvi, Tyrnéva, Valkeakoski, Hy-
vinkdd, Pirkkala, Kannus, Masku, Jamijarvi, Lempé&a-
14, Imatra, Manttéa-Vilppula, Tohmajarvi, Lavia, Sa-

lo, Suonenjoki, Kirkkonummi, Hankasalmi, Haapave-

si,

Orimattila, Sipoo, Hameenlinna, Laukaa, Mantsala,

Alavus, Nurmijarvi, Jalasjarvi, Nokian kaupunki, Kot-
ka, Kauhajoki, Varkaus, Palkéne, Sievi.

Opettajien palautetta

Opettajat pyysivit vastauksia tehtédviin ja mukana tuli
paljon oma-aloitteisia kiitosviesteja. Ne kertovat myos
koulun arkipéivésta.:

- 7Aivan mahtava paketti! Hieno juttu nuo diplomit!

K

"Monet lapset kaipaavat lisipuuhaa ja pohdittavaa
matematiikantunneille ja muutenkin.”

” Aloittelevalle luokanopettajalle oli ihanaa, kun kol-
lega vinkkasi tasta.”

- Alaluokilla kokonaiset luokat innostuvat matikka-

diplomeista ja alusta alkaen on eroja oppilaiden no-
peudessa, erot kasvavat myohemmin. Jo 3. luokalla
voi olla oppilas, joka tekee V. diplomia.

Monista opettajista diplomi vaikuttaa erittdin hyval-
té tyokalulta oppilaiden eriyttdmiseen. Jotkut luo-
kat ovat aloittaneet matematiikassa itsendisen ete-
nemisen ja nopeille laskijoille diplomitehtévat ovat
“tuntuneet todella mielekkéailtd”. Y1ospain eriyttaes-
s opettajista tuntuu, ettd kirjojen materiaalit ei-
vat riitd, joten he ovat ”innoissaan diplomista”. Mo-
net kertovat, ettd luokalla on “oppilas, joka saa
aina kaiken tehtyd matikan tunneilla todella no-
peasti, eikd saa tarpeeksi haastetta koulun kirjois-
ta/lisdtehtavistd.” Opettajat haluavat yrittda moti-
voida matemaattiseen ajatteluun varsinkin niitd op-
pilaita, jotka kaipaavat haasteita ja ylospain eriytta-
mistd. "Minulla on useampia hyvid matemaatikonal-
kuja luokassani ja ajattelin tsempata heitd suoritta-
maan diplomin.””Kevaalla saamani matikkadiplomi
on saanut suuren suosion. Hienoa! Nyt on haastetta,
mitéd antaa niille, jotka tekevéat tehtédvansé sujuvasti.”

Koulun tyoskentelyolosuhteet voivat olla hyvin ka-
ruja: ”"Olen nyt t6issd home-evakossa urheiluhallin
kahvilassa, joten minun olisi kitevimpi saada koulun
sahkopostin sijasta omaan sdhkopostiini vastaukset”.

"Diplomissa on hyvia tehtévia, jotka rakentavat oppi-
laille laajempaa pohjaa osaamiseen. Téllaisia tosiaan
kaivataan, silld oppikirja ei sita tarjoa.”
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- Tehtavid kédytetddn myo6s peruskoulun oppiméédrian
kertaukseen Ammattiopistossa.

- Jotkut opettajat eivit kédytéd oppikirjaa, heille diplo-
mi oli "mukava tuttavuus!”

- Opettajat kyselevit, miltd tasolta pitéisi diplomien
teko aloittaa, esim. ”Onko tuo VI sopiva vaikeusaste
juuri 6. luokalle? Voiko sen suorittaa, vaikkei ole ai-
empia diplomeita suorittanutkaan? Ja saisiko siihen
vastauksia?” ”Olisin teetdttdméssa ensimmaisté ker-
taa matematiikkadiplomeita kasi- ja ysiluokkalaisille
ja miksipa ei myos seiskaluokkalaisille nopeimmmil-
le oppilaille. Mité diplomeita suosittelisit ja saisiko
ratkaisuja?”

- ”Voinko kopioida vastaukset luokanopettajille, jotta
he péédsevit tarkistamaan oman luokkansa paperei-
ta? Itselldni on nimittdin 13 luokkaa ja nyt nayttaa,
ettd joka luokalla on useita diplomin suorittajia ja
oma aikani ei riitd.... vai onko vastauksien kopioimi-
nen luokanopettajille vastoin toivottua toimintaa?”

- Oli palkitsevaa tuntea useiden opettajien ilmaisema
ilo: ” Aurinkoisin syysterveisin ja innostuneista diplo-
minlaskijoista iloiten”; ”Ja kiitos diplomeista, ne ovat
innostaneet néitd pienempidkin!”; ”Olemme péaatta-
neet aloittaa matikkadiplomin suorittamisen kaikil-
la luokka-asteilla eli 1-6. luokilla. P.S. Hienoa tyota
matikan oppimiseen ja oivaltamiseen!”; "Kiitos néis-
td mielenkiintoisista tehtdvapaketeista”; ”Olen otta-
nut nelji vuotta sitten kdyttéoni matikkadiplomit
eri luokkien kanssa. Olen todella iloinnut niisté, kos-
ka tehtédvit ovat monipuolisia ja matikan kirjojen
normaalitehtévistd poikkeavia. Ne avaavat minulle ja
oppilaille uusia ulottuvuuksia matemaattisten tehté-
vien pohdiskeluihin. Kiitos suunnattomasti teille!”;
”Qlen kiitollinen siitéd, ettd saan lahjakkaille oppilail-
le lisimateriaalia sekd motivoitua myos muita antau-
tumaan matemaattiseen pohdiskeluun”; "Ensiksi kii-
tokset matikkadiplomista - sen avulla matematiikan
opetusta saa eriytettyd ylospiin ja toivon mukaan
oppilaat saavat motivaatiota matematiikan harjoit-
teluun ja pohdintaan!”

- My6s diplomien ulkoasua Kkiiteltiin: Kiitoksia haas-
tavasta ja visuaalisesti hienosta matematiikkadiplo-
mistal

- Pienetkin koulut ovat aktiivisia: "Me olemme pie-
ni, noin 80 oppilaan ylikoulu, mutta matemaattinen
harrastus esimerkiksi kerhotoiminnan muodossa on
aktiivista.”

- Tytot ovat mukana innolla: "Minun kahdeksasluok-
kalaiset tytot innostuivat matematiikkadiplomin te-
kemisestd. Ajattelin, ettd aloittaisimme diplomista

VII. Onko tarkoitus, etté tulostan heille tehtévia vé-
hitellen ja he tuovat niitd minulle tarkistettavaksi
omaan tahtiinsa? Oppitunneilla emme valitettavas-
ti ehdi niita kayttaa.”

Vastauksia opettajien kysymyksiin

Yksi opettaja voi pyytda vaikka kaikkien tasojen vas-
taukset ja jakaa niitd koulussaan muille, samalla ohjeis-
taen, etté tarkoitus on pitdd vastaukset koulun sisalla.
Diplomit ovat toisistaan riippumattomia, aloittaa voi
siltd tasolta, joka tuntuu kullekin parhaiten sopivan.
My®6s kertaus voi olla paikallaan. Diplomien numerointi
ei vastaa suoraan luokan numeroa, esimerkiksi 5. luok-
kalainen voi hyvin aloittaa diplomi I'V:std. Viimeisista
diplomeista VII, VIII, IX 16ytyy miettimistd lukiolai-
sellekin. IX esittelee my6s matematiikan aloja, joihin ei
koulussa ehké tormété. Alaluokilla koko luokka néyt-
téd selvidvan innolla tehtévistd. Sen jélkeen, kun erot
oppilaiden valilld ovat enndttaneet kasvaa, tehtévia voi
kayttda eriyttdmiseen. On hienoa huomata, ettd opet-
taja ottaa huomioon vaikka yhdenkin oppilaansa muis-
ta poikkeavat tarpeet. Jos oppilas pitkédstyy tunnilla,
jonka asiat hdn on jo ehtinyt omaksua, opettaja on
valmis ndkemé&in vaivaa saadakseen oppilaalle sopivan
vaikeustason tehtédvid. Diplomit on yritetty tehda niin,
ettd opettajan lisdtyd olisi mahdollisimman pieni, jo-
ten vastaukset on kirjoitettu hyvin yksityiskohtaisiksi.
Tehtédvia voi kayttdd myods kotitehtédving, ellei tunnilla
ole aikaa. Opettajalla on vapaus valita parhaiten sopiva
tapa.

Tieto diplomeista on levinnyt opettajalta toiselle,
Facebookin kautta, kirjoituksista mm. Dimensiossa ja
Luokanopettaja-lehdessa. Erityisesti Oulun seutu on
aktiivinen, kiitos diplomeista tietoa jakaneelle Oulun
Luma-keskukselle!

Opettajien kommentit tuovat esille tarpeen kehittda
lisdd tapoja huolehtia niistd innokkaista vaikka ke-
sileireja jarjestamaélla. Heille voisi myos olla hauskaa
16ytda toisensa, erityisesti, jos ovat samalta seudul-
ta. Luma-keskukset ovat jérjestédneet kerho- ja leiri-
toimintaa omilla paikkakunnillaan, myos ainelaitoksil-
la on téllaista toimintaa. Kokemuksia néistd ja tie-
toa tulevasta toiminnasta kerdtadn osoitteeseen http:
//solmu.math.helsinki.fi kohtaan Valmennus, ker-
hot, leirit ja pelit.

Diplomitehtéavét voi tulostaa verkosta, joten niitd voi
kéyttad koko maan kouluissa. Ne eivit vaadi uusia kal-
liita vélineitd. Tehtavét tehddan kasin ja néin harjoi-
tetaan kovin pienelle huomiolle nykyisin jaavaa, mutta
térkedd hienomotoriikkaa.


http://solmu.math.helsinki.fi
http://solmu.math.helsinki.fi
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Koodaamista Ohkolan koululla

Sari Auramo'

Ohkolan koulu, Méantséla

OPS 2016 puhuttaa koulumaailmaa. Monet uudistuk-
set otetaan helpottuneina ja tyytyvaisina vastaan, mo-
net sen sijaan herdttavit keskustelua ja epailya. Ja toki
suhtautuminen eri asioihin riippuu henkilosté.

Yksi mielipiteita jakava ja keskustelua herattéiva asia
on tietotekniikan opetuksen lisdéntyminen ja siinéd eh-
ké erityisesti ohjelmoinnista ja koodaamisesta puhumi-
nen. Koska koko tietotekniikan opettaminen ja hyodyn-
tdminen koulumaailmassa on vield hyvin riippuvaista
yksittédisen opettajan omasta innostuksesta, joskin to-
ki my6s valtavasti kdytettavissa olevasta laitekannasta,
verkkojen toimivuudesta ja kouluttautumisen mahdol-
lisuuksista, on tarkedd, ettd néitd tulevankin OPS:n si-
sdltojé puretaan tarpeeksi kdytdnnonldheisiin osiin.

Opetus vuosiluokilla 1-2 -kohdasta OPS 2016 -luon-
noksessa 16ytyy tamaé teksti:

"Kéytannon taidot ja oma tuottaminen: Koulutyos-
sé harjoitellaan laitteiden, ohjelmistojen ja palveluiden
kayttoa ja opetellaan niiden keskeisid kéaytto- ja toimin-
taperiaatteita. Samoin harjoitellaan ndppéintaitoja se-
k& muita tekstin tuottamisen ja kéasittelyn perustaitoja.
Oppilaat saavat ja jakavat keskendén kokemuksia digi-
taalisen median parissa tyOskentelysta seké ikdkaudelle
sopivasta ohjelmoinnista.”

Opetus vuosiluokilla 3—6 -luonnoksessa puolestaan kir-
joitetaan nain:

”Ohjelmointia kokeillessaan oppilaat saavat kokemuk-
sia siitd, miten teknologian toiminta riippuu ihmisen
tekemista ratkaisuista.”

Taytyy myontéd, ettd olin itsekin néistd ensi kertaa
kuullessani himmentynyt. Onneksi olen kuitenkin saa-
nut jo sen verran kaytdnnon kokemuksia téstd, etté
endd ei huoleta. Péinvastoin, olen hyvin innostunut
koodaamisesta koulussa. On ollut mielekésta aloittaa
koodaamisen tai ohjelmoimisen harjoittelu jo nyt. En
ole aina ihan varma, kumpaa termid pitaisi kdyttaa.
Sopivia sovelluksia on jo tarjolla internetissa paljon.

Mita siis olemme tehneet? Olen luokanopettaja ja
opetan viikoittain tietotekniikkaa kaikille alakoulun
luokka-asteille 1-6. Kaikki oppilaamme ykkdosisté kuu-
tosiin ovat jo koodanneet jotain. TAmé& on tapahtunut
hy6dyntadmaélla erilaisia ilmaisia sivustoja verkossa.

Koodaustunti-sivuja kiytimme oppilaiden kanssa jo ke-
vaalla 2014. Silloin siiné oli vield hassuja alkuvaikeuk-
sia, eli ohjeet tulivat milloin milldkin kielella. Se ei kui-
tenkaan haitannut, vaan oli ihan hauskaa.

Koodaustunti on yhden tunnin mittainen johdatus
tietojenkésittelytieteeseen, joka toteutetaan haluttuna
ajankohtana. Koodaustunnin tarkoituksena on tutus-
tuttaa "koodaamiseen” ja tehdé sité arkipéivaiseksi. Eli
tdma on hyva tapa aloittaa. Perustehtévit voi tehdé eri

1Kirjoittaja pitds blogia tieto- ja viestintitekniikan kdytostd koulussa osoitteessa http://luokanopettajajatietotekniikka.

blogspot.fi


http://luokanopettajajatietotekniikka.blogspot.fi
http://luokanopettajajatietotekniikka.blogspot.fi
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teemoilla: Angry Birds, Frozen tai Flappy Bird. Oppi-
laat on helppo motivoida ndiden avulla. Perustehtivien
kesto on noin tunti.

Tarjolla on myos lisdharjoituksia perdti 20 tunnille.
Sielta 10ytyy kursseja 4+ -ikdisille, vield lukutaidotto-
mille lapsille, 6+ -ikéisille lukutaitoisille oppilaille, 8+
-ikéisille tarkoitettu jatkokurssi ja vield neljaskin yli
10-vuotiaille suunnattu kurssi. Kunkin kesto siis noin
20 tuntia. Koodaustunti tarjoaa siis todella paljon val-
mista materiaalia koodaamisen opetteluun alakoulussa.
Opettaja padsee helpolla ja oppii itsekin samalla.

Kerron aina kaikista téllaisista sivuista oppilaitteni
huoltajille ja kysyn heiltd luvan heidédn lapsensa rekis-
terdintiin, jolloin oppilaat pddsevit seuraamaan omaa
edistymistaédn. Tehtévid voi toki tehda rekisterditymaét-
takin. Koodaamistahan ei néilla sivuille tehdd milldan
"tietokonekielelld”, vaan erilaisia kaskyja oikeaan jar-
jestykseen laittamalla.

http://koodaustunti.fi/

Toinen hyvéd, suomenkielinen sivusto on nimeltdin
Scratch. Sinnekin voi rekisterdityd, mutta harjoittelu
onnistuu myo6s ilman sitéd. Scratchissa ohjelmoidaan va-
litut hahmot tekeméan haluttuja toimia. Mindkin huo-
masin syksylld viettdneeni monta vilituntia luokassa,

Verkko-Solmun oppimateriaalit

kun yritin saada kissan ja koiran kommunikoimaan kes-
kendén. Sivuilla voi katsoa muiden tekemid esimerk-
keja. Tatd olen kayttédnyt l&hinnd 4.-6. —luokkalaisten
kanssa.

Loysin muuten &skettdin Avoinoppikirja.fi -sivustolta
Matti Nelimarkan, Noora Vainion ja Nyyti Kinnusen
julkaiseman oppaan ohjelmoinnin alkeista alakoululai-
sille ja heiddn opettajilleen. Siind esitellidn nimen-
omaan Scratch-sovellusta. Opas on julkaistu avoimella
CC-BY-SA-lisenssilla. Kannattaa tutustua, ohjeet ovat
hyvin selkeét!

http://scratch.mit.edu/

Muita koodaamisen opetteluun sopivia sivuja ovat esi-
merkiksi

http://www.codecademy.com/
http://lightbot.com/

Kéaytédnto on opettanut, ettei koodaamista tarvitse pe-
lata. Harjoittelu alakoulussa sujuu téssé esiteltyjen tyy-
listen sivustojen avulla. Oppilaat ovat monesti opetta-
jlaan taitavampia, joten opettajan ei tarvitse osata ja
ymmartad kaikkea ennen ensimmaéistd koodaustuntia.
On muuten hurjan mukava tunne, kun onnistuu saa-
maan possun kulkemaan reitin l&pi tai kissan sanomaan
"miau”!

Osoitteesta http://solmu.math.helsinki.fi/oppimateriaalit.html l6ytyvéit oppimateriaalit:

Ensiaskeleet Einsteinin avaruusaikaan, osa 1: Kinematiikka: aika, paikka ja liike (Teuvo Laurinolli)

Kilpailumatematiikan opas (Matti Lehtinen)
Geometrian perusteita (Matti Lehtinen)
Geometria (K. Vaisila)

Lukualueiden laajentamisesta (Tuomas Korppi)

Jaksolliset desimaaliesitykset algebrallisesta nikokulmasta (Jaska Poranen ja Pentti Haukkanen)

Algebra (Tauno Metsinkyld ja Marjatta Nadtdnen)

Algebra (K. Viisald)

Matemaattista fysiikkaa lukiolaiselle 1: Mekaniikkaa (Markku Halmetoja ja Jorma Merikoski)

Matemaattista fysiikkaa lukiolaiselle 2: Sdhkdoppia (Markku Halmetoja ja Jorma Merikoski)

Lukuteorian helmié lukiolaisille (Jukka Pihko)

Matematiikan peruskésitteiden historia (Erkki Luoma-aho)

Matematiikan historia (Matti Lehtinen)

Reaalianalyysia englanniksi (William Trench)


http://koodaustunti.fi/
http://scratch.mit.edu/
http://www.codecademy.com/
http://lightbot.com/
http://solmu.math.helsinki.fi/oppimateriaalit.html
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Hoi koodimaailma — vinkkeja

Tiina Romu'

Koodaus siséltyy vuonna 2016 voimaan tulevaan ope-
tussuunnitelmaan. Monien muiden kouluaineiden ta-
voin koodauksen opettelun on tarkoitus olla yleissivis-
tavad. Digitaalisten palveluiden nykyisind ja tulevina
kéayttajind oppilailla on oikeus ymmértéda perusasioita
palveluiden tuottamisesta. Kaikista ei siis tarvitse tul-
la koodareita vaan tarkoitus on tarjota peruskasitteita
ja ymmarrysta ohjelmoinnista.

Ohjelmoinnin opetuksesta vastaavat todennikéisim-
min luokanopettajat ja matematiikan aineenopettajat.
Vaikka matematiikan sisdltojéd uudessa opetussuunni-
telmassa karsitaan, ei ohjelmoinnin opetus ole mate-
matiikan tavoitteilta pois. Looginen ja abstrakti ajat-
telu sekd luovuus ovat tarpeen myos ohjelmoinnissa ja
kehittyvit sen myota.

Ohjelmointia tulevaisuudessa opettavilla opettajilla ei
valttamatta itsellddn ole kokemusta ohjelmoinnista.
Vasta-alkajalle internet tarjoaa paljon valmiita mate-
riaaleja ja opetusympérist6ja, mutta valinnan vaikeus
voi olla suuri. Tarkeinté on vain rohkeasti aloittaa jos-
tain. Ohjelmointia, kuten matematiikkaakin, oppii par-
haiten tekemilld. Olen koonnut listan aloittelijoille so-
pivista sivustoista tekstin loppuun.

Valmistuttuani matematiikan opettajaksi vaihdoin kui-
tenkin saman tien alaa ja hakeuduin koodaamaan tyok-
seni. Tyburani alkumetreilla kirjoitin muutamia aja-
tuksia ylos koodauksen opettelusta. Toivon niiden ole-
van avuksi myos niille opettajille, joille koodaus ei ole

aloittelevalle ohjelmoijalle

entuudestaan tuttua mutta jotka haluavat itsekin op-
pia ohjelmoimaan.

Al# pelk#s virheitd

Kun aloitat, 414 turhaan pelkéé koodia tai virheiden te-
kemista. Harva pystyy kirjoittamaan matemaattisia to-
distuksia suoraan ilman suttupaperia tai erilaisia apu-
kuvia. Sama koskee my6s ohjelmointia. Harva, jos ku-
kaan, pystyy kirjoittamaan suoraan toimivaa koodia.
Virheet siis opettavat sinua eteenpéin.

Opettele tekemiin pienia asioita

Aloita pienestd ja yksinkertaisesta ja tee yksi asia ker-
rallaan. Talloin saat palautetta nopeammin siité, olet-
ko etenemaéssi oikeaan suuntaan.

Tee yhdessi

Aloita opiskelu yhdessé kollegasi, ystavasi tai miksei
vaikka luokkasi kanssa. Koodauksen ei tarvitse olla yk-
sin puurtamista vaan se voi olla my6s yhdessé tekemis-
td. Apua saa kysyé ja kaikkea ei tarvitse tietdd. Harvoin
tydelaméssdkadn koodia tehdéén taysin yksin. Kysy ai-
na, kun kysymys mieleesi tulee. Tyhmié kysymyksié ei
ole.

Opettele lukemaan

Samalla kun opettelet kirjoittamaan koodia, opettele
my6s lukemaan sitd. Jos aloitat opiskelun esimerkiksi
kollegasi kanssa voitte lukea toinen toistenne koodia.

1Kirjoittaja on koulutukseltaan matematiikan opettaja, mutta toimii ohjelmistosuunnittelijana Futuricella. Hin on ohjannut mm.

koodikoulua lapsille.
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Netistd 16ytyy my06s paljon erilaisia esimerkkejé ja val- | Linkkeja:
miita toteutuksia, joita voit lukea. On hyvé lukea niin http://koodikoulu.fi

vertaisilta kuin jo paljon koodia kirjoittaneilta. http://scratch.mit.edu

http://csunplugged.org

- . . . ) http://www.codeschool.com
Heittdydy rohkeasti epdmukavuusalueellesi. Ohjel- http://www. codecademy . com

mointi on pitkélti ongelmanratkaisua. Kun teet sen, http://code.org/learn
miké pelottaa sinua eniten, pddset myos eteenpéin. Oh- http://mooc.cs.helsinki.fi
jelmointi on vililld vaikeaa, joten ole ylped saavutuk- http://stackoverflow.com
sistasil

Tee se, mikd pelottaa eniten

Tehtavid pohdittavaksi

Paperipino
AO0-paperin mittasuhteet ovat /2 : 1 ja pinta-ala yksi neliémetri. A1 on paperi, jossa A0 on leikattu kahtia

pitemmaén sivun keskeltd. A2 puolestaan on puolikas Al:std jne. Laske kymmenesosamillimetrin tarkkuudella
Ad4-paperin ympérysmitta.

Yksi konekirjoituspaperiarkki on paksuudeltaan noin 0,1 mm. Jos tavallisen A4-arkin paloittelisi pieniksi A50-
kokoiseksi papereiksi, ja A50-arkit kasaisi pinoksi, niin kuinka korkea pinosta tulisi?

Vairian painoinen kolikko

12 kolikosta yksi on hieman eri painoinen kuin muut. Kuinka selvitat kiyttden tasapainovaakaa, miké kolikoista
on eri painoinen, ja painaako se vihemmaén vai enemman kuin muut, kiyttden punnituskertoja mahdollisimman
vahan?

Viidesti jaollinen

1 on jaollinen vain yhdelld luvulla.

2, 3 ja 5 ovat jaollisia kukin kahdella luvulla.
4 on jaollinen kolmella luvulla.

6 on jaollinen neljalla luvulla.

Montako lukua on vélilld 1-1000000, jotka ovat jaollisia tdsmélleen seitsemalld luvulla?

Kreikkalainen hautausmaa

Kerrotaan, ettd erddn kreikkalaisen matemaatikon hautakiveen on kaiverrettu
oheisen kaltainen kuvio, jossa on ympyrapohjainen kartio, lierié ja puolipallo.
Kuinka suuria ovat puolipallon ja lierion tilavuudet, jos kartion tilavuus on yksi
litra?

Liukuportaat

Kahden kerroksen vélille on asennettu liukuportaat. Kun virta oli poikki, havaitsin ettd kuljen kerroksesta toiseen
60 sekunnissa suunnasta riippumatta. Ténddn liukuportaissa oli virta, ja niiden suunta oli yldkerrasta alas.
Ylhaalta alas péasin 40 sekunnissa kévellen samalla nopeudella kuin aiemminkin. Kauanko kuluisi, jos vain
seisoisin portaissa ja antaisin liukuportaiden kuljettaa minua?

Tehtavat lahetti Aki Halme.


http://koodikoulu.fi
http://scratch.mit.edu
http://csunplugged.org
http://www.codeschool.com
http://www.codecademy.com
http://code.org/learn
http://mooc.cs.helsinki.fi
http://stackoverflow.com
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Summien arviointi integraalien avulla

Anne-Maria Ernvall-Hytonen

Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Johdanto

Monenlaisia summia voi arvioida integraalien avulla.
Integraaleilla saavutettava hyoty on se, ettd usein on
paljon helpompi laskea integraalin arvo kuin kertoa mi-
kd jonkin summan arvo on. Esimerkkini otettakoon
summa

1 1 1 1
—_— st =4t —,
13%N\/ﬁ V1ioV2 VN

jonka suuruudesta voi olla hankala sanoa mitdéan kovin
konkreettista, mutta jota vastaavasta integraalista
N
1
—dx
1 VT

on helppo sanoa paljonkin. Tadméa esimerkki on tekstin
lopussa harjoitustehtévana.

Tarkkoja arvoja tdmé menetelmé ei yleensd anna, mut-
ta varsin usein taysin riittdvia. Nyrkkisdanto on se, etta
kunhan funktio kdyttaytyy suhteellisen kiltisti, arvioin-
ti toimii melko hyvin. Yksinkertaisuudessaan kyse on
siité, ettéd valitaan sopiva funktio, jonka integraali sopi-
valla vélill4 on varmasti suurempi, ja jokin funktio, jon-
ka integraali sopivalla vélill4 on varmasti pienempi kuin
annettu summa. Jotta arvioinnissa olisi jarked, vaadi-
taan luonnollisestikin, ettd suuruusluokka ei saa heit-
tdd kovinkaan paljon. Taméa on yksi esimerkki yleisem-
masta ns. voileipdperiaatteesta, eli siita, etta litistetdan

tarkasteltava funktio joidenkin muiden, hyvin tunnet-
tujen funktioiden viliin. Tarkasteltava funktio on siis
kuvitteellinen juusto, ja vertailukohtina toimivat funk-
tiot ovat kuvitteellisen sémpyldn puolet.

Yksinkertaisuuden vuoksi oletetaan kaikkialla, ettd N
on positiivinen kokonaisluku. Tama ei ole rajoittava
oletus, mutta yksinkertaistaa hieman notaatiota ja tar-
kastelujen yksityiskohtia.

Perusperiaate

Halutaan tarkastella summaa

> fn),

n<N

missd f(x) on (positiivisilla) reaaliluvuilla méaritelty
positiivinen funktio. Yksinkertaisuuden vuoksi olete-
taan lisiksi, ettd f(z) on kasvava tai laskeva (eli sen
arvo ei saa heittelehtié, vaan se on monotoninen).

Jokainen summattava voidaan ajatella muodossa
1- f(n), eli sellaisen suorakulmion alana, jonka yksi si-
vu on 1 ja kohtisuora sivu on f(n), ks. kuval:

ITamén kirjoituksen kuvat on tehty GeoGebralla, http://www.geogebra.org.


http://www.geogebra.org
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fin

Jos halutaankin laskea summa f(1) + f(2) + f(3), vas-
taa se seuraavan kuvion alan laskemista:

f(1)

f(2)
f(3)

Tatd summaa voidaan arvioida alaspdin integroimalla
funktiota f(x) vélin [1,4] yli, kuten seuraavasta kuvasta
huomataan:

fix)

f(1)

14 f(2)
fi3)

ja toisaalta, summaa voidaan arvioida ylospéin in-
tegroimalla funktiota f(z) valin [0,3] yli, kuten seu-
raavasta kuvasta huomataan:

fix)

f(1)

14 f(2)
f(3)

Koska esimerkkifunktio on laskeva talld valilld, saadaan
summaa minoroitua integroiden summan lahtopistees-
té yhdelld lisdttyyn loppupisteeseen. Sitd voidaan ma-
joroida integroimalla pisteestd, joka on yksi vihem-
mén kuin summan alkupiste, pisteeseen, joka on sum-
man loppupiste. Tamé voidaan muotoilla seuraavaksi
lauseeksi:

Lause. Jos reaaliluvuilla mddritelty integroituva funk-
tio f(x) on laskeva, niin

/1N+1f(x)dx§ Z f(n)S/ONf(x)dx_

1<n<N

Jos funktio on puolestaan nouseva, niin

/1N+1f(x)da:2 > f(”)Z/ONf(x)da:_

1<n<N

Todistus. Todistus on samanlainen seké nousevalle etta
laskevalle funktiolle, joten keskitytdin laskevan funk-
tion tarkasteluun. Koska funktio on laskeva, pétee

fly) < f(n) < f(2),
kun y > n > x, joten

/n”-’-l f(z)dx < /"+1 f(n)dx

n

n+1
) [ 1do= 1)

ja vastaavasti myos

fo < | nlf(w) dr.

Siispé, funktion arvoa yhdessé pisteessé voidaan arvioi-
da seuraavasti ylos- ja alaspain:

n

f(z)da.

n—1

n+1
/ f(z)dz < f(n) <

Summaamalla epayhtéloketju saadaan

n+1
> / f@dr< Y fn)

1<n<N Y™ 1<n<N

<Y [t

1<n<N /N1
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ja koska silld 2% < n < 2F+1. Nyt summaa on helppo arvioida:
n+1 N+1 ) ) o )
[ s [ e DT S
1<n<N ok <p <2kl ok <y 2htl
ja
n N Taten koko summaa voidaan arvioida
faydo= [ fa)da.
1<n<n /n—1 0 1 Ry |
saadaan Zgzz Z *>Z§:oo
n=1 k=0 2k <n<2k+1 k=0
N+1 N
/1 fla)dz < Z fln) < /0 f(z) dz, Todistus on valmis. O
1<n<N
kuten viitettiinkin. Lause on todistettu. 1 | Ylla oleva todistus on alkeellinen ja yksinkertainen,

Siirrytadn nyt tarkastelemaan esimerkkejé.

Harmoninen sarja

Harmoniseksi sarjaksi kutsutaan summaa
o0
>,
e
n=1
T&mé sarja hajaantuu, eli toisin sanoen, osasummat
> .
n
1<n<N

ldhestyvat ddretontéd, kun NV kasvaa. Taté sarjaa on ké-
sitelty esimerkiksi Alestalon kirjoituksessa [1]. Sarjan
hajaantuminen on helppo todistaa. Késitellidn se en-
sin, ja analysoidaan sen jalkeen osasummien kéytosta
hieman tarkemmin.

Lause. Harmoninen sarja
sl
n=1 n
hajaantuu.

Todistus. Jaotellaan sarja osiksi niin, ettd tiedetdan
kaikkien osien olevan suurempia kuin jokin annettu va-
kio. Jos téllaisia osia on &aretdén méaérd, on summan
suuruudenkin pakko olla d&retdn. Siispé, kirjoitetaan
sarja uusiksi:

Tarkastellaan pikkusummia

n
2k <n<2k+1

Huomataan, ettd summassa on 2F termii. Lisiksi jo-
kaisen termin suuruus on

11
n o

mutta se ei kerro juuri mitdédn summan kasvuvauhdis-
ta. Tieddmme, ettd summa kasvaa rajatta, mutta hy-
vin vdhdn mitddn muuta. Jos haluamme tietda, miten
summa oikeasti kdyttaytyy, on hyodyllistd kayttaa ylla
esiteltya periaatetta.

Lause. Harmonisen sarjan osasummille pdatee

1
1<n<N

missd 0 < g(N) < 1.

Todistus. Haetaan summalle integraalien avulla hyvéa
yla- ja alaraja. Aloitetaan alarajasta. Edetdédn kuten
edellé esitetyn periaatteen mukaan pitadkin. Kuvan al-
ku nayttasd talta:

Alaraja on siis

1 NHL g
Z - > / - [lnx]i\ul =In(N +1).
1<n<nN 1 .

Katsotaan seuraavaksi yldrajaa. Kuvan alku néayttéda
talla kertaa télta:
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mutta néin arvioiminen on harvinaisen huono idea, sil-

14
/N dx
— = Q.
0 X

Tamaé arvio ei siis kerro mitaan.

Ongelma voidaan kuitenkin kiertdad poistamalla ensim-
maéinen termi, eli arvoa n = 1 vastaava termi, silla sil-

loin summaa
Z :
n
2<n<N

vastaava ylarajaintegraali onkin

N

d

/ “@_ In N.
1 (E
Siispa,
1 1
> — =1+ > ~<l+lN
1<n<N 2<n<N

Tieddmme nyt, etta

1
n(N+1)< > =<l+hN.
1<n<N

Léhdetdan muokkaamaan alarajaa:

In(N+1)=InN+ (In(N+1)—InN) > InN.

Siispa,
1
IWN< > —<1+hN.
1<n<N
Tamaé todistaa vaitteen. O

Niéin saatu arvio on jo erittdin hyvéd. Tieddmme, et-
td pientd vakiota vaille summa ), N% kéyttay-
tyy kuin In V. Luonnollinen jatkokysymys tietenkin on:
Voidaanko sanoa jotain erotuksesta

> l—lnN,

1<n<N

kun N ldhestyy daretonta? Itse asiassa voidaan, ja té-
mén erotuksen raja-arvo tunnetaan Eulerin tai Eulerin
ja Mascheronin vakiona, ja sen suuruuskin on hyvin
tunnettu:

lim

1
> ——InN| =05772.
N— oo

1<n<N

Tarkastellaan seuraavaksi toista esimerkkié.

Logaritmien summa

Arvioidaan seuraavaksi summaa

Z Inn.

1<n<N
On selvad, ettd jos N — 0o, niin summakin ldhenee 84-
retonté, silld myos summattavat kasvavat rajatta. Kiin-

nostavaa onkin siis selvittdd, kuinka nopeasti téllaiset
summat kasvavat.

Lause. Logaritmisummille pétee
> Inn=NN-N+h(N),
1<n<N

missd 1 < h(N) <InN —2In2+ 2.

Todistus. Tilanne on nyt hieman erilainen kuin aiem-
min: logaritmi on kasvava, ei laskeva funktio. Tama
ei kuitenkaan paljon vaikuta laskuihin. Ainoa eroavai-
suus on se, ettd aiemmin yldrajan antaneet integraalit

antavatkin nyt alarajan, ja aiemmin alarajan antaneet
integraalit antavat ylérajan.

Aloitetaan alarajan méaarittamiselld. Kuva nayttda tal-
laiselta:

2

L

0 1 5

Kannattaa huomioida, ettd In1 = 0, joten summan en-
simmaéisestd termista ei tarvitse valittda. Taméa on itse
asiassa erinomainen asia, silld jos integroisimme nol-
lasta alkaen funktiota Inn, olisimme arvioiden kanssa
pulassa (logaritmi vaihtaa merkkiain ykkosessi, ja la-
hestyy miinus dédretontd nollan ldheisyydesséd). Alaraja
on N

Z Inn = Z Inn > / lnxdx.

1<n<N 2<n<N 1

Seuraavaksi on integroitava Inz. Tam& onnistuu
helposti osittaisintegrointia kiyttden (jos osittaisin-
tegrointi on vieras késite, voi kaavan tarkistaa derivoi-
malla):

/lnmdx::clnx—/1dm=xlnm—x+0.

Integraalin arvoksi siis saadaan
N
/ Inzdr=NInN—-N+1,
1

joten

> mn>NhN-N+1
1<n<N
Maaritetdan nyt ylaraja. Kuva nayttda talla kertaa tal-
laiselta:
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Laskujen helpottamiseksi kirjoitetaan

Z Inn = Z Inn=InN +

1<n<N 2<n<N

Inn.

>

2<n<N-1

Ylérajaksi saadaan nyt

Z Inn=InN + Z

1<n<N 2<n<N-1

Inn

N+1
<1nN—|—/ Inxdx
2

ja integraalin arvoksi saadaan

N
/lnxdx:NlnN—21n2—N+2.
2
Siispé
Z Inn< NInN—-N—-2In2+2+InN
1<n<N
ja
Z Inn>NInN - N + 1.
1<n<N
Téaten

> Inn=NmN-N+h(N),
1<n<N

missé 1 < h(N) < In N —21In2+ 2, kuten viitettiinkin.
Todistus on valmis. O

Taméa arvio on itse asiassa jossain mielessé jopa hdm-
méstyttava, silld patee

> ImN=NhN,
1<n<N

eli on melkein sama, summataanko logaritmit luvuista
1,2,...,N yhteen vai kiytetadnko pelkédstdan suurinta
arvoa, eli arvoa In N.

Suorana seurauksena saadaan myos

N
N
N! = H n = eanllnn
n=1
N N
— NI N-N+h(N) _ () V).
€

missd 1 <h(N) <InN —2In2+ 2, eli

NV 2N (N\"
e<> <N!<e(> .
e 4 e
Stirlingin kaava antaa télle tulolle vield tarkemman ar-

vion

N!N\/%(N>N,

e

missé ~ tarkoittaa, ettd kaavan virhe on selvasti pie-
nempi kuin annettu termi, eli virhetermin ja annetun
termin osaméérad ldhestyy nollaa luvun N ldhestyes-
sé ddretontd. Suuruusluokka on kuitenkin jo alkeellisin
tarkasteluin saamassamme kaavassa oikein.

Harjoitustehtavia

Tehtava 1. Suppeneeko vai hajaantuuko sarja
o0
3 1,
n=1 \/ﬁ
Tehtava 2. Mita voit sanoa osasummista
3 1,
1<n<N vn
Tehtava 3. Riemannin (-funktioksi kutsutaan sarjaa

1

n=1

kun Rs > 1 (reaaliluvuilla s tdmé ehto yksinkertaisesti
vain tarkoittaa s > 1). Tiedetdén esimerkiksi, etta

Kuinka hyvid arvioita Riemannin {-funktion arvoista
saadaan tarkastelemalla katkaistuja summia, eli osa-

summia,
1
> =7
nS
1<n<N

Vihje: tarkastele arvion virhetté, eli erotusta

)= Y =3

1<n<N

Viitteet

[1] P. Alestalo, Harmoninen sarja. Solmu 3/2014.
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Math Girls -kirjoja

Tarja Shakespeare

Hiroshi Yuki: Math Girls Talk About Equa-
tions & Graphs, Bento Books, 2014, 162 sivua.
Math Girls Talk About Integers, Bento Books,
2014, 220 sivua. Hinta Adlibris-verkkokirjakaupassa
15,90 euroa. Kirjojen kieli on englanti.

MATH GIRLS

CQUATIONS

BY HIRESEI TUKI

Lapsille on tarjolla monia matemaattisaiheisia kirjoja,
mutta yldaste- ja lukiolaisille tarjonta kutistuu ldhinna
oppikirjoihin.

Japanilainen Hiroshi Yuki julkaisi verkkosivuillaan
mangana matematiikan alojen aiheita. Lukijat pyysivét
hénta koostamaan néistéd kirjan. Néin syntyivit Math
Girls -kirjat. Monet lukijat kokivat ndméa kirjat ma-
temaattiselta sisdlloltdan liian haastaviksi, ja pyysivat
Hiroshia kirjoittamaan korkeamman matematiikan pe-

rusteista. Néin saivat alkunsa Math Girls Talk About
-kirjat, jotka sopivat yldaste- ja lukioikiisille.

Hiroshi painottaa, ettd matematiikka ei ole vain on-
gelmien ratkaisua. Se on méaratietoista tyoskentelyé
ja syvillistd ajattelua. Se on kysymyksié ja vastausten
etsimistd. Han opastaa miten ja miksi helponkin ma-
tematiikan tehtdvin vastaus on kirjoitettava lukijalle
helposti luettavaan selkedén muotoon. Matematiikka
on kommunikointia.

Math Girls -kirjojen idea perustuu ystévien véliseen
vuoropuheluun heidén pohtiessaan matemaattista on-
gelmaa tai keskustellessaan matemaattisesta aiheesta.
Matemaattinen keskustelu, kuten arkipaivdinen sés-
td puhuminen, sisdltdd epdilyn, ymmaérryksen, vasta-
lauseen, kritiikin ja kiitoksen.

Kirjan padhenkilot ovat samanikiiset matematiikkaa
rakastava kertoja ja matematiikkanero Miruka, vuotta
nuorempi kymmenesluokkalainen Tetra, sekd kertojan
serkku kahdeksasluokkalainen Yuri.

Yhtéloita rakastavalla kertojalla on usein tapana men-
nd koulunsa kirjastoon miettimddn matematiikkaa
koulun jélkeen. Usein Tetra on jo sielld ratkomassa
omia matematiikan tehtdviéd ja toisinaan pyytad apua
késitteiden selventdmiseksi tai ongelman ratkaisemi-
seksi. Kertoja on Tetran apuopettaja, joiden valilla
kiaydaan keskustelua myos kynélld ja paperilla. Tetra
on tavallinen koululainen, jolle matematiikan alkutai-
val vaatii tyotd. Kertojan serkku Yuri saattaa yllat-
tden pistdytya kertojan luona tekemédn ldksyja. Yuri
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on huoleton ja suorasukainen tytto eikd matematiikka
kuulu hé&nen lempiaineisiin. Miruka on osittain mys-
tinen henkild, joka onnistuu ilmestymédn muiden luo
kuin aave, nappaa ilmasta keskusteluaiheen ja johdat-
telee kuulijansa matematiikan korkeampiin salaisuuk-
siin.

Kirjoissa ei ole varsinaista luvusta toiseen jatkuvaa ta-
rinajuonta. Yldtason juoni on nuorten arkinen elama,
jossa kiinnostus matematiikkaan yhdistda heita. Luvut
ovat itsendisid kokonaisuuksia, jotka rakentuvat mate-
maattisesta aiheesta — esimerkiksi alkuluvut. Luku voi
alkaa tapaamisesta kirjastossa ja paéttyd kirjastovir-
kailija rouva Mizutanin kuulutukseen — ”Kirjasto on
suljettu”.

Kirjat voi lukea santillisesti etukannesta takakanteen
tai lukija voi aloittaa lukemisen itselleen tutuimmasta
aiheesta, vaikka kellomatematiikasta. Math Girls Talk
About -kirjojen lukujen lopussa on muutamia tehté-
vid ja vastaukset perusteluineen l6ytyvat niihin kirjan
lopusta.

Kirjoissa nuorten keskustelu on onnistuttu kuvaamaan
luonnollisesti sekd tasapainoisesti, jolloin matemaatti-
nen asia ei huku nuorten yleiseen keskusteluun. Kééan-
tdja Tony Gonzalez on kiyttdnyt hyvid perusenglan-
tia matemaattisessa keskustelussa. Nuorten tunneil-
maisuissa on joitain haastavampia sanoja, mutta nii-
den ohittaminen ei riko lukukokemusta.

Hiroshi Yukin kirjojen matemaattinen ulkoasu on siisti

Solmun matematiikan verkkosanakirja

ja helppolukuinen, ja oikolukuun on panostettu. Ker-
toja neuvoo Tetralle yhtaloiden ja yhtéloryhmien rat-
kaisemisen tarkasti ja perustellusti vélivaiheineen. Hi-
roshi pitaé tarkasti kiinni pedanttisesta tyylistdan, joka
kantaa lapi kirjojen. Kunpa peruskoulun matematiikan
kirjoistakin 16ytyisi yhté tasokasta tekstid. Kun Tetra
toteaa, ettd joku juttu on vain yksityiskohtia, joista ei
tarvitse hdnen mielestddn vélittda, kertoja napakasti
perustellen oikoo Tetran késityksid kohti matemaatti-
sen ajattelun vaatimuksia.

Miksi lukea? Jotta lukija ymmartda, ettd matematiik-
ka on luonteeltaan syvéllistd ymmaéartédmista, keskuste-
lua ja ettd se voi olla mielenkiintoista varsinkin pien-
ryhméssé, eikd vain ulkoa opittujen temppujen sovel-
tamista. Itseopiskelukirjana se tarjoaa pohdittavia né-
kokulmia ja huomioita matemaattisiin yksityiskohtiin
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kadntden verrannollisuus sekéd Leikkaukset ja tangent-
ti.
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Riemannin (-funktio

Katja Kulmala
Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Esa V. Vesalainen

Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Jyvéiskyldn yliopisto

Riemannin (-funktio on matematiikan kiehtovimpia
otuksia, ja erottamaton osa alkulukujen teoriaa. Se oli
avainasemassa todistettaessa 1800-luvun matematiikan
erdsté loppuhuipennusta, alkulukulausetta, ja erés tér-
keimmistd nykyisistd matematiikan avoimista ongel-
mista, kysymys Riemannin hypoteesin paikkansa pité-
vyydesté, koskee (-funktion nollakohtien ominaisuuk-
sia. Seuraavassa tarkoituksena on valottaa teoriaa ker-
tomalla, mikéa (-funktio on, millaisia yhteyksia silld on
alkulukujen teoriaan, ja mistd Riemannin hypoteesissa
on kysymys.

Riemannin (-funktio

Kun s € ]1,00[, méadrittelemme Riemannin ¢-funktion
aarettomana sarjana

9= 5

=’
Kirjaimen s kayttdminen muuttujana voi ehké vaikut-
taa kummalliselta, mutta sillé on niin pitkat perinteet

ja se on tapana niin syvélle juurtunut, ettd lienee pai-
kallaan kunnioittaa sita.

Riemannin (-funktion kiytos pistettd 1 ldhestyttédessa
osoittautuu térkedksi. Seuraava lause sanoo, etti pis-
tettd 1 lahestyttéessé ((s) kiyttaytyy oleellisesti ottaen

samoin kuin 1/(s — 1). Liséksi sen todistus takaa, etta
(-funktion madritteleva dareton sarja on ongelmaton ja
antaa darellisen lopputuloksen, kun s € ]1,00].

Kuva 1. Riemannin (-funktion {((s) kuvaaja, kun s €
11,101

Lause. Kaikilla s € |1,00[ pdtee

1 1
—1<<()<1+—1

Todistus. Todistetaan alaraja ensin. Funktio x7° on

muuttujan z suhteen aidosti vihenevé, joten kaikilla
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kokonaisluvuilla n > 1 pétee

n+1
1 dx
—_— > —.
ns xs
n
Tasta seuraa, ettd kaikilla kokonaisluvuilla N > 1 pa-

tee

Téassd oikean puolen integraalin voi kaikeksi onneksi
laskea:

llfs _les 1
lim = .
X —00 s—1 s—1

fe'e) X
dx . dz
— = lim — =
frind X —00 xs

1 1

Ylaraja voidaan todistaa samalla tavalla: Koska 7

aidosti vihenevé, pétee kokonaisluvuilla n > 2, etté

on

n

1 dzx

ns 5
n—1

Tata kayttamalld voidaan arvioida

=1 ocdx 1

=1 §7<1 — =1 :

¢(s) + e s tog
n= 1

Yhteys alkulukuihin

Seuraava tuloesitys osoittaa, ettd (-funktio on kiinteél-
la tavalla yhteydessd alkulukuihin. Témén yhteyden
16ysi ensimméisend Euler 1737.

Eulerin tulo. Kaikilla s € ]1,00] pitee

=T

P p

missd tulo otetaan kaikkien alkulukujen yli. Tai tarkem-

min,

1

1—- L
p<X p®

lim
X—r00

= ((s),

missd tulo otetaan kaikkien niiden alkulukujen p yli,
joille p < X.

Todistus. Patee

missd p on alkuluku. Nimittéin, jos oikean puolen tulo
kerrotaan auki, saadaan sarja, jossa on varmasti kaik-
ki vasemman puolen termit, koska aritmetiikan pe-
ruslauseen nojalla jokainen positiivinen kokonaisluku
n < X on esitettdvissd alkulukujen tulona ja nama al-
kuluvut ovat < X. Lisdksi kaikki termit sekd vasem-
malla etté oikealla puolella ovat positiivisia.

Lisdksi pétee

111
11 <1+3+25+S+...> < ((s),
PP

3
p<X 4

koska jos téssa kerrotaan tulo auki, saadaan sarja, jossa
kaikki termit ovat muotoa n~%. Kukin naista termeista
esiintyy vain kerran alkutekijoihinjaon yksikéasitteisyy-
den nojalla, ja toisaalta kukin esiintyy myos sarjassa

220:1 n-°®= C(S)

Nyt siis péatee

. 1
C(S) - Xhi{loo E
n<X
1 1 1
<X1im <1+8+25+35+)<<(S)a
—>O°p<X p D P
joten
. 1 1
C(S):Xhl{loo —%:Hl—%
p<X p D p°

geometrisen sarjan kaavan nojalla.

(-funktion lausekkeita

Todettakoon, ettd (-funktio on muutenkin ldpeensé lu-
kuteoreettinen otus. Esimerkiksi, kun s € |1,00[, on

n

e =3 4
n=1

ja kun s € ]2,00[, on

() ¢s-n=3 2 ja

missd d(n) on luvun n (positiivisten) tekijéiden luku-
méadra, o(n) tekijoiden summa, ja ¢(n) on Eulerin ¢-
funktio. Samanlaisilla lausekkeilla voi esittdd yllatté-
van monia muitakin lukuteoreettisia funktioita. Lisdk-
si ndma esitykset eivit ole pelkkid kuriositeetteja, vaan
esim. tekijafunktion d(n) tutkimuksessa yhteys lausek-
keeseen (2(s) on varsin hyddyllinen.
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Sarjakehitelmé logaritmille

Pian demonstroimme, miten {-funktion ominaisuuksis-
ta voi johtaa alkulukujen darettomyyden, mutta sita
ennen tarvitsemme seuraavan irrallisen tuntuisen mut-
ta hyodyllisen potenssisarjakehitelmén.

Lause. Kaikilla x € ]—1,1] pdtee

logi i%

Tassd log tarkoittaa luonnollista logaritmia, jota myods
toisinaan merkitidn In.

Todistus. Osoittautuu, ettéd oikealla puolella oleva sar-
ja on mielekés ja hyvin maéritelty ja sitd voi jopa deri-
voida termeittédin. Varmuuden vuoksi varoituksena to-
dettakoon, ettd tillaiset operaatiot ddrettomilla
sarjoilla ovat hyvin delikaatteja ja niiden kans-
sa on oltava hyvin varovainen. Olemme téssd yk-
sinkertaisuuden nimissa varsin huolimattomia. Kuiten-
kaan ei saa unohtaa sité, ettd maailma on tdynnd mate-
matiikan suurten avoimien ongelmien ratkaisuita, jotka
ovat tdydellisid lukuun ottamatta jotakin kohtaa, jossa
huolettomasti derivoidaan jotakin termeittédin vaikkei
saisi, tai lasketaan aérettomilla sarjoilla, joiden arvo ei
olekaan airellinen, tai muuta surullista.

Joka tapauksessa, derivoimalla oikeaa puolta termeit-
téin saadaan

d & an
PP

Integraalilaskennan peruslause sanoo, ettd jos kahden
funktion derivaatat ovat samat, niin kyseiset funktiot
ovat vakiotermid vaille samat. Siten on olemassa vakio
C € R, jolle

1 >z
log—— =C —
8 1—=2 + nz::l n
kaikilla 2 € |—1,1[. Kun 2 = 0, on vasen puoli log 1 = 0,

ja oikea puoli C'. Siten C' = 0, ja viite on todistettu ter-
meittdin derivoimisen oikeuttamista vaille.

Alkulukuja on direttomian monta

Nyt voimme todistaa (-funktion avulla Eulerin henges-
sd, ettd alkulukuja on darettoméan monta. Itse asiassa
saamme jopa vahvemman tuloksen, nimittain:

Lause. Alkulukujen kddnteislukujen sarja hajaantuu:

Lol Ll
p 2 3 5 7 11 ‘

Erityisesti, alkulukuja on ddrettoman paljon.

Tama on vahvempi tulos kuin alkulukujen lukuméaran
adrettomyys. Esimerkiksi lukuja 2,22,23,24,... on #4-
rettoméan monta, mutta kuitenkin niiden kadnteisluku-
jen sarja

=01
25!

on adrellinen.

Huomautus. Kun mythemmin kirjoitamme vaikkapa

= g(x) + O(h(x)),

niin tarkoitamme, etté kaikilla relevanteilla muuttujan
x arvoilla f(z) ja g(x) eroavat toisistaan enintéén vakio
kertaa lausekkeen h(z) verran, eli tarkemmin:

f(z)

[f(x) = g(x)| < Ch(x),

missé C' on jokin (yleensd tuntematon) positiivinen re-
aaliluku, joka ei riipu muuttujan = arvosta.

Erotamme todistuksen ytimen omaksi lemmakseen:

Lemma. Kun s € |1,2[, pétee

1 1
> s =log—

o P

-+ 0(1). (1)

Toisin sanoen, vasemman puolen sarja Zp p~*° ja lause-
ke log(1/(s — 1)) eroavat toisistaan jokaisella s € ]1,2]
enintddn jonkin vakion verran, ja kyseisen vakion voi
valita niin, ettei se riipu muuttujan s arvosta.

Lauseen todistus. Koska

1
log—1 —r 00, kun s-—1,

on lemman nojalla oltava

1
Z—S—>oo, kun s — 1.
P

1

Toisaalta, jos sarja Zp p~ " olisi aarellinen, olisi

1 1
Zp:l;<zp:§<oo,

miké tuottaisi ristiriidan. Siispd todistettava lause seu-
raa lemmasta.
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Lemman todistus. Hyvé, seuraavaksi on todistetta-
va (1). Kun s € ]1,2[, logaritmien ottaminen puolittain
Eulerin tulossa antaa

log ¢(s) Z;loglll, :Zi% (Pl)

Jalkimmaista termid voi arvioida esimerkiksi seuraa-
vasti:

1 “"_15’: 11
m) 24~ m*1— L
I 1 1
< — .
\zzm% 1
Siisp4, kun s € |1,2[, patee

log C(s) = Z%—kO(l). @)

P

Toisaalta, koska

1 1 s
— < <l+——= :
s—1 ¢(s) +5— s—1

on kaikilla s € 1,2

log

1 ]
+ log s
1 gSs,

1
1 <log((s) < logs_

s —

ja kun s € ]1,2[, on varmasti logs = O(1), ja siis pétee
myos

log ¢(s) = log +O0(1). (3)

s—1
Kaava (1) seuraa nyt kaavoista (2) ja (3).

Alkulukulause

Jérjestetadn alkuluvut kasvavaan jonoon
2, 3, 5, 7, 11, 13, ...,
ja merkitaan

p1=2, pp=3, p3=5, ps=7 jne.

Merkitdan myos reaaliluvuilla  symbolilla 7(z) niiden
alkulukujen p lukumééraé, joille p < x. Esim. (1) = 0,
m(5,7) = 3 ja w(14) = 6.

Erés klassinen lukuteorian ongelma on ymmértas al-
kulukujen jakaumaa. Erds matematiikan kruununjalo-
kivistd on tulos nimelta alkulukulause, jonka ensimmai-
sena todistivat toisistaan riippumattomasti Hadamard
ja de la Vallée Poussin 1896:

Alkulukulause. Alkulukujen lukumddrdlle pdtee

m(x) ~ , kun x — o0,
log x
eli
. m(2)
lim ——— =
z—o0 x/log x
20 -
15;
10;
5;
07 L L L L Il L L L L Il L L L L Il L L L L Il L L L L J
0 10 20 30 40 50

Kuva 2. Lausekkeiden w(x) ja x/logx kuvaajat, kun
z € [2,50].

Monista syistd johtuen suureen m(z) arviointi on mie-
lekkddmpéa kuin n. alkuluvun p, arviointi. Kuiten-
kin, tédssd suuripiirteisimmaéssd muodossaan alkuluku-
lauseen voi muotoilla yksinkertaisemminkin:

Alkulukulause, vaihtoehtoinen muotoilu. Pdtee

Pn ~nlogn, kun n — oo,

eli
lim —2% =1
n—oo nlogn

Tamaé tarkoittaa sité, ettd p, on suurin piirtein nlogn,
ja suhteellinen virhe menee nollaan (vaikka absoluutti-
nen virhe ei mene), kun n kasvaa. Esimerkiksi, riitta-
van isoilla (itse asiassa todella isoilla) luvun n arvoil-
la lauseke nlogn antaa alkuluvun p,, miljoona ensim-
méistd numeroa (vasemmalta lukien) oikein. Vieldkin
isompiin luvun n arvoihin rajoittumalla nlogn antaa
alkuluvun p,, miljardi ensimmaéistd numeroa oikein, ja
niin pois pain.

Syvemmalle teoriaan

Jotta Riemannin ¢-funktion yhteyden alkulukuihin voi-
si ymmaéartda paremmin, on sen maéarittelyaluetta jat-
kettava reaalilukuvélin ]1,00[ ulkopuolelle. Riemann oi-
valsi ensimmaéisend, ettéd lausekkeen ((s) voi madritelld
yksikéasitteisella mielekkéalla tavalla kaikille komplek-
siluvuille s # 1, ja ettéd talld jatkolla on monia jannit-
tdvid ominaisuuksia. Erityisesti, silld on kompleksisia
nollakohtia, joilla on varsin ldheinen yhteys alkuluku-
jen jakautumiseen. Namé ajatukset esiintyivét ensim-
maéisen kerran Riemannin ainoassa lukuteoreettisessa
artikkelissa [13] vuonna 1859.
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Kuva 3. Riemannin -funktion nollakohdat. Pisteistd
—2,—4,—6, ... loytyy nollakohdat, joita kutsutaan tri-
viaaleiksi nollakohdiksi. Loput nollakohdat sijaitsevat
pystysuoralla kriittiselld nauhalla 0 < o < 1.

Yksinkertaisin esimerkki yhteydesta on seuraava: alku-
lukulause muodossa

T

(@) ~

log x

on ekvivalentti sen kanssa, etta

C(1+it) #0

kaikilla reaaliluvuilla ¢ # 0. (Kun s on kompleksilu-
ku, on arkea tapana piristda kirjoittamalla s = o +it.)
Toisin sanoen, alkulukulause erddssi mielessa tarkoit-
taa sitd, ettd (-funktiolla ei ole nollakohtia kompleksi-
tason suoralla ¢ = 1. Ja itse asiassa kaikkein helpoim-
mat todistukset alkulukulauseelle perustuvatkin juuri
tdhén seikkaan.

Yhteys nollakohtien ja alkulukujen valilla osoittau-
tuu paljon monisyisemmaéksi. On nimittain mahdollista
johtaa eksplisiittisiksi kaavoiksi kutsuttuja identiteet-
teja, joista toinen puoli koskee pelkastaan alkulukuja,
ja toinen puoli ainoastaan (-funktion nollakohtia. N&i-
den kaavojen erds seuraus on, ettd mitd kauemmas va-
semmalle suorasta o = 1 nollakohtavapaata aluetta voi
laajentaa, sitd tarkemmin alkulukujen kéytos tunne-
taan.

Nykyisin oleellisesti ottaen paras tulos tdhén suuntaan
on Vinogradovin ja Korobovin jo yli puoli vuosisataa
vanha arvio: {(s) # 0, kun ¢ on riittdvén iso ja

>1—c(logt)~2/3(loglogt) /3,
missé c on jokin pieni positiivinen reaalivakio. Vastaava

paras arvio alkulukujen jakaumalle on

i + O(l‘ efd(log1)3/5(log10g93)71/5)
logt

m(x) =

2

jollakin positiivisella reaalivakiolla d.

Téssé kohtaa on syytd huomauttaa, ettéd oikealla puo-
lella esiintyvé integraali on tarkempi arvio lausekkeelle
7 (x) kuin z/log x. Aiemmissa alkulukulauseen muotoi-
luissamme asialla ei ollut suurta merkitysté, koska

dt T
logt

] , kun z — o0,
ogx

joten yksinkertaisempi lauseke on tavanomaisempi.
Osoittautuu kuitenkin, ettd erotus 7(z) — z/logx on
suuruusluokkaa z/log” z, ja [; dt/logt on silmin nih-
den ldhempéné arvoa 7(z). Seuraava kuva valaissee asi-
aa:

10000 F
8000 }
6000 }
4000 }

2000 -

L Il L L Il L L Il L L Il L L Il

20000 40000 60000 80000 100000

Kuva 4. Yiemmdssi kuvaajassa on sekd lausekkeiden
. €T .

m(z) etti [, dz/logx kuvaajat, alemmassa lausekkeen

x/log x kuvaaja.

Erés yksinkertaisempi yhteys nollakohtien ja alkuluku-
jen jakauman vililld on seuraava: Olkoon 8 € ]0,1[. On
mahdollista todistaa, ettd {(s) # 0, kun o > f, jos ja

vain jos
— +0(x
/ logt + R

kaikilla v > . Koska (—funktloﬂa varmasti on nolla-
kohtia suoralla ¢ = 1/2, on pienin mahdollinen § siis
1/2, jolloin saataisiin oleellisesti ottaen paras mahdol-
linen arvio alkulukujen jakaumalle.

Riemannin hypoteesi. Kaikki ei-reaaliset Rieman-
nin (-funktion nollakohdat sijaitsevat kriittiselld suo-
ralla 0 = 1/2.

Riemannin hypoteesi, vaihtoehtoinen muotoilu.
Jokaisella v > 1/2 pétee

el v
/logtJrOz)

kun r — oo.

Millaisia asioita nollakohdista tiedetaan?

Nyt kun ¢-funktion nollakohtien ja alkulukujen vélinen
vhteys on esitelty, on luonnollista seuraavaksi tutustua
tarkemmin joihinkin nollakohdista jo tiedettyihin asioi-
hin, erityisesti siihen, millaisia tuloksia Riemannin hy-
poteesin suuntaan tiedetadn.
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Luonnollinen ensimméinen askel olisi laskea joitakin
nollakohtia ja katsoa, ovatko ne tosiaan kriittiselld suo-
ralla. Riemann itse kehitti riittévésti teoriaa voidakseen
tarkistaa, ettd muutamalle pienimmaélle kompleksiselle
nollakohdalle néin tosiaan on. N&ita laskuja on tieten-
kin parannettu merkittavasti, ja nykyisin tiedetddn jo
mm., ettd ensimmaéiset 10'® kompleksista nollakohtaa
ovat kriittiselld suoralla Gourdonin ja Demichelin tie-
tekonelaskujen nojalla.

Nollakohdista voi my6s todistaa monia eri asioita. On
jarkevédd laskea nollakohtia p = B + 47y, missd imagi-
naariosa 7y kuuluu vilille 10,77 ja siis 8 € ]0,1], ja tut-
kia, mitd tapahtuu, kun 7" kasvaa. Naiden nollakohtien
lukuméérad merkitdan N (7). Riemannin ja von Man-
goldtin perustavanlaatuinen tulos aiheesta sanoo, etté
T T T

=5 log 5~ o + O(logT),
Tastéd seuraa, ettd jos kompleksitason ylemmaén puoli-
tason nollakohdat asettaa jérjestykseen kasvavan ima-
ginaariosan mukaan, niin n. nollakohdan imaginaariosa
on ~ mn/logn, kun n — oo.

N(T) kun T — oo.

Eréds ensimméisistd tuloksista nollakohdista nimen-
omaan kriittiselld suoralla oli Hardyn tulos vuodelta
1914, joka sanoo, ettéd kriittiselld suoralla on &aretto-
méan monta nollakohtaa. Itse asiassa 16ytyy vdhintdan
¢T nollakohtaa 1/2 + i, joille 0 < v < T, missé ¢ on
pieni positiivinen reaalilukuvakio.

Seuraava suuri edistysaskel oli Selbergin tulos vuodel-
ta 1942, jonka mukaan kriittiselld suoralla niité nolla-
kohtia on vahintdan c¢T logT kappaletta, jilleen jolla-
kin positiivisella reaalilukuvakiolla c. Useimmiten tdma
tulos muotoillaan niin, ettd "positiivinen osuus kriitti-
sen nauhan nollakohdista on kriittiselld suoralla”.

Luonnollisesti olisi mielenkiintoista tietda, kuinka suu-
reksi tdmén positiivisen osuuden voi osoittaa. Levinson
sai 1974 ensimmaisen konkreettisen lukuarvon vakiolle
c: enemman kuin kolmasosa kriittisen nauhan nollakoh-
dista on kriittiselld suoralla. Conrey paransi tata 1989
yli kahteen viidesosaan.

Toisenlainen ldhestymistapa on laskea niiden nolla-
kohtien lukumé&édrdd, joiden reaaliosa [ ei ole vilt-
tamattad tasan 1/2, mutta jollakin tietyllda valilla
[1/2 —6,1/2 4 4]. Bohrin ja Landaun lause vuodelta
1914 sanoo, ettd milla tahansa §, muiden nollakoh-
tien osuus kaikista nollakohdista lahestyy nollaa, kun
T — oo.

(-funktion arviointia

Tarkastelkaamme lopuksi erdstd mielenkiintoista ja
tarkedd ongelmaa, joka tarjoaa toisenlaisen yhteyden
(-funktion ja alkulukujen vélille, ja ohimennen myos
kertoo jotakin Riemannin hypoteesin vaikeudesta.

Kuva 5. Hardyn Z-funktion Z(t) kuvaaja, kun t €
[0,98]. Oleellista on, etti |Z(t)] = |C(1/2+1t)|, ja
siis ettd Z-funktion koko ja mollakohdat vastaavat (-
funktion kokoa ja nollakohtia kriittiselld suoralla.

Kysymys koskee sité, kuinka isoja arvoja (-funktio voi
saada kriittiselld suoralla. Ensimmaéinen tulos tdhén
suuntaan on, etta

'c(; - zt>' = O(t*/*),

kun t — o0, ja seuraava kysymys luonnollisesti kuu-
luu, kuinka paljon tétéd arviota voi parantaa?

Tamén ylarajan parantamisella on seuraava mielenkiin-
toinen yhteys alkulukuihin: Hoheiselin ja Inghamin an-
siosta tiedetdén, ettéd jos

1
’c(Q + it) ’ = O(t"*e)
miten pienelle € > 0 tahansa, niin silloin peridkkaisten
alkulukujen vélisille erotuksille patee

Pnd+1 — Pn = O(ngrE)

miten pienelle € > 0 tahansa, missd 5 = lj_—ig.

Esimerkiksi, 1921 Hardy ja Littlewood todistivat, et-
té eksponentti ¥ = 1/6 on kelvollinen. T&lloin vas-
taava eksponentti S tulee olemaan 5/8. Erityisesti siis
Dnt1l — Pn = O(pi/8+5), mistd seuraa vaikkapa, etté
riittdvan isoilla kuutioilla kahden perdkkéisen kuutio-
luvun vilisséd on aina alkuluku.

Ongelmalla on myos tirked yhteys Riemannin hypo-
teesiin. Lindel6fin hypoteesi sanoo, ettd ylla voi vali-
ta ¥ = 0. Osoittautuu, ettd Riemannin hypoteesista
seuraa Lindel6fin hypoteesi. Toisaalta, kukaan ei ole
osannut johtaa Riemannin hypoteesia Lindel6fin hypo-
teesisté, eli tietyssd mielessd kysymys Lindel6fin hypo-
teesin paikkansa pitdvyydesta vaikuttaa helpommalta
ongelmalta kuin Riemannin hypoteesin.

Lindel6fin hypoteesi on kuitenkin siitd hauskempi, et-
té eksponentti 1 sallii kvantifioida sen parissa saavute-
tun edistyksen. Ensimmaéinen arvio on noin vuosisadan
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ikédinen ¥ = 1/4, joka seuraa tietystd ¢-funktion perus-
ominaisuudesta ja yleisistd kompleksimuuttujan funk-
tioiden ominaisuuksista. Ensimméinen vaikeampi arvio
oli jo ylla mainittu eksponentti ¢ = 1/6 vuodelta 1921.

Eksponenttia ¥ on sittemmin pienennetty varsin ahke-
rasti. Erds luettelo erindisisté tuloksista on seuraava:

¥ Kenen ja milloin?

163/988 | Walfisz, 1924

27/164 | Titchmarsh, 1931
229/1392 | Phillips, 1933

19/116 Titchmarsh, 1942

15/92 Min, 1949

6/37 Haneke, 1962-3
173/1067 | Kolesnik, 1973

35/216 | Kolesnik, 1982

139/858 | Kolesnik, 1985

9/56 Bombieri & Iwaniec, 1986
89/560 | Watt, 1989

17/108 Huxley & Kolesnik, 1991
89/570 | Huxley, 1993

32/205 | Huxley, 2005

53/342 Bourgain, 2014

Taulukko. Eksponentin ¥ parannuksia vuosien varrel-
ta. Riemannin hypoteesista seuraisi, ettd ¥ = 0 kdvisi.

On mielenkiintoista, ettd eksponentista 1/6 on melkein
vuosisadan aikana onnistuttu vihentaméan vain reilu
sadasosa, eli reilut 7%. On hyvid huomata myos, et-
td suurin osa ylld mainituista parannuksista perustuu
uusiin ideoihin ja oivalluksiin; pelkalld raa’alla tyolla
eksponentin arvoa ei voi parantaa. Jos Riemannin hy-
poteesi sattuu pitdméan paikkansa, niin tdméa epéile-
mattéd kertoo jotakin siitd, kuinka vaikeaa sen todista-
minen saattaa lopulta olla. . .

Lopuksi

Lopuksi todettakoon, ettd (-funktio on vain yksi esi-
merkki niin sanotuista L-funktioista; lukuteoriassa
on lukemattomia muita saman henkisid toinen tois-
taan monimutkaisempia otuksia, kuten Dirichlet’'n L-
funktiot, elliptisten kayrien L-funktiot, lukukuntien
Dedekindin (-funktiot ja Hecken L-funktiot, holomor-
fisten kéarkimuotojen L-funktiot, Maassin muotojen L-
funktiot, yleisemmaét automorfiset L-funktiot. ..

Kirjallisuus ja ldhteet

Useimmat ylla mainitut tulokset ja historialliset detal-
jit 1oytyvét aiheen perusteoksista, kuten [2, 4, 7, 8, 9,
12, 14], sekd (muutamassa tapauksessa) seuraamalla
niistd 10ytyvid viitteitd tutkimusartikkeleiden viidak-
koon. Riemannin kuuluisa artikkeli [13] loytyy (englan-
niksi kddnnettyni) vaikkapa teoksista [2, 4]. Y14 mai-
nittujen teosten lisiksi myos pieni artikkeli [15] ansait-
see tulla mainituksi. Varoituksena todettakoon, etté

néilld 1dhteilld on taipumus olettaa lukijalta yliopistol-
lisia esitietoja.

Riemannin (-funktiosta ja sitd sivuavista aiheista on
toki olemassa populaarikirjallisuuttakin, kuten suo-
meksikin kddnnetty [3], josta on myos olemassa kirja-
arvostelu [11].

Y14 ohimennen mainitut otukset d(n) ja o(n) ovat
kiehtovia tutkimuskohteita, joihin voi tutustua tarkem-
min vaikkapa artikkeleista [5, 6].

Lopuksi, toivottavasti ylld kuvatut ilmiét vakuuttavat
kompleksilukuja tuntemattoman lukijan niiden térkey-
desté. Perustietoa kompleksiluvuista 10ytdd esim. ar-
tikkelista [10].
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Vuoden 1934 ylioppilaskoetehtava

Lehtori K.

Solmussa 3/2013 jaimme pohtimaan vuoden 1934 ke-
vaalla ylioppilaskokeessa ollutta kakkostehtavéa. Tuol-
loin ei lukiossa opiskeltu differentiaalilaskentaa, mutta
dariarvoja kuitenkin méaritettiin. Tehtavé oli seuraava:

”Piste P litkkuu vakinaisella nopeudella pitkin x-akse-
lia origoa kohti, kunnes se saapuu pisteeseen Q, josta se
nopeudella, joka on puolet edellisestd, jatkaa matkaan-
sa y-akselilla olevaa annettua pistettdc R kohti. Missd
kohdassa pisteen Q tulee sijaita, jotta piste P mahdol-
lisimman pian saapuisi pisteeseen R? Piirrd kuvio ja
merkitse pisteen Q oikea paikka.”

Olkoon ldhtopiste A(a,0), padtepiste R(0,r) ja poikkea-
mispiste toistaiseksi tuntematon X (z,0). Reitti ndyttaa
seuraavalta:

R(0,7) >
N\
\\ 23
N a—x
N A(a,0)

Nailld palikoilla matkaan AX R kuluva aika

_ 2,/2+2
t:acx+ Tc .I’ (1)

missé ¢ on pisteen nopeus z-akselilla. On siis 16ydetta-
vé pienin mahdollinen ¢ = t,,;, siten, ettd yhtalolla (1)
on reaalinen ratkaisu x. Yhtélo sievenee muotoon

(¢t —a)+x =212+ a2 (2)

Selvisti ¢t —a > 0 ja = > 0, joten yhtélén (2) molem-
mat puolet ovat positiivisia. Neliéimélld saamme sie-
vennysten jilkeen
3% — 2(ct — a)x + 4r® — (ct — a)* = 0.
Diskriminanttiehto sievenee epayhtaloksi
(ct —a)? —3r% >0,

mista seuraa

ctga—r\/g tai tha—i—r\/g.

Néistéd oikeanpuoleinen toteuttaa ehdon ct > a, joten

a+r\/§

C

tmin -

ja sitéd vastaava poikkeamiskohta

Siis

Pisteen ) paikantaminen onnistunee yksinkertaisim-
min piirtdmalla aluksi origokeskeinen r-séteinen ym-
pyra. Erotetaan sitten R:std alkavan halkaisijan toises-
ta pédtepisteestd S koordinaatiston neljanteen neljén-
nekseen 60°:een kaari ST. Jana RT leikkaa x-akselin
etsityssd pisteessd Q.



Elamysten matematiikka -nayttely Turun
Logomossa innostaa pahkailemaan

Turun Logomossa avataan 4. toukokuuta 2015 vuorovaikutteinen Eldmysten matematiikka -nayttely
matematiikan ja loogisen ajattelun maailmasta. Néyttely saapuu Suomeen Saksan Gieflenissi sijait-
sevasta Mathematikum-matematiikkamuseosta, jossa se on kehitetty yhdessd matematiikan opiske-
lijoiden kanssa. Suosittu nédyttely on kiertdnyt ympéri maailmaa ja innostanut yli miljoona kévijaa
kokeilun ja pééttelyn pariin. Turussa se on esilld 5.-24.5.2015. Néayttely on suunnattu kaikenikéisille
— erityisesti perheille ja koululaisille.

Néyttely koostuu yhteensa 25 kokeilemaan innostavasta néyttelyesineestd, kuten salakoodista, jonka
viestin ratkaisemiseksi vaaditaan loogista ajattelua. Kévijat padsevit myos rakentamaan Leonardo da
Vincin kehittelema4 siltaa puupaloista ilman mink&anlaisia kiinnitysvélineitd ja kokeilemaan, milta
Mozartin séavellys kuulostaa, kun sen 16 tahtia sekoitetaan eri jarjestykseen.

Nayttelyyn jarjestetaén kierroksia paitsi suomeksi ja ruotsiksi, myos saksaksi ja englanniksi. Ka-
vijat padsevit ratkaisemaan kieltd ja matemaattista ajattelua vaativia pahkailytehtédvida. Ryhmille
tarjotaan myos pidempid tyopajoja, joissa esimerkiksi kaksi koulua péadsevit kilpailemaan yhteistyo-
taidoissa, loogisessa ajattelussa ja vieraalla kielelld tyoskentelyssa.

Ainerajat ylittdvissa projektissa on mukana useita toimijoita niin luonnontieteellisilté aloilta kuin
kielenopetuksen puolelta. Nayttely innostaa lapsia ja nuoria matematiikan pariin seké tarjoaa heille
jannittavid ja odottamattomia ilmiéitd luokkahuoneen ulkopuolelta ja téten lisda heiddn uteliaisuut-
taan matemaattisia ilmioitad kohtaan. Vieraskieliset, aktiivisesti osallistumaan kannustavat kierrokset
ja tyopajat tarjoavat kavijoille mahdollisuuden oppia kieltd kdytédnnossd. Néyttelyn oheismateriaali
antaa opettajille vilineitéd osallistavan ja innostavan opetuksen suunnitteluun.

Jarjestdja: Elimysten matematiikka ja muuta jannittavas ry

Yhteistyokumppanit: Goethe-Institut Finnland, Turun kaupunki, Visit Turku, Saksan suurldhe-
tystd, Suomalais-saksalainen yhdistys Turku, Sunborn Catering Oy, DB Schenker, Opetus.tv seki
Turun yliopiston Kieli- ja kdannostieteiden laitos (saksan kieli) sekd LUMA-keskus.

Goethe-Institut Finnland jarjestdéd yhteistyossd hankeryhmén kanssa néyttelyyn liittyen tdydennys-
koulutusta opettajille. Tilaisuudet tarjoavat niin kielen- kuin luokanopettajille vilineita ldhestya kiel-
té loogisen ajattelun ja omakohtaisen kokeilun kautta.

Lisétietoja nayttelysté: http://opetus.tv/extrat/elamysten-matematiikka/ tai
info@elamystenmatematiikka.com tai Maria Lahdenranta, puh: +358 44 2523812.
Sisaanpasdsymaksu 3,8/5/7 €.

Néyttelyssd voi vierailla my6s osana Visit Turun retkipakettia. Lisdé tietoa l16ytyy osoitteesta http:
//www.visitturku.fi/elamysten-matematiikkaa-ja-historian-havinaa_fi.
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Interaktiivinen nayttely matematiikan jannittivastad maailmasta koululaisille, opiskelijoille ja perheille!

ELAMYSTEN
MATEMATIIKKA

Maths to touch / Mathematik zum Anfassen

mathematikym

5. -24.5.2015
&2 LOGOMO, Logi 3
os. Koydenpunojankatu 14, Turku

Ma - Pexio9-15/Lakio 10 - 16
(Paitsi torstaina 14.5. klo 11 - 16)
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- Pythagoras

Jarj. Elamysten Matematiikka ja muuta jannittavaa ry
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