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tavalla, jota ei nykyisin pidetd korrektina. Yhtdlo on
kuitenkin paikkansapitava eikd kukaan viité, ettd Eu-
lerin tyd ei olisi ollut matematiikkaa. Kasitys mate-
maattisesta tarkkuudesta on ollut néihin péiviin as-
ti, ehké vieldkin, aikaansa sidottu. Oikeita tuloksia on
keksitty tavalla tai toisella ja niitd on myohempini
aikoina todistettu mitd hienoimmilla ajatusrakennel-
milla. Differentiaalilaskennan synty 1600-luvulla ja sen
tdsmentyminen nykyaikaiselle tasolle on tédsta hyva esi-
merkki. Téllaisen syvenevien perustelujen sarjan tulisi
olla my6s yksilokohtaisen matematiikan oppimisen pe-
rustana. Matemaattiset véitteet tulisi kouluopetukses-
sa kisitelld oppilaan kulloiseenkin ikdkauteen sopivil-
la argumenteilla. Taméansuuntaista ajattelua on perus-
koululaisille tarkoitetuissa Solmun matematiikkadiplo-
mitehtdvissd [1] ja niihin liittyvissd oheiskirjoituksis-
sa. Kirjoituksessa [2] késitellddn samassa hengessé lu-
kion trigonometrian oppimédrdi. Peruskoulun ja osin
lukionkin nykyiset oppikirjat ilmentédvat péinvastais-
ta oppimiskésitystd. Matemaattisia totuuksia ei juu-
ri perustella mistdan ldhtokohdista lahtien. Térkein-
td nédyttad olevan valmiina annettujen kaavojen sovel-
taminen ldhinnd keinotekoisiin ongelmiin. Oppilaalle
muodostuu sirpaleinen, jasentyméton kuva matematii-
kasta, mikd vdhentdd oppimismotivaatiota. Varsinkin
ylakoululaiset pitdvat tutkimusten mukaan matema-
tiikkaa, siis sitéd, mité heille matematiikkana opetetaan,
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yvhtend tylsimmistd kouluaineista. Seuraavassa hahmo-
tellaan, miten erditd ympyrédén ja palloon liittyvia teo-
riakokonaisuuksia voisi kasitelld nykyisid kaytantoja
matemaattisemmin. Perustiedoiksi tarvitaan Pythago-
raan lause, suoran lierion tilavuus, intuitiivinen kési-
tys kuvioiden ja kappaleiden yhdenmuotoisuudesta se-
kéd hieman algebrallisten lausekkeiden késittelytaitoa.
Osittain samoja asioita késitellddn hieman vaativam-
min kirjoituksessa [3].

Ympyrasta

Mielenkiintoisin ympyraén liittyvistd asioista on .
Seiskaluokalla on hyvé harrastaa toiminnallista mate-
matiikkaa mittailemalla erikokoisten ympyroiden kehié
ja halkaisijoita ja vakuuttua kokemuksen kautta, et-
td niiden suhde on mittaustarkkuuden rajoissa sama.
My6hemmin todetaan ympyrat keskendan yhdenmuo-
toisiksi ja saadaan verrantoa kayttden tulos, jonka mu-
kaan kehén suhde halkaisijaan yhdessd ympyréssi on
sama kuin tdma suhde toisessa ympyrassa. Néin saa-
daan varmuus siitd, ettd kyseinen suhde on ympyran
koosta riippumaton vakio ja paadytddn mittauksista
riippumatta kehén pituuteen p = wd = 27r. Seuraa-
vaksi on mietittava, miten 7 voitaisiin laskea. Ympy-
rdn kehdn pituutta voi approksimoida ympyran sisdan
piirretyn sdannollisen monikulmion kehalld. Ajattele-
malla 1-sédteisen ympyrén sisddn sddnnollinen kuusikul-
mio saadaan 7 ~ 3. Paremman likiarvon laskemiseksi
johdetaan yleinen algoritmi. Osoitetaan Pythagoraan
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lauseen avulla, ettéd jos 1-sdteisen ympyrén sisdéan piir-
retyn sddnnollisen n-kulmion sivun pituus on a,, niin
2n-kulmion sivun pituus

Qnp
a2p = ;

24+ /4 —a2

jolloin m ~ n - ag,. Lihtemalla sddnnollisestd kuusi-
kulmiosta Arkhimedes méaritti 7m:n likiarvoja periaat-
teessa talld tavalla laskien 12-, 24- 48- ja 96-kulmion
sivun pituuden, ks. [4]. Laskimella paéstdan pidemmaél-
le, ja palautuskaavan voi myos ohjelmoida. Kun 7 on
néin saatu hallintaan, voidaan johtaa ympyran pinta-
ala. Erddssa peruskoulun oppikirjassa se on tehtykin ja-
kamalla r-sdteinen ympyréd suureksi méaérdksi saman-
kokoisia pienié sektoreita.

Pallon tilavuus kokeellisesti

Tennispallon tilavuuden laskemista mielenkiintoisem-
paa on pyrkid perustelemaan pallon tilavuuden kaa-
va. Yldkoulussa voidaan turvautua toiminnallisen ma-
tematiikan keinoihin eli tehdddn mittauksia vaikkapa
ryhmétyona. Pallon tilavuus on ilmeisesti verrannolli-
nen siteen kuutioon ja pyoreyden takia kertoimena on
my6s 7w samalla tavalla kuin ympyran pinta-alan kaa-
vassa. Voimme siis olettaa, etté

Vpallo =k- 7TT3’ (1)

misséd k on toistaiseksi tuntematon vakio. Otetaan tar-
kasteltavaksi sopivan kokoisia palloja. Mitataan nii-
den halkaisijat tyontomitalla. Tilavuudet méaritetdan
katsomalla pallojen mittalasissa syrjayttdmét vesiméa-
rat. Koska seké tilavuudet ettéd sdteet nyt tunnetaan,
saadaan k ratkaistua jokaiselle pallolle yhtéalosta (1).
Tarkalla tyoskentelylld saataneen tulosten keskiarvoksi
suunnilleen oikea arvo. Oppilaille on tietenkin kerrot-
tava, ettd tilavuuden kaava johdetaan matemaattisem-
min lukion integraalilaskennan kurssilla.

Pallon pinta-ala kokeellisesti

Pallon pinta-alan méarittdminen kokeellisesti onnistui-
si parhaiten pingispallon avulla, jos olisi saatavilla sa-
masta materiaalista valmistettua saman vahvuista ta-
somaista levyd. Mitataan aluksi pingispallon halkaisi-
ja d tyontomitalla. Leikataan sitten levyméisestd ma-
teriaalista suorakulmio, jonka sivut ovat d ja wd. Jos
mittaukset tehdadn huolella, niin pallo ja suorakulmio
painavat yhta paljon. Niiden pinta-alat ovat siis samat.
Suorakulmion pinta-ala on wd? = 4772, miké siis on
myo6s pallon pinta-ala. Ympyréan ja pallon pinta-alojen
valilla havaitaan hauska analogia:
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Agympyra = 77 ja  Apallo = 7d*.

Liséksi havaitaan, ettd jos pallo asetetaan suoraan, ym-
pyrapohjaiseen lierioon, jonka vaippa ja pohjat sivua-
vat palloa, niin vaipan ja pallon pinta-alat ovat samat.

Pallon pinta-ala algebrallisesti

Kun pallon tilavuus tunnetaan, voidaan sen pinta-ala
johtaa myos peruskoulun algebraa soveltaen. Tarkastel-
laan samankeskisié palloja, joiden sédteiden erotus on h.
Olkoon isompi pallo r-sédteinen jolloin pienemmén pal-
lon sédde on r—h. Pienemmaén pallon pinta-ala A ldhes-
tyy isomman pallon pinta-alaa A, kun h ldhestyy nol-
laa. Pallojen tilavuuksien erotus on pallon kuori, jonka
paksuus on h. Ajatellaan kuori jaetuksi moneen hyvin
pieneen osaan, jotka levitetdan tasoon. Koska osat ovat
pienié, ne ovat ldhes tasomaisia. Ne ovat sitd tarkem-
min hA:n korkuisia suoria lieri6ita, mitd pienempi h on.
Niiden tilavuuksien summa on A, - h. Toisaalta tdma
tilavuus on myos
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_4 3r% — 3rh + h?
=3 7r( T —9orh + )
=Adnr? + h - (%wh — 47rr).
Selvasti
Ap — 42 = A, kun h — 0.
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