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Oppeja saksalaisilta jalkapallofaneilta

Padkirjoitus

Olin kesélla kahdessa workshopissa Saksassa. Worksho-
pit olivat joka suhteessa erinomaisia: esitelméat hyvia,
jarjestelyt pelasivat ja ihmiset olivat mukavia. Tutki-
musajatuksiakin tuli. Saksa eli suurta jalkapallohuu-
maa: MM-kilpailut olivat kdynnissé, ja Saksa etene-
mésséd kovaa vauhtia kohti finaalia ja maailmanmesta-
ruutta.

Kunnon matematiikkaturistina/-tyomatkailijana kes-
kustelin tietenkin ihmisten kanssa matematiikasta ja
jalkapallosta. Jalkimmaiseen aiheeseen liittyvistd kom-
menteista kaksi jdi erityisen hyvin mieleen: Voiton
eteen oli tehty ihan tuhottomasti hyvin systemaattista
tyotd. Vuodesta 2006 oli monin osin hiottu tdsmélleen
samaa joukkuetta. Toinen mielenkiintoinen komment-
ti oli se, ettd jalkapallovillitys johtuu osin siitéd, etta
joukkue on erittdin epasaksalainen. Ennen vuotta 2006
ei Saksaa oikein voinut kannattaa ilman ikévid leimo-
ja, mutta vuoden 2006 joukkue oli nuori, innokas ja
epésaksalainen, ja nain villitsi kaikki saksalaiset.

Tédmén tekstin aihe on tietenkin matematiikka, ei jal-
kapallo, mutta pienin muutoksin ylldmainitut kommen-
tit jalkapalloon liittyen péatevit myos matematiikkaan.

Ensinnékin, "t6itd on tehty systemaattisesti ja tehok-
kaasti vuosia”. Jokainen matematiikan tutkija, opet-
taja tai harrastaja tietdd, ettd matematiikan osaami-
nen vaatii ty6td. Tuhottomasti tyotéd. Oikoreittié ei ole.
Usein kuulee sanottavan, ettd ”eihdn minulla tuohon
ikind lahjoja ollut, enka siis voi oppia”. Kuitenkin it-
se asiassa on tutkittu, ettd osaamisesta hyvin pieni osa
on lahjakkuutta ja loput vain raakaa tyota. Jotta sen

tyon viitsii tehdé, tarvitaan motivaatio. Saksalaisilla se
oli maailmanmestaruus. Tuollainen tavoite motivoi hy-
vin, mutta vastaavaa on ehké hankala koulumaailmassa
keksid. Jos vanhemmat haluavat, ettd lapsi parjaa hy-
vin kokeissa, motivoi se ehka vanhempia tarkistamaan,
ettéd lapsi on tehnyt ldksyt, mutta ei motivoi oppilasta
yrittdméan. Tarvitaan jokin konkreettinen syy, miksi
pitdisi tehdé to6ita. Toisaalta edes maailmanmestaruus
tai toivo maailmanmestaruudesta ei saa ihmisté teke-
médn sitd méaraa tyotd, minka tuollainen tavoite vaa-
tii, vaan lajia pitdd rakastaa. Tyohén ei todellisuudes-
sa Saksan joukkueella ole alkanut vuonna 2006, vaan
paljon aiemmin, kun pelaajat ovat ensimméisen kerran
palloon koskeneet tai nappikset jalkaan vetédneet. Rak-
kaus lajiin tai edes pikkuruinen kiinnostus matematiik-
kaan auttaa huomattavasti matematiikan opettelussa.
Jos on innostunut, tekee téitd ikddnkuin huomaamat-
ta, ja vahingossa voi ryhtyd pohtimaan matematiik-
kaa. Té&lloin on helppo unohtaa, ettd toitd on tehty,
ja saattaa helposti kiittda vain lahjakkuutta kaikista
saavutuksista. Kiinnostusta tai innostusta tuskin tu-
lee ilman onnistumisen eldmyksid. Monet hyotyvat, jos
kerrotaan missd matematiikkaa voi kayttad. Konkreet-
tisella selitykselld tdssd tarkoitan ihan vaikka niinkin
yksinkertaista selitystéd, ettd ”jos osaat tdmén toden-
nékoisyyslaskun, niin voitat suuremmalla todennakoi-
syydelld kaverisi Yatzyssa/jossain pelissd, mitd nyky-
dan pelataan”, enkd niinkdén selitysté, ettd ”jos osaat
tdméan, niin osaat kahdenkymmenen vuoden paésta las-
kea asuntolainasi korot”. Jalkimmainen syy on epdile-
mattd parempi syy opetella jotain, mutta mahdollisesti
kauempana oppilaiden senhetkisesta elamasté, ja tdten
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vahemman konkreettinen.

Annan vield esimerkin tyon mé&arian merkityksesta. Tie-
tenkin argumenttini olisi vakuuttavampi, jos voisin an-
taa myos ilmeisid esimerkkeja lahjakkaista ihmisista,
jotka kaatuivat tyonteon vahyyteen, mutta tdméa ei
valitettavasti onnistu. Annan siis vain esimerkin tyon
méadrista erddlla menestyneelld ihmiselld: Terence Tao
on saanut Fieldsin mitalin, ja hén on erittdin tunnet-
tu matemaatikko. Eréds ranskalainen professori kertoi
tehtyddn yhteistyotd Terence Taon kanssa, ettd tdma
yhteistyo oli hanen eldménsé rankin. Kun he olivat il-
lalla keskustelleet jostain tutkimusongelmasta, seuraa-
vana aamuna Tao ilmestyi paikalle, kertoi hiukan las-
keskelleensa ja ndytti yon aikana tekeménsa laskut, jot-
ka han oli my6s kirjoittanut puhtaaksi, ja jotka olivat
noin kymmenen sivua tietokoneella puhtaaksikirjoitet-
tuna. Tarina voi toki olla hieman liioiteltu tai viritetty,
mutta padidea lienee selva: epétriviaali maéra tyotd on
tehty.

Toinen véite oli "saksalaiset kannattavat Saksan jouk-
kuetta, koska Saksan joukkue on niin epésaksalainen”.
Itse ainakin ymmérsin tdmén viittaavan nimenomaan
luonteeseen ja kédytokseen, eikd puolalais- ja turkkilais-
vahvistusten maaraan. Matematiikalla ei tietenkéén ole
vastaavaa historiallista painolastia kuin Saksalla ja sak-
salaisilla. Tamé& véite kuitenkin sopivin muutoksin so-
veltunee myos matematiikasta kaytdvadn keskusteluun.
Usein ainakin itse olen tormannyt kaikenlaisiin stereo-
typioihin matemaatikoista ja matematiikan harrasta-
jista. Silmélasit minulla on, mutta muita tyypillisid ste-
reotypioita en myonné toteuttavani. Téssé voisi ryhtyé
pohtimaan, ettd mistd ihmeestd naitd kaikkia omitui-
sia késityksid sikidd. Tastd ei kuitenkaan olisi yhtdéan
mitadn hyotya.

Stereotypioista osa on epaileméttd huvittavia, mutta
ne ovat myos ikévid. Stereotypioiden vihelidisin piirre

on se, ettd ne ruokkivat itse itseddn. Hyvin tunnettu
esimerkki stereotypioista on se, ettd matemaatikoiden
automaattisesti kuvitellaan olevan miehié. Kaikkia nai-
sia tai tyttoja tdmaé ei tietenkddn hairitse, mutta osa
kuvittelee, ettd matematiikka ei heitd varten ole. Voi
vain miettid, mitd kaikkia muita stereotypioita on, ja
mitd ne aiheuttavat.

Koska on hyédytontd pohtia stereotypioiden alkupe-
rédd, on kddnnyttdva toisen vaihtoehdon puoleen: kat-
sottava peiliin ja pohdittava olisiko jotain mitd mate-
matiikan harrastajat voisivat tehda asian parantami-
seksi. Paikoin on varmasti kovin vahan tehtavissa. Il-
meinen tapa muuttaa stereotypioita olisi tietenkin saa-
da julkisuuteen riittdvd maéra stereotypioita rikkovia
matemaatikkoja. Vaikka Maryam Mirzakhani ensim-
maéisend iranilaisena ja ensimmaéisend naisena koskaan
sai Fieldsin mitalin tdné kesédna, ei tdmé strategia ko-
vin helposti ole kenen tahansa toteutettavissa. Lisdksi
mielipiteet ja késitykset muuttuvat usein hitaasti. On
kuitenkin jotain, mihin moni matematiikan harrastaja
voi kiinnittdd huomiota: liian usein matematiikasta in-
nostuneet toimivat joko niin kuin olettaisivat kaikkien
muidenkin olevan matematiikasta innostuneita tai niin
kuin kaikkien muidenkin kuuluisi olla matematiikasta
innostuneita, tai vaihtoehtoisesti suorastaan hépeillen.
Kumpikaan daripdé ei ole hyvia. Kumpikaan daripaé ei
ole hyvda mainosta. Kultainen keskitie on paljon pa-
rempi: ollaan ylpeitd omista tekemisista ja kunnioite-
taan ja kannustetaan muita.

Hyvéa ja onnellista alkanutta lukuvuotta kaikille!

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
uusi paatoimittaja

PS. Jos kaipaatte lahjakkaille lisimateriaalia koulu-
luokkiin, niin vilkaiskaa diplomitehtévia ja kilpailuteh-
tavial
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Todistetaanpa kosinilause

Matti Lehtinen
Helsingin yliopisto

Matematiikan jarjestelmé rakentuu todistuksista. To-
distukset perustuvat joko kéasitteiden maéaéritelmiin tai
niistd tehtyihin perusoletuksiin, aksioomiin, tai asioi-
hin, jotka jo on todistettu oikeiksi. Perustelu on oikea,
jos se nojautuu oikeiksi hyviksyttyihin asioihin ja jos
sen logiikka on kunnossa.

Joskus on kuitenkin mielenkiintoista yrittda perustella
jokin asia mahdollisimman yksinkertaisin oletuksin. Ti-
lannetta voi verrata vaikkapa jonkin esineen, sanotaan
vaikka pienoismallin tekemiseen. Saattaa olla mahdol-
lista hankkia rakennussarja, jossa melkein kaikki on
jo valmiina, vain muutama kiinnitys puuttuu, tai esi-
neen voi yrittdd rakentaa melko suoraan perusraaka-
aineita kéayttden. Jéalkimmé&inen tapa on tyoladmpi,
mutta saattaa olla palkitsevampi.

Silmiini sattui hiljattain = American Mathematical
Monthly -lehden helmikuun 2014 numero. Siind on Mi-
les Dillon Edwards -nimisen, ilmeisesti melko nuoren
matemaatikon pikku kirjoitus, jonka otsikko on ”"Kosi-
nilauseen ehké uusi todistus”. Kun néin perustietoihin
kuuluvalle asialle 16ytyy — ehka — uusi todistus, voi olla
aihetta katsella tatéd kosinilausetta ja sen todistamista
hiukan muutenkin.

Geometrian perusasioita on se, ettd kolmiot, ABC ja
A’'B’'C’, joissa on kaksi paria yhtd pitkid sivuja, esi-
merkiksi AB = A’B’ ja AC = A’C’ ja niiden sivujen
valissd, yhta suuri kulma, siis ZBAC = ZB’A'C’, ovat
yhtenevid. Siis valttaméttd myos BC = B’C’. Mutta
tdméahdn merkitsee sité, ettd aina, kun tiedetddan AB:n

ja AC:n pituudet ja kulman Z/BAC suuruus, tiedetdén
my6s BC':n pituus. Mutta miten néistd kolmesta suu-
reesta, pituuksista AB = ¢ ja AC' = b sekd kulmasta
/BAC = a tuo BC = a saadaan?

Kosini ja sini

Asia ei ole aivan yksinkertainen. Osoittautuu, ettéd kul-
man koon tietdminen sinénsé ei oikein riitd. Tarvitaan
apusuure, joka liittyy kulmaan, mutta jonka arvo riip-
puu kulmasta oikeastaan aika monimutkaisella tavalla.
Suure on kulman « kosini, cos . Kosini, niin kuin sen
sukulainen sinikin, perustuu kolmioiden yhdenmuotoi-
suuteen. Kolmiot, joiden kaikki kulmat ovat pareittain
yhtd suuret, ovat yhdenmuotoiset. Yhdenmuotoisuu-
desta seuraa, ettd kolmioiden toisiaan vastaavien kol-
men sivuparin pituuksien suhde on sama.

Kaikki sellaiset suorakulmaiset kolmiot, ABC, joissa
/BCA on suora kulma ja ZBAC = «a ovat keskendén
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yvhdenmuotoisia. Niinpé kaikissa téllaisissa kolmioissa

suhteet
AC b BC a

AB ¢ ™ AB " ¢

ovat samat. Tamé merkitsee sitd, ettd suhteet riippu-
vat vain «:sta, eli ovat a:n funktioita. Suhteista en-
simmaistd kutsutaan a:n kosiniksi ja jalkimmaéista a:n
siniksi. Suhteille ovat vakiintuneet merkinnét cosa ja
sin a.. Koska 0 < a < 90°, tdmé perusmééaritelmé kos-
kee vain terdvid kulmia. Perusmééritelmé ei kerro mi-
tadn siité, olisiko merkinnéilla sin o tai cos a jokin tar-
koitus silloinkin, kun « on suora tai tylppéa kulma.

B

b C

Kun ja jos suureet cosa ja sin « tiedetdédn, niin suo-
rakulmaisen kolmion sivut a ja b eli sen kateetit voi-
daan laskea kolmion hypotenuusasta ¢: a = csina ja
b = ccosa. Ongelmaksi jda se, mistéd voitaisiin tietda
ndmé tarvittavat funktionarvot cosa ja sin . Téhén
on kehitetty ratkaisuja. Aikojen kuluessa on eri kei-
noin laskettu taulukkoja, joista arvot on saattanut lu-
kea. Laskeminen ei ole perustunut siihen, etta olisi piir-
retty erikokoisia kulmia ja mittailtu tarvittavia pituuk-
sia. Yksinkertaiset geometriset havainnot tekeviat mah-
dolliseksi ilmoittaa suoraan erdiden "helppojen” kul-
mien kosinit ja sinit, ja toisaalta on mahdollista sel-
vittdd esimerkiksi puolikkaan kulman, ja kulmien sum-
man ja erotuksen sinit ja kosinit alkuperaisten kulmien
sinien ja kosinien lausekkeina. Keinoja yhdistelemélla
saatettiin laskea kaikenkokoisten kulmien sinit ja kosi-
nit. Ja 1600-luvun lopulta alkaen on ollut mahdollis-
ta laskea minka hyvéinsé kulman sini tai kosini suoraan
kulman suuruuden mukaan méaraytyvan paattymatto-
mén sarjan summana. Jos kulman koko z ilmoitetaan
radiaaneina eli suureena, joka saadaan kertomalla kul-

. ™ ..
man suuruus asteina luvulla —— niin

180
1 1 1
cosx:1—§x2+zx4—@x6+~--
ja
sinx—x——x3+lx5—~--
! 5!
(Téssd k! =1-2----- k). Elektroniset laskulaitteet on

ohjelmoitu toteuttamaan jokin téllainen laskutoimitus
riittavalla tarkkuudella, kun kayttdja syottdd kulman
suuruuden ja painaa asianomaista nappulaa.

Kosinilause Pythagoraan lauseesta

Palataan alkuperdiseen ongelmaamme. Oppikirjois-
samme kosinilause johdetaan tavallisesti Pythagoraan
lauseesta. Oletetaan, ettd kulma « on terdva. Haetaan
suoralta AB piste D niin, ettd CD ja AB ovat kohti-
suorassa toisiaan vastaan. Jos myos ZABC on terdva
kulma, D on janalla AB, mutta jos ZABC on tylp-
pa, D on janan AB jatkeella. (Jos ZABC on suora,
niin D = B, mutta suorakulmaiset kolmiot hallitaan,
joten tamé vaihtoehto ei meitd nyt kiinnosta.) Joka ta-
pauksessa kolmiot ADC' ja BDC' ovat suorakulmaisia
kolmioita, joilla on yhteinen kateetti C'D = h. Lisdksi
AD = bcosa. Nyt joko BD = ¢ —bcosa (kun LABC
on terdvi) tai BD = bcosa—c (kun ZABC on tylppa).
Suure BD? on siis aina (¢ —bcos a)?. Kun h? lasketaan
Pythagoraan lauseen avulla molemmista kolmioista ja
asetetaan tulokset yhta suuriksi, saadaan

b?> — (bcosa)? = a® — (¢ — beosa)?.
Yksinkertainen sievennys tekee tasta yhtalostéd yhtalon

b2 = a? — 2 + 2bccos o

eli
a® =b? + ¢ — 2bccos . (1)
C

b a

h
A o

bcosa D B

c

Jos a on suora kulma, patee Pythagoraan lause, jon-
ka mukaan a® = b% + ¢2. Tami on hyvi syy laajen-
taa kosinin méaritelmé koskemaan suoraakin kulmaa:
c0s90° = 0. Mutta entd jos « on tylppa? Silloin a:lla
on terdva vieruskulma o'. Valitaan taas BA:n jatkeelta
piste D niin, ettd CD_L BA. Nyt syntyy kaksi suorakul-
maista kolmiota C DB ja C'DA. Kolmioilla on yhteinen
kateetti CD = h ja DA = bcos . Jos jalleen lasketaan
h? Pythagoraan lauseen avulla molemmista kolmioista,
saadaan

b? — (bcosa’)? = a® — (c+ bcosa’)?
Tamaé voidaan sieventdd samoin kuin edelld, ja tulos on

a? = b + 2 + 2bccos .
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h

D beosa’ 4 c B

Yhtalo (1) saadaan aikaan, kun sovitaan, ettd tylpan
kulman « kosini on sen terdvan vieruskulman o’ kosinin
vastaluku. Jos ldhdemme mééritteleméén trigonomet-
risia funktioita sin ja cos suorakulmaisen kolmion sivu-
jen pituuksien suhteina (eiké esimerkiksi yksikkoympy-
rén pisteiden koordinaatteina), niin kosinilause on pa-
ras perustelu sopimukselle cos(180° — «) = — cos .

Irtoaa se sinilauseestakin

Suomenkielisessd Wikipediassa oleva kosinilauseen to-
distus perustuu (ainakin tété kirjoitettaessa) Pythago-
raan lauseeseen suunnilleen samoin kuin edelld esite-
tddn. Tunsin kerran houkutusta korvata todistus seu-
raavalla, itsedni enemmén viehattavalla padttelylla,
jossa Pythagoraan lause on miltei ndkymaéattomissa. Sen
sijaan tueksi tarvitaan sinilause.

Sinilause perustellaan oppikirjoissa yleensé laskemalla
kolmion pinta-ala kahdella eri tavalla:

1 1
A= —absiny = —besin «,
PRI = 5
misté seuraa heti
a ¢
sina  siny’

Kun pinta-ala ei kuitenkaan ole kovin primitiivinen ké-
site, niin perustelu, joka vélttda tdméan, mutta kayttaa
hyvéksi melkein suoraan tasakylkisen kolmion perus-
ominaisuuteen nojaavaa kehdkulmalausetta, voisi olla
mukava.

Olkoon ensin a kolmion ABC' teriva kulma. Kolmion
ympéri voidaan piirtdd ympyrd. Olkoon sen sdde R.
Jos CC’ on tdméan ympyrin halkaisija, niin ZC’BC' on
suora kulma. (Tdmé& on Thaleen lause, puoliympyran
sisdltdma kehdkulma on suora.) Kehdkulmalauseen pe-
rusteella /BAC = /BC'C. Suorakulmai(slesta kolmios-

ta C'C'B luetaan suoraan, etta sina = SR Siis
a
— =2R.
sin

Samaan tulokseen pééstdisiin lahtemalla mista tahansa
kolmion ABC terdvasta kulmasta.

A
AN B

Cl

Enté jos a on suora tai tylppa? Sinilause pysyy voi-
massa, jos sovitaan, ettd sin90° = 1. Jos « on tylpp4,
niin ABC'C' on ympyrén sisdén piirretty nelikulmio
eli jannenelikulmio. Yksinkertainen kehdkulmalauseen
seuraus kertoo, ettd jannenelikulmion vastakkaiset kul-
mat ovat toistensa vieruskulmia. Siis ZBC'C = o’ on
kulman « vieruskulma. Mutta suorakulmaisesta kol-
miosta CC'B nidhdaén, ettd

oo @

sina’ = ..
Sinilause saadaan olemaan voimassa myos tylpille kul-
mille, kun sovitaan, ettd tylpdn kulman sini on sama

kuin sen vieruskulman sini.

Palataan taas kosinilauseeseen. Kolmiossa on ¢ =
acosfB + bcosa, ja kun tylpdn kulman kosini méé-
ritellddn niin kuin ylld, niin tdm& yhtalé pétee riip-
pumatta siitd, ovatko « ja [ terdvid tai tylppia. Siis

(acosB)? = (¢ —bcosa)? = ¢ — 2bccos a + (bcos a)?.

Mutta sinilauseen perusteella (asin)? = (bsina)?.
Kun edelliset kaksi yhtéloa lasketaan puolittain yhteen,

saadaan
a’(cos? f+sin? B) = ¢® 4+ b*(cos? a+sin? o) — 2bc cos av.

Kosinilause on téssé, silld cos? z +sin? z = 1 kaikilla .
Mutta hetkinen! Mistd viimeinen yhtal6? Se on juuri
Pythagoraan lause, trigonometrisessa muodossa.
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Sinilauseeseen perustuva kosinilause ei miellyttanyt
Wikipediaa. Se poistettiin varsin pian ja korvattiin ai-
kaisemmalla versiolla.

Miles Dillon Edwardsin todistus

Alussa mainittu uusi todistus ei tarvitse ollenkaan Pyt-
hagoraan lausetta. Se kulkee seuraavasti. Valitaan suo-
ralta BC pisteet D ja F niin, ettd LZADB = ZAEC =
ZBAC = «. (Jos « on terévé, pisteet ovat eri jirjestyk-
sessé kuin kuvassa.) Olkoon vield AA’ kolmion korkeus-
jana. Kolmioissa ADB ja CAB on kaksi yhtd suurta
kulmaa, joten ne ovat yhdenmuotoisia. Sama pétee kol-
mioihin AEC ja BAC. Jos BD = z ja EC = y, niin
yhdenmuotoisuuksista seuraa

r_c¢ .y_b
ca P v
Jos vielda AD = AFE = z (kolmio ADE on tasakylki-

nen), niin

ol w

b
-

Jos kiinnitetdén suoran BC suunta, niin (riippumatta
pisteiden jarjestyksesti)

a=BC=BD+ DE+ EC

02 2

c
=x—2zcosa+y=——2—cosa+ —.
a a a

Verkko-Solmun oppimateriaalit

Kosinilause saadaan heti, kun yhtélo kerrotaan a:lla.

Enta vektorit?

Mutta eiko kosinilauseen yksinkertaisin todistus perus-

tu vektorilaskentaan? Jos /@ =, 1@ =b ja BC =a,
nllna—b—CJaaz—a a, b2—b b c? = ¢- ¢ Siis

= (b-2)-(b-29
=b-b—2b-G+& &=b>—2bccosa + 2.
Toki néin, mutta kun vektoreille méaritelldan pistetulo
asettamalla @ - ¥ = |i]|U] cos(#, ¥), niin osittelulaki, jo-
ta edellinen laskutoimitus hyodynsi, tarvitsee peruste-
lun. Se ei tason vektorien tapauksessa ole kovin vaikea,

mutta koulukurssissa asia yleensé ohitetaan vaieten.

Osoitteesta http://solmu.math.helsinki.fi/oppimateriaalit.html l6ytyvéit oppimateriaalit:

Ensiaskeleet Einsteinin avaruusaikaan, osa 1: Kinematiikka: aika, paikka ja liike (Teuvo Laurinolli)

Kilpailumatematiikan opas (Matti Lehtinen)
Geometrian perusteita (Matti Lehtinen)
Geometria (K. Vaisila)

Lukualueiden laajentamisesta (Tuomas Korppi)

Jaksolliset desimaaliesitykset algebrallisesta nikokulmasta (Jaska Poranen ja Pentti Haukkanen)

Algebra (Tauno Metsinkyld ja Marjatta Nadtdnen)

Algebra (K. Viisald)

Matemaattista fysiikkaa lukiolaiselle 1: Mekaniikkaa (Markku Halmetoja ja Jorma Merikoski)

Matemaattista fysiikkaa lukiolaiselle 2: Sdhkooppia (Markku Halmetoja ja Jorma Merikoski)

Lukuteorian helmié lukiolaisille (Jukka Pihko)

Matematiikan peruskésitteiden historia (Erkki Luoma-aho)

Matematiikan historia (Matti Lehtinen)

Reaalianalyysia englanniksi (William Trench)


http://solmu.math.helsinki.fi/oppimateriaalit.html
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Harmoninen sarja

Pekka Alestalo

Matematiikan ja systeemianalyysin laitos, Aalto-yliopisto

Lukiomatematiikan sarjoja koskeva osuus rajoittuu
kéytdnnossd geometrisiin summiin ja niiden raja-
arvoina saataviin geometrisiin sarjoihin. Geometrinen

sarja
o0
D ad"
k=0
onkin siind mielessd harvinainen ja hyodyllinen sar-

ja, ettd sen osasummille voidaan johtaa yksinkertainen
lauseke:

n
Zaqk:a+aq+aq2+-~-+aq”
k=0

~a(l—
===

n+1
d ), kun q # 1.

Taméan avulla sarjan summaksi eli osasummien raja-
arvoksi saadaan lauseke

)

I—gq
kun —1<g<1taia=0.

Toisaalta yleisempi sarjojen suppenemisen kasittely ei
vaadi juurikaan enempéé: sarja suppenee, jos sen osa-
summilla on (#4rellinen) raja-arvo. Lisdksi pelkkdan
geometriseen sarjaan rajoittuminen johtaa melko ylei-
seen virhepéddtelméin, josta ndyttaé olevan vaikea luo-
pua edes 1. vuoden yliopistotason matematiikan kurs-
sien aikana. Geometrinen sarja suppenee tasmaélleen sil-
loin, kun sen yleinen termi ag® lihestyy nollaa, kun

k — oo. Tadmaé ehto ei kuitenkaan takaa sarjan suppe-
nemista yleisemmassé tilanteessa.

Tunnetuin esimerkki on harmoninen sarja, jolla tarkoi-
tetaan aaretontd summaa

1 1 1 1 1 1
+2+3+4+5+6+....

Harmonisen sarjan yleinen termi 1/k lihestyy nollaa,
mutta siitd huolimatta sarjan summa ei ole darellinen!
Tamaéan kirjoituksen tarkoitus on esittda lyhyt alkeelli-
nen perustelu télle véitteelle. Suurin ongelma harmo-
nisen sarjan késittelyssd on se, ettei osasummille eli
harmonisille luvuille

n
1 1 1
H, = T H

1
+ —

n
voida johtaa sellaista yksinkertaista lauseketta, jonka
raja-arvoa voitaisiin suoraan tutkia. Paattelyn esitie-
doiksi riittdnee jonkinlainen intuitiivinen késitys luku-
jonon suppenemisesta. Kirjoituksen lopussa on kaksi
tehtévéa, joissa aihetta késitelladn kahdella eri tavalla.

Lause. Harmoninen sarja

hajaantuu, vaikka sarjan yleisen termin raja-arvo on
nolla.
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PERUSTELU. Sarjan kahdelle perdkkéiselle termille pé-

tee
1 1 1 1 2
1R R TR TR
kaikilla £ > 2. Tarkastellaan 2n ensimmaisen termin
summaa Ha, ja ryhmitelldén kaksi perdkkaistd termid
yhteen toisesta parista alkaen. Arvoilla n > 2 saadaan

yll4 mainitun epéyhtilon avulla (k on aina parillinen)

1 L 1
n—1 2n

>1+1+2+2+2+ +

2 4 6 8 on
=1+ +1+1+1+ +
- 2 2 3 4

1
:Hn+§7

koska toinen 1/2-termeista jaa ylimaaraiseksi. Kun siis
summan termien méaré kaksinkertaistuu, niin summan
arvo kasvaa luvulla 1/2, eikd summien raja-arvo voi ol-
la &arellinen. Hieman tésméllisemmin: Jos osasummat
H,, suppenevat kohti reaalilukua H, niin parillisilla osa-
summilla H,,, on sama raja-arvo ja ylla olevan perus-
teella
. . < 1) 1
H= lim Hyy, > lim (H,+=-)=H+ —.
n— o0 n—o0 2 2
Tamé& on ristiriita, joten sarjan osasummat kasvavat
kohti daretonta.

Huomautus. Koska H; = 1, niin ylla olevasta epéyh-
téalostd seuraa (intuitiiviselld paattelylla tai matemaat-
tisella induktiolla) myés arvio

Tahén epayhtdloon perustuu vanhin tunnettu paattely
harmonisen sarjan hajaantumisesta; vrt. tehtéva 1.

Todettakoon vield lopuksi, ettd integraalilaskennan
avulla voidaan johtaa approksimaatio H, = Inn. T&-
hén palataan myShemmissd Solmun numeroissa.

Tehtdva 1. Perustele epayhtélo (1) suoraan ryhmit-
telemélld osasumman termit perdkkéisiin ryhmiin (toi-
sesta termistd 1/2 alkaen), joiden pituudet ovat 1, 2,
4,8, ... ja 2" ! Osoita, ettd kunkin ryhméin summa
on vahintddn 1/2. Tamé paéttely on periisin Nicole
Oresmelta (1323-1382).

Tehtéava 2. Osoita, etté

1 1 1 3

R N S g

kaikilla £ > 2. Paattele tdman avulla, ettd Hspq1 >
H, +1 kaikilla n > 1. Tamé pédttely on periisin Piet-
ro Mengolilta (1626-1686).

Kiitokset: Kiitdn Markku Halmetojaa ja Matti Leh-
tista viitteisiin ja historiaan liittyvistd kommenteista.

Lisdtietoja ja vihjeitd tehtdvien ratkaisuihin seuraavis-
ta linkeisté:

Oresme:  http://www-history.mcs.st-andrews.
ac.uk/Biographies/Oresme.html

Mengoli: http://wwu-groups.dcs.st-and.ac.uk/
~history/Biographies/Mengoli.html

Katso myos J. Michael Steele: The Cauchy-Schwarz
Master Class. An Introduction to the Art of Mathema-
tical Inequalities. Cambridge University Press, 2004, s.
99.

Wikipedia: http://en.wikipedia.org/wiki/
Harmonic_series_(mathematics)

Pekka Alestalo: Tiilid pinoon http://solmu.math.
helsinki.fi/2010/2/tiilet.pdf


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Oresme.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Oresme.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Mengoli.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Mengoli.html
http://en.wikipedia.org/wiki/Harmonic_series_(mathematics)
http://en.wikipedia.org/wiki/Harmonic_series_(mathematics)
http://solmu.math.helsinki.fi/2010/2/tiilet.pdf
http://solmu.math.helsinki.fi/2010/2/tiilet.pdf
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Rationaalisia, irrationaalisia, algebrallisia ja

transkendenttisia otuksia

Anne-Maria Ernvall-Hytonen

Helsingin yliopiston matematiikan ja tilastotieteen laitos

Tyyppilisesti ensin ihmiset tormédvit kokonaislukui-
hin, eli lukuihin ...,—2,—-1,0,1,2,... Omenoita on
kolme. Kirjoja on laukussa neljid. Hyvin nopeasti myos
tutustuu rationaalilukuihin, eli lukuihin, jotka voi esit-
tdd kahden kokonaisluvun osaméarana: Tyypillisesti
syntymapéaivikakkuja on yksi, mutta sy6jid monta.
Té&lloin kristillisen tasajaon nimisséd kukin sy6ja saa esi-
merkiksi viidesosan kakusta. Mikéli taas kakkua jakaa
huijari, voi kdyda vaikkapa niin, ettd yksi saa kolme
viidesosaa, ja muut nelji vain yhden kymmenesosan
kakkua nenaé kohti.

Erityyppiset luvut eivit kuitenkaan lopu vield tdhén:
On ilmeistd, ettd jos nelibnmallisen syntymépéivika-
kun leikkaa neljaén osaan sivujen suuntaisesti muodos-
taen nelja pientd nelioté, joutuu tekeméan vihemman
tyota kuin jos leikkaa kakun neljadn osaan vastakkai-
sesta kulmasta vastakkaiseen kulmaan edeten. Kysy-
mys tietenkin kuuluu: Kuinka paljon yliméaraisté tyo-
té jalkimmaéisessd mallissa joutuu tekeméan? Osoittau-
tuu, ettd tyota pitdé tehdd /2-kertainen médri. Luku
/2 on niin kutsuttu algebrallinen irrationaaliluku, eli
sitd ei voida esittdd kahden kokonaisluvun osamaéréa-
né. Se, ettd se on algebrallinen, tarkoittaa sitéd, ettd
se voidaan esittdd kokonaislukukertoimisen polynomin
juurena (tarkasti ottaen polynomin z2 -2 juurena).

Mita 16ytyy tdméan jélkeen? Joko luvut loppuvat, voi-
daanko kaikki lajitella néihin kategorioihin? Vastaus
loytyy tarkastelemalla jélleen syntymaéapaivikakkuja,

télld kertaa perinteikédstd ympyrélierion mallista kak-
kua. Kakkuvuokien koot kerrotaan tyypillisesti hal-
kaisijan avulla: Kakkuvuoan lapimitta on esimerkiksi
23 cm. Jos kakkuvuoan ldpimitta on 23 cm, niin kuinka
pitkd patké tarvitaan lakritsia, jos se halutaan kietoa
kakun ympéri? Tai toisaalta, mikd on lakritsin pituu-
den ja kakun halkaisijan suhde? Tata lukua kutsutaan
m:ksi, ja se on niin kutsuttu transkendenttinen luku, eli
sité ei voi esittdd paitsi kokonaislukujen osamaérana, ei
edes minkaan kokonaislukukertoimisen polynomin juu-
rena.

Thmetelladn seuraavaksi niitd kéasitteitd hieman tar-
kemmin.

Rationaalisuus vs. irrationaalisuus

Koska kokonaisluvut tuskin enempié puheita tarvitse-
vat, siirrytdéan heti pohtimaan, miten irrationaaliluvut
voi erottaa rationaaliluvuista.

Niin kutsuttu todistus vastaesimerkin kautta on ylei-
nen menetelmé. Toisinaan on hyvin helppo osoittaa,
ettd luku ei voi olla rationaalinen. Otetaan ensimmaéi-
seksi esimerkiksi klassikko:

Esimerkki 1. Osoitetaan, ettd luku V2 ei ole ratio-
naalinen.
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Tehdiin vastaoletus ja viitetdin, ettd v/2 on rationaa-
linen. T&ll6in voidaan kirjoittaa V2 = g, missd r ja s
ovat kokonaislukuja, s # 0 ja syt(r,s) = 1. Nelicimalla

saadaan )

T
2 - ?,
eli r2 = 2s2. Huomataan siis, ettd luku r on parillinen.
Kirjoitetaan r» = 2ry, jolloin
403 = 252,
eli s = 2r?, josta huomaammekin, etti myos s on pa-
rillinen. Té&mé& on kuitenkin ristiriita, koska oletimme,
ettd syt(r,s) = 1, eli korkeintaan toinen luvuista r ja s
voi olla parillinen.

Otetaan nyt muutama harjoitustehtévé pohdittavaksi
ennen kuin siirrytddn asiassa eteenpéin:

Harjoitustehtivi 1. Osoita, ettd /3 on irrationaali-
nen.

Harjoitustehtivi 2. Osoita, ettd /3 + /5 on irra-
tionaalinen.

Harjoitustehtivid 3. Selviisti /9 = 3 on rationaa-
linen, eli se ei ole irrationaalinen. Mikali yllaolevalla
todistuksella siis yrittdisi osoittaa luvun V9 = 3 irra-
tionaaliseksi, menisi todistus jossain metsdan. Missa?

Rationaalisuus vs. irrationaalisuus, take II:
syvéllisempaa asiaa

Neperin luku e ~ 2,718281828 on merkityksellisessa
asemassa analyysissa esimerkiksi siksi, ettd funktion e”
derivaatta on funktio itse. Hermite on todistanut, et-
ta luku on itse asiassa transkendenttinen. Koska trans-
kendenttisuustodistus télle luvulle on varsin haastava,
jatetddn se véliin, ja keskitytddn osoittamaan luku ir-
rationaaliseksi.

Lause 2. Luku e = 2,718281828. ..
nen.

on irrationaali-

Todistus jéljittelee lahdetta [2].

Todistus. Todistus lahtee jélleen liikkeelle vastaoletuk-
sesta: e = £, missd r ja s ovat yhteistekijattomid koko-
naislukuja ja s > 0.

Luku e voidaan esittdd tai méaritelld usealla tavalla.
Erds tapa on esittda se raja-arvona

1 n
e:lim(1+) .
n

Todistuksen kannalta on parempi hyddyntdd funktion
e” Taylorin kehitelméé, eli esittda luku e sarjana

Jaetaan tdmaé sarja nyt kahteen osaan jakamalla koh-
dasta N (téssd luku N on positiivinen kokonaisluku):

ﬁ: 1 i 1
n! n
n=0 n=N+
Lavennetaan puolittain luvulla N!s, jolloin saadaan

N'es—N'sZ——i—N's Z

n= N+1

N [es) 1
= — e | -
=s» N(N-1) m+D+Ns§:nr(U

n=0 n=N+1
Huomataan nyt, ettd luku
N
s N(N=1)---(n+1)
n=0

on kokonaisluku. Toisaalta, oletuksen mukaan e = =,
joten se = r, josta saadaan Nles = Nlr. Koska Nlr on
kokonaisluku, on my6s luvun Nles oltava kokonaisluku.

Yhtélon (1) nojalla on siis my6s luvun

oo

N!SZ%

n=N+1

oltava kokonaisluku kaikilla positiivisilla kokonaislu-
vuilla N. Osoitetaan seuraavaksi, ettd néin ei voi olla.
Tehdédén tdmé arvioimalla lausekkeen kokoa. Selvésti
lauseke on vahintddn yhtéd suuri kuin sen ensimmaéinen
termi, eli patee

0<

N <N's Z

n= N+1

Jos nyt pystymme rajoittamaan lausekkeen koon yl-

haaltd pain luvulla yksi, niin olemme valmiit, silla lu-

kujen nolla ja yksi vélissi ei ole kokonaislukuja. Arvioi-
n=N+1

daan nyt:
- )
s s s

TN NI )N N A DN+ (N3 T

T TN

1
a =2 <,

TN+11-45 N

o0

1 S s
Ns n!:N!((N+1)!+(N+2)!

oS
N +1

kun luku N on riittdvin suuri. TaAmé on ristiriita, silla
jos luku e olisi rationaaliluku, olisi tdmén luvun oltava
kokonaisluku kaikilla epénegatiivisilla kokonaisluvuilla
N, ja niin ei selvistikddn ole. On saavutettu ristiriita.
Luku e on siis irrationaalinen. O
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Té&han viliin sopivat jilleen harjoitustehtdviat ennen
kuin siirrytddn algebrallisiin ja transkendenttisiin lu-
kuihin. Néiden tehtédvien tarkoituksena on osoittaa, et-
t4 my6s luku e? on irrationaalinen.

Harjoitustehtsivi 4. Totea, ettd jos luku e on ratio-
naaliluku, niin on oltava olemassa kokonaisluvut r ja s,
joilla

- (2)

Kirjoita nyt lukujen e ja e~! esitykset Taylorin sarjan
avulla ja sijoita ne yhtaloon (2).

se =Tre

Harjoitustehtiivi 5. Tarkastele lukujen e ja e ! Tay-
lorin esityksid. Lavenna esitykset sopivasti ja katkaise
ne sopivasta kohdasta saadaksesi yhtélo (2) muotoon

kokonaisluku = kokonaisluku + jotain hyvin pienta.

Harjoitustehtdva 6. Osoita, ettd termi ”jotain hyvin
pientd” on niin pieni, ettd saat ristiriidan. Tee johto-
paitos, ettd luku e? ei voi olla rationaalinen.

Algebrallisia ja transkendenttisia lukuja

Algebrallisiksi luvuiksi kutsutaan sellaisia lukuja, jotka
ovat jonkin kokonaislukukertoimisen polynomin juuria.

Ensimmaéinen kriittinen havainto on, ettd algebralliset
luvut voivat olla rationaalisia tai irrationaalisia. Ratio-
naaliluku g on nimittdin polynomin sx — r juuri. Toi-
saalta esimerkiksi luku v/2 on edelld osoitettu irratio-
naaliseksi, ja koska se on polynomin z? — 2 juuri, on
se my0s algebrallinen. Liséksi huomataan, ettd ensim-
maéisen asteen kokonaiskertoimisten polynomien juuret
ovat rationaalisia, eli jos luku on algebrallinen, koko-
naislukukertoimisen polynomin juuri, ja tiedetddn, etta
matalin polynomin aste, jolla ndin voi kayda on d > 1,
niin luku on irrationaalinen.

Yleisesti ottaen luvun osoittaminen transkendenttisek-
si on ihan tuhottoman hankalaa. Koska algebrallisia
lukuja on vain numeroituva méara ja transkendentti-
sid ylinumeroituva mééard (ndiden asioiden todistami-
nen on ihan toisen tekstin aihe), on jossain mielessi
melkein kaikkien lukujen oltava transkendenttisid. To-
distaminen vain on hyvin haastavaa.

Periaatteessa algebralliseksi osoittaminen on suoravii-
vaista: annetaan polynomi, jonka juuri luku on. Kui-
tenkin, jos tdmén polynomin aste on hyvin suuri, ei té-
mékéan ole helppoa. Transkendenttiseksi osoittamiseen
ei ole mitdan téallaista selkedd ja suoraviivaista prose-
duuria. Ei my6skédan voi sanoa, ettéd koska polynomia ei
tunnu 16ytyvén, ei luku taida olla algebrallinen, koska
polynomi voi aina olla vain vield hieman mutkikkaam-

pi.

Niin kutsuttu Liouvillen luku on osoitettavissa trans-
kendenttiseksi siedettévilld vaivalla. Tarkastellaan nyt
tata lukua. Liouvillen luku on mééritelty sarjalla

{ = Z 10~™" = 0,1100010000000000000000010000.. . .

n=1

Sarjan madrittelevd summa suppenee hyvin nopeasti,
eli seuraava termi on aina huomattavasti pienempi kuin
edellinen termi. Tdmén vuoksi Liouvillen luvun trans-
kendenttisuus on osoitettavissa varsin jarkevalla vaival-
la.

Lause 3. Liouvillen luku ¢ on transkendenttinen.
Todistus on yhdistelty ldhteesta [1].

Todistus. Tehdadn vastaoletus: Liouvillen luku on al-
gebrallinen, ja matalinta astetta oleva kokonaiskertoi-
minen polynomi, jonka juuri se on, on astetta d. Koska
Liouvillen luku ei ole rationaalinen (Miksi ei ole? Té-
mé on harjoitustehtévin.), on padettava d > 1. Se on
siis polynomin

P(z) =agz® + ag_12¥ + - +axz+ay  (3)

juuri, eli P(¢) = 0. Polynomilla P ei ole rationaalisia
nollakohtia. (Miksi ei ole? Ta4mé on harjoitustehtdva.)
Erityisesti siis patee

r r\4 r\d-1 r
04 p() (3 s () s o
s s s s
agr® + ag 174 s+ - airs® + ags?
d b
s

kun £ on rationaaliluku. Siispé
adrd + ad,lrdfls + .- alrsdfl + aosd =N2>1,

missd N on kokonaisluku. Koska P(¢) = 0, pitee sel-
vésti

ro-r@=lpOl L w
Analyysin vdliarvolauseen nojalla
Py -p (L) =P (e-1), (5)

missd & on jokin luku lukujen ¢ ja I vélissd. Lisdk-

si P'(§) # 0, silla P(¢) # P(%). Oletetaan nyt, etti
}6 — i’ < 1 (téllaisia rationaalilukuja on varmasti ole-
massa), jolloin |¢ — &| < 1, silla oletimme luvun £ ole-
van lukujen £ ja % vilissi. Arvioidaan nyt tdmén avulla
lukua P(€). On padettivi

L—1<E< 0+,
joten
[P'(&)| <max {|P'(z)|: —1<zx<{+1}=M.

Nyt huomion arvoista on se, ettd tdma M ei riipu
lainkaan rationaaliluvun % valinnasta, vaan ainoastaan



Solmu 3/2014 15
Liouvillen luvusta ¢ ja polynomista, jonka juurena véi- | eli
timme (vastaoletuksena) sen olevan. Kéyttden kaavoja A (VD) 9
. N .
(4) ja (5) saamme nyt 10M
r 1 1 1 Tamé on kuitenkin ristiriita, silld luku wLM on vakio,
’g —=> - > —, 6) | - o d—(N+1) _. c g
s sd|P'(z)] = Msd ja kun N kasvaa, niin sy, pienenee ja ldhestyy

missd luku M on vakio. Nyt ryhdytédén kehitteleméan
varsinaista ristiriitaa. Konstruoidaan siis jono lukuja,
jotka rikkovat kaavaa (6), jonka siis pitiisi péted kai-
killa rationaaliluvuilla %, jotka ovat korkeintaan ykko-
sen paassa luvusta /.

Olkoon N positiivinen kokonaisluku ja méaritelldan

N
ry = 10 210_"! ja sy = 10V,

n=1

Talloin

N _ 10N' 21’1:/:1 lo_n! _ al 10771!
T e

Osoitetaan nyt, ettéd téllaiset luvut ovat hyvin ldhelld
Liouvillen lukua:

00 N
> =y 10
n=1 n=1

Nyt voidaan arvioida

= i 107,

TN
‘E Cosnl|
n=N+1

SN

> 107 = 10" 1o (NED L om (VERL. L

n=N+1
— 10~ (VD! (1 110~ (N4 4 10 (NHD(NH3) )

<10~ WY (1 4107 1072 4 )
—qowenr, b 10 vy
1-& 9

Koska sy = 10V, pétee

sn| 9 9 SN

’f— ™) 10 -y S 1001

Kaavan (6) nojalla pitdisi pated

10 1 - 1
9 S%Jrl Msﬁi\,7

nollaa.

Olemme siis vihdoinkin valmiita ja saaneet osoitettua,
ettd Liouvillen luku on transkendenttinen. O

Harjoitustehtava 7. Léhtien suoraan Liouvillen lu-
vun maéaaritelméstd, osoita, ettd Liouvillen luku ei ole
rationaalinen.

Harjoitustehtédva 8. Miksi polynomilla (3) ei ole ra-
tionaalisia nollakohtia?

Loppusanat

Kaava (6) tunnetaan Liouvillen lauseena, joka pétee
kaikille algebrallisille luvuille. T&ll6in luku d on sa-
ma kuin matalin mahdollinen sellaisen polynomin aste,
jonka juuri luku on. Luku M riippuu luonnollisestikin
kyseisestd algebrallisesta luvusta. Todistus on téysin
yhteneviinen sen kanssa, miten tdma kaava on johdet-
tu Liouvillen luvulle olettaen (paikkansapitiméttomés-
ti), ettd luku on algebrallinen.

Kiitokset

Kirjoittaja haluaisi kiittda Heikki Pokelaa, joka 16ysi
alkuperdisesta tekstista useita epatarkkuuksia.
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Transcendence Transparent: An intuitive approach
to classical transcendental number theory. Springer
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Avoimia matematiikan oppikirjoja verkossa

Osoitteesta http://avoinoppikirja.fi l0ytyy avoimia ylidkoulun ja lukion matematiikan oppikirjoja.
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Tyhjaa parempia perusteluja

Markku Halmetoja
Méntén lukio

Euler todisti 1700-luvulla yhtélon

1 1 2
9 + 32 +...= 5
tavalla, jota ei nykyisin pidetd korrektina. Yhtélo on
kuitenkin paikkansapitdva eikd kukaan viité, ettd Eu-
lerin tyo ei olisi ollut matematiikkaa. Késitys mate-
maattisesta tarkkuudesta on ollut ndihin péaiviin as-
ti, ehké vieldkin, aikaansa sidottu. Oikeita tuloksia on
keksitty tavalla tai toisella ja niitd on myShempind
aikoina todistettu mitd hienoimmilla ajatusrakennel-
milla. Differentiaalilaskennan synty 1600-luvulla ja sen
tdsmentyminen nykyaikaiselle tasolle on téstéd hyva esi-
merkki. Téllaisen syvenevien perustelujen sarjan tulisi
olla my6s yksilokohtaisen matematiikan oppimisen pe-
rustana. Matemaattiset véitteet tulisi kouluopetukses-
sa késitelld oppilaan kulloiseenkin ikdkauteen sopivil-
la argumenteilla. Téménsuuntaista ajattelua on perus-
koululaisille tarkoitetuissa Solmun matematiikkadiplo-
mitehtdvissd [1] ja nithin liittyvissd oheiskirjoituksis-
sa. Kirjoituksessa [2] késitellddn samassa hengessé lu-
kion trigonometrian oppimédréi. Peruskoulun ja osin
lukionkin nykyiset oppikirjat ilmentévéit péainvastais-
ta oppimiskésitystd. Matemaattisia totuuksia ei juu-
ri perustella mistdan ldhtokohdista lahtien. Térkein-
td nédyttad olevan valmiina annettujen kaavojen sovel-
taminen ldhinnd keinotekoisiin ongelmiin. Oppilaalle
muodostuu sirpaleinen, jisentyméaton kuva matematii-
kasta, mikd vdhentdd oppimismotivaatiota. Varsinkin
ylédkoululaiset pitdvat tutkimusten mukaan matema-
tiikkaa, siis sitéd, mita heille matematiikkana opetetaan,

1+

yvhtend tylsimmisté kouluaineista. Seuraavassa hahmo-
tellaan, miten erditd ympyréaén ja palloon liittyvia teo-
riakokonaisuuksia voisi kasitelld nykyisia kaytantoja
matemaattisemmin. Perustiedoiksi tarvitaan Pythago-
raan lause, suoran lierion tilavuus, intuitiivinen kési-
tys kuvioiden ja kappaleiden yhdenmuotoisuudesta se-
kd hieman algebrallisten lausekkeiden késittelytaitoa.
Osittain samoja asioita késitellddn hieman vaativam-
min kirjoituksessa [3].

Ympyrasta

Mielenkiintoisin ympyraén liittyvista asioista on .
Seiskaluokalla on hyvé harrastaa toiminnallista mate-
matiikkaa mittailemalla erikokoisten ympyroiden kehié
ja halkaisijoita ja vakuuttua kokemuksen kautta, et-
td niiden suhde on mittaustarkkuuden rajoissa sama.
My6hemmin todetaan ympyréat keskenddn yhdenmuo-
toisiksi ja saadaan verrantoa kadyttaen tulos, jonka mu-
kaan kehén suhde halkaisijaan yhdessd ympyréssd on
sama kuin tdma suhde toisessa ympyrassid. Nain saa-
daan varmuus siitd, ettd kyseinen suhde on ympyran
koosta riippumaton vakio ja paaddytddn mittauksista
riippumatta kehdn pituuteen p = wd = 27r. Seuraa-
vaksi on mietittdvd, miten 7 voitaisiin laskea. Ympy-
rédn kehdn pituutta voi approksimoida ympyran sisdéan
piirretyn sdannollisen monikulmion kehélla. Ajattele-
malla 1-sédteisen ympyrén sisddn sadnnollinen kuusikul-
mio saadaan 7 ~ 3. Paremman likiarvon laskemiseksi
johdetaan yleinen algoritmi. Osoitetaan Pythagoraan

~
~
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lauseen avulla, ettd jos 1-séteisen ympyran sisddn piir-
retyn sdannollisen n-kulmion sivun pituus on a,, niin
2n-kulmion sivun pituus

Gnp
a2p = ’

2+ /4 —a2

jolloin 7w =~ n - ag,. Lahtemalld sddnnollisestd kuusi-
kulmiosta Arkhimedes mééritti 7m:n likiarvoja periaat-
teessa talld tavalla laskien 12-, 24-, 48- ja 96-kulmion
sivun pituuden, ks. [4]. Laskimella padstaan pidemmaél-
le, ja palautuskaavan voi myos ohjelmoida. Kun 7 on
néin saatu hallintaan, voidaan johtaa ympyran pinta-
ala. Eradssa peruskoulun oppikirjassa se on tehtykin ja-
kamalla r-sidteinen ympyréd suureksi méadrdksi saman-
kokoisia pienid sektoreita.

Pallon tilavuus kokeellisesti

Tennispallon tilavuuden laskemista mielenkiintoisem-
paa on pyrkid perustelemaan pallon tilavuuden kaa-
va. Yldkoulussa voidaan turvautua toiminnallisen ma-
tematiikan keinoihin eli tehdddn mittauksia vaikkapa
ryhmétyona. Pallon tilavuus on ilmeisesti verrannolli-
nen siteen kuutioon ja pyoreyden takia kertoimena on
my6s 7 samalla tavalla kuin ympyrén pinta-alan kaa-
vassa. Voimme siis olettaa, etté

Vpallo =k- 7TT37 (1)

missé k on toistaiseksi tuntematon vakio. Otetaan tar-
kasteltavaksi sopivan kokoisia palloja. Mitataan nii-
den halkaisijat tyontomitalla. Tilavuudet mééritetdan
katsomalla pallojen mittalasissa syrjayttdmét vesiméa-
rat. Koska seké tilavuudet ettéd sdteet nyt tunnetaan,
saadaan k ratkaistua jokaiselle pallolle yhtéalosta (1).
Tarkalla tyoskentelylld saataneen tulosten keskiarvoksi
suunnilleen oikea arvo. Oppilaille on tietenkin kerrot-
tava, ettd tilavuuden kaava johdetaan matemaattisem-
min lukion integraalilaskennan kurssilla.

Pallon pinta-ala kokeellisesti

Pallon pinta-alan méarittdminen kokeellisesti onnistui-
si parhaiten pingispallon avulla, jos olisi saatavilla sa-
masta materiaalista valmistettua saman vahvuista ta-
somaista levyd. Mitataan aluksi pingispallon halkaisi-
ja d tyontomitalla. Leikataan sitten levyméisestd ma-
teriaalista suorakulmio, jonka sivut ovat d ja wd. Jos
mittaukset tehddan huolella, niin pallo ja suorakulmio
painavat yhté paljon. Niiden pinta-alat ovat siis samat.
Suorakulmion pinta-ala on 7d? = 4mr?, miki siis on
my6s pallon pinta-ala. Ympyréan ja pallon pinta-alojen
valilla havaitaan hauska analogia:

2

: 2
Aympyra = 717 ja Apailo = md”.

Liséksi havaitaan, ettd jos pallo asetetaan suoraan, ym-
pyrépohjaiseen lieri6on, jonka vaippa ja pohjat sivua-
vat palloa, niin vaipan ja pallon pinta-alat ovat samat.

Pallon pinta-ala algebrallisesti

Kun pallon tilavuus tunnetaan, voidaan sen pinta-ala
johtaa myos peruskoulun algebraa soveltaen. Tarkastel-
laan samankeskisié palloja, joiden séteiden erotus on h.
Olkoon isompi pallo r-sédteinen jolloin pienemmén pal-
lon sédde on r—h. Pienemmaén pallon pinta-ala Ay, ldhes-
tyy isomman pallon pinta-alaa A, kun A ldhestyy nol-
laa. Pallojen tilavuuksien erotus on pallon kuori, jonka
paksuus on h. Ajatellaan kuori jaetuksi moneen hyvin
pieneen osaan, jotka levitetdéan tasoon. Koska osat ovat
pienid, ne ovat ldhes tasomaisia. Ne ovat sitd tarkem-
min h:n korkuisia suoria lieri6itd, mita pienempi h on.
Niiden tilavuuksien summa on Ay, - h. Toisaalta tama
tilavuus on myos

4 4
§7TT3 — g’ﬂ'(’]" — h)3
Niinpéa
4 4
Ah . h = §7TT3 — §7r(7“ — h)g,
joten
4 7 —(r—nh)
An=3m %
4 3r2h —3rh? +n?
=-7
3 h
_4 3r2 — 3rh + h?
= gﬂ( T —9orh + )
=drr® + h - (%T(h — 47rr).
Selvasti
Ap — 4P = A, kun h — 0.
Viitteet
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Matematiikkaa muinaisuudesta — Itamaan tietajien

laskentoa

Matti Lehtinen
Helsingin yliopisto

Tunnemme kaikki joulukertomuksen. Tarkeété osaa sii-
né esittdviat Itdmaan tietdjit, jotka ovat h&dmmenty-
neet havaitsemastaan uudesta tdhdestd. Missa olivat
nuo Itdmaat? Luultavasti legendan sepittdjat ovat aja-
telleet seutua, joka Raamatussa tunnetaan Kaksoisvir-
tain maana eli Mesopotamiana ja joka nykydén on le-
votonta Irakia. Aluehan on itddn péin Palestiinasta.

Joulukertomus ei tietédjien osalta ole vain mielikuvitus-
ta. Kaksoisvirtain, siis Eufrat- ja Tigris-jokien alueella
oltiin muinaisuudessa todellakin monissa suhteissa tie-
don kérjessa. Erityisesti tahtitiede ja matematiikka oli-
vat aikakauden kehittyneimpié. Ja yh& voimme tunnis-
taa muutamia arkielim&dmmekin kuuluvia laskennon
piirteitd, joiden juuret ovat ldhes neljan tuhannen vuo-
den pédssd, matemaattisessa kulttuurissa, jota on ta-
pana kutsua babylonialaiseksi. Nimitys on hiukan yleis-
tava, koska vuosisatojen ja -tuhansien aikana aluetta
asuttivat monet kansat alkaen sumerilaisista.

Mesopotamian kulttuurin ja matematiikankin yhdisté-
vé, ulkoinen piirre on alueen varhaisten asukkaiden su-
merilaisten kehittdma nuolenpéé- eli kiilakirjoitus, jo-
ta sitten kaikki myohemmaétkin alueen asukkaat kaytti-
vat. Kirjoitussymbolien kiilamuoto johtuu siita, ettd ne
synnytettiin painamalla poikkileikkaukseltaan kolmio-
maista kirjoitinpuikkoa vinosti saveen. Koviksi poltetut
savitaulut ovat erittdin kestévié, ja arkeologit ovat kai-
vaneet niitd esiin tuhansittain. Joukossa on kolmisen-
sataa taulua, joiden sisdlté on tunnistettu matemaat-

tiseksi.

Mielenkiintoisimmat taulut ovat vuosilta 1800-1600
eKr. Tuolloin Mesopotamiaa vallitsivat babylonialaiset
ja sen hallitsijat kuuluivat lainsdatdjakuningas Ham-
murabin dynastiaan.

60-kantainen paikkajarjestelma

Olemme tottuneet luvun 10 vallitsevaan asemaan maa-
ilmassamme. Kun nimeadmme lukuja tai kirjoitamme
niitd, pohjana on kymmenen. Useimmat mittayksik-
komme ja niiden nimedminen perustuvat kymmenjar-
jestelméan. Merkittdvan poikkeuksen muodostavat kui-
tenkin ajan ja kulman mittaamisen yksikét. Tunti ja-
kautuu 60 minuuttiin samoin kuin kulmanmittauksen
aste, ja minuutissa on 60 sekuntia.

Téamé poikkeama (jota Ranskan vallankumouksen ai-
kaan 1700-luvun viimeisind vuosina yritettiin tulok-
setta korjata) perustuu babylonialaisten kaytant6ihin
4000 vuoden takaa. Taustalla oli my0s nerokas oival-
lus, joka muuntuneena elda yhé. Kysymyksessa oli lu-
kujen merkitseminen paikkajirjestelmén avulla. Sama
numeromerkki voi tarkoittaa eri lukua siitd riippuen,
mihin kohtaa numeron merkintdd se on laitettu. Mer-
kinnéssa 512 ”5” tarkoittaa viittd sataa, merkinnéssa
51 viittd kymmenta ja merkinnéssa 5 vain viitté.
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Babylonialainen numeromerkinté noudatti samaa peri-
aatetta, mutta meiddn kymmenen numeromerkkimme
sijasta he muotoilivat nuolenpéistd 59 erilaista nume-
romerkkié, jotka yksindédn tarkoittivat lukuja yhdesta
59:4é4n. Mutta lukua 60 he merkitsivat samalla merkil-
14 kuin ykkostd. Luvun 61 merkkind oli kaksi vierek-
kéistd ykkosen merkkid, 62 syntyi ykkosen ja kakkosen
merkeisté jne. Babylonialaiset eivét aluksi hoksanneet
puuttuvan merkin korvaavan nollan periaatetta, jolla
me erotamme toisistaan vaikkapa luvut 1 ja 10 tai 11
ja 101. Niinpa asiayhteydesté oli ymmaérrettava, milloin
ykkosen merkki tarkoitti lukua 1, 60, 60 - 60 = 3600 tai
vaikkapa 1/60. Babylonialaisen merkintidtavan peruja
ovat yhd asteen tai tunnin jako minuuteiksi ja edel-
leen sekunneiksi. Lukujarjestelméé, jonka kantaluku on
60, kutsutaan seksagesimaalijdrjestelmdksi. Kun em-
me endé osaa tai halua kiyttdd babylonialaisten nuo-
lenpaédmerkint6jé, niin vakiintuneeksi tavaksi on tullut
merkitd niin, ettd esimerkiksi merkinnéalla a,b;c tar-
koitetaan seksagesimaalilukua a- 60+ b+ ¢/60 ja a,b,c
kirjoitetaan meille tutuilla numeroilla. Siten 3, 25; 30 on
luku 3 - 60 + 25 + 30/60 = 205,5.

2 3 4 5 6 8
mwm § w s

7
¥ W W
Y w

10 11 12 20 30 40 50 . 59
< 0 M € «
4 o

9
W
A

Nuolenpddkirjoituksen numeroita.

Mistd tuo 60 saatiin? Sité ei tiedetd, mutta jo kaik-
kein vanhimmissa sailyneissé sumerilaisissa savitauluis-
sa, jotka ovat ajalta ennen nuolenpéddkirjoituksen syn-
tyd, esiintyi yksinkertaisia symboleja, jotka liittyivét
neljddn lukuun: 1, 10, 60 ja 3600.

Babylonialaisten kayténnollinen numeromerkinté teki
tarkat numerolaskut periaatteessa yhtéd helpoiksi kuin
nykydankin. Kun me laskemme péassé tai paperilla,
kaytdmme hyviksi muistiamme, johon on alakoulussa
yritetty tallettaa lukujen 1 — 9 vélisten yhteen- ja ker-
tolaskujen tulokset. Lopusta huolehtivat laskusdannot,
jotka esimerkiksi tekevit mahdolliseksi useampinume-
roisten lukujen laskutoimitukset. Babylonialaisten las-
kijoiden tilanne oli haastavampi: 60-jérjestelmén kayt-
to edellyttdd isomman yhteenlasku- ja kertolaskutau-
lun hallintaa kuin mitd me tarvitsemme. Lukuisia sa-
vitauluja, joihin on kirjoitettu laskijoiden ty6ta helpot-
tavia kertotauluja, on 16ytynyt.

Toisaalta 60-jarjestelmén jakolaskut olivat usein hel-
pompiakin. Tama johtuu siité, ettd luvulla 60 on monta

1
tekijéa ja sellaiset murtoluvut e missa k on 60:n teki-

1
jé, ovat yksinkertaisia seksagesimaalilukuja (5 = 0; 30,

1 1 1 1 1

-=0;20, - =0;15, - =0;12, - =0;10, - =0;7,30
34 ot 5 6 8
jne. Jakolaskujen helpottamiseksi kiytossa oli kddnteis-
lukutauluja. Naissa tyyppié T jne. oleville luvuille
annettiin likimaariisid seksagesimaaliarvoja.
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Yhdeksdn kertotaulua seksagesimaalijarjestelmdssa.

Babylonian algebraa ja algoritmeja

Peruslaskutoimitusten lisdksi babylonialaiset hallitsi-
vat muita taitavia laskumenetelmia. Esim. nelidjuuri
V/a saatettiin laskea varsin tarkan likiarvomenetelmén

Va= v tbant =1 (0t ?)

2n 2 n

avulla; tédssd n” on suurin a:ta pienempi kokonaislu-
vun nelié. Approksimaatio on sama kuin se, joka saa-
daan, kun neliGjuurifunktion potenssisarjasta otetaan
kaksi ensimméistd termid. Babylonialaisella menetel-
mélld esimerkiksi luvun /27 likiarvo on 5,2, miké ei
ole kaukana oikeasta arvosta 5,19615... Toisessa me-
netelméssi lahdetddn approksimaatiosta jostain /a:n
mahdollisesta likiarvosta a; ja muodostetaan sitten pe-
rakkain

2

a a1 + by a
by =—, ax= ) =
ay 2 as
Niin saadaan muutaman askelen jilkeen sangen tark-
ka y/a:n likiarvo. Itse asiassa syntyy kaksi lukujonoa,
joiden raja-arvo on y/a. Téatd babylonialaiset tuskin oi-
valsivat: raja-arvo tuli matematiikkaan vasta tuhansia
vuosia mythemmin. — Edelld kaavoina esitetyt lasku-
toimitukset esiintyvéit savitauluissa vain luvuilla teh-
tyind. Matematiikan kaavakieli syntyi vasta muutama
sata vuotta sitten, samoin se, ettd kaavoihin laitetaan

kirjaimia lukuja edustamaan.
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Toisen asteen yhtédlon ratkaisukaava opitaan koulussa,
mutta tarpeen vaatiessa usein tarkistetaan esimerkik-
si taulukkokirjasta. Mutta jo noin 4000 vuotta van-
hat babylonialaiset tekstit osoittavat, ettd babylonia-
laiset tunsivat toisen asteen yhtalon ratkaisumenetel-
mén. Se ei kyllakdén esiinny yleispatevana ratkaisu-
kaavana, vaan numeroesimerkkien muodossa. Esimer-
kit ovat kuitenkin selvésti tunnistettavissa yleisen me-
todin opetusvilineiksi. Eradssa tulkitussa savitaulussa
kysytdan nelion sivua, jos ala vihennettyné sivulla on
14, 30 (eli 14 - 60 + 30 = 870). Tehtavan ratkaisu on
seuraava:

Ota puolet yhdesté, eli 0; 30 ja kerro 0; 30 0; 30:114, joka
on 0; 15; lisdd tdma 14, 30:een, joka on 14, 30; 15. TAma
on 29;30:n neli6. Lisda 0;30 29; 30:een, ja tulos on 30
eli nelion sivu.

Selvisti kyseessd on yhtdlon 22 —px = g ratkaisukaavan

_ 13)2 p
z= (2 +a+g

kaytto, kun p = 1 ja ¢ = 870. — Koska negatiiviset
luvut eivéit olleet kdytosséd (ne keksittiin Intiassa vas-
ta ensimmaéiselld vuosituhannella jKr.), antiikin aika-
na toisen asteen yhtélot saattoivat olla vain muotoa
22 =pr+q, 2° +pr=qjaz?+q=pxr, missi pjaq
ovat positiivisia.

Esitellaan vield toinen tyypillinen babylonialainen esi-
merkki yhtalonratkaisusta, nykyaikaisin symbolein ja
merkinnéin: méiritd z, jolle 22 + 6z = 16. Aseta
y = = + 6. Ratkaistavana on yhtéléryhmé

Jos y = a+ 3 ja x = a — 3, niin jilkimmé&inen yh-
tilo on a? — 9 = 16, josta a = 5, x = 2. — Tyyppid
7z? 4+ 6x = 1 olevaa yhtilod ei sievennetty nykyta-
paan jakamalla z2:n kertoimella, vaan kertomalla koko
yhtélo 7:114: yhtéloksi saadaan (7z)% + 6(7z) = 7 eli
Y2 +6y =" jostay=1 2= %
Babylonialaisessa matematiikassa esiintyy jopa toista
astetta korkeamman asteen polynomiyhtdléihin joh-
tavia tehtavid; sellaisia ratkaistiin erikoistapauksissa
kiyttamalld apuna mm. n® +n? -taulukkoja. Taulukoi-
den avulla ratkaistiin myos korkolaskujen yhteydessa
vastaan tulevia eksponenttiyhtdloita.

Geometria ei ollut vahva alue

Babylonialaisten matematiikka (kuten muidenkin mui-
naiskulttuurien matematiikka) suuntautui voittopuo-
lisesti laskentoon ja algebraan. Geometriasta lienee
heille ollut tuttu ainakin Pythagoraan lauseen sisalto.

Eradssd savitauluista puretussa tehtévissd kysytddn,
miten kauas 30 yksikkod pitkdn sauvan alapdd jou-
tuu pystysuorasta seindstd, kun ylapédaté lasketaan 6
yksikkod. Pythagoraan lauseen mukainen ratkaisu on

/302 — (30 — 6)2 = /324 = 18.

Omalaatuisin todiste siitd, ettd Pythagoraan lause tun-
nettiin Babyloniassa, on luonteeltaan aritmeettinen, ni-
mittdin paljon tutkittu ja monien selitysten kohteena
ollut savitaulu, joka tunnetaan nimelld Plimpton 322.
Siind on seksagesimaalilukuja

1;59,0,15 1,59 2,49

1;56,56,58,14,50,6,15 56,7  1,20,25
1:55,7,41,15,33,45  1,16,41 1,50,49
1:53,10,29,32,52,16  3,31,49 59,1

Yksi taulun selitys on, ettd siind olevat luvut olisi-

c
vat lukuja (—,a,c), missi a® + b?> = c?. Tamin eh-

2 )
don toteutta?fat positiivisten kokonaislukujen kolmikot
(a, b, c) ovat ns. Pythagoraan lukuja. On tunnettua, et-
ta jos kolmikon luvuilla ei ole yhteisia tekijoité, niin lu-
vuista a ja b tasan toinen on parillinen; jos se on b, niin
on olemassa yhteistekijattomat kokonaisluvut p ja ¢ si-
ten, ettd a = p? — ¢%, b = 2pq ja ¢ = p? + ¢°. Plimpton-
taulun luvut olisivat alku taulukolle, jossa ovat kaikki

téllaiset, arvoillap < 125ja 1l < b < 14/2 saatavat lu-
q

24 g2
vut jarjestettynd suureen

mukaan. — Plimpton

322:n merkityksestd keskustellaan jatkuvasti, ja erilai-
sia tulkintoja on useita. — Kreikkalaista Pythagorasta
koskevat legendat kertovat hdnen saaneen oppia Baby-
loniasta.

Geometrisissa laskutehtavissd babylonialaiset kdyttivét
usein menetelmia, jotka eiviat anna ihan tarkkoja tulok-
sia. Erddn tehtdvin mukaan jana, joka jakaa nelikul-
mion, jonka sivut ovat a, b, ¢ ja d, kahteen yhta suureen
osaan (ja yhdistda b- ja d-janat), olisi pituudeltaan

a? + b2
T

Tulos on tarkka vain, jos nelikulmio on puolisuunni-
kas. My0s esimerkiksi katkaistun pyramidin tilavuu-
delle 16ytyy babylonialaisista savitauluista seké véaria
etta oikeita laskutapoja.

Babylonialaisten tekstien tiedot ympyrdnmitannosta
osoittavat, ettd ympyréan ala A laskettiin sen kehén p

avulla kaavaa
2

4=P

12
vastaavalla tavalla. Tama merkitsisi kehdn ja halkaisi-
jan yksinkertaista suhdetta 3. Eréisté teksteistd 16ytyy
parempi likiarvo 3% (sddnnollisen kuusikulmion piirin
suhde ympéri piirretyn ympyran kehééan on 0;57, 36).
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Myo6s Vanhassa Testamentissa (joka ymmérrettavisti
heijastelee monin tavoin babylonian kulttuuria, olivat-
han juutalaiset Baabelin vankeudessakin) esiintyy ”m:n
arvo 3”7, kuten Ensimmaéinen Kuningasten Kirja (7:23)
kertoo:

Yleisid matemaattisia teoreemoja eivit babylonialaiset
sen paremmin kuin egyptildisetkdin tietojemme mu-
kaan tunteneet eivitkd todistaneet: heiddn matema-
titkkansa oli (kuten ”insinéorimatematiikka” nykypéi-
vindkin) kokoelma toimintaohjeita, ei niiden perustelu-

ja. Ja moni tarpeellinen tieto katsottiin aputaulukois-
ta. Matematiikka oppina, jossa se mitd tiedetddn ja
tehdéédn, on aina vastaansanomattomasti perusteltua,
syntyi vasta Kreikassa, yli tuhat vuotta babylonialai-
sen matematiikan kukoistuskauden jalkeen. Mutta toki
suuri osa matematiikasta ja sen kaytostd tapahtuu ny-
kyéddnkin niin, ettd kayttija, insinéori esimerkiksi, so-
veltaa matemaattista tietoa ongelmiinsa lilemmaélti pe-
rusteluja kyselemétta. Matematiikassa ja sen kéytossa
voi yhad ndhda sekd babylonialaisen ettd kreikkalaisen
perinnon.

Hén [Salomo] teki my6s meren, valetun, kymmentd
kyynéraé levedn reunasta reunaan, ympériinsé pyorein
— — ja kolmenkymmenen kyynéran pituinen mittanuora
ulottui sen ympari.

Babylonian vaikutus nikyy yha

Babylonian kulttuuri ja muinaisen Egyptin kukoistus
ovat karkeasti samanaikaisia. Matematiikassa ja laske-
misessa babylonialaiset olivat yleensd Niilin rantojen
asukkaita edella.

Kansainvilinen tilastojen luku- ja kdyttotaitokilpailu jalleen kiaynnissia — tervetuloa
mukaan!

Miten saada nuoret innostumaan numeroidentiyteisesti tilastojen maailmasta? MAOL ry, Suomen Tilastoseu-
ra ry ja Tilastokeskus jérjestdvit joka toinen vuosi kdynnistyvin Suomen kansallisen Tilastokilpailun, jossa
ylakoulu- ja lukioikéiset péddsevit joukkueina ndyttdmédn tutkimuksentekotaitonsa. Kilpailun ideana on, etté
jokainen joukkue tekee pienen tutkimuksen valitsemastaan aiheesta: méaarittaad tutkimuskysymyksen, kertoo hie-
man taustatietoja, kerda aineiston, analysoi sen ja tiivistda tutkimuksen kulun seké saamansa tulokset posteriin
eli tietotauluun. Jokainen kilpailuun osallistuva koulu valitsee parhaan posterin yldkoulu- ja lukiosarjasta ja
lahettédd ne Tilastokeskukseen Suomen kansallisen raadin arvioitavaksi.

Suomen yldkoulu- ja lukiosarjojen voittajaposterit jatkavat matkaansa kansainvéliseen Tilastojen luku- ja kéytto-
taitokilpailuun, johon osallistui viimeksi oppilaita kolmestakymmenesta eri maasta. Kansainvalisen tilastokilpai-
lun molempien sarjojen voittajaposterit esitellidn aina ISIn jarjestdmissé tilastokongresseissa, seuraavan kerran
maailman 60. tilastokongressissa Brasiliassa kesélla 2015, ks.

http://www.isi-web.org/isi-wscs/isi-world-statistics-congresses.

IImoittaudu mukaan Tilastojen luku- ja kayttotaitokilpailuun osoitteessa

http://tilastokoulu.stat.fi/verkkokoulu_v2.xql?7page_type=opettajalle.
Lisétietoja kansainvalisestd kilpailusta l0ydét osoitteesta http://iase-web.org/islp/.

Tilastokoulun http://tilastokoulu.stat.fi oppimateriaalit ja harjoitustehtévit auttavat kilpailuun valmis-
tautumisessa!

Kirjoittanut: Jenny Stdhlberg, Kasvatustieteen kandidaatti, Helsingin yliopisto Korkeakouluharjoittelija, Tilasto-
keskus


http://www.isi-web.org/isi-wscs/isi-world-statistics-congresses
http://tilastokoulu.stat.fi/verkkokoulu_v2.xql?page_type=opettajalle
http://iase-web.org/islp/
http://tilastokoulu.stat.fi
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Matematiikkaolympialaiset Afrikassa

Matti Lehtinen ja Joni Terdvdinen
Helsingin yliopisto

55. Kansainviliset matematiikkaolympialaiset jarjes-
tettiin 6.-13. heindkuuta 2014 Kapkaupungissa. Kil-
pailua ei ollut ennen pidetty Afrikassa matematiikkao-
lympialaisten yli 50-vuotisen historian aikana. Afrik-
kalaisten osallistujamaiden joukossakin on ollut Etelé-
Afrikan lisdksi 1dhinnd muutama Pohjois-Afrikan maa.
Tana vuonna jarjestit olivat kuitenkin saaneet 12 isdn-
tdmantereen maata mukaan. Kapkaupungissa oli yh-
teensd 560 osallistujaa 101 maasta. Tytt6ja oli tasan
kymmenesosa.

Kilpailu ja majoitus jérjestettiin Kapkaupungin yli-
opiston tiloissa. Heindkuu on Eteld-Afrikassa keskital-
vea, ja osallistujat kokivat lampotilojen puolesta vii-
leén vastaanoton, mutta muilta osin lampimén. Paivat
olivat silti syksyisen kauniita, ja jarjestdjit antoivat jo-
kaiselle ldmpimén puseron. Runsas retkiohjelma antoi
kilpailijoille monipuolisen kuvan isdntdkaupungista ja
Kapmaan luonnosta. Ohjelmaan kuului muun muassa
matka Hyvantoivonniemelle, ja moni kévi myos Poytéa-
vuoren huipulla.

Kilpailun jélkeen tarjoutui mahdollisuus kuunnella
maailmankuulujen matemaatikoiden pitdmia luentoja.
Puhumassa olivat Giinter M. Ziegler, John D. Barrow
ja Peter Sarnak. Aiheet vaihtelivat monikulmioiden ja-
kamisesta sama-alaisiin ja -piirisiin osiin kosmologiaan
seké Apolloniuksen fraktaalien lukuteoreettiseen tar-
kasteluun. Lisdksi Yhdysvaltain joukkueen johtaja Po-
Shen Loh piti esitelmén kilpailun kuudennesta ja vai-
keimmasta tehtéavista, jossa paljastui muun muassa, et-
td tehtavissad pyydettyéd alarajaa voi parantaa, mutta

on avoin ongelma, kuinka paljon.

Matematiikkaolympialaisten tehtédvit jakautuvat nel-
jaan aihealueeseen: algebraan, geometriaan, kombina-
toriikkaan ja lukuteoriaan. Tehtavét valitsee tuomaris-
to, joka koostuu kunkin maan joukkueen johtajasta.
Osallistujamaat ovat ehdottaneet suuren maéran teh-
tévid, joista eksperteistd koostuva tehtdvdnvalintako-
mitea on valikoinut noin 30 parasta tuomaristolle.

Tehtévanvalintakomitean kokeneisuus ongelmanratkai-
sussa korostaa tietenkin vaativampia tehtévid ehdo-
kaskokoelmassa. Téna vuonna ehdokkaista padtettiin
aluksi valita nelja helppoa tai keskivaikeaa tehtévia
niin, ettd kukin tehtdvatyyppi tulisi edustetuksi. Kos-
ka helpoista tehtédvistd oli pulaa, kunnollista lukuteo-
rian tehtdvdd ei valittu. Kombinatorisia tehtdvia sen
sijaan padtyi kilpailuun poikkeuksellisesti puolet kuu-
desta tehtéavastd. Melko tavanomaista oli kuitenkin, et-
td kilpailussa oli helppo algebran ja euklidisen geo-
metrian tehtdvd ja vaikea kombinatoriikan tehtava.
Viimeisessd tehtédvissd oli erikoista kysymyksen avoi-
muus: Tehtdvianid oli todistaa, ettd erds kombinato-
riseen geometriaan liittyvd lukumaédrd on véahintddn
\/n, mutta myos alarajoista muotoa cy/n luvattiin pis-
teitd. Kovin moni ei kuitenkaan saanut vaikeimmas-
ta tehtavistd pisteitd. Kilpailutehtévéit ja niiden rat-
kaisut 16ytyvdt Valmennusjaoston sivuilta osoitteesta
http://solmu.math.helsinki.fi/olympia/IM0/.

Tehtévien jonkin verran erikoisesta jakaumasta huoli-
matta pisteméaérien osalta valinta oli onnistunut. Hel-


http://solmu.math.helsinki.fi/olympia/IMO/
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poiksi arvioidut tehtavit saivat pistekeskiarvot 5,3/7
(algebra) ja 5,2/7 (geometria), keskinkertaiset 3,0/7
(kombinatoriikka) ja 1,7/7 (lukuteorian kategoriasta
valittu kombinatorinen tehtévd). Vaikean geometrian
tehtdvan pistekeskiarvo oli 0,5/7 ja vaikean kombina~
torisen tehtdvin 0,3/7. Edellisen tehtévin ratkaisi 28,
jalkimmaisen 15 kilpailijaa. Arvostelijoita eli koordi-
naattoreita oli 48, ja joukko oli hyvin kansainvélinen.
Tama nédkyi heiddn asiantuntevuudessaan ja tasapuo-
lisuudessaan.

Matematiikkaolympialaisissa ei palkita ainoastaan
muutamaa parasta suorittajaa, vaan kaikki riittdvan
ansioituneet saavat palkinnon. Mitaleja on tapana ja-
kaa vajaalle puolelle kilpailijoista, mutta tdnd vuonna
tuomaristo padtti iloisesti — ei toki ensimmaéistd ker-
taa — jakaa mitaleja yli puolelle kilpailijoista. Prons-
simitalin raja oli 16/42 pistettd, hopean 22/42 ja kul-
lan 29/42 pistettd. Pronssimitaleja jaettiin 133, hopea-
mitaleja 113 ja kultamitaleja 49. Mitalinsaajia oli siis
295 eli 52,5 % osallistujista. Kiinalla ja Yhdysvalloil-
la oli perati viisi kultamitalistia. Kolme kilpailijaa ylsi
tédyteen 42 pisteeseen: Kiinan Jiyang Gao, Australian
Alezander Gunning ja Taiwanin Po-Sheng Wa.

Kiina oli jalleen maiden vélisen epévirallisen kilpailun
voittaja. Selvin eron jilkeen USA, Taiwan ja Veni-
jéi seurasivat lahes tasapistein. Myos Japani, Ukraina,
Korea, Singapore, Kanada, Vietnam ja Australia oli-
vat karkikymmenikossd. Kymmenen parhaan joukos-
sa oli siis viisi Kaukoiddn maata. Tulos on tyypillinen
ja kertoo joidenkin maiden intensiivisesta panostukses-
ta ja harjoittelusta kilpailuun, mutta myo6s vakiluvun
runsaus auttaa toki monia maita. Kilpailun kattavat
tulostiedot 16ytyvét olympialaisten virallisilta sivuilta
osoitteesta http://www.imo-official.org/.

Suomen joukkue valittiin Suomen Matemaattisen Yh-
distyksen Valmennusjaoston jérjestdmalld valmennus-
ja valintaleirilla Péivolan Kansanopistossa vappuviikol-
la. Valinnassa huomioitiin mys menestys kilpailuissa,
kuten MAOLin Lukion matematiikkakilpailussa, Poh-
joismaisessa matematiikkakilpailussa 31.3. ja Turkin

Solmun matematiikkadiplomit

Antalayassa pidetyissd Euroopan Tyttéjen Matema-
tiikkaolympialaisissa eli EGMOssa huhtikuun alussa.
Joukkueeseen valittiin Jere Huovinen Kastellin lukios-
ta Oulusta, Mirjam Kauppila Paivolan Opiston ma-
tematiikkalinjalta, Riku Laakkonen Joensuun normaa-
likoulusta, Timo Takala Olarin lukiosta, Flla Tamir
Helsingin matematiikkalukiosta ja Jakob Wartiovaa-
ra Toolon yhteiskoulusta Helsingistd. Joukkuetta val-
mennettiin viela kesdkuussa Helsingin yliopistossa ja
se osallistui Pohjoismaiden yhteiselle valmennusleirille
Sorgssd Tanskassa juuri ennen kilpailumatkaa. Joukku-
een johtajana oli Matti Lehtinen ja varajohtajana Joni
Terdvdinen.

Suomalaisten kerdédmaét 59 pistetta oikeuttivat vasta si-
jalle 70; takana olevista 31 maasta 14 kilpaili vajaal-
la miehistollé ja lahialueen maista vahemmille pisteille
jaivéat vain Viro ja Islanti. Jakob Wartiovaaran 21 pis-
tettd oikeuttivat pronssimitaliin; hopeamitali oli vain
pisteen pédssi. Riku Laakkonen ja Timo Takala palkit-
tiin kunniamaininnalla. Kunniamaininta annetaan kai-
kille ainakin yhdesté tehtédvasta tdydet pisteet saaneel-
le, mutta ilman mitalia jaaville.

Suomelle suuria vaikeuksia aiheutti, niin kuin monesti
ennenkin, helppo geometrian tehtéava. Taydelld joukku-
eella kilpailleista maista vain Bolivia, Zimbabwe, Gam-
bia ja Norsunluurannikko saivat tehtavistd vihemman
pisteitd kuin Suomi (7 pistettd), mutta kaikkiaan 43
maan joukkueiden kaikki kilpailijat saivat tehtévas-
td tdydet pisteet. Kun kilpailutuloksista jossitellaan,
voidaan arvella geometrian valmennuksen epdonnistu-
neen, mutta huomiotta ei edelleenkédén voi jattad mate-
matiikanopetuksemme vinoutumaa: geometrian ja geo-
metrisen padttelyn taydellistd katoamista opetuksesta.
Toisaalta muitakin kilpailumatematiikan osa-alueita
opetetaan valitettavasti ldhinné olympiavalmennukses-
sa, silld kilpailujen algebrassa on kyse yleensd muus-
ta kuin yhtéléiden ratkaisemisesta. Kun kuopasta pon-
nistaa, ei voi kovin korkealle hypatd. Vuoden kuluttua
nahdéan, millaiset tulokset Thaimaassa jarjestettavat
matematiikkaolympialaiset tuovat tullessaan.

Peruskoululaisille tarkoitetut Solmun matematiikkadiplomit I-IX tehtdvineen ovat tulostettavissa osoitteessa

http://solmu.math.helsinki.fi/diplomi.html

Opettajalle 1dhetetddn pyynnosta vastaukset koulun sdhkopostiin. Pyynnon voi ldhettda osoitteella

marjatta.naatanen(at)helsinki.fi

Ym. osoitteessa on diplomitehtéville oheislukemistoa, joka varmasti kiinnostaa muitakin kuin diplomien tekijoité.
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Euroopan tyttojen matematiikkaolympialaiset
Antalyassa, Turkissa, 10.—16.4.2014

Anne-Maria Ernvall-Hytonen

Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Mirjam Kauppila

Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Esa V. Vesalainen

Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Euroopan tyttdjen matematiikkakilpailu jarjestettiin
kolmannen kerran. Télld kertaa kilpailun isdnnoéi Turk-
ki. Kilpailu oli Antalyassa viiden tdhden hotellissa me-
ren rannalla. Jarjestelyt toimivat hyvin sujuvasti, ja
kilpailun eteen oli selvdsti ndhty hyvin paljon vaivaa.

Euroopan tyttéjen matematiikkakilpailun tarkoitus on
kannustaa tyttoja kilpailemaan matematiikassa, silla
kansainvélisissd matematiikkaolympialaisissa vain noin
kymmenesosa kilpailijoista on tyttoja.

Kilpailussa oli tdnd vuonna kolme tehtédvda kahtena
paiviana. Molempina péiviné aikaa oli nelja ja puoli tun-
tia, ja jokaisesta tehtéavéstd oli mahdollista saada seit-
seméan pistettd. Tasoltaan tehtdvit olivat hyvin ldhel-
14 kansainvélisten matematiikkaolympialaisten tehté-
vid. Tdnd vuonna tehtavéit olivat poikkeuksellisen han-
kalia, miké nakyi selkeédsti pisteméarissa.

Kilpailuun osallistui perati 110 kilpailijaa 29 eri maas-
ta. Kilpailun voitti Sofiya Dubova Ukrainasta, toiseksi
tuli Yhdysvaltain Danielle Wang, joka my6s voitti kil-
pailun viime vuonna ja ylsi jaetulle ensimmaiselle sijalle
toissa vuonna, ja kolmanneksi sijoittui Andela Sarkovic
Serbiasta kuten viime vuonnakin.

Suomea kilpailussa edustivat

e Minna Hirvonen Helsingin matematiikkalukiosta,

e Mirjam Kauppila Piivolan kansanopiston matema-
tiikkalinjalta,

e Ella Tamir Helsingin matematiikkalukiosta, ja

e Tara Vaittinen Lahden yhteiskoulusta.

Mirjam Kauppila saavutti kirkkaan pronssimitalin 12
pisteen tuloksella, kun mitaliraja oli 7 pistetta.

Joukkue valittiin Suomen matematiikan olympiaval-
mennuksen piiristé, ja kilpailuun osallistumisen mah-
dollisti Teknologiateollisuuden 100-vuotissdation tuki.
Joukkueen johtajana toimi FT Anne-Maria Ernvall-
Hytonen ja varajohtajana FL Esa Vesalainen.

Joukkueen jasen Mirjam Kauppila kuvasi EGMO:a
nain:
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Mirjam Kauppilan kokemukset kilpailus-
ta

Sain kunnian olla edustamassa Suomea vuoden 2014
EGMO:ssa Turkissa. Joukkueessa oli minun lisdkseni
Ella, Tara ja Minna. En tuntenut heitd kovin hyvin
ennen kilpailua, mutta viikon aikana tutustuimme ja
yhteishenki oli hyva.

Kilpailu meni hyvin. Ensimmaéisen péaivan tehtéavat oli-
vat hankalia, kahdesta ensimméisestd tehtavéstd en
saanut yhtaan pistetta, vaikka niiden kuuluisi olla suh-
teellisen helppoja. Kolmannesta tehtévista sain jopa
pisteen, silld olin kirjoittanut sithen 2'3°~1. Se oli osa
“jumalaista visiotani”, joka osoittautui tdysin paatto-
miiksi, kun ajattelin lipi toisen kerran. Kuitenkin 2°~1
oli tarkea ratkaisun kannalta ja raapustukseni oli tar-
peeksi lahella sitd. Toinen paivd meni paremmin. Vii-
dennen tehtévin sain ratkaistua ja neljannessd tehté-
vissd padsin vauhtiin, mutta aika loppui kesken. Yh-
teensd sain 12 pistettd ja sijoitukseni oli 34. Pronssi-
mitalin raja oli tdnd vuonna 7 pistettd, joten mitalikin
tuli matkamuistoksi.

EGMO:on osallistui tdnd vuonna 29 maata ja oli tdten
oiva tilaisuus tutustua uusiin ihmisiin ja eri kulttuu-
reihin. Olin véhadn harmissani siité, ettei Ruotsi lahet-
tanyt edustajia kilpailemaan, olisi ollut hauska ham-
mentdd heitd puhumalla heille ruotsia (didinkieleni on
ruotsi). Saunassa kuitenkin paédsin vihin juttelemaan
norjalaisten kanssa. Sauna oli suomalainen sauna muu-
ten, mutta yhdessd seindssa oli suuri ikkuna ulos. Seli-
tin saunassa istujille, ettd Suomessa yleensi saunotaan
alasti ja naiset ja miehet saunovat erikseen, varsinkin
julkisilla paikoilla. Eniten ihmiset kummastelivat han-
keen hyppimista talvella.

Vapaa-aikaa oli paljon. Suurimman osan siitd vietin
uima-altaan &éressd ottamassa aurinkoa. Ulkona oli
noin kaksikymmenté astetta lamminté, eli juuri sopi-
vasti. Illalla oli viileAmpi, joten pitkdhihainenkin tuli
kéyttoon, olihan vasta huhtikuu. Kilpailupaivien jal-
keen olimme ekskursiolla katsomassa vesiputousta. Se
oli vaikuttava.

EGMO on hieno kokemus. Vaikka kilpailu ei menisi
ihan nappiin, matka ja ihmiset monista maista kylla
kompensoivat sen.

Tehtavat

Tehtava 1. Maarita kaikki sellaiset reaaliset vakiot ¢,
ettd aina jos a, b ja ¢ ovat kolmion sivujen pituudet,
niin myés a? + bet, b% + cat ja ¢ + abt ovat.

Tehtdava 2. Olkoot D ja E kolmion ABC sivujen
AB ja AC sisédpisteitd tédsséd jarjestyksessd niin, ettd

DB = BC = CFE. Suorat CD ja BE leikkaavat pis-
teessd F'. Osoita, ettd kolmion ABC' sisdénpiirretyn
ympyran keskipiste I, kolmion DEF ortokeskus H ja
kolmion ABC' ympéripiirretyn ympyran kaaren BAC
keskipiste M ovat samalla suoralla.

[Kolmion ortokeskuksella tarkoitetaan sen korkeusjano-
jen leikkauspistetta.

Tehtéva 3. Olkoon d(m) positiivisen kokonaisluvun
m positiivisten tekijoiden lukumééra ja olkoon w(m)
luvun m erisuurten alkutekijéiden lukumaééra. Olkoon
k positiivinen kokonaisluku. Osoita, ettd on olemassa
ddrettoméan monta positiivista kokonaislukua n, joilla
w(n) = k ja luku d(n) ei jaa lukua d(a® + b?) millddn
positiivisilla kokonaisluvuilla a ja b, jotka toteuttavat
ehdon a + b = n.

Tehtava 4. Maarita kaikki kokonaisluvut n > 2, joil-
la on olemassa kokonaisluvut z1,zs,...,x,_1, jotka to-
teuttavat ehdon, ettd jos 0 < i <m, 0 < j<n,i#j
ja luku n jakaa luvun 27 4 j, niin z; < x;.

Tehtiava 5. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Meil-
14 on n laatikkoa, joista jokaisessa on epénegatiivinen
méiréd helmié. Jokaisella siirrolla saamme ottaa valitse-
mastamme laatikosta kaksi helmed, heittda pois toisen
helmista ja laittaa toisen helmen toiseen valitsemaam-
me laatikkoon. Helmien alkuperéisté asettelua kutsu-
taan ratkeavaksi, jos on mahdollista saavuttaa &érel-
liselld (mahdollisesti nollalla) siirrolla tilanne, jossa ei
ole tyhjéaa laatikkoa. Maarité kaikki sellaiset alkuperai-
set helmien asettelut, jotka eivit ole ratkeavia, mutta
jotka muuttuvat ratkeaviksi, kun yksi helmi lisdtédéan jo-
honkin laatikkoon riippumatta siitd, mihin laatikkoon
helmi lisdtasan.

Tehtava 6. Maarita kaikki funktiot f: R — R, jotka
toteuttavat ehdon

FW+22f(y) + f(2)?) = (y+ f(@) (@ + f(y))

kaikilla reaaliluvuilla x ja y.

Ratkaisut

Tehtava 1. Téssd tehtdvissd avainasemassa ovat ns.
kolmioepayhtélot: luvut a,b,c € Ry ovat kolmion sivu-
jen pituudet tadsmaélleen silloin, kun

a+b>c, b+c>a ja c+a>0D.

Osoittautuu, ettd vakion ¢ arvoiksi kelpaavat tédsmal-
leen vilin [2/3,2] luvut.

Osoitetaan ensin, ettd mikdén arvo t € ]—00,2/3[ ei
kdy tarkastelemalla hyvin litteda tasakylkistd kolmio-
ta, esimerkiksi kolmiota, jonka sivujen pituudet ovat
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a=2—cjab=c=1, missd € € Ry on hyvin pieni.
Talloin
(6% + cat) + (¢® + abt) — (a® + bet)
=1+2-e)t+1+(2—e)t—4+4e—e*—t
=3t— 24 (4—2t)e -2
Kun € — 0, lauseke ldhestyy arvoa 3t — 2 < 0, eli riit-
tavan pienelld € kolmioepéayhtdlot eivit pade luvuille

a® + bet, b? + cat ja ¢ + abt, eivitki ne silloin voi olla
kolmion sivujen pituudet.

Osoitetaan seuraavaksi, etteivit arvot ¢ € ]2,00[ kiy
tarkastelemalla hyvin kapeaa tasakylkistd kolmiota,
esimerkiksi kolmiota, jonka sivujen pituudet ovat a = ¢
jab=c=1, missd € € Ry on jalleen hyvin pieni. Nyt
voidaan laskea jalleen
(b* + cat) + (¢* + abt) — (a® + bet)

=1l+et+1+et—e>—t

=2 —t+ 2 €%
Kun € — 0, lauseke ldhestyy negatiivista arvoa 2 —t, ja
jalleen riittévan pienilld € kolmioepéayhtalot eivit pade
luvuille a? + bet, b2 + cat ja ¢ + abt, eiviitks ne silloin
voi olla kolmion sivujen pituudet.

Tarkastellaan seuraavaksi tapausta ¢ € [1,2]. Téssa ta-
pauksessa, koska b+ ¢ > a, on
(b2 + cat) + (02 + abt) — (a2 + bct)
> (b2 +c2 - 2bc) + (cat + abt — a2)
>0+ (a®t—a®) 2 0.
Samanlainen argumentti osoittaa, ettd myos muut kol-

mioepiyhtdlét patevit luvuille a? + bet, b + cat ja
c? + abt.

Lopuksi, olkoon ¢ € [2/3,1]. Eliminoimalla epayhtalos-
td a tiedon b + ¢ > a avulla, saadaan
(b2 + cat) + (c2 + abt) — (a2 + bct)
= (> + ¢®) + (cat + abt) — (a® + bet)
> b2+ ¢+ (t—1)a® — bet
S+ +(t—1)(b+c) — bet
= >+ )+ (t—1) (> + ) + (t — 1) 2bc — bet
=t(B*+*) +(t—2)be

t—2
:t<b2+02+tbc>
>t(b2—|—c2—2bc)>07

missé viimeiselle riville tultaessa on hyodynnetty sitd
seikkaa, ettd koska t > 2/3, on oltava % > —2. Samal-
la tavoin voi todistaa kaikki kolmioepéayhtalot luvuille
a® + bet, b% + cat ja c® + abt, ja olemme valmiit.

Tehtavia 2. Olkoon wy se ympyré, jonka erds halkaisija
on BD, ja olkoon ws se ympyréa, jonka erds halkaisija

on CE. Olkoot liséksi O1 ja Oy ympyroiden wy ja we
keskipisteet. Tavoitteena on todistaa, ettéd pisteet I, H
ja M ovat kaikki janan O102 keskinormaalilla. Keski-
normaalin pisteille on kéteva vaihtoehtoinen muotoilu:
piste P on janan 0105 keskinormaalilla tdsmélleen sil-
loin, kun PO; = POs.

Kasitellddn piste M ensimméisend, ja osoitetaan, et-
td MO; = MOs. Ensinnékin, varmasti BM = CM.

Toisaalta,
1
BOl = 5

Lisédksi, kehdakulmalauseen nojalla

-BD:%~CE:(102.

LO\BM = ZABM = LZACM = LO;CM.

Nyt kolmiot AMBO; ja AMCO5 ovat yhtenevii, ja
MO; = MO,.

Pisteiden I ja H kisittelyd varten esittelemme pienen
lemman:

Lemma. Olkoot wy ja wy kaksi ympyrdd, joiden hal-
kaisijat ovat yhtd pitkdt ja keskipisteet O1 ja O, olkoot
A ja B eri pisteita ympyrdlld wy, ja olkoot C ja D eri
pisteitd ympyralld ws. Oletetaan, ettd suorien AB ja
CD leikkauspisteelle P pdtee

AP-PB=CP-PD.
Télloin PO, = POs.

Todistus. Merkitddn ympyroiden w; ja wo sddettd r.
Leikatkoon PO; ympyrda w; pisteissd X ja Y, ja lei-
katkoon POs ympyridd ws pisteissd Z ja W. Pisteen
potenssin nojalla

(POy +7) (PO, —r)= XP-PY = AP - PB
=CP-PD=ZP-PW = (POy + 1) (POy — 7).

Titen PO? —r? = PO3% —r?, ja on oltava PO; = PO,
mik4 oli todistettava. O

Olkoon K suorien BI ja CD leikkauspiste, ja olkoon
L suorien CI ja BE leikkauspiste. Koska BC = BD
ja BI on kulman ZCBD kulmanpuolittaja, on BK L
CD. Samoin, koska BC = C'E ja CI on kulman ZECB
kulmanpuolittaja, on CL | BE. Téastd seuraa kaksi
asiaa. Ensinndkin Thaleen lauseen nojalla K on ympy-
réalld wy, ja L on ympyréalld wy. Toiseksi, kolmiot ABIL
ja ACIK ovat yhdenmuotoiset, ja on oltava

BI_CI
IL  IK’
Nyt lemman nojalla 107 = I0O,.

eli BI-IK=CI-IL.

Olkoon U suorien DH ja EF leikkauspiste, ja olkoon
V suorien FH ja DF leikkauspiste. Koska H oli kol-
mion ADFEF ortokeskus, on DU | EF ja EV | DF.
Jalleen Thaleen lauseella seuraa, ettd U on ympyral-
14 wy ja V on ympyralld wo. Ja samassa hengessa kuin
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alemminkin, kolmiot ADHV ja AEHU ovat yhden-
muotoiset, ja on oltava

DH EH
= i DH-HU =FH-HV.
v oo eli U V.

Nyt lemman nojalla HO; = HOs, ja olemme valmiit.

Tehtiivi 3. Osoitetaan, ettd kaikki muotoa n = 2P~ tm
olevat luvut toteuttavat ehdon, kun luku m on sellai-
nen, ettd w(m) = k—1, kaikki luvun m alkutekijat ovat
suurempia kuin luku kolme ja luku p > 2 on alkuluku,

g)(P—l)/Q >m

joka toteuttaa ehdon ( 7

Tehdédédn vastaoletus: On olemassa positiiviset koko-
naisluvut a ja b niin, ettd a+b = n ja d(n) | d(a®+b?).

Muistetaan, etta
d(pSps? - pi*) = (g + 1)(ag + 1) -+ (g + 1).

Téaten
d(n) = pd(m)
ja siispa
p | d(a®+b?).
Vastaavasti téstd seuraa, ettd luvun a? + b% on oltava
muotoa

CL2 +b2 — qcpfl,r,

)

missid ¢ on alkuluku ja syt(r,g) = 1. Johdetaan nyt
ristiriita erikseen tilanteissa ¢ > 5, ¢ = 3 ja ¢ = 2.
Aloitetaan tapauksesta ¢ > 5. Téssa tilanteessa halu-
taan johtaa ristiriita siitd, ettd toisaalta luvun n? pitda
olla suhteellisen iso (ennen kaikkea isompi kuin luvun
a? + v?, silla n? = (a + b)?), ja toisaalta se on aut-
tamatta liian pieni verrattuna siihen, mitd tiedetddn
luvun a? + b2 tekijoista.

Tiedetddn, etta
(a4 b)? =n? = 22722,
Toisaalta
(@+0)2> a2+ b2 =qP lr > qP 1 gl > 501

joten
22p72m2 > 5p717

. 5 (p—1)

Tamé on kuitenkin luvun n oletusten nojalla mahdo-
tonta.

eli

Kasitellddn nyt tilanne ¢ = 3. Nyt siis
3| a® + 07,

jolloin voidaan helposti todeta, ettd a = b = 0
(mod 3), jolloin n = a + b on myds jaollinen luvulla

kolme. Tamé& on kuitenkin ristiriita, silld oletimme, et-
td n = 2P~ !m, ja ettd luvun m alkutekijit ovat suu-
rempia kuin luku kolme.

Siirrytddn viimeiseksi tapaukseen ¢ = 2. Nyt
a+b=n=2""1m
ja
a? +b? = 2P 1y,
Jaetaan tarkastelu kahteen tapaukseen

1. a = 2%y ja b= 2Pby, missi a # B ja luvut ag ja by
ovat parittomia

2. a = 2%g ja 2%bg, missa luvut ag ja by ovat paritto-
mia.

Aloitetaan ensimméisestd tapauksesta. Voidaan olet-
taa, ettd a < 3. Koska

27 Im =n=a+b=2%0+2"by = 2% (ag +2° "),
joten p — 1 = . Siispa
2Pl — 2 4 p? = 22p72a8 + 228,
— 9% (g3 4 9% g)

joten
cp—1=2p—2.

Taméa on kuitenkin mahdotonta, joten tapaus yksi on
nyt kasitelty loppuun.

Siirrytadn nyt toiseen tapaukseen a = 2%ag ja b = 2%bg.
Nyt
27"l =n=a+b=2%ao + bo),

joten o < p — 1. Liséaksi nyt
2P~y = g2 4 b = 22%a2 4+ 2203 = 2%%(ad + b3),

joten
2 2 _ ogcp—1—2«a
ag+05=2 T.

Koska ag ja by ovat parittomia, pétee
ag +b2 =2 (mod 4).

Taten cp—1—2a =1, joten a+1 = $p, ja koska a+1
on kokonaisluku, on my6s luvun $p oltava kokonaislu-
ku, ja koska luku p on pariton alkuluku, on luvun c
oltava parillinen, joten $p > p, eli @ + 1 > p. Tiede-
tdan toisaalta, ettd a < p — 1, eli p > a4+ 1, mika on
ristiriita.

Tehtava 4. Osoittautuu, ettad halutunlaisia lukuja ovat
tdsmélleen luvut muotoa 2%, missd a € Zy, ja luvut
muotoa 3 - 2%, missd o € Z4 U {0}.

Aloitetaan toteamalla, ettd vain lukujen xq,...,z,_1
suuruusjirjestykselld on vélid, joten voimme keskit-
tyd siihen. Todetaan lisdksi, ettd jokaisella i €
{1,...,n — 1} 16ytyy enintdén yksi j € {1,...,n— 1},
jolle 2i + j = 0 (mod n). Nimittdin, jos 10ytyisi toi-
nenkin, sanokaamme luku j’, niin olisi j = —2i = j’
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(mod n), ja joukon {1,2,...,n — 1} kaksi lukua voivat
olla keskendén kongruentit modulo n vain silloin, kun
ne ovat perédti yhtd suuret.

Tutkitaan seuraavaksi, milloin luvulle i ei 16ydy lukua
j,jolle n | (2¢ + j) ja ¢ # j. Néin on tasmélleen silloin,
kun 2i+i =0 (mod n) tai 2¢ =0 (mod n). Edellisessi
tapaus toteutuu tasmélleen silloin, kun n | 34, eli kun
i = n/3 tai i = 2n/3. Jilkimmaéinen tapaus toteutuu
tasmélleen silloin, kun ¢ = n/2.

Olkoot J ={1,...,n—1} ja I = J\ {n/3,2n/3,n/2}.
Nyt voimme jokaiselle ¢ € I sopia, ettd f(i) on se yk-
sikédsitteinen j € J, jolle i # j ja n | (20 4+ j). Nyt
kokonaisluvut x1,...,x,_1 toteuttavat tehtdvinannon
ehdot vain ja ainoastaan silloin, kun z; < ;) kaikilla
1€l

Nyt meilld tulee olemaan tdsmélleen kaksi mahdolli-
suutta. Joko

I jokaisella i € I laskettaessa f (i), f(f(2)), fF(f(f())),
... lopulta paadytéén johonkin luvuista n/3, 2n/3
tai n/2, tai

1T (i) € I kaikilla i € I.

Tapauksessa I tehtdvinannon mukaiset luvut xq,...,
T,_1 on helppo valita. Erds konkreettinen tapa valita
tallaiset luvut on sopia, ettd kaikilla ¢ € J asetetaan
luvuksi z; se pienin positiivinen kokonaisluku k; € Z,
jolle jonossa f(7), f(f(7)), f(f(f(i))),... k. jdsen on jo-
kin luvuista n/3, 2n/3 tai n/2.

Tapauksessa II voimme tarkastella darettoméan pitkda
jonoa f(1), f(f(1)), f(f(f(1))),..., jossa voi esiintyd
vain adrellisen montaa eri arvoa, ja jonka on siksi tois-
tettava itseddn. Erityisesti, jotkin kaksi eri jonon ji-
sentd, sanokaamme ¢ ja j, ovat yhtd suuret. Talldin
nahdéan, ettd lukujen xq,...,x,_1 olisi toteutettava
ristiriitaiset ehdot

Ty STy <TGy < --- < Tj = Ty

Jos luvussa n on alkutekijé p, jolle p > 5, niin silloin
jonossa

1=1 (mod n)
esiintyy vain luvulla p jaottomia elementtejé, eiké siis
mitaan luvuista n/3, 2n/3 ja n/2. Samassa hengessi,
jos 9 | m, niin mikd4n edelld mainitun jonon luvuista

ei ole kolmella jaoton, kun taas jokainen luvuista n/3,
2n/3 ja n/2 on.

Jotta tapaus I voisi pated, on siis oltava n = 2% jollakin
a € Zy tain =3 - 2% jollakin o € Z; U {0}.

Lopuksi, jos on n = 2% niin silloin F =
FOfC--f(Q)--+)), missd f esiintyy « kertaa, on = 0

(mod n), ja jos n = 3-2% niin F = 2% tai 2 - 2%
(mod n), eli F on toinen luvuista n/3 ja 2n/3.

Tehtava 5. Viditdmme, ettd halutunlaisia kivien ase-
telmia ovat tdsmélleen ne, joissa on 2n — 2 kived, ja
joissa jokaisessa laatikossa on parillinen méaara kivia.

Numeroidaan laatikot 1,2,...,n. Merkitddn laatikoi-
den kivien lukuméérid kokonaislukuvektoreilla z =
(x1,%2,...,%,) niin, ettd z; merkitsee i. laatikon ki-
vien lukuméaraé, missé siis ¢ € {1,2,...,n}.

Ratkaisun ideana on méaritelld kullekin kivien asetel-
malle niin sanotusti semi-invariantti suure; luku, joka
kussakin sallitussa kivioperaatiossa joko pysyy muut-
tumattomana tai pienenee. Taméan hyodyllisen ominai-
suuden omaava suure on

n

D<x>2fi2‘1j,

=1

missé || merkitsee tavanomaista lattiafunktiota: jos
« € R, niin |« on suurin kokonaisluku n, jolle n < a.
Erityisesti, jos m € Z, niin

m—1| [(m—1)/2 kun m on pariton, ja

2 1 (m—=1)/2—1/2 kun m on parillinen.

Siispé toinen tapa kirjoittaa lauseke on
P
)
2 2
missd P(z) on vektorin = parittomien komponenttien
lukumaééra, ja N(z) = z1 + ...+ z,.

Tarkastellaan, mité lausekkeen D(z) arvolle kiy lail-
lisessa siirrossa. Poistetaan siis laatikosta ¢ kaksi ki-
ved ja lisdtadn laatikkoon j # ¢ yksi. Tietysti lauseke
|(z; —1)/2] pienence yhdella. Jos x; on pariton, niin
(xj—1)/2 on kokonaisluku, jolloin |(z; —1)/2] ei muu-
tu. Jos taas x; on parillinen, niin |(z; — 1)/2] kasvaa
yhdelld. Téten lausekkeen D(x) arvo joko pysyy muut-
tumattomana tai pienenee yhdelld (sen mukaan, oliko
x; pariton vai parillinen).

Jos mikaan laatikko ei ole tyhja (eli x; > 0 jokaisella
i € {1,...,n}), niin silloin varmasti D(z) > 0. Koska
D(z) ei koskaan kasva laillisissa operaatioissa, on myos
oltava D(z) > 0 kaikille ratkeaville kivien asetelmille x.

Toisaalta, jos D(x) > 0, niin silloin kivien asetelma x
on ratkeava; nimittdin, jos merkitdan p; = |(x; — 1)/2]
jokaisella ¢ € {1,...,n}, niin 7. laatikko on tyhji tés-
mélleen silloin, kun p; = —1, jolloin tyhjien laatikoiden
lukumééra on — Zm <o Pi- Toisaalta, kun p; > 0, lu-
ku p; kertoo tdsmélleen, kuinka monta kertaa laillisen
operaation voi suorittaa i. laatikolle niin, ettéd 7. laa-
tikkoon vield jaa ainakin yksi kivi. Koska D(x) > 0,

on
*Zpié ZPiZZPm

pi<0 p;i =0 pi>0
eli laillisia operaatioita voi suorittaa vahintdan yhta
monta kuin tyhjid laatikoita on.



Solmu 3/2014

29

Téaten asetelma z on ratkeava jos ja vain jos D(x) > 0,
eli jos ja vain jos

P(x) = 2n — N(x).

Liséksi, koska 1 + ...+ 2, = P(z) (mod 2), asetelma
x ei ole ratkeava tésmaélleen silloin, kun

P(z) <2n—2— N(x).

Erityisesti, jos P(xz) = 0, niin asetelma x on ratkea-
va jos ja vain jos N(z) > 2n — 1, ja ei-ratkeava jos ja
vain jos N(x) < 2n— 2. Nyt tieddmme, ettd asetelmat,
joissa P(z) = 0 ja N(z) = 2n — 2, ovat halutunlaisia
asetelmia, eli riittda endé osoittaa, ettd halutunlaisille
asetelmille péatee P(z) =0 ja N(z) = 2n — 2.

Oletetaan seuraavaksi, ettéd kivien asetelma z’ saadaan
asetelmasta x lisddmalla johonkin laatikkoon yksi kivi.
Talléin P(z') on toinen luvuista P(z) + 1 ja P(z) — 1.
Jos z’ on ratkeava ja z ei ole, niin

P(z) <2n—-2— N(z),

ja

P(x')>2n— N(z') =2n—1— N(x).
Siispé on oltava P(z') = P(x)+ 1, eli kivi liséttiin laa-
tikkoon, jossa oli parillinen méédra kivid. Asetelmaan
x, joka ei ole ratkeava, voi siis lisdtd kiven mihin ta-
hansa laatikkoon niin, ettd saadaan ratkeava asetelma

tasmalleen silloin, kun sen jokaisessa laatikossa on pa-
rillinen méaéra kivia.

Lopuksi, halutunlaisille = on siis padettava
0=P(z)<2n-2— N(x)
ja
1=P(z') > 2n— N(z),
mistd seuraa, ettd N (z) = 2n—2, ja véite on todistettu.

Tehtava 6. Huomataan ensin, ettd funktiot f(z) = z,

f(x) = —x ja f(z) = } — z toteuttavat funktionaaliyh-

talon. Tarkistetaan:
Jos f(x) = x, niin

FWP+22f(y) + f(2)?) = 4> + 2y + 2% = (x + y)?
=+ f(2) (@ + fy)-

Jos f(x) = —x, niin

FWP+25f(y) + f(2)?) = =y = 22f(y) — f(x)?

=y + 2y — 2 = —(z —y)?

=Y+ (@) (x+ f(y)

Jos f(x) = § — «, niin
F* + 22 f(y) + f(2)?)
=5~y —22f(y) - f(2)?

Il
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Osoitetaan seuraavaksi, ettd mikddn muu funktio ei
funktionaaliyhtilod toteuta. Sijoitetaan y = — f(x), sil-
14 talla sijoituksella funktionaaliyhtélon oikea puoli on
nolla:
F(2f(@)? +22f(~ f(z))) = 0.

Tastd seuraa, ettd ainakin jollakin arvolla funktio saa
arvon nolla. Osoitetaan seuraavaksi, etté téllaisia arvo-
ja voi olla vain yksi.

Oletetaan, ettd f(u) =0 = f(v). Tavoitteemme on siis
osoittaa, ettd u = v. Tehdéén sijoitus x = y = v alku-
perdiseen yhtaloon. Saadaan

fu?) =u?.

Tehdddn nyt sijoitus x = y = v ja saadaan vastaavas-
ti f(v?) = v%. Tehdddn seuraavaksi sijoitus z = u ja
y = v. Saadaan
f(v*) =uv

ja sijoituksella x = v ja y = u saadaan f(u?) = uv. Tie-
dimme siis, etti f(u?) = uv = u? ja f(v?) = uwv = v%
Siispd u = v. Taten on olemassa yksikésitteinen luku
a, jolla f(a) = 0. Koska

F(2f(2)? + 2 f (= f (@) =0,
@) +af(—f@) = 5
kaikilla x.

Tarkastellaan nyt pisteitd z; ja xo, joissa funktio saa
saman arvon. Edelld todistetun nojalla tieddmme, et-
té4 mikdli nAméa pisteet ovat erisuuret, niin f(z1) =
f(z2) # 0. Oletetaan siis, ettd nédin on.

Nyt

@)+ arf (= (@) = 5 = f@2)’ + waf (] (x2),
joten

o1 f(=f(21)) = 22 f (— f(22))
= z2f(=f(z1)) = 21 f(=f(22)).

Ensimmaéinen yhtédsuuruusmerkki seuraa edellisesté yh-
talostd suoraan sieventdmélld, toinen ja kolmas taas
korvaamalla f(z2) arvolla f(x1) (tai painvastoin), jo-
ka on yhta suuri. Nyt on kaksi vaihtoehtoa, joilla tdma
yhtéloketju voi péated: joko x; = x5 tai f(—f(x1)) =
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f(=f(z2)) = 0, jolloin f(z1) = f(x2) = —a. Késitel-
l44n nyt naista jalkimmaéistd tapausta tarkemmin. Mi-
kili f(xz1) = f(z2) = —a, niin sijoitetaan tehtévinan-
non yhtal6én = a ja y = 1. Nyt

F(@?+2af(21) + f(a)?) = (z1 + f(a)(a+ f(x1)),

joten
f(z? —2a®) =0,
eli
2 —2a® = a.

Vastaavasti saadaan x3 —2a? = a, joten 27 = 23, ja siis

xr1 = :|:£C2.

Alkuperdisen yhtalon oikea puoli ei muutu, vaikka lu-
kujen x ja y jarjestys muutettaisiin. Siispad myos vasem-
pien puolien pitdé olla samat. Saadaan

F? +20f(y) + f(2)?) = f(2® + 2yf (@) + f()?)
kaikille = ja y.

Edelld olemme osoittaneet, ettd mikali f(xz1) = f(z2),
on oltava 1 = +x9. Hyddynnetddn nyt tata tietoa.
Edellisen yhtélon nojalla on siis padettava joko

v +22f(y) + f(2)® = 2° +2yf(z) + f(y)?

tail
y?+20f(y) + f(2)? = — (@ + 2y f () + f(v)?) .

Mikali f(y2 +2xf(y) + f(l‘)Q) = 0, on padettivi, etti
y*+22f(y)+f(2)? = 2° + 2y f(z) + f(y)?, koska funk-
tio saa arvon nolla yksikisitteisessé paikassa. Jos siis
pitee y* + 22f(y) + f(2)? = — (2° + 2yf(2) + f(v)°),
pitee myds f(y®+2xf(y) + f(z)?) # 0. Tami on
kuitenkin mahdotonta, silld télloin tulisi pated myos
(y + f(2))(x + f(y)) # 0, mutta yhtalo y* + 2z f(y) +
f(@)? = — (2% + 2yf(z) + f(y)?) voidaankin kirjoittaa
toisin muodossa (f(z) +y)? + (f(y) +z)? = 0, miki on
ristiriita ehdon (y + f(x))(z + f(y)) # 0 kanssa. Ainoa
vaihtoehto on siis, etta kaikilla x ja y pétee

v +22f(y) + f(2)® = 2° + 2y f(z) + f(y)*

Sijoitetaan nyt tdhdn yhtdloén y = 0, jolloin saa-
daan f(z)? = (f(0) — x)2. On siis padettivi f(z) =
+(f(0) — x). Kirjoitetaan f(x) = s(z)(f(0) — x), jossa
siis funktio s(z) voi saada arvonaan luvun —1 tai lu-
vun 1, eikd mitddn muita arvoja. Kun sijoitetaan tdma
yhtéloon y* 4 2z f(y) + f(x)* = 2* + 2yf(z) + f(y)?,
saadaan

z(ys(y) + F(0)(1 = s())) = y(zs(x) + F(0)(1 — s(x))),

eli
0)(1 —s(x 0)(1—-s
oy 4 TOA=s@) O~ ()

Z Y
kaikilla x # 0 ja y # 0. Koska z ja y ovat taysin toisis-
taan riippumattomia, voidaan nyt kiinnittaéd y vakiok-
si. Talloin lausekkeen s(x) + M arvon pitéd
olla vakio muuttujan x arvosta riippumatta.

Jos f(0) = 0, niin funktion s(x) on oltava vakio, eli
f(z) = x kaikilla x tai f(z) = —z kaikilla .

Oletetaan seuraavaksi, ettd f(0) # 0. Mikéli nyt s(x) =
—1 kaikilla  # 0, niin funktion —1 + %(0) pitaa olla
vakio kaikilla z # 0. Tamé& on kuitenkin mahdotonta,
joten néin ei voi olla.

Jos f(0) # 0 ja s(z) = 1 kaikilla  # 0, niin on olta-
va f(x) = f(0) — z, ja sijoittaen tdmé alkuperiiseen
tehtdvinannon yhtiloon saadaan 2f(0)%2 = f(0), joten
f0) = 3.

Jos taas f(0) # 0 ja on olemassa nollasta poikkeavat

luvut z ja y, joilla s(x) = —1 ja s(y) = 1, niin sijoittaen
yhtaloon
0)(1— 0)(1 —
s(x) + J0)(1 = 5(x)) = s(y) + f0) ~s(y)
x Y
saadaan
1 HO
x

jolloin = f(0). Tallin kaikilla muilla luvun x arvoilla
on padettavd f(z) = f(0) — z, ja tdlloin on padettavi
10) = 3.

Viitteet

[1] European  Girls’  Mathematical ~ Olympiad
2014, Antalya, Turkey, Problems and So-
lutions, Day 1, saatavilla osoitteesta http:

//egmo2014 . tubitak.gov.tr/sites/default/
files/solutions-dayl.pdf.

[2] European Girls’  Mathematical Olympiad
2014, Antalya, Turkey, Problems and So-
lutions, Day 2, saatavilla osoitteesta http:

//egmo2014.tubitak.gov.tr/sites/default/
files/solutions-day2.pdf.

[3] Scoreboard for EGMO 2014 in Turkey, https://
Www.egmo.org/egmos/egmo3/scoreboard/.
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Jarkea pinta-ala- ja tilavuusyksikoiden kasittelyyn

Vesa Linja-aho'

Yksi ammattikorkeakouluopiskelijoille sddnnollisesti
padnvaivaa aiheuttava aihe ovat pinta-alojen ja tila-
vuuksien késittely fysiikassa. Sdhkotekniikan perus-
kurssilla tdméa nousee esille tasapaksun johtimen resis-
tanssia laskettaessa. Tasapaksun johtimen resistanssi
R on suoraan verrannollinen johdinmateriaalin resistii-
visyyteen p ja pituuteen [ ja kddntden verrannollinen
johtimen poikkipinta-alaan A eli

l

Jos johtimen poikkipinta-ala ilmoitettaisiin neliomet-
reind, pituus metreind ja resistiivisyys ohmimetrei-
né, mitddn ongelmia tuskin laskimenkayttotaitoiselle
opiskelijalle tulee. Kéytdnnoén johtimet ovat kuiten-
kin poikkipinta-alaltaan neliomillimetreja, resistanssit
nano-ohmimetrejé ja pituudet metreja.

Pinta-alayksikoiden kasittely hukassa tai
altis virheille

Ensimmaisen vuoden ammattikorkeakouluopiskelijat
osaavat etuliitteiden késittelyn, mutta pinta-alayksikén
késittely tuottaa vaikeuksia varovasti arvioiden yli puo-
lelle opiskelijoistani. Tyypillinen virheellinen ratkaisu-
tapa on ndppadilld lukuarvot suoraan laskimeen tai yrit-
tdd muuntaa padssd neliomillimetrit neliometreiksi ja
seota omaan napparyyteen.

Jalkimmainen tapa on se, miten asia peruskoulun oppi-
materiaaleissa opetetaan: millimetri, senttimetri, desi-
metri, metri. Ja jos muunnetaan pinta-aloja, niin pilk-
kua siirretadn kaksi askelta litaniaa luetellessa, ja jos
muunnetaan tilavuuksia, niin pilkkua siirretdédn kolme
askelta.

Lukion oppikirjasarjoissa muunnostekniikkaa ei kési-
tella, koska se oletetaan osattavaksi peruskoulusta.
Poikkeuksena on seuraava esitystapa, joka loytyy lu-
kion Vapaa matikka 1 -kirjasta.

Eksponentti koskee myos etuliitetta

Muunnoksen nimittéin voi tehdd — ja opettaa — helpom-
minkin. Kaikki alkaa seuraavasta oivalluksesta: esimer-
kiksi merkinté

mm
tarkoittaa itse asiassa

(mm)?
eli pinta-ala- tai tilavuuseksponentin vaikutus ulottuu

my6s etuliitteeseen, vaikka merkintdtapa ei ndin anna-
kaan ymmaértaa.

IKirjoittaja on sahkétekniikan diplomi-insiné6ri, matematiikan ja tietotekniikan aineenopettaja ja tycskentelee autoelektroniikan

lehtorina Metropolia-ammattikorkeakoulussa.
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Nyt vaikkapa kymmenen metrin pituisen ja neliomilli-
metrin vahvuisen kuparijohtimen (p = 16,78 nQm) re-
sistanssilasku menee kertandppéilylla oikein tai oikeas-
taan ihan péassédlaskuna:

l 10m
R= Py = 16,78 anlmm2
= 16,78 anlOim
1- (mm)?
10m
=1 S107%0m—o-—
6,78 - 10 m— (10-3m)?
10m 108
=16,78-1077Qm———— = 16,78——Q
’ M 10-6m?2 1706

=16,78-1072Q = 0,1678 .

Toinen tai kolmas potenssi koskee siis paitsi yksikkod
myds sen etuliitettd, vaikka sulkuja ei merkitdkddn nd-
kyviin. Tama on tietenkin matemaatikolle itsestaén sel-
vaa, mutta

e en ole nihnyt yhtddn perusasteen oppimateriaalia,
jossa asia selitettéisiin tata kautta,

e tapa on ainakin amk-opiskelijoille opetettavissa vii-
dessd minuutissa,

e jopa matemaattisesti heikoimpien opiskelijoiden
pinta-alayksikkomuunnosvirheet ovat kéytdnnossa
kadonneet laskuharjoituksista tdmén ajattelutavan
selittdmisen jélkeen,

e opiskelijoiden reaktio on ldhes joka ryhméssi ollut
timahdn on kdtevdd, miksi tdtd ei ole opetettu ai-
kaisemmin,

e en nde mitddn estettd, etteikod ldhestymistapaa voisi
soveltaa jo yldkoulussa,

joten toivoisin késittelytavan yleistyvan matematiikan
perusopetuksessa ja kasiteltdvin matematiikanopetta-
jakoulutuksessa. Siis:

mm? = (mm)? = m’m? = (107%)?m? = 10~ m?.

Jos viilataan oikein pilkkua. ..

Sivuhuomiona todettakoon, ettd juurikin millimetrin
merkintatapa on toki epajohdonmukainen muutenkin:
sama symboli m tarkoittaa sekd millid ettd metria ja
periaatteessa joku voisi tulkita:

mm:m~m:m2

En ole kuitenkaan koskaan térménnyt téllaiseen vaé-
rinkésitykseen, eli annetaan sen olla.

Kiitokset

Kiitokset ldaketieteen ylioppilas Joonas Mékiselle, joka
esitteli allekirjoittaneelle artikkelissa mainitun lahesty-
mistavan syksylla 2012.

Mainetta ja kunniaa tarjolla: opettajamaaottelu matematiikassa

Tukholman yliopisto on jo useana vuotena jarjestanyt Kappa-nimisen matematiikkakilpailun Ruotsin peruskou-
lujen ja lukioiden matemaattisten aineiden opettajille. Osallistuja on voinut olla yksittdinen opettaja tai saman
koulun enintdén neljan opettajan joukkue. Joukkueen voivat muodostaa myds saman paikkakunnan eri kouluissa

opettavat.

Nyt kilpailuun halutaan mukaan myos suomalaiset.

Tehtavien ratkaisut palautetaan sdhkopostilla. Ensimmaéisen kierroksen tehtévan viimeinen palautusajankohta

on 13.10.2014.

Tehtévat ja lisda tietoa osoitteessa:

http://solmu.math.helsinki.fi/olympia/kappa.html


http://solmu.math.helsinki.fi/olympia/kappa.html
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Suppeasta suhteellisuusteoriasta seikkaperaisesti

Syksy Rdsdnen
Helsingin yliopisto

Teuvo Laurinolli: Ensiaskeleet Einsteinin ava-
ruusaikaan. Matemaattinen johdatus suhteel-
lisuusteorian perusteisiin. Osa 1 (v2) Kine-
matiikka: aika, paikka ja liike. 2014. Saatavil-
la Solmun Oppimateriaalit-sivulla osoitteessa http://
solmu.math.helsinki.fi/oppimateriaalit.html.

Vuonna 1905 Albert Einstein 16ysi suppean suhteel-
lisuusteorian. Einsteinin tavoitteena oli ratkaista se on-
gelma, ettd klassinen mekaniikka ja sdhkomagnetismi
eiviat sopineet yhteen. Klassisen mekaniikan mukaan
lilke on suhteellista siten, ettd fysiikan lait ndyttavat
samalta kaikille vakionopeudella liikkuville havaitsijoil-
le. S&éhkémagnetismin mukaan tésta seuraa, ettd valon
nopeus on sama kaikille havaitsijoille, mik& on ristirii-
dassa sen oletuksen kanssa, ettd nopeus on suhteellista.

Einstein ratkaisi ristiriidan artikkelissaan, jonka ot-
sikkona oli Liikkuvien kappaleiden elektrodynamiikas-
ta. Ratkaisu meni paljon séhkémagnetismia pidemmaél-
le ja muutti késityksen ajasta ja avaruudesta. Vuon-
na 1907 Einsteinin entinen opettaja Hermann Min-
kowski ymmarsi, ettd suhteellisuusteoria on luonnol-
lisinta muotoilla siten, etta aika ja avaruus muodosta-
vat yhden kokonaisuuden, aika-avaruuden. Tama ka-
site avasi portit yleiseen suhteellisuusteoriaan, jonka
Einstein 16ysi vuonna 1915, ja joka paljasti gravitaa-
tion olevan aika-avaruuden geometrian ilmentyma.

Suhteellisuusteorialla on vaikeasti ymmaérrettivin teo-
rian maine. Yleisen suhteellisuusteorian kohdalla ta-
mé on jossain méadrin oikeutettua. Sen hahmottaminen

vaatii differentiaaligeometriana tunnetun hienostuneen
matemaattisen rakenteen omaksumista. Yleinen suh-
teellisuusteoria on johdonmukainen ja selked kokonai-
suus, mutta sen péddsee nakeméadn vain differentiaali-
geometrian seindmaé kiipeAmalla.

Suppean suhteellisuusteorian kohdalla tilanne on toi-
nen, sithen tutustuminen ei vaadi ennakkomaksua.
Teuvo Laurinollin esitys osoittaa tdméan hyvin. Teks-
ti on seikkaperdinen katsaus suppean suhteellisuus-
teorian alkeisiin pelkkaé lukiomatematiikkaa kayttaen.
Otsikko on kenties sindnsd harhaanjohtava, ettd Eins-
teinin aika-avaruus viittaisi ennemmin yleiseen suh-
teellisuusteoriaan, suppean suhteellisuusteorian aika-
avaruus laitetaan Minkowskin nimiin.

Laurinollin matka suhteellisuusteoriaan seuraa Einstei-
nin reittid, joka perustui Galileo Galileilta periyty-
vaan suhteellisuusperiaatteeseen ja siihen, ettd valon
nopeus on vakio. On hyvé, ettd suhteellisuusperiaate
nostetaan sille kuuluvaan keskeiseen asemaan, mutta
valon nopeuteen keskittyminen on hieman harhaanjoh-
tavaa, vaikkakin tavallista. Nykyndkokulmasta se, et-
td valon nopeus on kaikille havaitsijoille sama, on sup-
pean suhteellisuusteorian seuraus, ei oletus, eiké valolla
ole teoriassa erityistd asemaa. Tekstin lopussa on tosin
mukavana ylldtyksend inertiaalikoordinaatistojen véli-
sen muunnoksen johtaminen ilman oletusta siité, etta
valon nopeus olisi vakio.

Teksti on selkedd, mutta paikoitellen sanavalinnat ovat
turhan monimutkaisia: miksi kirjoittaa intervallista,


http://solmu.math.helsinki.fi/oppimateriaalit.html
http://solmu.math.helsinki.fi/oppimateriaalit.html
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kun véli ajaa saman asian? Matemaattisia askeleita
kaydasdn 1api melkoisella perusteellisuudella niin yhta-
16iden kuin kuvienkin kautta. Tulosten merkityksié oli-
si kuitenkin voinut selittdd enemmaén. Esimerkiksi kak-
sosparadoksin yhteydessa jaa epaselviksi, mika rikkoo
symmetrian kaksosten vililld ja tekee aikadilataatiosta
absoluuttisen. Nopeuden yhteenlaskukaavan yhteydes-
sé olisi ollut hyvéa esitella rapiditeetti ja sen yksinker-
tainen yhteenlasku.

On hauskaa, ettd luonnolliset yksikot esitellddn teks-
tissd. Niiden kuvaus on kuitenkin sindnsé puutteelli-
nen, ettd luonnollisissa yksikoissa ei ainoastaan valon-
nopeus ole yksi, vaan myos redusoitu Planckin vakio ja
Boltzmannin vakio ovat yksi. Oleellisempaa on se, etta
luonnollisissa yksikoissé ei ole kyse ajan mittaamisesta
metreissa, vaan pain vastoin siita, etta paastaan eroon
inhimillisiin olosuhteisiin kehitettyjen ja siksi perusta-
vanlaatuisten ilmididen kuvaamiseen huonosti sopivien
yksikoiden, kuten metrien ja sekuntien, historiallisesta
painolastista.

Valonnopeuden arvon laittaminen ykkoseksi johdat-
telee ajattelemaan aikaa ja avaruutta suuntina aika-
avaruudessa. Aika-avaruuden geometria on luonnollisin
kieli, jolla kuvailla niin suppeaa kuin yleistakin suhteel-
lisuusteoriaa. Keskeinen késite tassa on metriikka, ja on

Aivovoimistelua Englannin lehdista

ikdvad, ettd se mainitaan tekstissd vain kerran, ja sil-
loinkin j&a epéselviksi, miké se oikeastaan on.

Yleisessé suhteellisuusteoriassa metriikalla on keskei-
nen rooli. Suppean suhteellisuusteorian jaykéstd met-
ritkasta tulee siind dynaaminen toimija, joka kertoo
gravitaatiosta, avaruuden laajenemisesta ja ajan alus-
ta. Aika-avaruus kaareutuu kauniisti vuorovaikuttaes-
saan aineen kanssa.

Toistaiseksi yleisen suhteellisuusteorian ainoa kéytan-
non sovellus on GPS, mutta maailmankaikkeuden ym-
martamisessa silla on ollut valtava rooli. Kosmologian
kautta yleinen suhteellisuusteoria, yhdistettynd hiuk-
kasfysiikkaan, on laajentanut tietomme Einsteinin séh-
komagnetismia koskevista mietteistd maailmankaik-
keuden ensimmadisen sekunnin miljardisosiin ja kym-
menien miljardien valovuosien padahan.

Laurinollin esitys sopii henkil6ille, joita kiinnostaa sup-
pea suhteellisuusteoria ilman tarvetta kivuta korkeam-
malle. Toisaalta teksti soveltuu myos vaikkapa Ka-
ri Enqvistin oppikirjan Johdatus suhteellisuusteori-
aan kanssa selattavaksi sellaisille ensimmaéisen vuoden
yliopisto-opiskelijoille, jotka kaipaavat joidenkin yksi-
tyiskohtien tarkempaa lapikdymista.

Vasemmanpuoleinen ruudukko: Taytd valkoiset tyhjit ruudut kéyttden lukuja 1,2,3,4,5,6,7,8,9 siten, ettéd
kunkin rivin ja kunkin sarakkeen laskutoimitusten tulokseksi tulee kyseisen rivin oikealla puolella tai sarakkeen
alla annettu luku. Harmaisiin ruutuihin ei kirjoiteta mitadn. Kukin luvuista 1 — 9 saa esiintyd ruudukossa vain
kerran. Laskutoimitusten jirjestys on vasemmalta oikealle ja ylhaéltd alas. Oikeanpuoleinen ruudukko: Osita
ruudukko suorakulmioihin siten, ettéd kussakin suorakulmiossa on sen sisélle jadvin luvun verran ruutuja.
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Tehtavat ldhetti Matti Seppala.
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