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Rationaalisia, irrationaalisia, algebrallisia ja

transkendenttisia otuksia

Anne-Maria Ernvall-Hytonen

Helsingin yliopiston matematiikan ja tilastotieteen laitos

Tyyppilisesti ensin ihmiset torméivit kokonaislukui-
hin, eli lukuihin ..., —2,-1,0,1,2,... Omenoita on
kolme. Kirjoja on laukussa neljia. Hyvin nopeasti myos
tutustuu rationaalilukuihin, eli lukuihin, jotka voi esit-
tdd kahden kokonaisluvun osamaéaérdné: Tyypillisesti
syntymépaivakakkuja on yksi, mutta sydjid monta.
Talloin kristillisen tasajaon nimissé kukin sy6jé saa esi-
merkiksi viidesosan kakusta. Mikali taas kakkua jakaa
huijari, voi kiyda vaikkapa niin, ettd yksi saa kolme
viidesosaa, ja muut nelji vain yhden kymmenesosan
kakkua nen&a kohti.

Erityyppiset luvut eivéit kuitenkaan lopu vield tdhén:
On ilmeistd, ettd jos nelionmallisen syntymépéivika-
kun leikkaa neljaén osaan sivujen suuntaisesti muodos-
taen nelja pientd nelioté, joutuu tekemédn vihemmaén
tyota kuin jos leikkaa kakun neljdén osaan vastakkai-
sesta kulmasta vastakkaiseen kulmaan edeten. Kysy-
mys tietenkin kuuluu: Kuinka paljon ylim&aréista tyo-
td jalkimmaéisessd mallissa joutuu tekeméan? Osoittau-
tuu, ettd tyGtd pitdd tehds v/2-kertainen médrd. Luku
v/2 on niin kutsuttu algebrallinen irrationaaliluku, eli
sitd ei voida esittdd kahden kokonaisluvun osaméara-
ni. Se, ettd se on algebrallinen, tarkoittaa sitéd, ettd
se voidaan esittdd kokonaislukukertoimisen polynomin
juurena (tarkasti ottaen polynomin 2% — 2 juurena).

Mita 16ytyy tdmén jilkeen? Joko luvut loppuvat, voi-
daanko kaikki lajitella n&ihin kategorioihin? Vastaus
loytyy tarkastelemalla jélleen syntymépéaivikakkuja,

télla kertaa perinteikdstd ympyrélierion mallista kak-
kua. Kakkuvuokien koot kerrotaan tyypillisesti hal-
kaisijan avulla: Kakkuvuoan lapimitta on esimerkiksi
23 cm. Jos kakkuvuoan lapimitta on 23 cm, niin kuin-
ka pitka patka tarvitaan lakritsia, jos se halutaan kietoa
kakun ympéari? Tai toisaalta, mikd on lakritsin pituu-
den ja kakun halkaisijan suhde? T&ta lukua kutsutaan
m:ksi, ja se on niin kutsuttu transkendenttinen luku, eli
sité ei voi esittéaa paitsi kokonaislukujen osamaéréana, ei
edes minkdédn kokonaislukukertoimisen polynomin juu-
rena.

Thmetelldan seuraavaksi néita kasitteitd hieman tar-
kemmin.

Rationaalisuus vs. irrationaalisuus

Koska kokonaisluvut tuskin enempié puheita tarvitse-
vat, siirrytdan heti pohtimaan, miten irrationaaliluvut
voi erottaa rationaaliluvuista.

Niin kutsuttu todistus vastaesimerkin kautta on ylei-
nen menetelmé. Toisinaan on hyvin helppo osoittaa,
ettd luku ei voi olla rationaalinen. Otetaan ensimmaéi-
seksi esimerkiksi klassikko:

Esimerkki 1. Osoitetaan, ettid luku V2 i ole ratio-
naalinen.
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Tehd#éin vastaoletus ja viitetéisin, ettd v/2 on rationaa-
linen. T&llsin voidaan kirjoittaa /2 = ©, missé 7 ja s
ovat kokonaislukuja, s # 0 ja syt(r,s) = 1. Nelioimalla

saadaan

eli 72 = 2s2. Huomataan siis, etté luku r on parillinen.
Kirjoitetaan r = 27y, jolloin

4r? = 252,
eli s2 = 2r?, josta huomaammekin, etti myds s on pa-
rillinen. Tdma& on kuitenkin ristiriita, koska oletimme,
ettd syt(r,s) = 1, eli korkeintaan toinen luvuista r ja s
voi olla parillinen.

Otetaan nyt muutama harjoitustehtdva pohdittavaksi
ennen kuin siirrytdén asiassa eteenpéin:

Harjoitustehtivi 1. Osoita, etti /3 on irrationaali-
nen.

Harjoitustehtava 2. Osoita, etté v3++/5 on irratio-
naalinen.

Harjoitustehtava 3. Selvasti V9 = 3 on rationaa-
linen, eli se ei ole irrationaalinen. Mikali yllaolevalla
todistuksella siis yrittdisi osoittaa luvun V9 = 3 irra-
tionaaliseksi, menisi todistus jossain metsdan. Missa?

Rationaalisuus vs. irrationaalisuus, take II:
syvéllisempii asiaa

Neperin luku e ~ 2,718281828 on merkityksellisessé
asemassa analyysissa esimerkiksi siksi, ettd funktion e®
derivaatta on funktio itse. Hermite on todistanut, et-
ta luku on itse asiassa transkendenttinen. Koska trans-
kendenttisuustodistus télle luvulle on varsin haastava,
jatetddn se viliin, ja keskitytddn osoittamaan luku ir-
rationaaliseksi.

Lause 2. Luku e = 2,718281828. ..
nen.

on irrationaali-

Todistus jéljittelee lahdettd [2].

Todistus. Todistus lahtee jilleen liikkeelle vastaoletuk-
sesta: e = %, missd 7 ja s ovat yhteistekijattomié koko-
naislukuja ja s > 0.

Luku e voidaan esittdd tai madaritelld usealla tavalla.
Eras tapa on esittda se raja-arvona

1 n
e:lim<1—|—> .
n

Todistuksen kannalta on parempi hyodyntdd funktion
e” Taylorin kehitelmaé, eli esittda luku e sarjana

Jaetaan tdmé sarja nyt kahteen osaan jakamalla koh-
dasta N (téssd luku N on positiivinen kokonaisluku):

iv: : i 1
n! n
n=0 n=N+
Lavennetaan puolittain luvulla N!s, jolloin saadaan

N'es—N'sZ——i—N's Z

n= N+1
N e8] 1
= — | -
=s» N(N—1)---(n+1)+Nls > — (1)
n=0 n=N+1
Huomataan nyt, ettd luku
N
s> N(N—=1)---(n+1)
n=0

on kokonaisluku. Toisaalta, oletuksen mukaan e = =,
joten se = r, josta saadaan Nles = N!r. Koska N!r on
kokonaisluku, on my6s luvun N'les oltava kokonaisluku.
Yhtalon (1) nojalla on siis myos luvun

N!si%

n=N+1

oltava kokonaisluku kaikilla positiivisilla kokonaislu-
vuilla N. Osoitetaan seuraavaksi, ettd néin ei voi olla.
Tehd&dn tdmé arvioimalla lausekkeen kokoa. Selvésti
lauseke on vahintdan yhté suuri kuin sen ensimmaéinen
termi, eli pétee

o0

S 1
< N! —.
N+1 Sn:;—i-ln!

0<

Jos nyt pystymme rajoittamaan lausekkeen koon yl-

h&altd pain luvulla yksi, niin olemme valmiit, silld lu-

kujen nolla ja yksi vilissé ei ole kokonaislukuja. Arvioi-
n=N+1

daan nyt:
. >
S s S
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1
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TN+l 1-45 N
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1 s S
Ns 3 n!N!<(N+1)!+(N+2)!

<8
N +1

kun luku N on riittdvin suuri. Tama on ristiriita, silla
jos luku e olisi rationaaliluku, olisi tdmén luvun oltava
kokonaisluku kaikilla epanegatiivisilla kokonaisluvuilla
N, ja néin ei selvastikiddn ole. On saavutettu ristiriita.
Luku e on siis irrationaalinen. O
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Tahan viliin sopivat jélleen harjoitustehtidvit ennen
kuin siirrytddn algebrallisiin ja transkendenttisiin lu-
kuihin. Néiden tehtdvien tarkoituksena on osoittaa, et-
t8 my6s luku e? on irrationaalinen.

Harjoitustehtsiva 4. Totea, ettd jos luku e? on ratio-
naaliluku, niin on oltava olemassa kokonaisluvut r ja s,
joilla

-1 (2)

Kirjoita nyt lukujen e ja e~! esitykset Taylorin sarjan
avulla ja sijoita ne yhtaloon (2).

se =re

Harjoitustehtivi 5. Tarkastele lukujen e ja e~ Tay-
lorin esityksid. Lavenna esitykset sopivasti ja katkaise
ne sopivasta kohdasta saadaksesi yhtdlo (2) muotoon

kokonaisluku = kokonaisluku + jotain hyvin pienta.

Harjoitustehtédva 6. Osoita, ettd termi “jotain hyvin
pientd” on niin pieni, ettd saat ristiriidan. Tee johto-
péitds, ettd luku e? ei voi olla rationaalinen.

Algebrallisia ja transkendenttisia lukuja

Algebrallisiksi luvuiksi kutsutaan sellaisia lukuja, jotka
ovat jonkin kokonaislukukertoimisen polynomin juuria.

Ensimmainen kriittinen havainto on, etta algebralliset
luvut voivat olla rationaalisia tai irrationaalisia. Ratio-
naaliluku g on nimittdin polynomin sx — r juuri. Toi-
saalta esimerkiksi luku v/2 on edelli osoitettu irratio-
naaliseksi, ja koska se on polynomin z? — 2 juuri, on
se my0s algebrallinen. Liséksi huomataan, etté ensim-
maéisen asteen kokonaiskertoimisten polynomien juuret
ovat rationaalisia, eli jos luku on algebrallinen, koko-
naislukukertoimisen polynomin juuri, ja tiedetéan, etta
matalin polynomin aste, jolla néin voi kiyda on d > 1,
niin luku on irrationaalinen.

Yleisesti ottaen luvun osoittaminen transkendenttiseksi
on ihan tuhottoman hankalaa. Koska algebrallisia luku-
ja on vain numeroituva maara ja transkendenttisia yli-
numeroituva midrd (naiden asioiden todistaminen on
ihan toisen tekstin aihe), on jossain mielessid melkein
kaikkien lukujen oltava transkendenttisid. Todistami-
nen vain on hyvin haastavaa.

Periaatteessa algebralliseksi osoittaminen on suoravii-
vaista: annetaan polynomi, jonka juuri luku on. Kui-
tenkin, jos tdmédn polynomin aste on hyvin suuri, ei té-
mékain ole helppoa. Transkendenttiseksi osoittamiseen
ei ole mitdan téallaista selkedd ja suoraviivaista prose-
duuria. Ei my6skaén voi sanoa, etté koska polynomia ei
tunnu 16ytyvén, ei luku taida olla algebrallinen, koska
polynomi voi aina olla vain vield hieman mutkikkaam-

pi.

Niin kutsuttu Liouvillen luku on osoitettavissa trans-
kendenttiseksi siedettavilld vaivalla. Tarkastellaan nyt
tata lukua. Liouvillen luku on méaritelty sarjalla

= Z 10~™" = 0,1100010000000000000000010000 . . .

n=1

Sarjan méérittelevd summa suppenee hyvin nopeasti,
eli seuraava termi on aina huomattavasti pienempi kuin
edellinen termi. Témaéan vuoksi Liouvillen luvun trans-
kendenttisuus on osoitettavissa varsin jarkevalla vaival-
la.

Lause 3. Liouvillen luku £ on transkendenttinen.
Todistus on yhdistelty ldhteesta [1].

Todistus. Tehd&dn vastaoletus: Liouvillen luku on al-
gebrallinen, ja matalinta astetta oleva kokonaiskertoi-
minen polynomi, jonka juuri se on, on astetta d. Koska
Liouvillen luku ei ole rationaalinen (Miksi ei ole? Té-
mé& on harjoitustehtévini.), on padettdvi d > 1. Se on
siis polynomin

P(z) = agz® + ag_ 12+ faix+ag  (3)

juuri, eli P(¢) = 0. Polynomilla P ei ole rationaalisia
nollakohtia. (Miksi ei ole? Tdmé& on harjoitustehtévi.)
Erityisesti siis patee

r r\d ry\d-1 r
0#P<7)=ad<*) +ad_1(7> +---a1— +ag
s s s s

adrd + ad,lrd_ls + - alrsd_l + aosd

= p ,

S

kun % on rationaaliluku. Siispd

adrd + ad,lrd_ls + - alrsd_l + aosd =N >1,

missé N on kokonaisluku. Koska P(¢) = 0, pétee sel-
vasti

o @ p Ok w
Analyysin viliarvolauseen nojalla
P()—P (g) = P(¢) (¢~ g) : (5)

missd { on jokin luku lukujen £ ja % vélissd. Lisédk-

si P'(§) # 0, silla P(€) # P (Z). Oletetaan nyt, etté
|€ — £| < 1 (téllaisia rationaalilukuja on varmasti ole-
massa), jolloin [£ — &| < 1, silld oletimme luvun & ole-
van lukujen £ ja % vilissd. Arvioidaan nyt tdmén avulla
lukua P(&). On padettavi

(—-1<E<E+1,
joten
[P (&)| <max {|P'(z)]: £—1<z<{l+1}=M.

Nyt huomion arvoista on se, ettd tdma M ei riipu
lainkaan rationaaliluvun % valinnasta, vaan ainoastaan
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Liouvillen luvusta ¢ ja polynomista, jonka juurena vai-
timme (vastaoletuksena) sen olevan. Kiyttiden kaavoja
(4) ja (5) saamme nyt

1 1 1

r
LR 6
“sd |P(x)] T Ms?’ (©6)

=

S

misséd luku M on vakio. Nyt ryhdytiddn kehittelem&én
varsinaista ristiriitaa. Konstruoidaan siis jono lukuja,
jotka rikkovat kaavaa (6), jonka siis pitéisi pated kaikil-
la rationaaliluvuilla Z, jotka ovat korkeintaan ykkosen
pédssa luvusta /.

Olkoon N positiivinen kokonaisluku ja maaritelldén

N
ry =10M>7107" ja sy = 10N

n=1
TAalloin

N _ ION' Z’r]‘yzl 10*'”'! — i 10—77,!
SN B ION! n oy} '

Osoitetaan nyt, ettd téllaiset luvut ovat hyvin ldhella
Liouvillen lukua:

[e'S) N
Z 1O—n! _ Z 10—71,!
n=1 n=1

Nyt voidaan arvioida

= = i 10",

n=N+1

N
¢ — X
SN

oo

Z lof’n! — 107(N+1)!+107(N+2)!+107(N+3)!+_ .

n=N-+1
— 10~ (NV+L! (1 + 10~ V+2) L o= (N+2)(N+3) . )

<107WVHDH1 4107 +1072 4 )
_r = 10 10~ (VAL

1
-5 9

— 10N+

Koska sy = 10V, pitee

N 10 _ | 10 1
(— Nl < — 107N = 20—
' SN 9 9 5%"'1

Kaavan (6) nojalla pitiisi pated

10 1 - 1
9 s]NV+1 Ms‘]iv’

eli
A= (N+1) 9
N 10M°
Tama on kuitenkin ristiriita, silla luku ﬁ on vakio,

. o d—(N+1
ja kun N kasvaa, niin sy (N+1)

nollaa.

pienenee ja ldhestyy

Olemme siis vihdoinkin valmiita ja saaneet osoitettua,
ettd Liouvillen luku on transkendenttinen. O

Harjoitustehtédva 7. Lahtien suoraan Liouvillen lu-
vun maéadritelmésté, osoita, ettd Liouvillen luku ei ole
rationaalinen.

Harjoitustehtéva 8. Miksi polynomilla (3) ei ole ra-
tionaalisia nollakohtia?

Loppusanat

Kaava (6) tunnetaan Liouvillen lauseena, joka pétee
kaikille algebrallisille luvuille. T&ll6in luku d on sa-
ma kuin matalin mahdollinen sellaisen polynomin aste,
jonka juuri luku on. Luku M riippuu luonnollisestikin
kyseisesté algebrallisesta luvusta. Todistus on taysin
yhteneviinen sen kanssa, miten tdma kaava on johdet-
tu Liouvillen luvulle olettaen (paikkansapitdmittomés-
ti), ettd luku on algebrallinen.
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