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Harmoninen sarja

Pekka Alestalo

Matematiikan ja systeemianalyysin laitos, Aalto-yliopisto

Lukiomatematiikan sarjoja koskeva osuus rajoittuu
kdytdnnossd geometrisiin  summiin ja niiden raja-
arvoina saataviin geometrisiin sarjoihin. Geometrinen

sarja
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onkin siind mielessd harvinainen ja hyodyllinen sar-

ja, ettd sen osasummille voidaan johtaa yksinkertainen
lauseke:
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Tamén avulla sarjan summaksi eli osasummien raja-
arvoksi saadaan lauseke

b

I—gq
kun -1 < g < 1taia=0.

Toisaalta yleisempi sarjojen suppenemisen kasittely ei
vaadi juurikaan enempéé: sarja suppenee, jos sen osa-
summilla on (44rellinen) raja-arvo. Liséksi pelkkaan
geometriseen sarjaan rajoittuminen johtaa melko ylei-
seen virhepédatelméén, josta ndyttdd olevan vaikea luo-
pua edes 1. vuoden yliopistotason matematiikan kurs-
sien aikana. Geometrinen sarja suppenee tasmélleen sil-
loin, kun sen yleinen termi ag”® lihestyy nollaa, kun

k — oo. Tadmaé ehto ei kuitenkaan takaa sarjan suppe-
nemista yleisemméssé tilanteessa.

Tunnetuin esimerkki on harmoninen sarja, jolla tarkoi-
tetaan adretonta summaa

1 1 1 1 1 1
+2+3+4+5+6+....

Harmonisen sarjan yleinen termi 1/k l&hestyy nollaa,
mutta siitd huolimatta sarjan summa ei ole darellinen!
Tamaén kirjoituksen tarkoitus on esittad lyhyt alkeelli-
nen perustelu télle véitteelle. Suurin ongelma harmo-
nisen sarjan késittelyssd on se, ettei osasummille eli
harmonisille luvuille
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voida johtaa sellaista yksinkertaista lauseketta, jonka
raja-arvoa voitaisiin suoraan tutkia. Paattelyn esitie-
doiksi riittdnee jonkinlainen intuitiivinen késitys luku-
jonon suppenemisesta. Kirjoituksen lopussa on kaksi
tehtavia, joissa aihetta késitelladn kahdella eri tavalla.

Lause. Harmoninen sarja

hajaantuu, vaikka sarjan yleisen termin raja-arvo on
nolla.
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PERUSTELU. Sarjan kahdelle peridkkéiiselle termille pé-

tee
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kaikilla £ > 2. Tarkastellaan 2n ensimméisen termin
summaa Hs,, ja ryhmitellddn kaksi perdkkéaistd termia
yhteen toisesta parista alkaen. Arvoilla n > 2 saadaan

yll4 mainitun epayhtilon avulla (k on aina parillinen)
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koska toinen 1/2-termeista jaa yliméaariiseksi. Kun siis
summan termien méaara kaksinkertaistuu, niin summan
arvo kasvaa luvulla 1/2, eikéi summien raja-arvo voi ol-
la dérellinen. Hieman tédsmaéllisemmin: Jos osasummat
H,, suppenevat kohti reaalilukua H, niin parillisilla osa-
summilla Hs, on sama raja-arvo ja ylla olevan perus-
teella
. . ( 1) 1
H= lim Hy, > lim (H,+=-)=H+ —.
n—oo n— o0 2 2
Taméa on ristiriita, joten sarjan osasummat kasvavat
kohti d&retonta.

Huomautus. Koska H; = 1, niin ylla olevasta epéyh-
téalosta seuraa (intuitiiviselld pédttelylld tai matemaat-
tisella induktiolla) my6s arvio

Hyn 21+g. (1)

Tahéan epayhtdloon perustuu vanhin tunnettu paattely
harmonisen sarjan hajaantumisesta; vrt. tehtéva 1.

Todettakoon vield lopuksi, ettd integraalilaskennan
avulla voidaan johtaa approksimaatio H, =~ Inn. Té-
hén palataan myShemmissd Solmun numeroissa.

Tehtiva 1. Perustele epdyhtdlé (1) suoraan ryhmit-
telemalld osasumman termit perakkaisiin ryhmiin (toi-
sesta termistd 1/2 alkaen), joiden pituudet ovat 1, 2,
4,8, ... ja 2"~ ! Osoita, ettd kunkin ryhméin summa
on véhintddn 1/2. Tami padttely on perdisin Nicole
Oresmelta (1323-1382).

Tehtava 2. Osoita, etta
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kaikilla k > 2. Paattele tdman avulla, ettd Hspqq >
H,, + 1 kaikilla n > 1. Tamé& pééttely on peréisin Piet-
ro Mengolilta (1626-1686).

Kiitokset: Kiitdn Markku Halmetojaa ja Matti Leh-
tista viitteisiin ja historiaan liittyvistd kommenteista.

Lisdtietoja ja vihjeitd tehtdvien ratkaisuihin seuraavis-
ta linkeisté:

Oresme: http://www-history.mcs.st-andrews.
ac.uk/Biographies/Oresme.html

Mengoli: http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/
~history/Biographies/Mengoli.html

Katso my6s J. Michael Steele: The Cauchy-Schwarz
Master Class. An Introduction to the Art of Mathema-
tical Inequalities. Cambridge University Press, 2004, s.
99.

Wikipedia: http://en.wikipedia.org/wiki/
Harmonic_series_(mathematics)

Pekka Alestalo: Tiilid pinoon http://solmu.math.
helsinki.fi/2010/2/tiilet.pdf
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