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Vahemman on vahemman
Padkirjoitus

Uusimpien PISA-tulosten tultua julki on keskustelu
koulumatematiikan tilasta jalleen kiihtynyt. Suoma-
laisten matematiikassa saavuttama tulos oli pudon-
nut viimekertaisesta noin puolen vuoden koulunkéyn-
tia vastaavalla pisteméérélla. Padssidlaskutaidon ja jo-
pa lukujen suuruusluokan arvioinnin pettéessé ei ole
todennakoista, ettd taidot jatko-opintojen edellytta-
maésséa algebrassa ja geometriassa olisivat parantuneet.
Todellisen matematiikan osaamisen kannalta tilanne
on siis entistd huolestuttavampi. Ruotsin putoaminen
vield syvemmidlle, jopa OECD-maiden keskiarvon ala-
puolelle, ei juuri lohduta. On selvdé, ettd matematii-
kan opetusta on uudistettava. Ministerit ovat jo eh-
tineet puhua jopa vaatimustason nostamisesta, mi-
ké kuulostaa lupaavalta. Toisaalta, Ylen A-studion
PISA-keskustelussa 5.12. kuullun perusteella opetus-
ministeri Kiurua tuntuisi enemmén huolettavan oppi-
laiden viliset erot kuin yleisen osaamisen heikkenemi-
nen. Korjaavia toimia mietittaessa paallimmaéiseksi kei-
noksi nousseekin viihde-elektroniikan tuominen mate-
matiikan tunneille sekd sellaisen tehtaviaineksen 16y-
tdminen, mistd kaikki selvidvat. Mainitussa studiokes-
kustelussa nahty PISA-kysymys lienee malliesimerk-
ki tulevasta. Kysyttiin paljonko ruokacljyd tarvitaan
valmistettaessa 150 millilitraa salaatinkastiketta, kun
sataan millilitraan kastiketta tarvitaan 60 millilitraa
Oljyd. Varmaankin dlykkdimmaét oppilaat kokivat tes-
tin pelleilyksi kuten studiokeskustelussa mukana ollut
vuoden luokanopettajaksi valittu Kai-Ari Lundell, joka
kieltdytyi vastaamasta mokomaan. Todellakin, miksi
kymmenia tuhansia oppilaita ympéari maailmaa organi-
soidaan koetilanteeseen vastaamaan kysymyksiin, joita

50 vuotta sitten miltei kuka tahansa kuusi luokkaa suo-
malaista kansakoulua kaynyt olisi ratkaissut silté seiso-
malta paissalaskuina? Kun vield testi useimmissa kor-
kean teknologian maissa meni ennakko-odotusten mu-
kaisesti tunnetulla tavalla, herdd kysymys, onko PISA-
testaajien varsinaisena tavoitteena todentaa empiirises-
ti Oswald Spenglerin sata vuotta sitten teoksessaan [1]
esittdma ajatus lansimaisen kulttuurin rappeutumises-
tal

PISA-tulosten paraneminenkaan ei poista matematii-
kan oppimisen perimméisid ongelmia kouluistamme.
Todellisiin tuloksiin péddseminen edellyttdisi monessa
eri yhteydesséd esitettyd ”matematiikan palauttamis-
ta matematiikan opetussuunnitelmiin”. Yldkoulussa se
merkitsisi matematiikan opetuksen eriyttdmista. Néi-
né aikoina yldkouluun tulee yhi enemmén oppilaita,
jotka ovat alaluokilla suorittaneet suuren suosion saa-
vuttaneita Solmun matematiikkadiplomeja. Eriyttami-
nen tapahtuu luontevasti opastamalla ndma matema-
tiikasta kiinnostuneet nuoret suorittamaan ylaluokil-
le laadittuja diplomitehtéavid sekd perehtymédn niihin
liittyviin oheiskirjoituksiin. Oppimateriaali on vapaasti
ladattavissa Solmun nettisivulta [2]. Diplomitehtévien
hytédyntdminen rajoittaisi myos kaupallisten valmen-
nusfirmojen toimintaa ja antaisi vihavaraisemmankin
perheen lahjakkaalle lapselle mahdollisuuden kehittaa
kykyjéan toisen asteen opintoja ja myohemmin korkea-
kouluopintoja paremmin vastaaviksi. Téssa jarjestelys-
sd kaikki voittaisivat, silld opettaja voisi nyt parem-
malla omallatunnolla keskittyd myos heikompien tuke-
miseen.
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Lukion osalta elaimme ratkaisevia hetkid. Tétéd kirjoi-
tettaessa (11.12.2013) ei tuntijakotyoryhmé, jonka tyon
piti olla valmis 2.12.2013 mennessé, ole vield julkais-
sut esitystddn. Jos tyoryhma on ottanut huomioon ma-
tematiikan opetuksen asiantuntijoiden (MAOL, Aalto-
yliopisto, Solmun toimituskunta) esittdmét argumen-
tit, niin jako pitkddn ja lyhyeen matematiikkaan tu-
lee sédilymé&édn ja kummankin opetussuunnitelmaa paés-
tddn kehittdmadn nykyistd paremmaksi. Jos sen sijaan
tyoryhma taipuu muualta tulleiden vaatimusten edessa
ja yhdistaa lukion matematiikan alkupadn kaikille yh-
teiseksi, niin olemme jatkossa todistamassa matematii-
kan osaamisen romahtamista entisestdan. Myos julki-
suudessa esiintynyt reaaliaineiden korimalli heikentéisi
fysiikan ja kemian opiskelua lukiossa, mikéd heijastuisi
my6hempiin korkeakouluopintoihin. MAOL on ottanut
kantaa tdhdnkin heikennykseen, ks. [3].

Julkisuudessa on voimakkaasti tuotu esiin, etta tieto-
tekniikka, netti ja jopa kédnnykét olisi tuotava kiintedk-
si osaksi matematiikan opetusta. Taulutietokoneista ja
oppimispeleistd saattaa olla hyotya aritmetiikan har-
joittelussa ja lukiolainenkin voi ilmaiseksi hakea itsel-
leen tukiopetusta esimerkiksi Khan akatemian [4] si-
vuilta, mutta matematiikan oppimista ei millaan kou-
luasteella ole jarkevéé rakentaa kokonaan netin ja las-
kimien varaan. Asiantuntijat varoittavat. Kasvatustie-
teen professori Jari Lavonen toteaa Ylen vélittdmé&s-
sd uutisessa [5], ettd “maissa, joissa panostetaan oppi-
laiden ongelmanratkaisutaitoihin tai tutkimuksellisuu-
teen, ei saada yhtd hyvid PISA-tuloksia”, ja edelleen,
"kylmien numeroiden varassa néyttaa siltd, ettd tieto-
koneet ja téllainen tutkiva oppiminen korreloivat nega-
tiivisesti osaamisen kanssa.” Opettajien koulutuksessa
tyoskentelevd, Timo Tossavainen toteaa laajasti perus-
tellen samoja asioita Helsingin Sanomissa julkaistus-
sa vieraskynékirjoituksessaan [6]: "Tietokoneohjelmien
lilan vahva painottaminen oppimisessa johtaa pahim-
millaan perustaitojen surkastumiseen.” My06s ylioppi-
lastutkintolautakunnan kannattaisi vield pohtia, onko
jarkevad teettdd matematiikan, fysiikan ja kemian yli-
oppilaskokeet tietokoneilla. Onko nykyisessé jérjestel-

mésséd ndiden aineiden osalta jotakin niin pahasti vial-
la, ettd uudistus katsotaan valttaméattomaksi? Eivatko
sentddn kyné, harppi, viivoitin ja paperi edelleen ole
helpoimmat ja luonnollisimmat vélineet matemaattis-
ten ajatusten jasentdmiseksi lausekkeiksi, yhtéloiksi ja
kuvioiksi? Kosmologi Syksy Résénen nimedéd Kotilie-
den [7] haastattelussa rakkaimmaksi esineekseen lyijy-
tdytekynén, silla "pédosa fysiikan toistd tehdddn edel-
leen kynalld ja paperilla”” Alykannykan népeldinti sen
sijaan ei kehitd edes kasien hienomotoriikkaa muuten
kuin ehka peukaloiden osalta. Toisaalta, jos pahimmat
visiot matematiikan kouluopetuksessa toteutuvat, niin
tyopaikkojen karatessa muualle kotimaisen osaamatto-
muuden seurauksena peukaloiden pyorittely jddnee mo-
nelle tarkeimméksi paivittaiseksi aktiviteetiksi.

Markku Halmetoja

Viitteet

[1] O. Spengler, Lansimaiden perikato: Maailmanhis-
torian morfologian &ariviivoja, Tammen klassikko-
pokkarit, 2002.

[2] http://solmu.math.helsinki.fi/diplomi.html

[3] http://www.luma.fi/artikkelit/2570/
koriajattelu-uhka-yhteiskunnallemme

[4] https://www.khanacademy.org/

[5] http://yle.fi/uutiset/tietotekniikan_
lisaaminen_kouluissa_saattaisi_vain_
heikentaa_oppimistuloksia/6974545

[6] http://www.hs.fi/paakirjoitukset/
Tietotekniikkatei+ratkaise+peruskoulun+
ongelmia/a1386143670498

[7] Kotiliesi 25/2013, s. 88.
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Lukujarjestelmista

Matti Lehtinen
Helsingin yliopisto

Mita ovat lukujarjestelméit ja miksi?

Aika suuri osa matematiikkaa — vaikkei toki lahimain-
kaan kaikki — liittyy jollain tavalla laskemiseen ja lu-
kuihin. Lukujakin on monenlaisia, mutta kaikki luvut
perustuvat jollain tavalla niihin lukuihin, joilla ilmoi-
tetaan lukumaérid: ihmiselld on kaksi silméa, koiral-
la neljd ja tuhatjalkaisella (ehk&?) tuhat jalkaa. Raha-
pussissa voi olla kymmenen euroa ja viikossa seitseméan
paivia. Lukuméérad ilmaisevia lukuja on ruvettu kut-
sumaan luonnollisiksi luvuiksi.

Kun lukumaérista puhutaan, tarvitaan sanoja. Eri lu-
kuméaérille on kielissd sanoja: yksi, kaksi, kolme, ...;
ett, tva, tre, ...; one, two, three, ... jne. Lukumé&éarien
ilmaisemiselle tulee kuitenkin periaatteellinen ongelma.
Erilaisia lukuméaéria on loputtomasti. Kaikille ei oikein
mitenkddn voi riittdé erilaisia sanoja. Kieliin on muo-
dostunut tapoja, joilla tata vaikeutta voidaan kiertaa.
Annetaan oma sana jollekin lukuméérélle (kuten vaik-
ka ’kymmenen’, 'tusina’ tai 'sata’) ja isompia lukuméé-
rid tarkoittavia rakennelmia kootaan niin, etté ilmoite-
taan isompia lukumaéria kdyttamalld pienempié luku-
méaran nimié ja tatd isomman lukuméaédran nimitysta.
Voidaan sanoa ’kolme tusinaa’ tai 'viisisataa kaksikym-
menté seitsemén’.

On aika luonnollista, ettd ihmisen mukana kulkevat
lukuméérat ovat antaneet aiheen nimetd néitd oman
sanansa saaneita lukumééaria. Meilld on kummassakin
kéadessa viisi sormea ja kummassakin jalassa viisi var-

vasta. Tuskin muuta syytd tarvitsee miettid sille, et-
td kymmenestd tuli suosittu peruslukumaéré; kun var-
paat peittavét jalkineet lienevat ihmiskunnan historias-
sa uudehko keksinto, niin kaksikymmentékin on ollut
luonnollinen peruslukumééra. Siitd on jédnteitd kie-
lissé: suomessakin lukujen muodostus kahteenkymme-
neen asti on erilainen kuin kahdestakymmenesté eteen-
péin ja ranskassa vaikkapa lukusana kahdeksankym-
mentd muodostetaan sanomalla quatre-vingt eli ’nelja
kahtakymment&’.

Lukumé&érien merkitseminen muistiin on ollut tarkedéa
ainakin yhtd kauan kuin kirjoitettua kieltd on kaytet-
ty. Sama periaate kuin lukusanojen muodostamisessa
on vaikuttanut lukujen merkitsemisessa. Egyptin hie-
roglyfikirjoituksessa on oma merkkinsé ’yhdelle’, 'kym-
menelle’; ’sadalle’ jne., ja lukujen merkinnéissa on niin
monta ykkoésen, kymmenen, sadan jne. merkkid kuin
luvussa on ykkosid, kymmenié, satoja jne. Samaa pe-
riaatetta esiintyy muissa kielissa: tutuhkot roomalaiset
numerot noudattavat periaatteessa titéa tapaa, hiukan
muunneltuna: roomalaisissa numeroissa on oma merk-
kinsé viidelle, viidellekymmenelle ja viidellesadalle, ja
merkkien jirjestys on otettava huomioon.

Nuolenpaékirjoitusta parina ajanlaskumme alkua edel-
taneend vuosituhantena kayttidneet Mesopotamian eli
suunnilleen nykyisen Irakin asukkaat, sumerilaiset, ba-
bylonialaiset ynna muut, menetteliviat pienten lukujen
merkinnéssd samoin kuin egyptildiset, mutta he véiisti-
vat erddn egyptildiseen jarjestelméaédn sisdltyvin loogi-
sen ongelman nerokkaalla tavalla. Jos toimitaan egyp-
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tildisten tapaan, tarvitaan lopulta hyvin monta erilais-
ta merkkid. Jatkuuhan jono yksi, kymmenen, sata, tu-
hat jne. loputtomiin. Nuolenpéékirjoitukseen kehittyi
ensimmaisend niin sanottu paikkajérjestelmé. Nume-
romerkin arvon maarittad paitsi sen muoto, myds sen
paikka merkkien jonossa. Mesopotamialaisten lukujér-
jestelméssé erityisasemassa oli luku kuusikymmenta.
(Meille asti tdméa on sdilynyt tunnin tai kulma-asteen
jaossa minuutteihin ja sekunteihin.) Sama kirjoitus-
merkki tarkoitti lukuja yksi, kuusikymmenta tai kol-
metuhatta kuusisataa ja toinen kirjoitusmerkki lukuja
kaksi, satakaksikymmenté tai seitseméntuhatta kaksi-
sataa jne. Se, mistd oli kysymys, riippui siitd, kuin-
ka monentena merkkind lukumerkkien jonossa kysei-
nen merkki esiintyi. Mesopotamialaisessa jarjestelmés-
sé oli my6s mahdollista merkitd murtolukuja: yhta tai
kuuttakymmenté tarkoittava merkki saattoi myos tar-
koittaa yhta kuudeskymmesosaa tai yhta kolmastuhan-
neskuudessadasosaa.

Kun mesopotamialaiseen jérjestelméén vield liittyi lu-
kumerkkien vihentdminen kymmeneen, ollaankin ny-
kyajan lukujarjestelméssi, kymmenjdrjestelmdssd. Sen
syntyméajaksi ja -paikaksi muodostui varhaiskeskiai-
ka ja Intia. Tarvitsemme lukujen merkitsemiseen vain
kymmenen merkkia, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9 ja 0, desimaa-
lierottimen, joka Suomessa on pilkku, mutta moniaal-
la piste, ja sopimuksen, jonka mukaan néistd merkeis-
td muodostettu jono tarkoittaa lukua, jonka suuruu-
den paéttelemiseksi on ensin katsottava, kuinka monta
merkkid jonossa on, ja sitten tiedettédvi, ettd esimer-
kiksi 4321 tarkoittaa yhteenlaskun 'nelja kertaa tuhat
+ 3 kertaa sata + 2 kertaa kymmenen + yksi’ tulosta.

Olemme niin tottuneet kymmenjérjestelméadn, ettd pi-
ddmme sité jotenkin itsestéddn selvdnéd. Kun vihén ajat-
telee, huomaa, etté yleisessé kdytossd on muunkinlaisia
tapoja ilmaista suuria lukuja niin, ettd ne on ikdéan kuin
ryhmitelty pienemmiksi kokonaisuuksiksi. Vuodessa on
31536 000 sekuntia. Kun kirjoitan tétd, vuoden alusta
on kulunut noin 7895400 sekuntia. Voin kuitenkin sa-
noa tdmén paljon havainnollisemmin kertomalla, etté
nyt on 2. huhtikuuta ja kello on 9.10. Ajan ilmauksis-
sa minuutti on 60 sekuntia, tunti 60 minuuttia, vuo-
rokausi 24 tuntia ja kuukausi vaihtelevasti 28, 29, 30
tai 31 vuorokautta. Aika mutkikasta, mutta tdhénkin
olemme tottuneet, samoin kuin anglosaksit tuumiin,
jalkoihin, jaardeihin ja maileihin.

Kymmenjérjestelmén olennainen piirre on se, ettd suu-
remmissa kokonaisuuksissa on aina kymmenen kertaa
niin monta yksiléd kuin ldhinnd pienemmésséd. Sata
on kymmenen kertaa kymmenen ja tuhat on kymme-
nen kertaa sata eli kymmenen kertaa kymmenen kertaa
kymmenen. Matematiikan merkintdtapoihin on vakiin-
tunut potenssimerkintd k™ osoittamaan sellaista ker-
tolaskua, jossa sama luku k on tekijanid n kertaa. (Ja
on havaittu kiytinnoélliseksi sopia, ettd k° = 1.) Téita
merkint#d kiyttien sata on 102 ja tuhat 10%. Merkinti

6789 on itse asiassa lyhennys laskutoimitukselle
6-10° +7-10° +8-10" +9-10°.

Sanomme, ettd lukujarjestelmédmme kantaluku on kym-
menen.

Lukujérjestelman merkitys ei rajoitu pelkkéddn lukujen
esittdmiseen. Aritmetiikka onnistuu kaytannossa siksi,
ettd osaamme ulkoa yhteenlaskutaulun ja kertotaulun
eli kaikki sellaiset summat a+b ja tulot a-b, missa a ja
b ovat lukujen 0,1, 2,...,9 joukossa. Kahden luvun yh-
teenlaskussa kidytdmme itse asiassa hyvéksi vaihdanta-
ja osittelulakia. Kun esimerkiksi lasketaan (vaikkapa
“allekkain”) 537 + 261 tehdddn (vaikkei sitd yleensé
tiedosteta) néin:

(5-10°+3-10+7) + (2- 10 +6-10 + 1)
=(5+2)-102+ (34+6)-10+ (7+1)
=7-1024+9-10+8 =798

ja kun kerrotaan 25 - 36, lasketaan itse asiassa
(2-10+5)-(3-10 4 6)
=5-(3-10+6)+2-10-(3-10 +6)
=(10+5)-104+3-1046-102 4 (10+2) - 10
=102+ (5+3+2)-10+6-10% + 10?
=9-10?% = 900.

Se, etta tallaiset laskut perustuvat laskusdéntoihin, voi-
daan kdytannossa unohtaa, koska sdannot on rakennet-
tu sisdan alakoulussa opittuihin laskutapoihin.

Se, etta lukuja merkitdéan juuri néin, on oikeastaan evo-
luution aiheuttama sattuma. Jos ihmisen sormien lu-
kumaéara olisi esimerkiksi kuusi kummassakin kadessa
(laivakissalla eli suokissalla sanotaan olevan kuusi var-
vasta joka tassussa) olisimme saattaneet johtua puhu-
maan ja merkitseméaén lukuja niin, ettd peruslukuméé-
rid olisivat 12, 144, 1728 jne. Se ei olisi varmaankaan
juuri hankalampaa kuin tadma tapa, johon olemme tot-
tuneet.

Mutta oikeastikin on tilanteita, joissa 10 ei ole luonte-
vin lukujérjestelmén kantaluku. Elektronisissa laitteis-
sa tiedon esitys perustuu usein johonkin osaseen, jolla
on kaksi vaihtoehtoista tilaa, esimerkiksi “korkeampi
jénnite” ja "matalampi jannite”. Usean téllaisen kom-
ponentin avulla voidaan esittdd lukuja jarjestelmas-
sd, jonka kantaluku on kaksi. Téallaista lukujarjestel-
méd kutsutaan binddrijarjestelmdksi. Bindarijarjestel-
mén "usean kappaleen” lukuméérit ovat kaksi, nelja,
kahdeksan, kuusitoista jne. eli 2,22,23 24 ... Jokai-
sesta tallaisesta lukuméarasta on tarpeen tietdd vain,
onko se mukana vai ei. Tarvitaan siis vain kaksi nu-
meromerkkid, jotka voivat olla 0 ja 1. Kun bindérijar-
jestelmdan yhdistetddn paikkajérjestelméd ja kymmen-
jarjestelmésta tuttu jarjestys, huomataan, ettad kaikki
positiiviset kokonaisluvut voidaan muodostaa ykkosien
ja nollien jonoina. Esimerkiksi 101 on

1-2240-21+1-29=5
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ja 11111011101 on

210 4 99 4 98 4 9T 4 96 4 94 4 93 4 92 1 1 =9013.

Binaarijarjestelma on kaikista lukujérjestelmisté yksin-
kertaisin. Yhteenlasku- ja kertotaulut ovat darimmai-
sen pelkistettyja: 0+0 =0,14+0=04+1=1,14+1 = 10;
0-0=0-1=1-0=0,1-1=1. TAm4 on hyvi asia,
kun suunnitellaan elektronisia laskimia. Bindarijarjes-
telmén haittapuoli on se, ettéd varsinkin isomman luvun
esitykseen tarvitaan monta merkkida. Kun kaikki alle
10 miljardin luvut voidaan kirjoittaa kymmenelld ta-
vallisella numeromerkilli, tarvitaan lihelld lukua 1019
olevien lukujen kirjoittamiseen 34 bin&arimerkin jono-
ja. Bindarijarjestelmén ohella ovatkin tulleet kayttoon
kantalukuun 8 perustuva oktaalijirjestelmd ja kantalu-
kuun 16 perustuva heksadesimaalijirjestelmd.

Oktaali- niin kuin bindarijarjestelméssikin selvitdan
tutuilla numeromerkeilld. Oktaalijdrjestelmén numerot
ovat 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 ja 7, lukua 8 merkitain 10 (siis
1-81+0-8% ja

1443 = 8% + 4.8 44 = 64 + 32+ 4 = 100.

Téssd on tarpeen kayttdd lukujarjestelmén ilmaisevaa
alaindeksid. Heksadesimaalijérjestelméssé tarvitaan 16
numeromerkkid. Sen sijaan, ettd olisi keksitty aivan
uusia kuvioita, on otettu numeroiksi 7107, 7117, 7127,
137, 7147 ja "15” kirjaimet A, B, C, D, E ja F. Esi-
merkiksi 7DDy = 7-16% + 13- 16 + 13 = 2013.

Lukujarjestelman matematiikkaa

Kymmenjarjestelmén, bindarijarjestelmén, oktaalijér-
jestelmén ja heksadesimaalijérjestelmén yhteinen omi-
naisuus on se, ettd mitd tahansa luonnollista lukua x
merkitddn jonolla, jonka jdsenet ovat tosiasiassa yhté-
16ssé

T=a,q"+an_1¢"" +an_2¢" 2+ +argt+ag (1)

esiintyvat kertoimet a,,, a,_1,...,aq. Lisdksi ¢ on jokin
luvuista 10, 2, 8 tai 16, a,, # 0 ja jokainen luku aj on
jokin luvuista 0,1,...,¢ — 1. Yhtalo (1) lisdehtoineen
on aivan yhtd mielekés kaikilla positiivisilla kokonais-
luvuilla g > 1.

Olemme niin tottuneet kymmenjérjestelméamme, etta
mielessimme helposti samastamme luvun ja sen, mi-
ten tdmén luvun kymmenjérjestelméssa ilmaisemme.
Oikeasti kuitenkin luvut ovat jotain sellaista, joka on
olemassa aivan riippumatta siitd, mill& tavoin niitd ni-
mitdmme tai kirjoitamme. Siispd on ihan jarkevaé ky-
syd, onko jokaisella luonnollisella luvulla kymmenjér-
jestelméesitys ja vain yksi sellainen. Mutta tdhan ky-
symykseen saadaan vastaus, jos kysytdan yleisemmin,
onko jokaisella luonnollisella luvulla yksi ja vain yksi

esitys g-jarjestelmaéssé, kun ¢ on miki tahansa ykkosta
suurempi kokonaisluku.

Tallaisiin kysymyksiin vastaaminen edellyttdéd erdén-
laista tikapuuperiaatetta. Matematiikassa sitd kutsu-
taan induktioksi. Osoittaaksemme, etté jokaisella luon-
nollisella luvulla z on kaavan (1) mukainen esitys, em-
me voi kiyda yksitellen ldpi kaikkia luonnollisia lukuja
x, koska niitd on darettémén paljon. Sen sijaan menet-
telemme tavalla, joka takaa sen, ettd viitteemme pé-
tee kaikilla . Lahdemme siitéd, ettd vaite pétee, kun
0 < z < g—1: silloin ainoa tapa saada yhtalo (1) ehtoi-
neen pateméadn on valita n = 0 ja ag = z. Seuraavaksi
oletamme, ettéd viitteemme pétee kaikille niille luvuille
x, joille on voimassa 0 < z < ¢"™! — 1. (Emme tésti
ole vield varmoja, mutta oletamme.) Jos nyt y on luku,
joka on > ¢"*!, mutta < ¢"*2 — 1, niin y — ¢"*! on
luku, joka on pienempi kuin

1= = (g - D" -1

Mutta silloin on olemassa tasan yksi sellainen p, 0 <
p<q-—1,etta

pg"t <y—¢"T < (p+1)-¢"!

eli
0<y—(p+ )"t <"t —1.

Jos edelld tehty oletus on oikea, niin luvulla y —
(p + 1)g"™! on esitys g¢-jirjestelmissid. Mutta silloin-
han myos luvulla y on téllainen esitys.

Mutta onko oletus oikea? Téssd tulevat ne tikapuut.
Oletus on varmasti oikea, kun n = 0, senhén aluksi
huomasimme. Siispé esittdmadmme viite on oikea, kun
n = 1. Koska se on oikea, kun n = 1, se on oikea, kun
n = 2. Néin voidaan jatkaa loputta. Véite on siis kaik-
kiaan oikea: jokaisella luonnollisella luvulla on esitys
g-jarjestelmassé, oli ¢ mika tahansa ykkostd suurempi
luonnollinen luku.

Mutta voiko kahdella eri luvulla olla sama esitys? On-
neksi ei. Tamén voimme todistaa epésuorasti, osoitta-
malla, ettéd jos kaksi eri esitysté olisi, syntyisi ristiriita.
Ja sellaista ei matematiikka salli.

Mutta oletetaanpa, etté jollakin luvulla x olisi kaksi eri
esitysté ¢-jarjestelméssa:

T =ang" +an 1" 4 +a1q+ag
= bmq™ + bm_1¢™ "+ + big + bo.
Jos n # m, voidaan toiseen esitykseen lisitd alkuun
kertoimia, jotka ovat nollia, ja tdten pédstd tilantee-
seen, jossa m = n. Olkoon sitten k suurin niistd lu-

vuista i, joille a; # b;. Voidaan olettaa, ettd ax > by.
Tarkastellaan lukua

0=c—c=(ap—bp)q" + (ar—1 — bp_1)¢" 1+
<o+ (a1 = b1)g+ (ap — bo). (2)
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Jokainen luku a; — b; on kahden joukkoon

{0,1,...,q—1}

kuuluvan luvun erotus. Siis |a; — b;] < (¢ — 1) ja
(k-1 —be1)g" " 4+ + (a0 — bo)| < ¢ — 1.

Toisaalta (ap —bx)q" > ¢*. Mutta timi merkitsee sit,
ettd yhtdlo (2) ei voi olla tosi. Oletus, ettd c:lla olisi
kaksi eri esitysta g-kantaisessa lukujérjestelméssa johti
ristiriitaan, joten sen taytyy olla vaara.

Lukujirjestelméista toiseen

Jossain g¢-jarjestelméssd lausutun luvun siirtdminen
kymmenjarjestelméén onnistuu suoraan kaavan (1)
avulla. On tiedettivi (tai laskettava) potenssit ¢* ja
suoritettava kaavan (1) kerto- ja yhteenlaskut. Sama
olisi mahdollista my6s silloin, kun siirrytddn vaikka-
pa 10-jarjestelmésté g-jarjestelmién: nyt tarvitaan lu-
kujen 10* ja 0,1,2,...,9 muodot g-jirjestelmissi ja
g-jarjestelmin yhteenlasku- ja kertolaskutaulut. Esi-
merkiksi bindérijarjestelméssd on 2 = 10q, 3 = 119,
4 = 1002, 5 = 1019, 6 = 1109, 7 = 1115, 8 = 10002,
9 = 10012, 10 = 10104, 10? = 10102-10102 = 11001002,
103 = (10103) - (110010)3 = 11111010005 jne. Siten

2013 = 102-11111010002+10102+115 = 111110111015.

(Jos suorittaa laskut “allekkain”, huomaa, miten yk-
sinkertaista on laskea bindérisesti.)

Ehkéapa kuitenkin tavanomaisempi tapa siirtyd kym-
menjirjestelmésté ¢-jarjestelméin on noudattaa samaa
ajatuskulkua, jota edelld kdytimme luvun g¢-jarjestel-
méesityksen olemassaolon péattelemiseen. Jos x on jo-
kin luku, selvitetdén ensin ne ¢:n perdkkéiset potenssit,
joiden vilissd z on: ¢" < x < ¢"*1. Jakolasku z:/q™ joh-
taa jakoyhtdloon: x = a,q™ + r,,, missd nyt kokonais-
luku a,, on ainakin 1, mutta enintdén ¢ — 1, ja jako-
jadnnos r, on pienempi kuin ¢". Tieddmme, ettd z:n
g-jarjestelméesityksen ensimméinen "numero” on a,.
Seuraava tai seuraavat numerot saadaan, kun haetaan
ne ¢:n potenssit g* ja g, joiden vélissa r,, on, ja tois-
tetaan jakolasku ja jakojddnnoksen muodostaminen.

Néin esimerkiksi 2013 siirtyisi oktaalijérjestelméén seu-
raavasti: 8 = 512 ja 8% = 2048. 2013 = 3 - 512 + 477,
82 =64 <477 < 8% 477 =4-64+29; 29 = 3-8 + 5.
Siis 2013 = 3735s.

Lukujarjestelmésta toiseen siirtyminen on erityisen yk-
sinkertaista silloin, kun toinen kantaluku on toisen po-
tenssi. Jos luvut kirjoitettaisiin 100-kantaisessa jarjes-
telméssé, "numeroita” voisivat olla

00,01,02,...,09,10,11,...,99

ja luvun 10- ja 100-kantaiset esitykset néyttéisivat ko-
ko lailla samoilta. Tdmé& ilmié tulee vastaan etenkin
silloin, kun siirrytadn bindarijarjestelmésta oktaali- tai
heksadesimaalijarjestelméaan. Edelld luvun 2013 kirjoi-
tetusta oktaaliesityksestd saadaan aikaisempi binédérie-
sitys kirjoittamalla perdkkiin 115 = 3g, 111, = T7g,
011, = 35 ja 1105 = bg ja bindiriesityksestéd oktaa-
liesitys ryhmittelemélld bindariesityksen numerot kol-
men ryhmiin (oikealta alkaen) ja tulkitsemalla kun-
kin ryhmén osoittama bindériluku oktaaliluvuksi. Sa-
moin téstd esityksestd 11111011101; saadaan luvun
2013 heksadesimaaliesitys ryhmittelemalld jono oikeal-
ta alkaen neljan ryhmiin ja muuttamalla ndmé& heksa-
desimaaliluvuiksi: 11015 = 13 = Dqg, 1115 = 74¢. Siis
2016 = 7D Ds.

Tamén kirjoituksen aihepiiristéd 16ytyy lisdé tietoa Sol-
musta, esimerkiksi suomen ja suomensukuisten kielten
lukusanoista:

http://solmu.math.helsinki.fi/2001/2/suihkonen/
suihkonen.pdf

ja roomalaisten tavasta merkitd numeroita:

http://solmu.math.helsinki.fi/2000/2/1lehtinen/
lehtinen.pdf

My6s Solmun Unkari-aineistossa,

http://solmu.math.helsinki.fi/2002/unkari/
luentoba.html

on lukujérjestelmiin liittyvia asiaa.

Uutta Verkko-Solmun oppimateriaalisivulla

Teuvo Laurinollin kirjanen FEnsiaskeleet Einsteinin avaruusaikaan, osa 1: Kinematiikka: aika, paikka ja litke on

ilmestynyt osoitteessa

http://solmu.math.helsinki.fi/oppimateriaalit.html


http://solmu.math.helsinki.fi/2001/2/suihkonen/suihkonen.pdf
http://solmu.math.helsinki.fi/2001/2/suihkonen/suihkonen.pdf
http://solmu.math.helsinki.fi/2000/2/lehtinen/lehtinen.pdf
http://solmu.math.helsinki.fi/2000/2/lehtinen/lehtinen.pdf
http://solmu.math.helsinki.fi/2002/unkari/luento5a.html
http://solmu.math.helsinki.fi/2002/unkari/luento5a.html
http://solmu.math.helsinki.fi/oppimateriaalit.html
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Kilpailutehtavia geometriasta

Heikki Pokela
Tapiolan lukio

Edellisten tehtidvien (Solmu 2/2013) rat-
kaisuja

Baltian tie -joukkuematematiikkakilpailussa kysyttiin
seuraavaa funktionaalitehtdvad. Tehtdva on siis vuodel-
ta 1992, kuten tehtdvanannosta saattaa péaitella.

Olkoon a = **%/1992. Kumpi luvuista

a®  vai 1992

on suurempi? Yhtdlon vasemmalla puolella on 1992
kappaletta a-kirjaimia.

Ratkaistaan tehtdva sisdkkiisten funktioiden avulla.
Merkitddn f(z) = a%, joka on eksponenttifunktio-
na kasvava, silla kantaluvuksi tdssd madritelty a =
19571992 > 1. 1992 > '*%/1992, joten kasvavuudesta
seuraa f(1992) > a (ja f(1992) = 1992). Nyt saadaan
paateltyé, ettd

1992 = f(f(f(... f(1992)...)))

1992 kpl

> f(fF(f fla)..))=a" |

joten 1992 on suurempi.

Pohjoismaisessa matematiikkakilpailussa vuonna 1991
ensimmaisend tehtdviana kysyttiin seuraavaa. Myos tas-
sa vuosiluku on mukana tehtavinannossa, eika silla ole

olennaista merkitystéd ratkaisun rakenteeseen — joskus
toki voi olla.

Mddritd luvun

25 425 195" 4 408"
kaksi viimeistd numeroa, kun luku kirjoitetaan kym-
menjdarjestelmdssd.

Vaikka tehtédvéssd on kysymys usean luvun summan
numeroista, lienee syyté aloittaa tarkastelemalla yksit-
taisten 25" -termien viimeisid numeroita. Helposti nah-
déan, ettd termi on 32, jos k = 1, ja pienen laskemi-
sen jéalkeen havaitaan termin paattyvan numeroihin 32
my6s, kun k£ = 2. Voidaan siis epéilld tdmén olevan
totta kaikilla k:n arvoilla. Todistetaan induktiolla: kun
k=1, 25! = 32. Seuraavaksi oletetaan, ettd 25" on
muotoa 100r + 32. Silloin

2551 — (25%)5 — (1007 + 32)° = 1005 + 32°.

Viimeinen yhtédsuuruus edellisessé tulee binomikaavas-
ta, silld avattaessa sulkulauseke kaikissa muissa ter-
meissi paitsi viimeisessd (32°) luku 100 on vihintéin
vhden kerran tekijénd. Tarkastellaan viimeinen termi
muodossa (30 + 2)°, jolloin saadaan

30°4+5-30*-2410-30° -4
+10-30%2-8+5-30-16 + 32 = 100t + 32.

Luvut r, s ja t ovat positiivisia kokonaislukuja. Induk-
tio on valmis. Koska tehtdvinannon summassa jokai-
sen termin viimeiset numerot ovat 32, summan kaksi
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viimeistd numeroa saadaan lukujen 1991 ja 32 tulosta
eli viimeiset kaksi numeroa summassa ovat 12.

Lukuteorian aihealueelta kilpailuissa induktio ja kong-
ruenssin laskusddnnot ovat ehkd useimmin tarpeen.
Myo6s parillisuus, alkulukujen ominaisuudet ja Fer-
mat’n pieni lause kuuluvat perustyovélineistoon.

Kilpailugeometrian alkeita

Geometrialla on matematiikkakilpailuissa vankka ase-
ma. Useiden maiden opetussuunnitelmissa tasogeomet-
rian véittdmien todistamiseen panostetaan huomatta-
vasti suomalaista (nyky)koulujirjestelmdd enemmén.
Tasogeometriaa pidetddn edelleen verrattomana kou-
lumatematiikan osa-alueena, jolla pohjustetaan mate-
matiikan rakenteiden ymmaértamista.

Pitkén matematiikan kurssilla 3 tutustutaan kehikul-
mien perusominaisuuksiin, jotka oletetaan téssd tunne-
tuiksi. Osa aktiivisista lukiolaisista on opiskellut aihe-
piirid jo yldkoulussa. Osoitetaan jatkoa varten kolmion
minké tahansa kulman yhtédsuuruus viereisen kulman
ja kolmion ympdri piirretyn ympyrén tangentin vilille.

Kehakulmatarkastelun perusteella kolmion ABC' kul-
ma LACB = ZADB, missia D on valittu kehélta si-
ten, ettd jana DB on ympyrin halkaisija. Tall6in kol-
mio ADB on suorakulmainen ja pisteeseen B piirretty
ympyran tangentti on kohtisuorassa janan DB kanssa.
Koska /DBA = 5 — ZADB, janan AB ja tangentin
valinen kulma on oltava yhtd suuri kuin ZADB — ja
yhtéd kuin ZACB.

Pisteen potenssi on paitsi hyodyllinen tyokalu tasogeo-
metrian tehtavissd myos melko helppo johtaa. Piirre-
tddn ympyran ulkopuolisesta pisteestd P tangentti ym-
pyralle. Merkitadn tangenttipistetta A:lla ja piirretdéan
lisdksi pisteestd P jana mielivaltaiseen ympyran pistee-
seen B. Merkitddn janan ja ympyran toista leikkauspis-
tettd C:lI4.

Tangenttikulmalle péatee edellisen perusteella Z/CBA =
ZCAP, joten kolmiot PAB ja PCA ovat yhdenmuo-
toisia (kk). Vastinsivujen verrannosta

PC_ PA
PA PB

saadaan PA? = PC - PB.

MAOL-alkukilpailun 2013

geometrian tehtiava

vilisarjan

Lukion toisen vuosikurssin oppilaiden sarjassa neljin-
tend tehtdvana oli varsin perinteinen ympyraoppiin liit-
tyvéd ongelma.

Kolmiolle ABC' pitee AB < AC. Olkoon tamdn kol-
mion ympdri piirretty ympyrd S. Pisteestd A piirret-
ty kohtisuora janalle BC kohtaa ympyrdin S uwudestaan
pisteessd P. Piste X sijaitsee janalla AC, ja janan BX
jatke kohtaa ympyrdn S pisteessi Q. Osoita, ettd jos
BX = CX, niin PQ on ympyrin S halkaisija.

S
A Q
X
& €
D
P

Ehto BX = CX tekee kolmiosta BXC tasakylkisen,
joten ZXCB = /XBC = ZC AQ, missi viimeisin yh-
tdsuuruusmerkki saadaan kehdd C'Q) vastaavista kehé-
kulmista. Samankohtaisista kulmista voimme péétella,



12

Solmu 1/2014

ettd BC || AQ. Koska jana AP on kohtisuorassa ja-
naa BC vastaan, kulman /P AQ on myo6s oltava suora.
Suorakulmaisena kolmiona APQ:n hypotenuusa PQ on
valttamatta ympyran halkaisija.

Geometriaa Lahi-idasta

Kolmion ABC kulman £BAC puolittaja kohtaa sivun
BC pisteessi D. Oletetaan, ettd ympyrd S, jonka tan-
gentti on jana BC pisteessd D, kulkee pisteen A kautta.
Lisdksi ympyrd S leikkaa janat AC ja AB pisteissd M
ja N, vastaavasti. Jana BM leikkaa ympyrdn pistees-
sd P ja janan AP jatke kohtaa janan BC' pisteessd Q.
Osoita, etti AQ on kolmion ABD keskijana. (Kilpai-
lutehtdvd Iranista 1999.)

Q D c

@ 4

Kuvan ympyrén sisalld kaarta AM vastaavat kehakul-
mat ovat keskenddn yhté suuria, joten riittda saada yksi
niistd lausutuksi kolmion ABC' kulmien avulla. Aiem-
min esitetyn perusteella ZDAM = %AA = ZMDC.
Saamme

/ADM = /ADC — /MDC
= (r— ZCAD — /DCA) — /MDC

1 1
=1—/LA-ZLC = /B.

Kehé- ja ristikulmien sekd edellisen avulla ZBPQ =
LAPM = ZADM = /B. Kahden yhtasuuren kulman
perusteella kolmiot ABQ ja BPQ ovat yhdenmuotoi-
sia, joten niille patee vastinsivujen verranto

BQ QP
QA BQ

mistd saadaan BQ? = QP - QA. Aiemmin esitetyn pis-
teen potenssin perusteella QD? = QP -QA, eli yhdisté-
malld tulokset BQ = QD, joten AQ on kolmion ABD
keskijana.

Kotitehtava

Aktiiviselle lukiolaiselle jatetdédn ratkottavaksi vanha
sveitsildinen kilpatehtévé.:

Kaksi ympyrdd leikkaavat toisensa pisteissid M ja N.
Valitaan ensimmdiseltd ympyrdltd mielivaltainen piste
A, joka ei ole M tai N. Suorat AM ja AN leikkaa-
vat toisen ympyrdan myds pisteissia B ja C, vastaavasti.
Osoita, ettd ensimmidiselle ympyrdlle pisteeseen A piir-
retty tangentti on yhdensuuntainen suoran BC' kanssa.

Ratkaisu esitettédneen jossakin tulevassa Solmussa.

Kehdkulmien ominaisuuksien, yhdenmuotoisuuden ja
pisteen potenssin lisdksi tasogeometriasta matema-
tiikkakilpailuihin harjoittelevan lukiolaisen kannat-
taa opetella ainakin Menelaoksen ja Cevan lauseet.
My6s kolmion merkillisten pisteiden ominaisuuk-
sien todentaminen on mahdollista koulumatematii-
kan keinoin. Materiaalia oppimisen tueksi on saa-
tavissa nykyddn melko runsaasti Solmun verkko-
sivuilta, esimerkiksi edelld mainitut lauseet 16y-
tyvét osoitteesta http://solmu.math.helsinki.fi/
olympia/kirjallisuus/nimigeom.pdf

Avoimia matematiikan oppikirjoja verkossa

Osoitteesta http://avoinoppikirja.fi 10ytyy avoimia ylékoulun ja lukion matematiikan oppikirjoja.


http://solmu.math.helsinki.fi/olympia/kirjallisuus/nimigeom.pdf
http://solmu.math.helsinki.fi/olympia/kirjallisuus/nimigeom.pdf
http://avoinoppikirja.fi
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Matematiikkadiplomit syksylla 2013

Marjatta Nddatanen
Helsingin yliopisto

Syksylla 2013 valmistui viimeinen peruskoulun, eli yh-
dekséds matematiikkadiplomi ja Dimensio julkaisi syk-
syn numerossaan kirjoitukseni matematiikkadiplomeis-
ta. Elo—-lokakuussa tuli uusia vastauspyyntoja seuraa-
vilta paikkakunnilta: Seindjoki, Parkano, Oulu, Lap-
peenranta, Posio, Raahe, Jyviskyld, Tuusula, Helsin-
ki, Salo, Huittinen, Ikaalinen, Kannus, Vantaa, Espoo,
Laukaa, Nousiainen, Hollola, Kurikka, Tampere, Nur-
mes, Siilinjarvi, Pyh&ajarvi, Ulvila, Pirkkala, Orimatti-
la, Kuopio, Kokkola, joiltakin néistd useammista kou-
luista.

Palautetta opettajilta

Vastauksia pyytdessddn jotkut opettajat kertovat sa-
malla kommentteja diplomeista ja niiden kaytosta kou-
lussaan:

- Ryhmaissé on nimenomaan useita innostuneita tytto-
jé, jotka haluavat padsté laskemaan.

- Kaiken kaikkiaan ihan mahtava idea.

- Ajan puute tuli viime vuonna, nyt aloitamme heti
lukukauden alussa.

- Hyva idea, saimme heti ldjapéin innostuneita diplo-
mien aloittajia, vaikka olemmekin yldkoulu.

- Olen vasta loytanyt ndmé upeat matematiikkadiplo-
mit, kiitos MAOL:n Dimensio -lehden. Ajatus on tosi
hieno.

Diplomit on otettu innokkaasti vastaan oppilaiden
keskuudessa.

Minulla on yksi innostunut oppilas, uskon ettd myos
muut oppilaat innostuvat tésta.

Olemme innokkaina haastaneet oppilaat matikan
maailmaan matematiikkadiplomien merkeissa.

Koulullamme on sisdilmaongelmia, olemme evakos-
sa. Tama voi haitata, mutta meilld on niin monta in-
nokasta oppilasta, ettd yritdmme ainakin diplomien
suorittamista.

Meill& on pari innostunutta oppilasta.
Muutamat suorittavat. Ihan mahtavia tehtavia!
Hienoa, etté tallainenkin on kehitetty!

Mielenkiintoisia tehtévia, piti itsekin alkaa paria teh-
tavéaa jo heti ratkaista.

Upeaa, etté olette tehneet tdllaisen tyon ja toivotta-
vasti namé diplomit 16ytavéat paljon tekijoita!

Aikaisemmin toisessa koulussa diplomitehtivia las-
keneet oppilaat ovat pyytédneet, ettd saavat jatkaa
diplomeja uudessa koulussaan.

Tehtavat ovat mielenkiintoisia ja monipuolisia.
Oppilaat laskevat innoissaan.

Juuri téllaisia tehtavakokoelmia tarvitaan.



14

Solmu 1/2014

- Tehtévit antavat mahdollisuuden eriyttdd, myos
ylospéin.

- Hyvé, ettd on my6s haastavia tehtévia.

- Matikkadiplomit ovat hieno juttu. Toivottavasti mo-
ni osaa ottaa ne kiyttoon.

Opettajien kysymyksia

Opettajat kysyvét toisinaan, miltd tasolta olisi hyva
aloittaa. Tehdaanko yksi diplomi vuodessa? Antaako
opettaja vinkkejd, vai onko ratkaisut keksittava aivan
itse?

Tehtévit eivit ole tiukasti luokka-asteisiin sidottuja.
Olisi hyva yrittda 16ytdd kullekin oppilaalle sopiva ta-
so. Joku oppilas voi olla niin nopea ja innostunut, etta
ratkoo useampienkin diplomien tehtévat yhdessa vuo-
dessa. Téarkeinté on, ettd innostus herdé ja siilyy, haas-
teiden tulisi olla sopivia. On hyvé, jos oppilas itse 16y-
tdd ratkaisun, mutta yhteistyokin on sallittua. Silloin
oppilaat joutuvat myos pukemaan ajattelunsa sanoik-
si, mika selkiyttad ajattelua. Tarvittaessa opettaja voi

Aivovoimistelua Englannin lehdista

antaa vihjeitd, ellei muuten edetéd. Téarkedd olisi aina
selvittdd mahdolliset virheet.

Opettajat voivat pyytda vastauksia koulun sdhkopos-
tiin. Vastaukset on tarkoitettu kullekin koululle, opet-
tajien yhteiseen kayttoon. Suositeltavaa on tulostaa
vastaukset omaan Diplomikansioon ja poistaa tiedos-
tot koneelta. Koulun ulkopuolelle ei ratkaisuja tule an-
taa. Jos muut koulut haluavat ratkaisuja, téaéltda voi
pyytdd. Seuraan samalla my6s diplomien levidmisté.

Miten diplomeja kiaytetaan?

Ala-asteella yleensi koko luokka aloittaa diplomitehté-
vien ratkaisemisen, yldasteella harvemmin tasoerojen
kasvamisen takia. Tehtavilla voi kuitenkin eriyttéda, eri
oppilaille voi antaa omaa tasoa vastaavan diplomin teh-
tavat. Opettajat ovatkin kiittdneet mahdollisuudesta
eriyttdd myos ylospdin ja matemaattisen yleissivistyk-
sen lisddmisestd. Muutamilla on matematiikkakerhoja,
joissa diplomitehtaviad ratkotaan. Myos erityisopetuk-
sessa diplomeja kaytetaén.

Tayta valkoiset tyhjat ruudut kayttden lukuja 1,2,3,4,5,6,7,8,9 siten, ettd kunkin rivin ja kunkin sarakkeen
laskutoimitusten tulokseksi tulee kyseisen rivin oikealla puolella tai sarakkeen alla annettu luku. Harmaisiin
ruutuihin ei kirjoiteta mitdan. Kukin luvuista 1 — 9 saa esiintyd ruudukossa vain kerran. Laskutoimitusten

jarjestys on vasemmalta oikealle ja ylha&lta alas.

8 E

]
]

Tehtévit lahetti Matti Seppéla.
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Ihan vaaria jarjestyksial

Matti Lehtinen
Helsingin yliopisto

Elli Mikkosen ongelma ja sen historiaa

Matemaattisten Aineiden Opettajien Liiton Dimensio-
lehden numerossa 6/2013 on Kajaanin lukion lehtorin
Jorma Myllyléan kirjoitus Kombinaatio-oppia luonnolli-
sesti. Se on hyva kuvaus matemaattisen ongelman rat-
kaisun l0ytymisen vaiheista.

Myllyla kertoo, ettd kun hén opettaa todenndkoisyys-
laskennan kurssia, niin aluksi oppilaat saavat miettia
todennékoisyyteen liittyvid kysymyksid, joista muotou-
tuu tehtévid. Kun kurssi etenee ja keinoja opitaan,
niin tehtédviin alkaa 16ytya ratkaisuja. Viimeksi pide-
tyn kurssin alussa Myllyldn oppilas Elli Mikkonen oli
esittdnyt mielenkiintoisen ongelman: ”Joukko ihmisid
kirjoittaa nimensé lappuun, laput sekoitetaan ja samat
ihmiset ottavat kukin yhden lapun. Milld todennakoi-
syydelld kukaan ei saa omaa lappuaan?” Lehtori Myl-
lyla oli arvioinut tehtévin aika vaativaksi. Asian yk-
sinkertaistamiseksi hin tdsmensi kysymyksen niin, et-
td thmisid on kahdeksan.

Myllylé oli ongelmaa mietiskellyt, mutta se ei ollut hel-
posti auennut. Niinpé han oli ruvennut kyseleméén kol-
legoiltaan, ja Mika Kemppainen olikin kertonut Mylly-
ldlle ratkaisun. Se oli palautuskaava, ja Myllylan tyy-
dytykseksi kaava antoi samat vastaukset pienille ih-
mismaédarille kuin mihin Myllyld oli mahdolliset tapah-
tumat laskemalla paidtynyt. Palautuskaavan antama
todenndkoisyys naytti ihmisten lukuméaran kasvaes-
sa nopeasti konvergoivan kohti lukua 0,367879441, ja

kun Myllyla kokeili laskimellaan, niin hdn huomasi, et-
td tuon luvun luonnollinen logaritmi on jokseenkin ta-

1

san —1. Todennékoisyys lahestyy siis lukua —! Myllylan
e

kolleega Kemppainen oli sitten tuonut esiin tdmén nu-

meerisen havainnon varmistavan todistuksenkin, mutta
sitd ei Dimension kirjoituksessa esitetty.

Elli Mikkonen ei ole ensimméinen témén kysymyk-
sen esittdja. Itsedni vastaan se taisi tulla ensimmaéisen
kerran 1960-luvun puolivélisséd, kun Helsingin yliopis-
ton matematiikan opiskelijoiden ainejérjestd Limeksen
Sykloidi-lehdessé oli artikkeli "Eulerin ongelma véérin
postitetuista kirjeistd”. Siind kertomus on jotenkin sel-
lainen, etta on joukko eri henkildille osoitettuja kirjeita
ja osoitteilla varustettuja kirjekuoria, mutta postituk-
sen sotkee lukutaidoton henkild, joka laittaa joka kuo-
reen umpiméhkidn yhden kirjeen, tietdmétté, kenel-
le se oli tarkoitettu. Miten suurella todennakoisyydel-
18 kaikki kirjeet menevét vaarille henkil6ille? Samanar-
voinen kysymys on, miten todennékoisesti ainakin yk-
si kirje ldhetetdén tarkoitetulle vastaanottajalle. Toisi-
naan tita ongelmaa kutsutaan narikkaongelmaksi. T4l-
16in kertomus koskee herrasmiehié, jotka ovat jéattaneet
(silinteri)hattunsa naulakkoon, mutta naulakonhoitaja
on sotkenut numerolaput ja palauttaa hatut umpiméah-
kéén.

Ilmeisesti ongelman ldhtokohtana, niin kuin todenné-
koisyyslaskennassa usein, on ollut uhkapeli. Ranskalai-
nen matemaatikko Pierre Rémond de Montmort (1678
1719) oli yksi varhaisimpia todennikéisyyslaskennan
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uranuurtajia. Vuonna 1708 hén julkaisi Essay d’analyse
sur les jeur de hazard eli Tutkielma uhkapelien analy-
soinnista -nimisen kirjan. Siind han késitteli pelid ni-
meltd treize eli kolmetoista, jossa kortteja kddnnetdan
sekoitetusta pakasta samalla laskien yksi, kaksi, kol-
me jne. Laskemista jatketaan, kunnes pakasta kadantyy
samannumeroinen kortti kuin sanottavana oleva nume-
ro. Kirjassaan Montmort esitti mm. kysymyksen sii-
td, miten todennidkéinen on tédllainen tapahtuma. de
Montmort ratkaisi itse ongelmansa, mutta myds sveit-
silaiseen Bernoullien matemaatikkosukuun kuulunut ja
kuuluisan setinsd Jakob Bernoullin (1654-1705) joh-
dolla todennékoisyyslaskentaa opiskellut Nicolaus Ber-
noulli (1678-1759) esitti ongelmalle ratkaisun. Kylla
ongelmasta sitten suuri Leonhard Eulerkin (1707-83)
kirjoitti, niin kuin vanhan lehtijutun otsikko antaa ym-
maértdd. Han julkaisi ratkaisunsa vuonna 1753 artikke-
lissa Calcul de la probabilité dans le jeu de rencontre.
Euler ei ollut tietoinen de Montmortin ratkaisusta. Eu-
lerin asetelmassa on kaksi pelaajaa, A ja B, ja kumpi-
kin kdantaa pakasta kortteja samaan tahtiin. Jos kortit
ovat joka kerran eri kortteja, A voittaa, mutta jos jon-
kin kerran molemmat pelaajat kdéntaviat saman kortin
yhté aikaa, B voittaa.

Kaksi ratkaisua

Narikkaongelman voi ratkaista eri tavoin. Esitetdén
niistd kaksi. Seuraava Myllyldn kirjoitusta myo6téile-
va jakso on lainattu Suomen matemaattisen yhdistyk-
sen Valmennusjaoston aineistosivulta (http://solmu.
math.helsinki.fi/olympia/aiheet) loytyvistd kom-
binatoriikkaesityksesta.

"Monellako tavalla esineet aq, as, . .., ai voidaan sijoit-
taa lokeroithin Ay, Ao, ..., Ar niin, ettd a; ei ole loke-
rossa A; milladn i, 1 <i<k?

Ratkaisu. Jos kysytty lukumaéré on f(k), niin f(1) =
0 ja f(2) = 1. Oletetaan, ettd f(k) tunnetaan, kun
k < n, ja tarkastellaan sijoittelua, kun esineitd ja lo-
keroita on n + 1. Oletetaan, ettd a,y1 on sijoitettu
lokeroon Aj;, j < n. Sellaisia védrinsijoitteluja, joissa
a; on sijoitettu lokeroon A, 11, on f(n — 1) kappalet-
ta. Sellaisia vddrinsijoitteluja, joissa a; ei ole lokeros-
sa Apy1, on f(n) kappaletta. Koska A; voidaan valita
n:Al& eri tavalla, f(n+ 1) = n(f(n) + f(n —1)). Mut-
ta nyt f(n+1) — (n+1)f(n) = nf(n —1) — f(n) =
(=1)(f(n) = n(f(n —1)) ja edelleen f(n+ 1) — (n +
Df(m) = (") = 1- f(1) = (1) tai
fn) —nf(n —1) = (=1)"=2 = (=1)". Tamén yhti-
16n voi kirjoittaa muotoon
fn) fln—-1) (="
n! (n—1!  n! °
Kun edelliset yhtalot kirjoitetaan arvoillan =2,3,. ..,
k ja lasketaan puolittain yhteen, saadaan
FR) FQ) _(CDF ()

S T ¥ R T s TR

jonka voi sieventdd muotoon

(Sulkeissa oleva summa lihestyy raja-arvoa e™! =

0,368, kun & — 00.)” Sulkeissa oleva summa on juuri
todenndkoisyys tapahtumalle, jossa jokainen esine on
joutunut “vaaraan” lokeroon.

Toinen varsin erilainen tapa 16ytda Elli Mikkosen on-
gelman ratkaisu perustuu niin sanottuun summan ja
erotuksen periaatteeseen. Jos halutaan tietdd, montako
sellaista lukujen 1,2,...,n jarjestysta on, joissa yksi-
kdan luku ei ole omalla paikallaan, voidaan menetella
niin, ettd vihennetdén kaikkien jérjestysten lukuméé-
risti, joka on n!, kaikkien sellaisten jérjestysten, jois-
sa ainakin jokin luku on suuruusjarjestyksen mukai-
sella paikallaan, méaédra. Miten se onnistuu? Ajatellaan
kaikkia sellaisia jarjestyksié, joissa luku k on k:ntena.
Kaikki loput n—1 lukua voivat olla missé jarjestyksessa
tahansa, joten niité jarjestyksia on (n—1)! kappaletta.
Kun k voi olla mika hyvinsa n:std luvusta, niin téllai-
sia jarjestyksid, joissa yksi luku on paikallaan, ndyttéisi
olevan n - (n — 1)! = n! kappaletta, ja kun tdméa vahen-
netddn kaikkien jérjestysten maarasta n!, saadaan nol-
la! Tama ei kiy. Vika on siiné, ettd niiden jarjestysten
joukossa, joissa k on paikallaan, on myo6s jarjestyksia,
joissa jokin muu luku on paikallaan, ja tallaiset jarjes-
tykset ovat tulleet lasketuksi kaksi kertaa. Jokaista pa-
ria a, b, a # b, kohden on vihennetty kahdesti kaikki ne
jarjestykset, joissa sekd a ettd b ovat paikallaan. Tél-
laisten jarjestysten maaréd pitad lisdtd summaan. Pare-

i t tusti g k letta, ja k
a on tunnetustl = ——— Ka aletta, Ja Kun
! 2) T 2(n — 2y “PPAERA

muut n — 2 lukua saavat olla missé jarjestyksessa vain,
niin kuhunkin paikallaan olevaan pariin liittyy (n — 2)!
eri jarjestysta.

Olisiko hakemamme lukumééra siis

n! 1 1
Il = —pl _ 19
n! n.—|—2! =n! (1 1!—1—2!).

Ei sentédén: jos a, b, c ovat kolme eri lukua, niin ne jar-

jestykset, joissa kaikki kolme ovat paikallaan, ovat tul-

leet vahennetyiksi kunkin yksittdisen paikallaan pysy-

neen luvun kohdalla ja lisdtyiksi jokaisen kolmen pa-

rin a, b, a,c ja b, c kohdalla. Kaikki kuhunkin kolmik-

koon liittyvit (n — 3)! jarjestystd on siis vahennetta-
!

va. Kolmikkoja on ' kappaletta, joten

n p—

3)  3l(n-3)
uusi tarkempi ehdotus niiden jarjestysten lukumaérak-
si, joissa kaikki luvut ovat vairilla paikoilla, on

(1 1 1 1

Mutta kun jatketaan ja otetaan huomioon paikallaan
pysyvét nelikot, viisikot jne., tullaan lopulta tarkkaan
lukumaéraan

111 (—1)"
| — J—
"'(1 TR TR TR >
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Aivoja rassaavaa matematiikkaa

Alli Huovinen
matikkatati

- Kulttuurissa on aina heijastusvaikutuksia. Tilaisuu-
dessa ei valttdmattd kdy montaa ihmistd, mutta siita
saatetaan kirjoittaa juttuja, joita lukevat jotkut, jotka
... (Claes Andersson SS/Kulttuuri 15.9.2012)

Toisin on matematiikan suhteen. Jos siitd kirjoitetaan,
se on useimmiten negatiivista. Ylen uutisissa 8.11.2012
kerrottiin, ettd "Tutkimus todisti: Matematiikka tekee
kipedd”. Koehenkil6t saivat viisi sekuntia aikaa vastata
kuhunkin kysymyksistd "kylla” tai ”ei”. Jos on pidet-
tava kiirettd, alkaa vékisinkin ahdistaa.

Kun luin pitemmaélle Anderssonia koskevaa artikke-
lia, 16ytyi sieltakin matematiikkaa, jopa murtolukuja.
Andersson ihmetteli: "Kun synnyin 1937, suomalaisen
miehen elinodotus oli vdhén alle 60 vuotta. Tadndén kun
syntyy poikalapsi Suomeen, hin voi odottaa noin 80
vuoden ikédd. Néin lyhyessa ajassa viidennes lisdé elin-
aikaa, aika huima saavutus!” Viidennes! Minké lasku-
opin opeilla Andersson saa tuloksensa?

Matemaattinen tieto ei vanhene. Harmittaa, kun ei ole
tallella yhtaén kansakouluaikaista laskuopin kirjaani.
Onnellisten yhteensattumien ansiosta 16ysin kuitenkin
kirjan [1]. Siind on paljon aivoja rassaavia sanallisia
tehtavia.

Mielenkiintoinen asia, joka jii mieleeni kansakoulusta,
on péaétoslasku. Vuonna 1925 tehtiin pitkid tyopéaivi,
minké osoittaa kirjan yksiehtoinen péaatoslaskutehtéava.:
Tyé valmistuu 60 pdivdssd, jos tehdddan tyotd 11 tun-
tia joka pdiva. Missd ajassa se valmistuu, jos tehddadn

tyotd 10 tuntia joka pdivd?. Lauantaikin oli tyOpaiva.

Yksiehtoisessa paatoslaskussa on kaksi osaa: ehtolause,
jossa mainitaan, mitéd tiedetdén, ja kysymyslause, jos-
sa mainitaan, mitd on haettava. Paattamista alettaes-
sa otetaan ensin selville, kuinka kauan aikaa kuluu, jos
tyota tehdédan joka paiva yksi tunti. Taman jalkeen saa-
daan tietdd ajantarve, jos tyotd tehdéadn paivittdin 10
tuntia.

Paatoslasku on moniehtoinen, jos etsittdvd suure on
méadrdttava useamman muun suureen avulla. Esimerk-
kind téstd on Luvunlaskun oppikirjasta poimittu tehta-
va: Missd ajassa 14 miestd, tehden tyotd 5 tuntia joka
paivd, saa valmitksi tyon, jonka 9 miestd tehden tyétd
7 tuntia pdivdssd, saa valmiiksi 3 ja 1/8 pdivdssa?

Muistan opettajan kysymykset ja taulutyoskentelyn:

7 h/vrk
5 h/vrk

valmistui 1,—30 paivéssa
valmistui x paivéssi

9 miesta
14 miesta

Ajatellaan ensin, ettd tuntimddrd on sama. Koska 9
miesté tarvitsee aikaa % péivad, niin yksi mies tarvit-
see enemmén aikaa eli

10 9-10

9 -

3 3 paivaa.

Koska yksi mies tekee tyon % péivassa, niin 14 miesté
tarvitsee aikaa 14. osan siitd eli

-1 -1
9-10 1, _9-10

3 73 paivaa.
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Oletetaan tdmén jilkeen, ettd miehi& on koko ajan 14
ja tyopaivan pituus vaihtelee. Jos tyopédivéa on seitsen-
tuntinen, niin aikaa menee

9-10

i3 paivaa.

Jos tyopéaiva kestdd yhden tunnin, niin tarvitaan 7 ker-
taa niin paljon aikaa eli

9-10 7-9-10

3T 143

paivaa.

Viiden tunnin tyopaivien lukumaéaara saadaan tasta vii-
delld jakamalla eli naita tyopaivia on

7-9-10 7-9-10 3
Tr = N = = .
14 -3 5-14-3
Paattely tiivistettyna:
9 miesté 7Th/pv .. 1—30 pv
1 mies 7Th/pv .. % pv
14 miesté 7 h/pv % pv
14 miesta 1h/pv 73’}0 pv
14 miesta 5 h/pv T = g:?f_g = 3 pv.

Aktiivinen lukija paételkdon itse seuraavan: Niitylld on
10 hevoselle tarpeeksi syotavad 24 pdivaksi. Moneksiko
pdiviksi 6 hevoselle on sydtivdd toisella niitylld, jos
edellisessi ruohonkasvu on 1/4 parempi kwin jalkim-
mdisessa? Vastaus: 32 pdiviksi.

Olympiakomitea toivoo...

Matemaatikkopiirejd huolettaa didinkielen osaaminen.
Kirjailijaliiton puheenjohtajan Tuula-Liina Variksen
mukaan suomalaiskirjailijoita esiintyy televisiossa lii-
an vahan. Mielesténi kirjailijoilla on runsaasti ohjelma-
aikaa, mutta esiintyjind ovat yleensd samat henkilot,
jotka muutenkin saavat palstatilaa lehdissa ja hopooh-
jelmissa.

Televisio passivoi, enké usko, ettd kirjojen lukeminen
radiossa lisdd lukuharrastusta. Sen sijaan pitaisi esi-
telld myos vahemman tunnettuja kirjailijoita. Lehtiar-
vioissa kannattaa suosia kirjailijoita, joiden juuret ovat
ldhiseudulla.

Vanhat matematiikan kirjat palvelevat myods didinkie-
len oppimista. Niité 16ytyy vield antikvariaateista. Ny-
kyadan kysyttyja ovat muun muassa K. Viisdlan oppi-
kirjat. Muutama niistd 16ytyy Solmun sivuilta: http:
//solmu.math.helsinki.fi.

Matematiikka ansaitsisi uutisensa, teemailtansa ja
taustapeilinsd siind, missd muukin kulttuuri ja urhei-
lu. Kummallista, etteivét poliitikot lampene "Tieteiden
kuningattaresta” — kaikkien tieteiden, taiteiden, talous-
elamén ja kulttuurin perustasta.

”Jokaisen kansanedustajan yopoydélle pitdisi hankkia
K. Viisaldn matematiikan oppikirja muistuttamaan jo-
ka aamu matematiikan opetuksen térkeydestéd yhteis-
kunnalle.” — Teollisuusneuvos Jorma Terentjeff.

Viitteet

[1] R. Ceder, Luvunlaskun oppikirja, Otava, 1925.

”Olympiakomitea toivoo, ettd Suomi ei antaisi koulujarjestelyilld tasoitusta muille maille. Nuoret tarvitsevat
valtavasti toistoja teknisissd suorituksissaan, kommentoi Raiskinméki.”

Niin kirjoitettiin Kuopion Kaupunkilehdesséd 11.1.2014 otsikon ”Lasten koulunk&ynti kérsii lilasta harjoittelusta”
alla. Samassa jutussa kerrottiin, ettd Kuopio perustaa yldkoulujen liikuntaluokkien rinnalle uudet kilpaurheilu-
luokat. Lukujérjestyksissé tiistai- ja torstaiaamut on varattu kouluajan ulkopuolista lajiharjoittelua varten ja
tietenkin valinnaisaineina valituilla oppilailla on lisdé liikuntaa.

Y14 oleva on hyvé esimerkki peruskoulun oppilaiden tasa-arvoisuuden toteutumattomuudesta, koska samaan
aikaan valtakunnassa ei suvaita oikein edes keskustelua luonnontieteiden opetuksen eriyttdmisestd innokkaille
oppijoille. Keskustelut teollisuuden tarpeista, matematiikka- ja luonnontiedepainotteisista yldkoulun luokista tai
edes valinnaisaineista eivait kiinnosta poliitikkoja.

Kylld matematiikan laskuharjoituksissa kuten fysiikan ja kemian laboratoriotéissdkin tarvitaan myos valtava
médré toistoja, jotta asiat opitaan ja niitd kyetddn soveltamaan uusiin asioihin ja teorioihin.

Tarja Shakespeare

Lahde: http://www.kaupunkilehti.fi/web/pdf/2014_02/index.html, sivu 3.
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Markku Sointu
FM, matematiikan lehtori, Soppeenharjun koulu

Antti Kanto

FT, talousmatematiikan professori, Tampereen yliopisto

Aluksi

Dosentti Matti Lehtinen kirjoitti Tehtdvd maassa -
kirjan! arvostelussa seuraavasti:

“..mutta ehkd kirjoittajat jattdvdt Inspiratiuksen, Frac-
talian ja Hackerian suomalaiseen lukioonsa kirjan
jatko-osaa odottamaan. Tehtdvd maassa tuskin muo-
dostuu myyntimenestykseksi. Se on tietysti vahinko, sil-
ld@ tietoromaant on kuitenkin ideana hauska ja kirjoit-
tagilla on yhtd ja toista sanottavaa, rivien vdlissakin.
Matematian suurmestarit esimerkiksi ndyttdvdt olevan
aika tasaisesti kumpaakin sukupuolta.”

Kirjan ensimmaéisessd osassa imaginaariyksikko esiin-
tyi tdrkedssa sivuroolissa. Seuraavassa artikkelissa esi-
tellddn naytteita jatko-osasta. Samalla paljastetaan jo-
tain siitd, mitd ensimmaéisessé osassa oli rivien vélissa.
Siella esiteltiin muun muassa luku 2,107299476 . . .. Nyt
on aika pohtia, miksi tdtd lukua voidaan pitda vahin-
tadnkin mielenkiintoisena.

Ensimmainen luku

Seuraava teksti on osa Tehtdvd maassa -kirjan jul-
kaisemattomasta toisesta osasta. Juuso on suomalai-

nen koululainen, jota matematiikan planeetalta lihete-
tyt nuoret auttavat.

Juuso oli aivan myyty. Han ei ollut endd varma siita,
mikd héneen oli iskenyt. Aikaisemmin hén oli vaati-
nut, ettd kaikesta, mihin han ryhtyisi, piti olla selked
kdytdnnon hyotyid. Nyt numerot kiehtoivat héntd omi-
na itsendan. Juuso oli kaivanut Elisan papereista télta
salaa esiin kielletyn luvun — mystisen Absurdicuksen
luvun. Téasté luvusta hén oli jutellut ohimennen mate-
matiikan planeetan ihmenuorten kanssa, mutta ndma
Maan asukkaita valistamaan singotut ihmelapset eivét
olleet innostuneet asiasta.

Juuson tyttoystava Elisa oli ldhes jaatavé, ihmepoika
Into taas vélinpitdméaton. Jopa aina kultainen ja hert-
tainen Fanni oli innostamisen sijasta toppuutellut ja
vain todennut, ettd Lambertin funktiosta oli hyotya.
Ikivanha totuus oli kuitenkin se, ettéd kiellot lisdsivét
kiinnostusta. Alakoululainenkin tiesi, ettd nimittéjassa
ei saanut olla lukua nolla. Kielto ja kiinnostus.

Nimittdja ei saa olla nolla. Entédpé, jos se on hyvin
ldhelld nollaa oleva luku: sadasosa, miljoonasosa, mil-
jardisosa ja niin edelleen? Tamén keksimélld ihminen
oli padssyt matematiikassa syvemmalle ja ymmarta-
nyt paremmin todellisuutta. Elisa oli luvannut, ettd

IKanto A., Kanto A. & Sointu M. 2010. Tehtivd maassa. Helsinki: Gummerus. Markku Sointu sai idean kirjaan lukiessaan

dosentti Matti Lehtisen kirjoitusta Matematiikan historia.
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Juusosta kuultaisiin viela. Siis toimeen. . .

Kaikki oli saanut alkunsa, kun Juuso oli pohtinut seu-
raavaa: Onko alkeisfunktioiden joukossa toista funk-
tiota, joka olisi yhtd immuuni derivoinnille kuin e-
kantainen eksponenttifunktio. Pelkkéd kantaluku e oli
jo itsessddn mielenkiintoinen — olihan sen kadnteisluku
tarkedlld sijalla vaikkapa tyttOystdvan valinnassa.

Aluksi Juuso selvitti reaaliarvoiset funktiot, joilla on
ominaisuus ,
1@

f(z)

jossa k on vakio. Niinpd han merkitsi

g(x) =Tn[f(x)],

jonka derivaatta on

(1)

P B

Tistd seuraa g(r) = kx + ¢ ja edelleen f(x) = eko+e.

Merkitsemélléd e© = b Juuso sai selville, ettd kaikki re-
aaliarvoiset funktiot, joilla on ominaisuus (1), voidaan
esittdd muodossa

f(x) = bek=.
Juuso alkoi pohtia, olisiko toista derivoinnille yhta im-

muunia funktiota. Han muisti, etté kosinin ja sinin de-
rivaatat ovat

Dsinz = cosz
ja
Dcosx = —sinz,
joista seuraa
D(cosx + sinz) = —sinz + cosx = cosx — sin .

Kosini séilyi, mutta sini vaihtoi etumerkkia. Juuso tun-
si olevansa lupaavan ldhelld. Han yksinkertaisti yhtalon
(1) ratkaisua ja kirjoitti

u(z) =e

seké tdmaéan derivaatan

ax

u'(x) = ae™ = au(x).

Lisaksi u toteuttaa ehdot «(0) = 1 ja uv/(0) = a.

Seuraavaksi Juuso pyrki rakentamaan kosinin ja sinin
summasta funktion, jolla olisi tietty ominaisuus: funk-
tion derivaatta saataisiin kertomalla funktio vakiolla a.
Vakio a piti siis sijoittaa summaan cos x + sin x. Koska

termi cosz séilyi derivoinnissa, kannatti vakio liittda
termiin sin . Juuso keskitti huomionsa funktioon

v(x) = cosx + asinz
ja sen derivaattaan
v'(z) = acosz — sinx.

Tamaé funktio toteuttaa samat ehdot kuin funktio u,
v(0) =1 ja v/(0) = a. Kertomalla vakiolla a Juuso sai

av(r) = acosx + a’sin x.

Juuson oli selvitettévé, milla vakion a arvolla funktio
v toteuttaa differentiaaliyhtalon

v =av
eli
acosx —sinz = acosz + a’sin .

Yhtilo toteutuu kaikilla € R, mikéli a? = —1, eli jos
a on imaginaariyksikké. Néin ollen funktiot

u(z) =e
ja
v(x) =cosx +isinx
ovat differentiaaliyhtdlon 3y’ = iy ratkaisuja samoilla
alkuehdoilla, joten ndmé funktiot ovat samat. Toisin
sanoen _
e = cosz +isinz. (2)

Juuso halusi todentaa tdmén vield toisella tavalla, joten
hén tutki taulukkokirjasta l6ytdmidén Taylor-sarjoja

x?2 ot

cosm:l—g—i—ﬂ—i—---7
. 3
smx:a:—g—&—a—
ja
2 3

x x
T 1 o .
e +x+2-+3!

Tekemalld viimeiseen sarjaan sijoituksen x = ix ja
muistamalla ominaisuuden i2 = —1 Juuso sai muodos-
tettua sarjojen vilille yhteyden:
- )| (i)
T
e’ =1+ (ix) + 51 + i

2 583 x4

. T .
:1+zxf§fz§+ﬂ+~'

x2 .’E4 CC3 £C5

=cosx + isinx.

Juuso sai néin todennettua kaavan (2).
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i? = —1 tuntui Juusosta aluksi vaikealta ymmértia,

mutta koska luvun ¢ avulla aidosti monotoninen funk-
tio muuttui jaksolliseksi, ¢ tuntuikin todella kadyttokel-
poiselta.

Kaavaa (2) kdyttéden Juuso totesi
e +1=0,
koska €™ = cos +isinm = —1.
Juuson suosikki oli kuitenkin yhtdsuuruus

it =e"

B
—
w
=

Taméan yhtasuuruuden Juuso sai seuraavasti: hén si-
C e T L
joitti = § kaavaan (2), ja sai

iz 7T+_ .m
e'? =cos - +isin —
2 2’

josta seurasi

@
vl
I

.ﬂ.

Korotettuaan potenssiin ¢ Juuso néki yhtdsuuruuden

(3): o
' =e" 2 =0,2078795764. ...

Taméa néytti mielenkiintoiselta. Kun Juuso tarkasteli
funktiota (x > 0)

hén huomasi, etté
fl(z) =e"™%(1 4 Inz) = 2%(1 + Inx).

f/(z) = 0, kun z = L. Tarkasteltavan reaaliarvoisen
funktion minimi oli

1 1
e

o=

=)=

e

)* = 0,6922006276 . . .,

eli i* oli reaaliluku, joka oli pienempi kuin funktion 2*
minimi, kun z > 0.

Seuraavaksi Juuso alkoi pohtia yhtaloa

s =i =¢" 2,

vl

jossa s € R
Tama voitiin kirjoittaa

s=e

[ME]

Juuso halusi ratkaista tastd yhtélostd tuntemattoman
s, joten hén kirjoitti (ottamalla puolittain luonnollisen
logaritmin)
0
slns=—. 4

Koska yhtalon vasemmalla puolella olevan funktion
f(s) = sln s derivaatta f'(s) = In s+1 oli negatiivinen,

kun s < %, ja positiivinen, kun s > %, oli f(s):114 kak-
si monotonista haaraa. N&illd haaroilla taytyi siis olla
kaanteisfunktiot. Mikéli Juuso onnistuisi ratkaisemaan
kéaanteisfunktion...

Erilaisten kokeilujen jéalkeen Juuso huomasi, ettd hén
ei onnistuisi 16ytdmaan kadnteisfunktiota algebrallisin
menetelmin. Té&ma oli mielenkiintoista. Jos funktio oli
aidosti monotoninen, silla oli kddnteisfunktio. Juuso ei
olisi pddssyt eteenpéin, ellei olisi muistanut avainsanoja
— Lambertin funktio. Se mééritelladn funktion

fla)=wet

kidnteisfunktiona eli f~1(z) = W(z), jossa W(z) on
Lambertin funktio. Nyt Juuso palasi yht&loon (4).
Asettamalla s = e hin sai

T
e lns = —.
2

Kéyttamaélla Lambertin funktiota Juuso kirjoitti

7
Ins=W(=
ns (2),
josta seurasi
W(%)

s =e

Juuso oli aina ollut innokas tietokoneen kéayttaja. Wol-
framAlphalla (http://www.wolframalpha.com/) oli
helppo laskea s = 2,107299476.... Juuso oli niin in-
noissaan, ettd haki kreikan kielen aakkosista symbolin
luvulle s. Han merkitsi sitd nyt symbolilla ¢ ja listasi
sen ominaisuuksia:

s =1,
2¢Ing =,
2¢

gﬂ' = e.

Tutustuessaan paljon puhuttuun Riemann-hypoteesiin
Juuso oli térménnyt kaavaan

oot
I 5=

s 1
p on alkuluku p

Sijoittamalla vasemman puolen tuloon alkulukuja ja
muuttujan s paikalle kokonaislukuja saattoi taulukko-
laskentaohjelmallakin havaita, ettd kaava ndytti pitéa-
van paikkansa. Riemann oli kuitenkin asettanut s =
a + ib. Siksi Juuso ryhtyi tarkastelemaan sellaisia
kompleksilukuja, jotka syntyvét, kun reaaliluku koro-
tetaan kompleksiluvun osoittamaan potenssiin.

Juuso merkitsi
_ . —xtix
Zz) = .

Kaavan (2) avulla hén laski

. . 1
2(2) = 9722 — 9=2,2iIn2 Z(COSQ In2) +isin(21n2))

oy 1
25 =377 = - (cos(31n3) +isin(31n3))
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Erityisesti Juuso ilahtui havaitessaan

Z(g) — g*<+i< — ZZ eislns — gl -i+1'

Juuso innostui téstd niin, ettd méaritteli kompleksi-
luvun z imaginaariyksikolliseksi, jos se voitiin esittda
muodossa

jossa m € Z. Esimerkiksi jos m = 0, niin kompleksilu-
vun z imaginaariosa oli 0 ja, kun m = 1, reaaliosa oli
0.

Perin kauniilta nédytti yhtdsuuruus

2,107299476 » .—2,107299476..‘+i27107299476... =q. Zl

Solmun matematiikkadiplomit

Oli hienoa ndhd4, kuinka epadméaréisen ndkoinen vasen
puoli pelkistyi oikean puolen muotoon. Mutta pienikin
muutos lukuun ¢ hévittéisi tdmén ominaisuuden ja vas-
taukseksi tulisi kompleksiluku, jonka reaali- ja imagi-
naariosat olisivat nollasta eroavia.

Luettavaa

Bernhard Riemann: "Uber die Anzahl der Primzahlen
unter einer gegebenen Grosse”

John Derbyshire: "Prime Obsession”

Matti Lehtinen: "Matematiikan historia”

Peruskoululaisille tarkoitetut Solmun matematiikkadiplomit I-IX tehtdvineen ovat tulostettavissa osoitteessa

http://solmu.math.helsinki.fi/diplomi.html

Opettajalle 1ldhetetddn pyynnosta vastaukset koulun sdhkopostiin. Pyynnon voi ldhettédéd osoitteella

marjatta.naatanen (at)helsinki.fi

Ym. osoitteessa on diplomitehtéville oheislukemistoa, joka varmasti kiinnostaa muitakin kuin diplomien tekijoité:

Lukujarjestelmista

Desimaaliluvut, mitd ne oikeastaan ovat?
Murtolukujen laskutoimituksia
Negatiivisista luvuista

Hiukan osittelulaista

Lausekkeet, kaavat ja yhtalot

Asrettémistd joukoista

Erkki Luoma-aho: Matematiikan peruskésitteiden historia

Gaussin jalanjiljissa

K. Viisald: Algebra

Ylakoulun geometriaa

Geometrisen todistamisen harjoitus
K. Viisila: Geometria

Lukuteorian diplomitehtavét


http://solmu.math.helsinki.fi/diplomi.html

Solmu 1/2014

23

Zermelo ja aritmetiikan peruslause

Esa V. Vesalainen

Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Lukuteorian alkeita opiskellessa ensimméinen iso merk-
kipaalu lienee aritmetiikan peruslause, joka sanoo, et-
ta jokainen luonnollinen luku n > 1 on tekijoiden jar-
jestysta vaille yksikéasitteisella tavalla alkulukujen tu-
lo. Tavallisesti tdma todistetaan niin, ettd ensin jako-
yhtélostéd lahtien esitellidn Eukleideen algoritmi, jolla
vuorostaan ratkaistaan lineaariset Diofantoksen yhté-
16t. Lineaaristen Diofantoksen yhtéloiden ratkaisuiden
olemassaolosta sitten seuraa, ettd jos alkuluku jakaa
tulon, niin se jakaa my6s jonkin tulontekijoistd. Té-

helpohkosti.

Koska Eukleideen algoritmi on hyvin térkeé, ja siksi
esiteltdva lukuteorian alkeiden yhteydessa, ylla kuvat-
tu tie aritmetiikan peruslauseeseen on varsin taloudel-
linen, ja ndin asiat esitetddn useimmissa suomalaisissa
lukion oppikirjoissakin.

Toisaalta, tdmén klassisen lahestymistavan perusteella
arvaisi, ettd aritmetiikan peruslause on jollakin tapaa
vaikea lause todistaa, mutta osoittautuu, ettd nain ei
olekaan. Nimittain, joukko-opillisista ansioistaan kuu-
luisa saksalainen matemaatikko E. Zermelo keksi vaih-
toehtoisen todistuksen 1912, joka perustuu ldhinné
jaollisuuden helpoimpiin perusominaisuuksiin, ja suo-
raviivaiseen induktioon luvun n yli. Seuraavassa tar-
koituksena on esittdéd hanen kaunis todistuksensa.

Kertausta: jaollisuus ja alkuluvut

Muistin virkistdmisen nimissd ja ndhddksemme, kuin-
ka vdhdn koneistoa mydhemmin esitettédvin todistuk-
sen taakse oikeastaan katkeytyykédan, aloitamme aivan
alusta, eli jaollisuuden maééritelmésta: Olkoot a ja n
kokonaislukuja. Jos on olemassa kokonaisluku k, jolle
a = nk, niin merkitsemme n | a ja sanomme, ettd a on
jaollinen luvulla n, tai ettd n jakaa luvun a.

Maéaritelméistd seuraa suoraan monia asioita, mutta
jaollisuuden perusominaisuuksista ei oikeastaan tarvi-
ta seuraavassa kuin sellaisia helppoja havaintoja, kuin
etta

e jos kokonaisluvuille a, b ja n pitee n | a ja n | b, niin
my6s n | (a +b) jan | (a—b), tai ettd

e jos kokonaisluvuilla a, b ja n pétee n | a, niin myos
n | ab.

Lukua p > 1 sanotaan alkuluvuksi, jos sita ei voi kir-
joittaa itseddn pienempien luonnollisten lukujen tulo-
na. Luku 2 on varmasti alkuluku, koska ainoa sité pie-
nempi luonnollinen luku on 1.

Tunnetusti alkuluvut ovat erdénlaisia multiplikatiivisia
“atomeita”, joista kaikki luonnolliset luvut koostuvat:

Havainto. Jokainen luonnollinen luku n > 1 on alku-
Iukujen tulo.

Téassé "tulo” tosin sisdltdd vain yhden tulontekijéan, jos
n on alkuluku.
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Todistus. Tehdéédn induktio luvun n suhteen. Tapaus
n = 2 on selvéd, koska 2 on alkuluku. Oletetaan sit-
ten, ettd n > 1 ja kaikki luonnolliset luvut m, joilla
1 < m < n, ovat alkulukujen tuloja.

Nyt, jos n on alkuluku, asia on selvd. Muutoin luku n
on pienempien luonnollisten lukujen tulo, ja induktio-
oletuksen nojalla ndma pienemmét luvut ovat alkulu-
kujen tuloja, ja siis myos n on, ja todistus on valmis.

Todettakoon, ettd tdmén argumentin voisi luontevasti
integroida Zermelon todistuksessa tehtdviadn induktio-
paattelyyn.

Vaikka se ei olisikaan tarpeen, seuraava tulos on hyva
mainita jo ihan taydellisyydenkin vuoksi. Vaikka tata
tulosta ei aritmetiikan peruslauseen todistuksessa tar-
vitakaan, se on peruslauseen kannalta ilmeisen oleelli-
nen tulos. Liséksi se on kenties Zermelon todistustakin
kauniimpi esimerkki siitd, miten paljon joskus pystyy
sanomaan niin vahin tydkaluin.

Lause. Alkulukuja on darettémén monta.

Eukleideen todistus. Tehddadn vastaoletus: olete-
taan, ettd alkulukuja on vain dérellinen maara. Olkoot
p1 < p2 < ... < pg kaikki alkuluvut, missé tietenkin
keZs.

Tarkastellaan lukua N = pips - - - pr + 1. Koska on ole-
massa ainakin yksi alkuluku, nimittdin 2, on N > 1.
Luku N on siis alkulukujen tulo, ja sen on oltava jaol-
linen ainakin yhdelld alkuluvulla, jonka vastaoletuksen
nojalla taytyy olla jokin luvuista py, pa, ..., pg, sano-
kaamme py. Nyt p, | N ja varmasti py | pip2-- - pk,
eli

pe | (N —pip2---p) =1,

miké on selvisti mahdotonta.

Aritmetiikan peruslause ja ”vastaesi-

merkkeja”

Nyt voimme keskittyd tekijoihinjaon yksikésitteisyy-
teen. Mielenkiinnon kohteena oleva tulos on siis seu-
raava.

Aritmetiikan peruslause. Jokainen luonnollinen lu-
kun > 1 on alkulukujen tulo tekijéiden jérjestystd vail-
le yksikésitteiselld tavalla.

Vaikka tdma tulos onkin luonnollisen tuntuinen, miten-
kéédn itsestddnselvéd se ei ole. Kuitenkaan lukuteorian
perusesityksissé ei aina pohdita kysymysta siitd, miten
alkulukujen tekijoéihinjako oikeastaan voisi mennd pie-
leen. Joka tapauksessa lienee ainakin mielenkiintoista
ennen todistusta tutustua analogisiin tilanteisiin, jossa
tulos ei pade.

Hilbert esitti aikoinaan yksinkertaisen esimerkin epayk-
sikésitteisestd tekijoihinjaosta. Luonnollisesti esimerk-
ki ei voi koskea kokonaislukujen tekijéihinjakoa, koska
niille yksikésitteinen tekijoihinjako péatee, kuten tulem-
me nakemadn. Hilbertin esimerkki koskee lukuja, jotka
ovat muotoa 4k + 1 jollakin ei-negatiivisella kokonais-
luvulla k:

1, 5, 9, 13, 17, 21, 25, 29, 33

On helppo néhda, ettd kahden tdmén listan luvun tulo
on myo6s tdmén listan luku: Nimittdin lukujen 4k + 1
ja 4k’ + 1 tulo on muotoa

(4k + 1) (4K" + 1) = 4 (4kK' + k + k') + 1.

Samoin, naille luvuille 16ytyy ilmeinen "alkuluvun” ké-
site; esimerkiksi luvut 5, 21, 9 ja 49 ovat ”alkulukuja”,
koska ne eivit ole pienempien saman listan lukujen tu-
loja. Kolme viimeksi mainittua siksi, ettd niiden ainoat
oikeat alkulukutekijiat 3 ja 7 eivét ole muotoa 4k + 1.
Nyt luvulle 441 saadaan kaksi oleellisesti erilaista "te-
kijoihinjakoa”

441 =21-21=9-49.

Muita, vakavampia esimerkkeji saadaan, kun tarkas-
tellaan kokonaislukujen renkaan laajennoksia, mitka
lukuteoriassa ovat erittédin térkeitd. Esimerkiksi jos ko-
konaislukujen sekaan lisdd luvun iv/5, jolloin siis tar-
kastellaan lukuja a + bi\/5, missi a,b € Z, niin osoit-
tautuu, ettd luvulla 21 on kaksi oleellisesti erilaista te-
kijoihinjakoa:

21=3-7= (1+2iV5)(1-2iV5).

Osoittautuu, ettd erddssd mielessd téllaiset esimerkit
ovat luonteeltaan Hilbertin esimerkin kaltaisia; alkulu-
kuja on niissd ikdan kuin liian vah&n. 1800-luvulla t&l-
le ongelmalle 16ydettiin suurenmoinen osittaisratkaisu
tarkastelemalla lukujen sijasta ns. ideaaleita.

Zermelon todistus

Todistamme aritmetiikan peruslauseen induktiolla lu-
vun n suhteen. Todetaan ensin, etté viite patee, kun n
on alkuluku. Erityisesti, véite on selvd, kun n = 2.

Oletetaan sitten, ettd n > 1, ja ettd viite on jo to-
distettu kaikille lukua n pienemmille positiivisille ko-
konaisluvuille. Meidédn on osoitettava, ettéd jos luvun n
kirjoittaa kahdella eri tavalla alkulukujen tulona, niin
itse asiassa molemmissa tuloissa esiintyvéit tdsmélleen
samat alkuluvut, tosin mahdollisesti eri jérjestyksessa.

Jos luku n sattuu olemaan alkuluku, olemme valmiit.
Muutoin on olemassa pienin epétriviaali luvun n tekija
p, siis pienin p € Z,, jolle p | nja 1 < p < n. Tamé
luku p on itse asiassa alkuluku, silld luvun p epétrivi-
aali tekijé olisi lukua p pienempi luvun n epatriviaali
tekija.
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Kirjoitetaan n = pb, missd b € Z, on tietenkin pie-
nempi kuin n. Nyt induktio-oletuksen nojalla luku b
on alkulukujen tulo yksikésitteisella tavalla. Téasta seu-
raa, ettd luvulla n on vain yksi alkutekijoihinjako, jossa
esiintyy luku p.

Seuraavaksi on osoitettava, ettd luvulla n ei voi olla
muita alkutekijoihinjakoja. Tehdéén se vastaoletus, et-
téd luvulla n olisi jokin muukin alkutekijoihinjako. Ol-
koon sen pienin alkutekija ¢q. Nyt siis p < ¢ jan = gc
jollakin ¢ € Z, jolle c < m ja ptec.

Seuraavaksi tarkastellaan lukua

pb—pc=p(b—c),

ng=n—pc=
0 p {qc—pc:(q—p)c.

Taméa luku on positiivinen kokonaisluku ja varmasti
pienempi kuin n. Koska p | ng, on induktio-oletuksen
nojalla alkuluvun p esiinnyttavé tulon (¢ — p) ¢ alkute-
kijahajotelmassa, ja siis ainakin toisen luvuista ¢ —p ja
c alkutekijdhajotelmassa. Mutta olemme jo todenneet,
ettd p 1 ¢, eli on oltava p | (¢ — p). Mutta nyt olisi myos
p | (g—p—+p) =g, ja koska p ja ¢ ovat molemmat al-
kulukuja, olisi p = ¢, vastoin sitd seikkaa, ettd p < gq.
Olemme péatyneet ristiriitaan, ja siksi luvulla n on ol-
tava vain yksi alkutekijoihinjako, ja olemme valmiit.

Lahteet

Klassisesta jaollisuusteoriasta suomenkielelld 16ytyy
esimerkiksi hyvé lukiotason esitys oppikirjasta [3], ja
Vaisalan oppikirjasta [7] yliopistollisempi esitys, joka
on tiiviimpi, mutta luonnollisesti etenee aiheeseen sy-
vemmalle.

Alkulukujen &érettémyyden todistus on perdisin
Eukleideen Alkeista [2], missd se on 9. kirjan 20. pro-
positio.

Kirjoittaja oppi Zermelon todistuksesta ensimméisen
kerran Hassen klassikkoteoksesta [5]. Vaikka todistus
on peraisin jo vuodelta 1912, jolloin Zermelo keskus-
teli siitd mm. Hurwitzin ja Landaun kanssa, se jul-
kaistiin ensimméisen kerran vasta 1934 hénen ainoassa
puhtaasti lukuteoreettisessa paperissaan [8], joka 16y-
tyy myos hinen kootuista teoksistaan [9] Volken lyhyen
mutta kiintoisan historiallisen johdannon [6] kanssa.

On mielenkiintoista, ettd ennen Gaussia ja hdnen mo-
numentaalista teostaan [4], kukaan ei ollut muotoillut

aritmetiikan peruslausetta, vaikka siihen riittdvd ko-
neisto oikeastaan lytyykin jo Eukleideen Alkeista [2].

Hilbertin esimerkki on esitelty esimerkiksi Cohnin op-
pikirjan [1] pykéalassa 111.5. Esimerkki luvun 21 tekijoi-
hinjaosta on saman teoksen pykélastd VI.6. Kokonais-
lukujen renkaan laajentamiseen ja ideaaliteoriaan voi
tutustua suomeksikin esimerkiksi Vaisalan kirjasta [7].
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Affiini kombinaatio ja riippuvuus: Affmenin arvoitus

Noora Karvinen

Tamdn kirjoituksen tarkoitus on kertoa affiineista kom-
binaatioista ja riippuvuudesta mielenkiintoisella ja uu-
della tavalla. Lineaarialgebran perusteet kerrataan,
mutta lisdtietoja loytyy teoksista [1] ja [3]. Kirjoitus
on muokattu kandidaatintutkielmastani [2].

Olipa kerran pieni, mutta hyvin onnellinen kuningas-
kunta nimeltd Matikkyld. Kuningasperhe oli hyvin ra-
kastavainen ja oikeamielinen alaisilleen. Kyléssa vallitsi
rauha.

Erdanad kauniina paivand koko kuningaskunta joutui
suuren murheen valtaan, silld kaikkien rakastama prin-
sessa Amanda katosi yllattden. Huolestunut kuningas
pyysi apuun salapoliisi Linunhon, joka saapui linnaan
nuori salapoliisiharjoittelija Victor Lininto mukanaan.

- Paivaa, arvon kuningas. Voisitteko ystavallisesti ker-
toa prinsessa Amandan liikkeistd ennen hédnen katoa-
mistaan? Linunho aloittaa.

- Voi kylld. Tdméa on vaan niin surullista, kuningas
aloittaa melkein itkuun purskahtaen. Han saa kuiten-
kin hillittya itsensé ja jatkaa: - Amanda lahti aamul-
la kylélle, kuten monesti ennenkin. Hénelld on tapana
poiketa tervehtiméssé ystévidan keskustan kahvilassa,
ja usein matkalla hdn pysdhtyy juttelemaan muiden-
kin kyldn asukkaiden kanssa. Talla kertaa hén ei kui-
tenkaan koskaan palannut takaisin.

- Oletteko huomanneet mitdin muuta epatavallista? Li-
nunho kysyy.

Kuningas ei ehdi vastata, kun kuningatar ryntda hys-
teerisend itkien huoneeseen. Hén ei pysty puhumaan,
mutta ojentaa Linunholle postissa tulleen kirjekuoren.
Linunho avaa kuoren ja ottaa sielld olevan paperinpa-
lan hansikkaat késissdén. Siinéd lukee epéselvin kirjai-
min: "Kiitos kaunis kaunokaisestanne! Miljoonalla eu-
rolla saatte hénet takaisin. - Affmen”

- Affmen! Aivan kuin affiinit aliavaruudet, Lininto huu-
dahtaa innostuneena.

- Siis mitkd? kuningas kysyy hdmmentyneené.

- Kyse on siis aliavaruuksista, jotka on siirretty pois
origosta. Nain ollen ne eivat ole oikeita aliavaruuksia,
joten niitd kutsutaan affiineiksi aliavaruuksiksi, Lininto
vastaa.

Linunho pyoréayttaé silmidén ja kuiskaa kuninkaalle: -
Tuo kaveri joutaisi yliopiston tutkimuslaitokselle ho-
mehtumaan noiden matemaattisten ongelmiensa kans-
sa, ja jatkaa sitten suuremmalla dédnelld: - Menen toi-
mistolleni ottamaan téstd sormenjélkindytteet. Lisdksi
toivoisin, arvon kuningatar, ettd tulisitte mukaani an-
tamaan sormenjélkenne, jotta osaamme erottaa tdman
kirjoittaneen jaljet teidén jaljistdnne. Tuo Affmen yrit-
tdd kiristdd teitd, hyvd kuningatar. Alkdd kuitenkaan
vield maksako tuota huikaisevaa summaa, silld teem-
me kaikkemme l6ytédiksemme prinsessan. Lahdetdan!
Jos menemme kévellen, voimme samalla tervehtia ky-
ldlaisia ja kyselld heilta tietoja prisessasta.

Matkalla he tapaavat vanhan rouvan, hullun tiede-
miehen, papin, kampaamon rouvan vilkkaat kaksospo-
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jat, sairaanhoitajan sekd puusepdn. Tiedemies ja pap-
pi kutsuvat heiddt kahville, mutta muita he jututta-
vat vain kadulla. Kaikki heistd olivat ndhneet aamul-
la prinsessan yhtd hyvéntuulisena kuin aina ennenkin,
mutta eivit osaa sanoa mitddn hinen katoamisestaan.
He osaavat olla ainoastaan kauhuissaan katoamisesta
ja yrittavat lohduttaa kuningatarta.

Ryhmén saavuttua vihdoin toimistolle, Lininto ottaa
salaperdisend lapun taskustaan ja sanoo: - Katsokaa,
mitéa 10ysin sen hullun tiedemiehen lattialta teidan kes-
kustellessanne. Lapussa lukee: ”S: 1/-15, E: 1/3”. Voi-
sikohan tdmé olla salakirjoitusta?

- Vaikka se mies vihén hullu onkin, niin mukava ja ys-
tavéllinen kuitenkin. Voin toki ottaa tuostakin lapusta
sormenjéaljet, mutta sitd hullua en kylld ensimmaisena
olisi epdilemaéssa. Ja salakirjoitusta muka, hah, Linun-
ho vastaa ivallisella &anella.

Seuraavana aamuna Lininto saapuu Linunhon toimis-
tolle hyvin visyneené.

- Missés bileissa olet oikein ollut, kun tuolta néytat?
Ei muuten 18ytynyt sormenjailkid siitd paperilapusta,
paitsi kuningattaren jiljet, Linunho mumisee sanoma-
lehtensa takaa.

- Tein t6it4 koko yon, Lininto vastaa ja jatkaa: - Us-
koisin prinsessan 16ytyvin Karulasta.

- T6ita? Karulasta? Linunho kysyy ihmetellen.

- Kylla. Jos sinulla on muutama tunti aikaa, niin voin
selittad kaiken, Lininto sanoo innostuneena.

- No, jos kerran olet varma asiastasi, niin antaa tulla.
Karulaan saakka en kylla pelkdn arvailun perusteella
ldhde tilannetta katsomaan, Linunho myoéntyy.

- Okei. Sindkin olet tainnut aikoinasi opiskella hieman
vektoreita ja lineaarialgebraa? Lininto kyséisee. Linun-
ho vastaa tylysti: - Olen kylld, mutta jos aiot luennoida
minulle niistd, lahden tasta kylla mieluummin kylaléi-
sid haastattelemaan.

- No hei, meidén paras, tai no oikeastaan ainoa, johto-
lankamme on prinsessan kaapanneen ryhmén nimi: Aff-
men. Aluksi ajattelin, ettd "Aff” viittaa Afganistaniin,
mutta se ajatus ei johtanut mihinkéén ratkaisuun. Sit-
ten tajusin: "Aff” viittaa selvésti affiineihin kombinaa-
tioihin, "men” miesjoukkoon. Siitd pédattelin, ettd ryh-
mé koostuu miehistd, jotka kéyttéavat affiineita kombi-
naatioita apunaan. Illalla keksin, etta luultavasti hullu
tiedemies tietdd eniten néista asioista. Niinpéd pimeédn
tullen hiivin salaa hénen pihaansa. Kurkistelin hdnen
ikkunoistaan ja nain yhdessd huoneessa erikoisen, hie-
man aseen nakoisen laitteen, jonka kyljessd luki: ”Aff-
gun”. Se voisi tarkoittaa affiinia asetta. Tehtyani sitten
muutamia laskelmia, kdvin vield matematiikkanero T.
Aigurin luona tarkistamassa, ettd padtelméni ovat oi-
keita, Lininto selittéda.

Hieman my&tdmielisempénd Linunho vastaa: - Kuulos-
taa aivan hullulta, mutta kerro pois. Aikamoinen sattu-
ma, jos "Affmenin” ja ”"Affgunin” vililla ei ole mitdan
yhteytta.

Kertausta

Niinpé Lininto aloittaa:

- Affiinit kombinaatiot ja riippuvuus saattavat aluk-
si kuulostaa vaikeilta ja kummallisilta asioilta. Sitd ne
eivit kuitenkaan ole. Niihin liittyva teoria pohjautuu
vahvasti lineaarikombinaatioihin ja lineaariseen riippu-
vuuteen, joka sinulle olikin jo tuttua.

- Oli kylla, mutta en muista siitd kylld yhtd&n mitdén,
Linunho keskeyttéa.

- Okei, kerrataan sitten hieman.

Vektori v € R™ on vektoreiden v;, missa ¢ € {1,...,k},
lineaarikombinaatio, jos se voidaan esittéda vektoreiden
v; reaalikertojen summana:

V= a1V + agv2 + - -+ + arvUg.

Vektoreiden v;, missé i € {1,...,k}, lineaarinen riip-
puvuus puolestaan tarkoittaa sité, ettd jokin vektoreis-
ta voidaan esittdd muiden joukon vektoreiden lineaari-
kombinaationa. Nain ollen vektorit v; ovat lineaarisests
ritppumattomat, mikali yhtalo

a1v1 + asve + -+ apvp =0
pétee ainoastaan, kun jokainen reaaliluku a; = 0.

- Aiemmin mainitsinkin jo jotain aliavaruuksista. Ava-
ruuden R™ aliavaruudella tarkoitetaan sitd avaruutta
U C R", jonka vektoreiden reaalikerrat ja summat ovat
nekin tdmén avaruuden U vektoreita.

Maaritelma 1. Avaruuden R"™ epétyhjéd osajoukko U
on sen aliavaruus, jos seuraavat ehdot patevat:

1. kaikilla c € R jauw € U my6s cu € U ja
2. kaikillau e U jav e U myésu+v € U.

Maééritelmén 1 ehdot voidaan esittdd yhtapitavésti
my6s muodossa

caui + -+ cpup €U
kaikilla ¢; € Ryu; € U jai € {1,...,k}, missd k > 1.

Huomautus 2. Aliavaruus sisidltad aina nollavektorin.
Muutoin mééaritelmén ehdosta 1. seuraisi ristiriita ar-
volla ¢ = 0.
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Koska aliavaruus sisdltdd aina nollavektorin, siité seu-
raa, ettd suoran tai tason on kuljettava origon kautta,
jotta se olisi aliavaruus. Vastaavasti myos useampiulot-
teisten avaruuksien on siséllettédva origo ollakseen ali-
avaruuksia.

- Osaatko Linunho sanoa, miten voimme tarkastella nii-
ta tilanteita, joissa esimerkiksi taso ei kuljekaan origon
kautta?

- No en kylld osaa. Mitd vilid silld on, missd se taso
kulkee? Linunho vastaa.

- Jos halutaan suorittaa tasolle joitain operaatioita,
emme voi tdhén astisen lineaarialgebran tietdmyksesi
pohjalta tehd& niitéd tasolle, joka ei kulje origon kaut-
ta. Monesti operaation suorittamisen kannalta helpoin-
ta on siirtdd taso origoon, suorittaa operaatiot, jotka
origossa osataan hyvin tehdé, ja palata sitten takaisin
sithen paikkaan, missé taso oli alussa.

- Tuo kuulostaa aivan sekavalta! Miten se siirto oikein
menikddn? Linunho keskeyttaa.

- Yksinkertainen matemaattinen esimerkki siirrosta on
zy-tason suora y = ax + b, joka on suoran y = ax siirto
y-akselin suuntaan luvulla b, Lininto vastaa.

- Aivan! Nyt tajusin tuon, mutta mitd jarked tuossa
kaikessa edestakaisin siirtymisessia on? Linunho ihmet-
telee.

- Voit verrata sitd kyldmme parturiin. Jos haluat eroon
tuosta ihastuttavasta hiuspehkostasi, voit joko siirtya
parturimme luo leikkauttamaan hiuksesi ja palata ta-
kaisin. Toinen vaihtoehto on pyytad hénet tulemaan
tdnne hiuksiasi leikkaamaan. Monesti kuitenkin hel-
pointa on, ettd sind menet hdnen luokseen, koska sil-
loin hénen ei tarvitse roudata kaikkia vélineitddn tan-
ne. Joissain tilanteissa, esimerkiksi pyorétuolissa olevan
isdni tapauksessa, on kuitenkin parturin kotikaynti jar-
kevampi ratkaisu.

- Tuossa esimerkissd parturin tyotila oli siis origo ja
hiusten leikkaaminen se operaatio? Linunho varmistaa.

- Juuri niin. Tatd periaatetta tarvitaan nyt, kun siir-
rymme affiineihin kombinaatioihin. Téasté lédhtien ajat-
telin muuten puhua pisteisté silloin, kun tarkoitan ori-
gosta tahin pisteeseen kulkevaa vektoria. Se on jatkon
kannalta yksinkertaisempaa.

Affiinit kombinaatiot

Affiinit kombinaatiot ovat erikoistapaus lineaarikombi-
naatioista. Lineaarikombinaatio on siis affiini kombi-
naatio, jos seuraavan maaritelmén ehto pétee.

Maaritelma 3. Avaruuden R”™ pisteiden vy, vs,...,
vp € R™ affiini kombinaatio on lineaarikombinaatio

C1U1 + CoV2 + -+ - + CpUp,

missé kertoimille ¢y, ..., ¢, € R pétee

cir+ea+--+cep,=1

Piste y € R™ on siis pisteiden vy, v, ...,v, € R™ affiini
kombinaatio, jos se on néiden sellainen lineaarikombi-
naatio, jossa reaalikertoimien ¢; summa on 1.

Aliavaruus saatiin mééaritelty4 lineaarikombinaatioiden
avulla ja vastaavasti affiinit aliavaruudet saadaan méa-
riteltya affiinien kombinaatioiden avulla.

aliavaruus on joukko, joka koostuu joukon S alkioiden
kaikista affiineista kombinaatioista. Joukon S affiinia
aliavaruutta merkitédén [S].

- Okei okei, Linunho keskeyttdd. - Nyt tulee niin teo-
reettista juttua, etten endd ymméarrd mitdén. Osaatko
sanoa, mitd tdmé kaytdnnossé tarkoittaa?

- Toki. Jos dérellinen joukko S koostuu yhdesta pistees-
ta, [S] on tdmé piste. Jos dérellinen joukko S koostuu
kahdesta pisteestd, [S] on niiden lapi kulkeva suora.
Tamé johtuu siité, ettd affiiniin aliavaruuteen [S] kuu-
luvat pisteet ovat joukon S pisteiden affiineita kombi-
naatioita. Eli jos joukko S koostuu pisteistd vy ja vg,
joukon [S] pisteet y ovat muotoa y = ¢1v1 + covg, mis-
sd c1 +co = 1. Merkitaén nyt asioiden selkeyttamiseksi
co = t. Talloin joukon [S] pisteet ovat muotoa

y = (1—t)vy + tvg,
missé t € R. Tamé voidaan muuttaa muotoon
y =1t(ve —v1) + v1.

Téassd yhtdlossd vy ja ve ovat vakiovektoreita ja ¢ on
muuttuja. Tatd avaruudessa R™ olevaa yhtaloa voi ver-
rata xy-tasossa olevan suoran yhtéléon y = ax + b.

- Katsopas sitten, Linunho, tdta kuvaa 1. Se havainnol-
listaa asiaa geometrisesti ja siitd ndkee paremmin sen,
miten siirtoa kaytettiin hyvéksi: piste vy siirrettiin ori-
goon ja myoOs pistettd vy siirrettiin vektorilla —vp eli
pisteeseen vy — vy.

y=vi+ t(va— vy

[{vr, va}]

Kuva 1
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- Joo. Tuo kuva selkiyttda kylld asiaa, Linunho my&n-
t&a.

- Hyva. Tamé kuva antaakin jo viitteita siitd, etté affii-
nit aliavaruudet ovat siirrettyja aliavaruuksia. Olen jo
hieman téstd asiasta maininnutkin, mutta palaan té-
hén uudestaan myohemmin ja perustelen sinulle, miksi
niin on.

- Okei. Entd pystytdanko dskeisen kaltaisia pédattely-
jé tekemddn, jos joukko S koostuu useammasta kuin
kahdesta pisteesta?

- Kylla. Jos dérellinen joukko S koostuu kolmesta pis-
teestd, jotka eivit ole samalla suoralla, [S] on nédiden
lapi kulkeva taso. Téma saadaan paateltyd vertaamal-
la aluksi kahta joukon S kolmesta pisteesti. Joukkoon
[S] kuuluu jokainen piste, joka on ndiden kahden pis-
teen muodostama affiini kombinaatio, koska kolman-
nen vektorin kerroin voidaan asettaa nollaksi. Askeisen
padttelyn perusteella joukko [S] siséltéaé siis kaikki kah-
den sen pisteen lapi kulkevan suoran pisteet. Kun sitten
huomioidaan kolmaskin piste, padstddn taltd suoralta
poikkeamaan kolmannen pisteen suuntaan. Koska kol-
matta pistettd voidaan kertoa milld tahansa reaalilu-
vulla niin, ettd kertoimien summa on 1, joukkoon [S)]
sisdltyy kaikki ndiden kolmen pisteen kautta kulkevan
tason pisteet. Kerron tésté lisdd kuitenkin vasta myo-
hemmin ja perustelen asian silloin.

Jos S koostuu neljistd, avaruuden R3 pisteestd, jotka
eivit ole samalla suoralla tai tasolla, voimme vastaa-
vanlaisella piittelylld osoittaa, ettd [S] on avaruus R3.
Néiden péadtelmien perusteella ymmérramme seuraa-
van madritelmén joukon affiiniudelle.

Maaritelma 5. Joukko S on affiini, jos kaikille jou-
kon S pisteille p ja ¢ pitee (1 —¢)p + tq € S jokaiselle
reaaliluvulle .

Tama tarkoittaa siis sité, ettd jos joukosta S valitaan
mitké tahansa kaksi pistettd ja niiden lapi kulkeva suo-
ra kuuluu edelleen joukkoon S, joukon on oltava affii-
ni. Néin ollen affiini joukko [S] on &é&rellinen vain, jos
joukko S on piste. Joukon affiiniutta voidaan tarkas-
tella paremmin seuraavan lauseen avulla.

Lause 6. Jos joukko S on affiini, sen kaikkien ddrel-
listen osajoukkojen affiinit kombinaatiot kuuluvat jouk-
koon S.

- Todistan tdmén lauseen, jotta uskoisit sen olevan
totta. Muistatko muuten induktiotodistuksen periaat-
teen?

- Eikos se ollut se missd piti tehdéd joku oletus ja sen
pohjalta todistaa joku véite? Linunho varmistaa.

- Hyvin muistettu! Lisdksi pitdd aluksi todistaa véite
jollekin alkuarvolle, Lininto lis&a.

Todistus. Oletetaan, ettd joukko S on affiini. Merki-
tdan joukon S osajoukon U pisteiden lukuméaraa lu-
vulla k.

Kun £ = 1 tai k£ = 2, viite on totta maéaaritelméan 5
nojalla.

Induktio-oletus on, ettd kun U koostuu pisteisté
v1,..., Vg, ndiden pisteiden affiinit kombinaatiot kuulu-
vat joukkoon S eli jokainen piste y = cyv1,+- - -+ cpvg,
missé ¢; + -+ - + ¢ = 1, kuuluu joukkoon S.

Induktioviite on, ettd tdméa patee myods, kun osajou-
kossa U on k + 1 pistettd vy,...,vgy1. Tarkastel-
laan pistettd y = civ1, + -+ 4+ CkUK + Ck41VK4+1, Mis-
sd c1 + -+ ckp1 = 1. Koska kertoimien c;, missi
i€{l,...,k+1}, summa on 1, vihintddn yhden niista
kertoimista on oltava erisuuri kuin 1. Voidaan olettaa,
ettd cpy1 # 1. Jos néin ei muuten ole, indeksoidaan
termit v; ja ¢; uudestaan.

Olkoon t = ¢; + - - - +¢. Talloin t = 1 — ¢y, joten t # 0.
Nyt

y=civ1+ -+ CpVk + Ck+1Vk+1

C1 Ck
= t(7v1 + 7%) + Chp1Uk41

(& Ck
=(1- Ck+1)(71111 +-- THk) + Ch+1Vk+1-

Induktio-oletuksen mukaan piste ¢ = tvy +- -+ + Fug
kuuluu joukkoon S, koska sen esityksessd kertoimien
summa on 1. Nain ollen ylla oleva lauseke on kahden
joukon S pisteen affiini kombinaatio, koska (1—cgy1)+
ck+1 = 1, joten piste y € S. Induktioperiaatteen mu-
kaan affiinin joukon S kaikkien &irellisten osajoukko-
jen U affiinit kombinaatiot kuuluvat joukkoon S, joten
[U] C S. Induktioviite on siis todistettu. O

- Voi miten upea todistus! Sitd vain ihmettelen, miten
nadmé kaikki asiat liittyvat prinsessan pelastamiseen,
Linunho pohtii hieman jo vésyneen oloisena.

- Jotta saisimme selville prinsessan olinpaikan, meidén
on ratkaistava erds tyypillinen néihin asioihin liittyva
ongelma: meilld on tiedossa joukko pisteitéd ja haluam-
me selvittdd, onko jokin piste y néiden affiini kombi-
naatio.

- Vihdoin asiaa! Tehdadanko se niin, ettd selvitdmme,
mitd y on ndiden pisteiden lineaarikombinaationa, ja
tarkistamme sitten, onko reaalikertoimien summa 17
Linunho keskeyttda innokkaana.

- Periaatteessa se on yksi keino. Ongelma on kuiten-
kin se, ettd y voidaan esittdd usealla eri tavalla mui-
den pisteiden lineaarikombinaationa. Esitys ei siis ole
yksikéasitteinen. Jos sattumalta 16ydat sellaisen lineaa-
rikombinaatioesityksen, jossa kertoimien summa on 1,
niin hieno juttu. Silloin olet osannut ilmaista pisteen y
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muiden pisteiden affiinina kombinaationa. Jos et kui-
tenkaan 16yda halutunlaista esitysté, se ei kuitenkaan
tarkoita sité, ettei sité olisi olemassa, Lininto vastaa.

- Argh, kerrankin kun luulin jotain keksineeni. Miten
se sitten tehdddn? Linunho kysyy hieman turhautuen.

- Meilld on pari erilaista vaihtoehtoa siihen, miten se
tehddén, ja esitdn niistd nyt ensimmaéisen, seuraavan
lauseen mukaisen ratkaisutavan.

Lause 7. Pistey € R™ on pisteiden vy, v2,...,v, € R"
affiini kombinaatio, jos ja vain jos y — v; on lineaa-
rikombinaatio siirretyistd pisteistd vi — v, ..
Viy Vi1 — V4 ..., Up — v; kaikille i € {1,...,p}.

<y Vi—1 —

- Néyttad kylla hienolta ja matemaattiselta, mutta mis-
td tieddt, ettd tdmé viite on tosi? Jos prinsessan 16y-
tyminen on tasté kiinni, haluan perustelut vaitteellesi,
Linunho tokaisee.

- Hyvé on, todistan vaitteeni:

Todistus. Todistetaan tilanteelle : = 1. Muut tilanteet
voidaan todistaa vastaavasti.

Jos y — v1 on lineaarikombinaatio pisteistd vy — vy, ...,
vp — U1, on olemassa sellaiset kertoimet ¢y, ..., c,, etta
patee

y—uv1 = c2(ve—v1)+ez(vg—vr)+- - -+cp(vp—v1). (5)
Kertomalla tamé auki saadaan
Y — U1 = CoU2 — CoV1 + C3V3 — C3V1 + «++ + CpUp — CpU1.-

Siirretddn vy oikealta vasemmalle puolella ja otetaan
sille yhteinen tekija:

y = (l—ca—c3— - -—cp)v1+cavatczvz+- - -+cpvp. (6)

Huomataan, ettd kertoimien summa on 1, joten y on
pisteiden vy, va, ..., v, affiini kombinaatio.

Oletetaan sitten péin vastoin, etté
Y = €101 + CoV2 + Cc3v3 + - - + CpUp, (7)

missa ¢ +ca+- - - +¢, = 1. Kun siirretdén co, .. ., ¢, oi-
kealle, saadaan ¢; = 1—cp —c3—- - - —c,. Sijoitetaan ta-
mé yhtdloon (3), jolloin saadaan yhtdlo (2). Tasta saa-
daan johdettua yht&ls (1), mika osoittaa, ettd y—wv; on
lineaarikombinaatio pisteistd vo —vq,...,vp, —v1. [

- Okei, uskotaan. Mitenkés tdmaén avulla voimme sitten
16ytaéd prinsessan? Linunho kysyy hieman epéaluuloise-
na.

Lininto vastaa innokkaana: - Uskon, ettd hullun tie-
demiehen luota 16ytdméni lapun teksti: ”S: 1/-15, E:
1/3” tarkoittaa pisteitd S = (1,—-15) ja E = (1,3).
Ne ovat yhdessi Matikkyldn koordinaattien 33°1529”
eteldista leveyttd (S) ja 115°57'6” itdistd pituutta (E)

kanssa avain ratkaisuun. Samaistamme eteldisen levey-
den koordinaatit pisteisiin s; = (3,3),s2 = (1,5) ja
s3 = (2,9) ja itdisen pituuden koordinaatit pisteisiin
e1 = (11,5),e2 = (5,7) ja es = (0,6). Nyt ilmoitamme
pisteen S pisteiden s1, s5 ja s3 affiinina kombinaationa
ja vastaavasti pisteen FE pisteiden e, es ja ez affiinina
kombinaationa. Saamme reaalikertoimet, joiden avulla
saadaan laskettua prinsessan uuden olinpaikan koordi-
naatit.

Esimerkki 8. Ilmoita piste S = (1,—15) pisteiden
s1 = (3,3), s2 = (1,5), s3 = (2,9) affiinina kombi-
naationa, jos mahdollista.

Lasketaan aluksi lauseen 4 mukaiset siirretyt pisteet:
(=2,2), s3 —s1 = (—1,6) ja S —s1 =

S92 — 81 =
(=2, —18).

Lauseen 4 mukaan halutaan siis 16ytaé sellaiset reaali-
kertoimet cs5 ja cg, etta

S — S1 = 02(52 - 51) + 63(83 — 81) eli

(=2,18) = 2(—2,2) + c3(—1,6).
Tastd saadaan yhtéalopari
—202 — C3 = -2
2co + 63 = —18.
Lisatdan jalkimmaéinen yhtdlo ensimmaéiseen yhtaloon:
5c3 = —20
2c9 + 63 = —18.

Kerrotaan jalkimmaéinen yhtélo luvulla % ja ensimmai-
nen yhtalo luvulla %:

C3 — —4
co + 3¢z = —9.
Kerrotaan ylempi yhtélo luvulla -3 ja lisdtdén se alem-

paan yhtaloon:
C3 = —4
Cy = 3.

Sama ratkaisu voidaan esittad niin sanotulla Gaussin
ja Jordanin menetelmallé eli kdyttéden rivioperaatioita
seuraavasti:

—2 —1 | —2 Az](l) O 5 | —20 M2(%)
2 6 | —18 "2 06 | 18 ’
0 5 | —20] M) [0 1 | —4] An(-3)
13 | -9 113 | -9 ’
01 | —4
10 | 3
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Tastdkin ndhdééan, ettd c3 = —4 ja co = 3. Ratkaistaan
vield kerroin ¢; néiden avulla:

S — 81 = 3(82 — 51) — 4(83 — 81)

S = 3s9 — 351 — 483 + 481 + s1
= 251 + 389 — 453.

Nyt ¢y +ca+c3 =243 —4 =1, joten kyseessé todella
on affiini kombinaatio.

Prinsessan olinpaikan eteldisen leveyden koordinaat-
tien selvittdmiseksi kerromme ratkaistuilla vakioilla
c1, co ja cg alkuperdiset eteldisen leveyden koordinaatit:

2-33°3-15" —4-29" =66° 45" —116".

Koska koordinaateissa on kyse asteista, minuuteista ja
sekunneista, saamme muutettua —116 sekuntia positii-
viseksi luvuksi lainaamalla 2 minuuttia:

66° 45" — 116" = 66° 43" (120 — 116)" = 66°43'4".

Prinsessan olinpaikan eteldisen leveyden koordinaatit
ovat siis 66°43'4".

- Nerokasta! Miten tuon keksit? Linunho kyséisee.

- Noh, kylla sitd muutamat muutkin jutut tuli kokeil-
tua. Monta tuntiahan siind vierdhti, mutta viimein kek-
sin tamén, Lininto vastaa viasyneend, mutta tyytyvéi-
sena.

- Taisit sanoa, ettd prinsessan olinpaikan koordinaat-
tien ratkaisemiseen olisi ollut joku toinenkin ratkaisu-
tapa, Linunho sanoo ja jatkaa: - Onko se yhtdian ly-
hyempi? Jos on, niin lasketaan ne itdisen pituuspiirin
koordinaatit silld tavalla. Tuon laskemisessa kesti ni-
mittdin melko kauan, Linunho esittdé toiveikkaana.

- Homogeenisten muotojen avulla olisimme voineet
tuon ratkaista myds. Voimme hyvin laskea ne toiset
koordinaatit silla tavalla. Sitd ennen haluan kuitenkin
perustella affiinin joukon ja siirretyn aliavaruuden va-
lisen yhteyden, mitd aiemmin jo lupailinkin.

Joukon S C R” siirto pisteelld p on siirretty joukko
S+p={s+p:seS} Jos S on lineaarinen aliava-
ruus, S + p on affiini aliavaruus. Huomaa, ettei tdmé
pade toisin pédin, ja ettd piste p voi olla my6s nolla,
silld aliavaruus on aina myos affiini aliavaruus. Tama
selittyy lauseen 7 ja kuvan 2 avulla: Piste s; € S ja
$i =8 +p—p=wv;,—p, missi v; = s; +p € S+ p.
Nyt jos y € S on pisteiden s;, missd i € {1,...,k},
lineaarikombinaatio, piste y on pisteiden v; — p line-
aarikombinaatio, koska v; = s; + p eli s; = v; — p.
Piste y voidaan ilmaista muodossa y = vg41 — p, jol-
loin lauseesta 7 seuraa, ettd v41 on pisteiden v;, missi
i€ {l,...,k}, affiini kombinaatio. Jos S on aliavaruus,
tdma pétee kaikille joukon S pisteille s; = v; —p ja ndin
ollen myos jokaiselle v;, joten talloin S + p on joukon
S affiini aliavaruus.

V3
V1,4
Vo [{V1,- Vo, V3}]
V3— V1
: X3
/VQ_ vy o V2= Vi Ve— vy
X1

Kuva 2

Lauseiden 6 ja 7 perusteella voidaan myo6s todistaa, et-
té jos joukko S on affiini, sen on oltava siirretty aliava-
ruus. Néin ollaan saatu johdettua seuraava tulos.

Lause 9. Epdtyhji joukko S on affiini, jos ja vain jos
se on siirretty aliavaruus.

Affiineilla joukoilla on paljon yhteyksid avaruuden R"™
aliavaruuksiin, jotka voidaan ymmaértéa lauseen 9 avul-
la. Affiinit joukot eli siirretyt aliavaruudet A ja B C R"”
ovat yhdensuuntaiset, jos A = B+ p tai B = A+ p/,
missé p ja p’ ovat joitain R™:n vektoreita. Toisin sanot-
tuna affiinit joukot ovat yhdensuuntaiset, jos toinen on
toisen siirto.

Aliavaruuden dimensiolla tarkoitetaan aliavaruuden
ulottuvuutta. Suora avaruudessa R™ on 1-ulotteinen
siirretty aliavaruus, joten sen dimensio on 1. Jos taas
siirretty aliavaruus T on taso, dim 7" = 2 ja niin edel-
leen. Hypertasoksi kutsutaan avaruuden R” siirrettya
aliavaruutta, jonka dimensio on n — 1.

Voidaan sopia, etté siirretyn aliavaruuden dimensio on
sama kuin vastaavan siirtdméattomén aliavaruuden di-
mensio. Téstd seuraa suoraan se, ettd myos yhdensuun-
taisten siirrettyjen aliavaruuksien dimensiot ovat yhté
suuret. Siirrettyjen aliavaruuksien avulla voidaan myo6s
madritelld joukon S dimensio: joukon S dimensio on
yhta suuri kuin pienimmén siirretyn aliavaruuden di-
mensio, joka siséltdéd joukon S.

- Oho, hieman taas innostuin. Mennddnpé nyt niihin
homogeenisiin muotoihin, jotta pdidsemme pian prin-
sessaa pelastamaan!

- Vihdoin, Linunho huokaa, mutta niin hiljaa, ettei Li-
ninto kuule.

- Aluksi siis pisteen homogeenisen muodon méaritelma.

Maiaritelmi 10. Avaruuden R”™ pisteen v homogeeni-
nen muoto, merkitiin 9, on piste ¢ = (v, 1) € R*+L,

- Homogeenisten muotojen ja seuraavan lauseen avulla
pystymme tosiaan selvittdméén, onko piste y pisteiden
v;, missd ¢ € {1,...,p}, affiini kombinaatio. Todistan
my6s tdmén lauseen mielenrauhasi vuoksi.
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Lause 11. Piste y € R" on pisteiden vq,v2,...,vp €
R™ affiini kombinaatio, jos ja vain jos | kuuluu pistei-
den 0;, missa i € {1,...,p}, virittdmddn aliavaruuteen
(01,...,0p). Itse asiassa reaaliluvuille c1,. .., cp pdtee

Y = €11 + Cov2 + C3V3 + - - - + CpUp,
missi c1 + co + - -+ + ¢, = 1, jos ja vain jos
= c101 + coUg + -+ - + Cp’lA}p.

Todistus. Olkoon piste y pisteiden vy, v2,...,v, € R"
affiini kombinaatio. Osoitetaan, ettéd télloin § = c101 +
62172 + 4 Cp'l/)pi

Cl'lA}l + CQ'IA)Q + -+ cpﬁp
= Cl('l}l, ].) + 02(1)2,].) + -+ Cp(”l)p,l)
= (a1 +cova+ -+ cpup, 1+ 2+ ¢p)

= (yal) =9

Yllaoleva pédttely pétee vain, kun y on pisteiden
v1,v2,...,0, affiini kombinaatio, joten koko lause on
todistettu. O

- Nailla tiedoilla voimmekin sitten ratkaista itédisen pi-
tuuspiirin koordinaatit.

Esimerkki 12. Ilmoita piste F = (1,3) pisteiden
er = (11,5),ea = (5,7) ja es = (0,6) affiinina kom-
binaationa, jos mahdollista.

Muodostamme ensin pisteiden homogeeniset muodot:
e1 = (11,5,1), &3 = (5,7,1), é3 = (0,6,1) ja E =
(1,3,1), jonka jilkeen ratkaisemme kertoimet ¢y, co ja
c3 yhtélolle

01(11, 9, 1) + 02(5, 7, 1) + C3<O, 6,1) = (1, 3, 1).

Y114 olevasta yhtélostd saamme tehtyd yhtaloryhmén,
jonka voimme ratkaista kuten esimerkissd 8. Kertoi-
miksi saamme ¢; = 1,c0 = —2 ja c3 = 2. Nailla ker-
toimilla kerromme alkuperdiset itdisen pituuden koor-
dinaatit, jotta saamme uudet selville:

1-115° —2-57"2.6" =115° — 114" 12".

Yksi pituusaste jakaantuu 60 minuuttiin, joten lai-
naamme kaksi astetta minuuteiksi ja saamme:

115° —114" 12" = 113° (120—114)" 12" = 113° 6’ 12".

- Prinsessan sijainnin koordinaatit ovat siis 66°43’4"
eteldista leveytta ja 113°6'12" itaista pituutta. Nama
koordinaatit ovat Karulan koordinaatit, joten eikun
menoksi!

- Karulan? Mikés paikka se olikaan? Linunho kyséisee.

- Sielta on se jadkiekkojoukkue Karulan Kanuunat! Li-
ninto muistaa.

- Totta! Niiden peleja on tullutkin joskus seurattua.

Lininto ja Linunho saapuvat vihdoin Karulaan. He
suunnistavat paikalle, jossa selvitetyt leveys- ja pituus-
piirit leikkaavat toisensa, mutta prinsessaa ei sielld néy!
Paikka on keskelld pientd metsdd, joten lahistolla ei
ndy mitddn muutakaan tavallisesta metsista poikkea-
vaa. Masentuneina he palaavat Karulan keskustaan ja
varaavat hotellihuoneen.

- Olet tainnut antaa ajatustesi laukata viahén liian lu-
jaa, Linunho syyllistaa.

- Olen ihan varma, ettd joko sielld metséissi tai téssa
kylédsséd on joko prinsessa, tai jokin vihje hédnen olin-
paikastaan, Lininto puolustelee. - Mennddn kdymé&an
uudestaan sielld metséssa. Ehka sielld oli jokin johto-
lanka, jota emme vain huomanneet.

- Mene sind vain, mind jadn nukkumaan, Linunho sa-
noo haukotellen.

Lininto ldhtee takaisin metsédén johtolankoja etsiméaan.
Leveys- ja pituuspiirien leikkauskohdassa ei nédy jalkeé-
kéadn johtolangoista. Lininto meinaa jo luovuttaa, kun-
nes paattad viela kokeilla, 10ytyisiko jotain maasta kai-
vamalla. Lininto 10ytaé lahettyvilta kepin, jolla hén al-
kaa sorkkia ja kaivaa maata. Hetken kuluttua keppi ko-
lahtaa johonkin kovaan. Se ei ole kivi. Lininto nostaa
kaivamastaan kuopasta pienen rasian. Sen siséltaé 16y-
tyy lappu, jossa lukee: ” 0-1-2, 131, 252, 350”. Lininto
kopioi tekstin muistikirjaansa ja laittaa lapun takaisin
rasiaan, rasian kuoppaan ja peittdd kuopan hiekalla.

- Loysin kuin 16ysinkin jotain, Lininto huudahtaa ho-
tellille palattuaan. - Loysin lapun, jossa on taas jotain
numeroita. Taidan tdmén yon viettdd pohtien néiden
merkitystd, Lininto jatkaa.

Linunho vilkaisee muistikirjaan kopioitua tekstia ja to-
teaa: - Vai niin. Enpé tiedd onko tuosta mitdén hyo-
tyé. Jos olisit ottanut alkuperéisen lapun mukaan, oli-
sin voinut kdyd& ottamassa siitd sormenjilkindytteet.
Ehka teen sen sitten huomenna, nyt on unen aika.

Linunhon mentya nukkumaan Lininto alkaa pohtimaan
numeroiden merkitystd: - Pisteitd... Hmm. Salakir-
joitusta? Tuskin. Affiineja kombinaatioita? Ei... Riip-
puvat? Ei, mutta riippumattomat. Riippumattomat.
Hmm. Kuulostaa tutulta. Aah. Mihinkds miné sen kar-
tan laitoinkaan...

Aamuviideltd Linunho herdé riemunkiljahdukseen.
- Mitd nyt? Linunho mumisee unenpopperossa.
- Keksin, missé prinsessa on! Lininto huudahtaa. - He-

rdd ja tule kuuntelemaan, kun paljastan lapun salai-
suuden!
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Affiini riippuvuus

- Lapun siséllon ymmaértdminen vaatii tietdmystéa affii-
nista riippuvuudesta ja riippumattomuudesta. M&aarit-
telen siis ensin, mitd ne tarkoittavat.

Maaritelma 13. Avaruuden R”™ pisteiden joukko
{v1,...,vp} on affiinisti riippuva, jos on olemassa sel-
laiset reaaliluvut ci,...,cp, ettd ainakin yksi niistd
on erisuuri kuin 0 ja liséksi ¢; + --- + ¢, = 0 ja
€101 + - - -+ ¢cpvp = 0. Muulloin joukko on affiinisti riip-
pumaton.

- Véitén, ettd lapun numerot voidaan tulkita pisteiksi,
jotka ovat kesken&én affiinisti riippumattomat. Ta&méan
todistamiseen tarvitaan kuitenkin seuraava lause.

Lause 14. Seuraavat vditteet ovat ekvivalentteja ava-
ruuden R™ joukolle S = {v1,...,v,}, missi p > 2.

1. S on affiinisti riippuva.

2. Yksi joukon S pisteistd on muiden joukon S pistei-
den affiini kombinaatio.

3. Joukko {vi—vi, ..., Vi1 — Vi, Vig1— Vs, ..., Up—0V;} €
R™ on lineaarisesti rigppuva kaikille i € {1,...,p}.
4. Homogeenisten muotojen joukko {01,...,0,} €

R™* on lineaarisesti riippuva.

Todistus. Viite saadaan todistettua olettamalla ensin,
ettd kohta (1) pétee, ja ettd siitd seuraa kohta (2). Sen
jalkeen todistetaan, ettd kohdasta (2) seuraa kohta (3)
ja kohdasta (3) seuraa kohta (1). Lopuksi todistetaan
vield, ettd kohdat (1) ja (4) ovat ekvivalentteja.

Oletetaan, ettd joukko S on affiinisti riippuva, jolloin
kertoimet ¢y, . .., cp, joista ainakin yksi on erisuuri kuin
nolla, toteuttavat mééritelmén 13 elic; +---4+¢, =0
ja civr + -+ + ¢pvp = 0. Voidaan olettaa, ettd c; # 0,
silla tarvittaessa pisteet voidaan indeksoida uudelleen.
Jaetaan kaksi edelléd olevaa yhtdloa termilld cq, jolloin
saadaan1+§—f+--~+c—p—0ja

01_

—C2 —C
V1 z—v2+--~+—pvp.
C1 C1
Jalkimmaisessé esityksessa kertoimien summa on téten
1, joten piste v; on muiden joukon S pisteiden affiini
kombinaatio, toisin sanottuna véite (2) pétee.

Oletetaan seuraavaksi, ettd yksi joukon S pisteistd on
muiden joukon S pisteiden affiini kombinaatio. Voi-
daan yksinkertaisuuden vuoksi olettaa, ettd tdma piste
on vy, silla tarvittaessa pisteet voidaan indeksoida uu-
delleen. Nyt siis pétee vi = cavg + -+ + cpvp, missd
c2 + - -+ ¢, = 1. Néistd saadaan

(ca+ -+ cp)v1 =cova+ -+ vy

ja tésta edelleen kertomalla vasen puoli auki, siirtdmaél-
14 termit oikealle puolelle ja ottamalla yhteiset tekijét
saadaan

ca(vg —v1) + -+ ¢p(vp —v1) = 0.

Kertoimista cg,...,c, vihintddn yhden on oltava eri-
suuri kuin nolla, koska niiden summa on 1. Tasté seu-
raa, ettd joukko {v; —v;,. .
v;} C R™ on lineaarisesti riippuva eli véite (3) pétee.

<3 Vi—1—Vi, Vig1 —Vjy ..., Up—

- Hetkonen, Linunho keskeyttda. - Eihdn tuo voi pitda
ollenkaan paikkaansa. Asken esittelemési médritelmin
13 perusteella my6s noiden kertoimien c, ..., ¢, sum-
man olisi pitdnyt olla nolla, jotta nuo pisteet voisivat
olla riippuvat.

- Nyt sekoitit affiinin ja lineaarisen riippuvuuden. Tuo
mitd sanoit on aivan totta affiinille riippuvuudelle,
mutta tdssa véitettiin pisteiden vy —wv1,...,v, —v; Ole-
van vain lineaarisesti riippuvat. Lineaarisen riippuvuu-
den kertasimme aivan alussa. Kertoimien summa voi
olla siis mika vain, kunhan jokin niista on erisuuri kuin
nolla, Lininto selittda.

- Jatketaan. Seuraavaksi oletetaan, ettd viite (3) pétee.
Télléin on olemassa kertoimet ca, . .., cp, joista ainakin
yksi on erisuuri kuin nolla ja joille pétee

ca(va —v1) + -+ ¢p(vp —v1) = 0.
Kertomalla tdmaé auki saadaan
—(ca 4+ cp)v1 + 22+ -+ cpvp, = 0.

Huomataan, ettd my6s kertoimien summa on 0, joten
médritelmén 13 nojalla joukko S on affiinisti riippuva
eli véite (1) pétee.

Liséksi vield vaitteet (1) ja (4) ovat ekvivalentteja, sil-
14 méaritelmén 13 mukaiset ehdot ovat ekvivalentteja
seuraavan yhtélon kanssa

Cl(Ul, ].) —+ CQ(’UQ, ].) + 4 Cp(’Up, 1) = (0, 0)
Lause on siis todistettu. O

- Seuraavaksi voimmekin sitten osoittaa lapun pisteet
affiinisti riippumattomiksi. Lapussa luki siis 7 0-1-2,
131, 252, 3507, ja uskomukseni mukaan se tarkoittaa
pisteitd v1 = (0, —1, —2) ja niin edelleen.

Esimerkki 15. Osoita pisteet vy = (0, —1,—2),v2 =
(1,3,1),v3 = (2,5,2) ja vqg = (3,5,0) affiinisti riippu-
mattomiksi.

Lauseen 14 mukaan riittd& osoittaa, ettd joukko {ve —
v1,V3—1, V4 —v1 } on lineaarisesti riippumaton. T&lloin
yhtéalon

CQ(UQ—U1)+C3(’U3—U1>+C4<’04—1}1):0 (8)
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on oltava voimassa vain, jos jokainen kertoimista co, c3
tai ¢4 on nolla. Lasketaan erotuspisteet: vy — v1 =
(1,4,3),v3 —v1 = (2,6,4) ja vy —v1 = (3,6,2). Nyt

(0,0,0)
= ca(v2 —v1) + c3(v3 — v1) + ca(vg — v1)
= c2(1,4,3) + ¢3(2,6,4) + ¢4(3,6,2)
= (cg,4c2,3¢2) + (2¢3, 6¢3,4c3) + (¢4, 6c4, 2¢4)
= (ca + 2¢3 + 3cq,4co + 6¢3 + 6cq, 3o + des + 2¢4).

Téastd saamme muodostettua yhtéloryhmén, josta
saamme ratkaistua kertoimiksi ¢co = ¢3 = ¢4 = 0.
Kaikkien kertoimien cs,c3 ja ¢4 on siis oltava nol-
lia, jotta yhtalo (4) olisi voimassa. Niin ollen joukko
{vg —v1,v3 — v1,v4 — v1} on lineaarisesti riippumaton.

- Katsohan sitten tata karttaa. Riippumatontie. Jouk-
ko oli riippumaton. Prinsessan on pakko olla sielld! Kel-
lo onkin jo kahdeksan, niin voimme kédydéd hakemassa
varmuuden vuoksi paikallisen poliisipartion mukaam-
me.

Lininto ja Linunho l&htevit yhdessd Karulan poliisiase-
malle ja pyytavét sieltd poliisipartion mukaansa. Polii-
sipartio piirittda talon Lininton ja Linunhon mennessa
ovelle. Oven tulee avaamaan hullu tiedemies. Han ja Li-
nunho meinaavat pyortyéd kilpaa toisensa ndhdessdén,
mutta Lininto pysyy viilednd ja pyytda hullua tiede-
miestéd luovuttamaan prinsessan. Hullu tiedemies ei ole
saada sanaa suustaan.

- P-p-p-prinsessan?

- Kylla. Tieddmme, ettd Matikkyldn prinsessa Aman-
da on taalla. Jos et luovuta hinta suosiolla, poliisipar-
tiomme on valmiina toimintaan, Lininto toteaa tyynes-
ti. Samalla poliisipartio alkaa ldhestyé taloa aseet val-
miudessaan.

- Kédet ylos ja ulos! poliisipartion johtaja huutaa.

Hullulla tiedemiehell& ei ole muuta vaihtoehtoa kuin
totella. Masentuneena hén tottelee. Poliisipartio menee
taloon, mutta koko talosta 16ytyy vain pari tiedemiehen
kaveria. Prinsessaa ei ndy missdén.

- No niin, Lininto, taisit vetda vesiperdn, Linunho alkaa
naljailla.

Lininto ei moisesta masennu vaan lahtee itse kierté-
méaan taloa.

- Riippumatto! Lininto huudahtaa olohuoneesta. - La-
pussa olleet pisteet olivat riippumattomia, joten...

Lininto alkaa tutkia seinéé, jossa riippumatto on kiin-
ni. Riippumaton vieressa on kirjahylly, jonka takaa Li-
ninto 16ytda oven. Oven, jonka takaa 16ytyy prinsessa
Amanda. Lininton ja Amandan katseet kohtaavat, ja
rakkaus on molemminpuolista ensi silméayksella!

- Kuinka tamaéan teit? Linunho tiedustelee hullulta tie-
demieheltd mychemmin poliisiasemalla.

- Sité ette saakaan ikin& tietdé, tiedemies naureskelee
partaansa.

- Ammuitko prinsessan ténne Affgunillasi? Linunho jat-
kaa.

Hullu tiedemies j&a melkein sanattomaksi. - Affgunilla?
Kuinka tiedat siitd? No, joo. Affgunilla pystyin muut-
tamaan hénen sijaintinsa koordinaatit affiineja kombi-
naatioita hyédyntéen.

- Siis ihan niinkuin Lininto sanoi! Affiini ase! Hoyrdh-
tanyt kaveri, mutta aikamoinen nero kuitenkin.

- Téten julistan prinsessa Amandan ja salapoliisi Li-
ninton aviopuolisoiksi, pappi kuuluttaa Matikkylan kir-
kossa kuukauden kuluttua. Koko kylén véki, lukuunot-
tamatta vankilassa istuvaa hullua tiedemiesté, on kut-
suttu hadjuhliin. Riemu on rajaton. Kaikista onnelli-
simpia ovat kuitenkin morsian ja sulhanen, jotka saivat
toisensa.
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