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Ihan vaaria jarjestyksial

Matti Lehtinen
Helsingin yliopisto

Elli Mikkosen ongelma ja sen historiaa

Matemaattisten Aineiden Opettajien Liiton Dimensio-
lehden numerossa 6/2013 on Kajaanin lukion lehtorin
Jorma Myllyléan kirjoitus Kombinaatio-oppia luonnolli-
sesti. Se on hyva kuvaus matemaattisen ongelman rat-
kaisun l0ytymisen vaiheista.

Myllyla kertoo, ettd kun hén opettaa todenndkoisyys-
laskennan kurssia, niin aluksi oppilaat saavat miettia
todennékoisyyteen liittyvid kysymyksid, joista muotou-
tuu tehtévid. Kun kurssi etenee ja keinoja opitaan,
niin tehtédviin alkaa 16ytya ratkaisuja. Viimeksi pide-
tyn kurssin alussa Myllyldn oppilas Elli Mikkonen oli
esittdnyt mielenkiintoisen ongelman: ”Joukko ihmisid
kirjoittaa nimensé lappuun, laput sekoitetaan ja samat
ihmiset ottavat kukin yhden lapun. Milld todennakoi-
syydelld kukaan ei saa omaa lappuaan?” Lehtori Myl-
lyla oli arvioinut tehtévin aika vaativaksi. Asian yk-
sinkertaistamiseksi hin tdsmensi kysymyksen niin, et-
td thmisid on kahdeksan.

Myllylé oli ongelmaa mietiskellyt, mutta se ei ollut hel-
posti auennut. Niinpé han oli ruvennut kyseleméén kol-
legoiltaan, ja Mika Kemppainen olikin kertonut Mylly-
ldlle ratkaisun. Se oli palautuskaava, ja Myllylan tyy-
dytykseksi kaava antoi samat vastaukset pienille ih-
mismaédarille kuin mihin Myllyld oli mahdolliset tapah-
tumat laskemalla paidtynyt. Palautuskaavan antama
todenndkoisyys naytti ihmisten lukuméaran kasvaes-
sa nopeasti konvergoivan kohti lukua 0,367879441, ja

kun Myllyla kokeili laskimellaan, niin hdn huomasi, et-
td tuon luvun luonnollinen logaritmi on jokseenkin ta-
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san —1. Todennékoisyys lahestyy siis lukua —! Myllylan
e

kolleega Kemppainen oli sitten tuonut esiin tdmén nu-

meerisen havainnon varmistavan todistuksenkin, mutta
sitd ei Dimension kirjoituksessa esitetty.

Elli Mikkonen ei ole ensimméinen témén kysymyk-
sen esittdja. Itsedni vastaan se taisi tulla ensimmaéisen
kerran 1960-luvun puolivélisséd, kun Helsingin yliopis-
ton matematiikan opiskelijoiden ainejérjestd Limeksen
Sykloidi-lehdessé oli artikkeli "Eulerin ongelma véérin
postitetuista kirjeistd”. Siind kertomus on jotenkin sel-
lainen, etta on joukko eri henkildille osoitettuja kirjeita
ja osoitteilla varustettuja kirjekuoria, mutta postituk-
sen sotkee lukutaidoton henkild, joka laittaa joka kuo-
reen umpiméhkidn yhden kirjeen, tietdmétté, kenel-
le se oli tarkoitettu. Miten suurella todennakoisyydel-
18 kaikki kirjeet menevét vaarille henkil6ille? Samanar-
voinen kysymys on, miten todennékoisesti ainakin yk-
si kirje ldhetetdén tarkoitetulle vastaanottajalle. Toisi-
naan tita ongelmaa kutsutaan narikkaongelmaksi. T4l-
16in kertomus koskee herrasmiehié, jotka ovat jéattaneet
(silinteri)hattunsa naulakkoon, mutta naulakonhoitaja
on sotkenut numerolaput ja palauttaa hatut umpiméah-
kéén.

Ilmeisesti ongelman ldhtokohtana, niin kuin todenné-
koisyyslaskennassa usein, on ollut uhkapeli. Ranskalai-
nen matemaatikko Pierre Rémond de Montmort (1678
1719) oli yksi varhaisimpia todennikéisyyslaskennan
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uranuurtajia. Vuonna 1708 hén julkaisi Essay d’analyse
sur les jeur de hazard eli Tutkielma uhkapelien analy-
soinnista -nimisen kirjan. Siind han késitteli pelid ni-
meltd treize eli kolmetoista, jossa kortteja kddnnetdan
sekoitetusta pakasta samalla laskien yksi, kaksi, kol-
me jne. Laskemista jatketaan, kunnes pakasta kadantyy
samannumeroinen kortti kuin sanottavana oleva nume-
ro. Kirjassaan Montmort esitti mm. kysymyksen sii-
td, miten todennidkéinen on tédllainen tapahtuma. de
Montmort ratkaisi itse ongelmansa, mutta myds sveit-
silaiseen Bernoullien matemaatikkosukuun kuulunut ja
kuuluisan setinsd Jakob Bernoullin (1654-1705) joh-
dolla todennékoisyyslaskentaa opiskellut Nicolaus Ber-
noulli (1678-1759) esitti ongelmalle ratkaisun. Kylla
ongelmasta sitten suuri Leonhard Eulerkin (1707-83)
kirjoitti, niin kuin vanhan lehtijutun otsikko antaa ym-
maértdd. Han julkaisi ratkaisunsa vuonna 1753 artikke-
lissa Calcul de la probabilité dans le jeu de rencontre.
Euler ei ollut tietoinen de Montmortin ratkaisusta. Eu-
lerin asetelmassa on kaksi pelaajaa, A ja B, ja kumpi-
kin kdantaa pakasta kortteja samaan tahtiin. Jos kortit
ovat joka kerran eri kortteja, A voittaa, mutta jos jon-
kin kerran molemmat pelaajat kdéntaviat saman kortin
yhté aikaa, B voittaa.

Kaksi ratkaisua

Narikkaongelman voi ratkaista eri tavoin. Esitetdén
niistd kaksi. Seuraava Myllyldn kirjoitusta myo6téile-
va jakso on lainattu Suomen matemaattisen yhdistyk-
sen Valmennusjaoston aineistosivulta (http://solmu.
math.helsinki.fi/olympia/aiheet) loytyvistd kom-
binatoriikkaesityksesta.

"Monellako tavalla esineet aq, as, . .., ai voidaan sijoit-
taa lokeroithin Ay, Ao, ..., Ar niin, ettd a; ei ole loke-
rossa A; milladn i, 1 <i<k?

Ratkaisu. Jos kysytty lukumaéré on f(k), niin f(1) =
0 ja f(2) = 1. Oletetaan, ettd f(k) tunnetaan, kun
k < n, ja tarkastellaan sijoittelua, kun esineitd ja lo-
keroita on n + 1. Oletetaan, ettd a,y1 on sijoitettu
lokeroon Aj;, j < n. Sellaisia védrinsijoitteluja, joissa
a; on sijoitettu lokeroon A, 11, on f(n — 1) kappalet-
ta. Sellaisia vddrinsijoitteluja, joissa a; ei ole lokeros-
sa Apy1, on f(n) kappaletta. Koska A; voidaan valita
n:Al& eri tavalla, f(n+ 1) = n(f(n) + f(n —1)). Mut-
ta nyt f(n+1) — (n+1)f(n) = nf(n —1) — f(n) =
(=1)(f(n) = n(f(n —1)) ja edelleen f(n+ 1) — (n +
Df(m) = (") = 1- f(1) = (1) tai
fn) —nf(n —1) = (=1)"=2 = (=1)". Tamén yhti-
16n voi kirjoittaa muotoon
fn) fln—-1) (="
n! (n—1!  n! °
Kun edelliset yhtalot kirjoitetaan arvoillan =2,3,. ..,
k ja lasketaan puolittain yhteen, saadaan
FR) FQ) _(CDF ()
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jonka voi sieventdd muotoon

(Sulkeissa oleva summa lihestyy raja-arvoa e™! =

0,368, kun & — 00.)” Sulkeissa oleva summa on juuri
todenndkoisyys tapahtumalle, jossa jokainen esine on
joutunut “vaaraan” lokeroon.

Toinen varsin erilainen tapa 16ytda Elli Mikkosen on-
gelman ratkaisu perustuu niin sanottuun summan ja
erotuksen periaatteeseen. Jos halutaan tietdd, montako
sellaista lukujen 1,2,...,n jarjestysta on, joissa yksi-
kdan luku ei ole omalla paikallaan, voidaan menetella
niin, ettd vihennetdén kaikkien jérjestysten lukuméé-
risti, joka on n!, kaikkien sellaisten jérjestysten, jois-
sa ainakin jokin luku on suuruusjarjestyksen mukai-
sella paikallaan, méaédra. Miten se onnistuu? Ajatellaan
kaikkia sellaisia jarjestyksié, joissa luku k on k:ntena.
Kaikki loput n—1 lukua voivat olla missé jarjestyksessa
tahansa, joten niité jarjestyksia on (n—1)! kappaletta.
Kun k voi olla mika hyvinsa n:std luvusta, niin téllai-
sia jarjestyksid, joissa yksi luku on paikallaan, ndyttéisi
olevan n - (n — 1)! = n! kappaletta, ja kun tdméa vahen-
netddn kaikkien jérjestysten maarasta n!, saadaan nol-
la! Tama ei kiy. Vika on siiné, ettd niiden jarjestysten
joukossa, joissa k on paikallaan, on myo6s jarjestyksia,
joissa jokin muu luku on paikallaan, ja tallaiset jarjes-
tykset ovat tulleet lasketuksi kaksi kertaa. Jokaista pa-
ria a, b, a # b, kohden on vihennetty kahdesti kaikki ne
jarjestykset, joissa sekd a ettd b ovat paikallaan. Tél-
laisten jarjestysten maaréd pitad lisdtd summaan. Pare-

i t tusti g k letta, ja k
a on tunnetustl = ——— Ka aletta, Ja Kun
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muut n — 2 lukua saavat olla missé jarjestyksessa vain,
niin kuhunkin paikallaan olevaan pariin liittyy (n — 2)!
eri jarjestysta.

Olisiko hakemamme lukumééra siis

n! 1 1
Il = —pl _ 19
n! n.—|—2! =n! (1 1!—1—2!).

Ei sentédén: jos a, b, c ovat kolme eri lukua, niin ne jar-

jestykset, joissa kaikki kolme ovat paikallaan, ovat tul-

leet vahennetyiksi kunkin yksittdisen paikallaan pysy-

neen luvun kohdalla ja lisdtyiksi jokaisen kolmen pa-

rin a, b, a,c ja b, c kohdalla. Kaikki kuhunkin kolmik-

koon liittyvit (n — 3)! jarjestystd on siis vahennetta-
!

va. Kolmikkoja on ' kappaletta, joten

n p—

3)  3l(n-3)
uusi tarkempi ehdotus niiden jarjestysten lukumaérak-
si, joissa kaikki luvut ovat vairilla paikoilla, on

(1 1 1 1

Mutta kun jatketaan ja otetaan huomioon paikallaan
pysyvét nelikot, viisikot jne., tullaan lopulta tarkkaan
lukumaéraan
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