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Lyhyesta matematiikasta e-laskentoon

Padkirjoitus

LUMA-keskuksen nettisivuilla pari vuotta sitten ni-
mimerkki Negatiivin esittdmé ajatus lukion lyhyen ja
pitkdn matematiikan yhdistdmisesta on saamassa kon-
kreettisia muotoja. Vuoden 2012 lopulla perustettu Pro
lukio ry on lukion tulevaa tuntijakoa koskevassa kan-
nanotossaan [1] padtynyt ajatukseen, ettd lukion ma-
tematiikka alkaisi kahdella kaikille yhteiselld kurssil-
la, minké jalkeen oppiméarat eriytyisivit matemaattis-
luonnontieteellisesti suuntautuvaan laajaan matema-
tiikkkaan ja yhteiskunnallisesti suuntautuvaan yleiseen
matematiikkaan. Suomen Lukiolaisten Liitto, jonka
edustaja istuu opetushallituksen asettamassa tuntija-
kotyoryhméssé, on esittdnyt samansuuntaisia ajatuk-
sia. Pro lukio ry:n jasenisto koostuu pédasiassa ete-
lasuomalaisten lukioiden rehtoreista ja kattavuus lie-
nee alle kymmenesosa kaikista maamme lukioista. Yh-
distys kuitenkin pyrkii edustamaan koko lukiokenttda
suhteessa poliittisiin pdattajiin ja ylimpadn kouluhal-
lintoon. Sen kannanottojen painoarvoa on vaikea ar-
vioida, mutta jos ja kun sen esittdmét linjaukset ovat
yvhdensuuntaisia kouluasioista paattavien poliitikkojen
ja virkamiesten keskuudessa kytevien ajatusten kanssa,
niin niilld tietenkin on merkitysta.

Lukioissa, joihin tullaan yli yhdeksikén keskiarvoilla,
voidaan ongelmitta opettaa kaikille yhteisesti nykyi-
sen pitkdn matematiikan kaksi ensimmaéistd kurssia.
Suurin osa lukioista ei kuitenkaan voi valita oppilai-
taan “parhaat-paaltd”-periaatteella, vaan niihin tul-
laan my6s huomattavan vaatimattomilla valmiuksilla.
Jos matematiikan opiskelu alkaa kahdella kaikille yh-
teisella kurssilla, niin niiden sisaltdjen on oltava ldhella

nykyistd lyhyttd matematiikkaa. Se taas ei anna pit-
kdn matematiikan opiskelijoille tarvittavia laskennalli-
sia valmiuksia jatkossa vastaan tulevien asioiden kun-
nolliseen omaksumiseen. Talloin valttdméatonta perus-
laskentaa on opiskeltava varsinaisten pitkdn matematii-
kan kurssien yhteydesséd, mikd auttamatta johtaa en-
tistd enemmén oppimisen pinnallistumiseen. Kéytéan-
nossd pitkdn matematiikan opiskelun alkaminen myd6-
héstyy puolella vuodella ja jaa nykyistd huomattavasti
suppeammaksi, makihyppytermeja kayttden: ponnistus
myO6héstyy, hyppy ei saa ilmaa alleen ja ja& lyhyeksi.

Viime aikoina on tiedotusvélineissékin kiinnitetty huo-
miota korkeakouluissa aloittavien opiskelijoiden huo-
nontuneisiin matematiikan taitoihin. Aamulehdessé
julkaistussa artikkelissa [2] todetaan, ettd Tampereen
teknillisen yliopiston aloittavista joka kuudes joutuu
alkajaisiksi matematiikan tukiopetukseen. Toimittajan
haastattelema TTY:n matematiikan laitoksen johtaja,
professori Seppo Pohjolainen toteaa, ettd “yliopistolla
olisi parempaakin tekemista kuin kerrata lukion mate-
matiikkaa”. Sopii toivoa, ettd korkeakoulut nyt lukion
tuntijaon ollessa valmisteluvaiheessa ottavat selkeésti
kantaa matematiikan oppimisen puolesta ja torjuvat
kannanotoissaan mielettémét suunnitelmat kaikille lu-
kiolaisille yhteisistd matematiikan kursseista.

Nyky-yhteiskunnassa miltei kaikki tarvitsevat oman
elaménsd hallinnassa jonkin verran matemaattista
osaamista, ja humanistisiltakaan aloilta tuskin 16y-
tyy lukion jalkeisté opiskelupaikkaa, jossa voisi valttda
esimerkiksi tilastolliset menetelmét. Lukion tulevassa
tuntijaossa ja opetussuunnitelmassa on siis ratkaistava
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miten matematiikkaa tai laskentoa voi opettaa henki-
16ille, jotka eivit peruskoulussa viettdménsd yhdekséan
vuoden aikana ole oppineet edes peruslaskutoimituksia
muuttujan késitteesté ja kirjaimilla laskemisesta puhu-
mattakaan. Lukiossa luonnollisesti lyhyt matematiikka
on téllaisille oppilaille ainoa oikea vaihtoehto. Sen va-
litsevat yleensd myos ne, joita matematiikka ei liilem-
min kiinnosta mutta joilla ei ole omaksumisvaikeuksia.
Oppilasjoukko on siis varsin heterogeeninen, miké vai-
keuttaa opetuksen suunnittelua. Kaikkien olisi saata-
va mychemmassa elaméssd tarvitsemiaan valmiuksia.
Lyhyen matematiikan opetussuunnitelman laatiminen,
oppimateriaalien valmistaminen ja opetus onkin haas-
tavampaa kuin pitkdn matematiikan opetuksen suun-
nittelu, silld siind voidaan edetéd suoraviivaisesti kirjoi-
tuksessa [3] esitettyjd sisdltGja seuraten. Seuraavassa
pohditaankin lyhyen matematiikan oppimééréa ja ope-
tusjérjestelyjé ainoastaan yleiselld tasolla.

Nykyinen lyhyt matematiikka ei kaikilta osin ole jarke-
vé kokonaisuus eikd se anna riittavid valmiuksia jatko-
opinnoissa vastaan tulevien laskennallisten menetel-
mien omaksumiseen. Jo nimitys ”lyhyt matematiikka”
pitda sisdllddn ajatuksen, ettd kyseessd on lyhennel-
mé "pitkdstd matematiikasta”, jonka tavoitteet ovat
toiset ja yleishyodyllisté laskentoa korkeammalla. Siksi
olisi parempi ettd madreet poistettaisiin, pitkda mate-
matiikkaa kutsuttaisiin yksinkertaisesti matematiikak-
si ja lyhyttd matematiikkaa vaikkapa laskennoksi. Lu-
kion aloittava saisi siis valittavakseen matematiikan tai
laskennon, tietenkin taydelld vaihto-oikeudella. Lasken-
non opetus on perustettava nykyista kattavammin las-
kinten ja tietokoneiden varaan, joten oppiainetta oli-
si ehkd parempi kutsua e-laskennoksi. On nimittiin
tunnustettava se tosiasia, ettd kaikki lukioon tulevat
eivit opi peruslaskutoimituksia, lausekkeiden késitte-
lyé eikd yksinkertaistenkaan yhtéléiden ratkaisemista.
Namé asiat on luonnollisesti kdytavd opetuksessa 1a-
pi mutta niin, ettd oppilaat tekevéit laskunsa miltei yk-
sinomaan symbolista laskinta kayttden. Oppimisen pai-
nopiste siirtyy lausekkeiden sieventelyista ja yhtaloiden
ratkaisemisesta niiden oikeinkirjoitukseen ja vastaus-
ten jarkevyyden arviointiin. Laskemisesta sdastyva aika
voidaan kayttda ongelmien matemaattiseen mallinnuk-
seen. Tama voi jopa lisdtd kiinnostusta matemaatti-
sia asioita kohtaan. Todennékéisyyslaskennan, geomet-
rian, trigonometrian ja jopa differentiaalilaskennan al-
keet kuuluvat luonnollisesti e-laskennon oppiméaéraén,
ja niissdkin hyddynnetéddn laskinta maksimaalisesti las-
kutekniset vaikeudet ohittaen. Syventdvand kurssina
voidaan opiskella tilastollisia menetelmia kuten nykyi-
sinkin. Vektorioppi olisi hyva liitt44 tilastomatematiik-
kaan n-ulotteisena. Néin esimerkiksi korrelaatiokertoi-
men késittelyyn saataisiin geometrista perspektiivié.
Toisena syventdvanid kurssina voisi olla integraalilas-
kenta. Se tulisi esittdéd deskriptiivisesti ilman integraa-
lifunktiota. Kurssilla yksinkertaisesti todettaisiin, et-
td koordinaatistossa kdyrdn ja vaaka-akselin rajoitta-

ma pinta-ala voi esittdd melkein mitd tahansa suuret-
ta kappaleen kulkemasta matkasta todennékoisyyteen
tai rakennusprojektin nielemén rahan méaradn, minka
jalkeen téllaisia tilanteita voidaan mallintaa yksinker-
taisissa tapauksissa ja laskea ndin saatavat integraalit
laskimella. Tésté olisi hy6tyéd ainakin niille, jotka paé-
tyvdt amk:n teknisille opintolinjoille tai kamppailevat
humanististen tai yhteiskunnallisten alojen tilastokurs-
seilla jatkuviin satunnaismuuttujiin perustuvien tilas-
tollisten testien kanssa.

Oppituntien sujuvuuden kannalta on olennaista, ettd
opetusryhmiéssd on kaikilla samanlainen laskin. Kou-
lujen tulisi oppikirjatietojaan julkaistessaan ilmoittaa
my6s minkd merkkisid laskimia tullaan kayttdméaén.
Oppikirjojen tekijoiden olisi laadittava sdhkoisistd ma-
teriaaleistaan yleisimmille laskinmerkeille réaataloidyt
versiot. Ei liene ylivoimaista laskea samat esimer-
kit useammalla laskimella ja sijoittaa suoritusten pdf-
versiot kustantajan sivuille oppilaiden nykyaikaisiin
rihvelitauluihin ladattaviksi.

Matematiikan yhteiskunnallinen arvo ja merkitys on
yleisesti tunnettua ja tunnustettua, minka vuoksi tun-
tuu oudolta, ettd korkeimman yleissivistdvan koulun
paattokokeen voi suorittaa osallistumatta jonkintasoi-
seen matematiikan kokeeseen. Sivistysvaltion tunnus-
merkit eivit tayty, ellei matematiikka jossakin muodos-
sa ole didinkielen rinnalla ylioppilaskirjoitusten pakolli-
sena osana. Pakollisuus toisi merkittavié ryhtia opiske-
luun. Oppimistulokset paranisivat kun olisi pakko opis-
kella. Pakko on téssd tulkittava ldhinnéd valttdmatto-
myydeksi. Oppilaathan eivit ole koulussa asiakkaina
vaan tekemésséd tyotéd, jotta he voisivat aikanaan ot-
taa haltuunsa teknistyneen yhteiskuntamme monimut-
kaisine toimintoineen. Se edellyttéda itse kultakin kyky-
jensd mukaisia matemaattisia tai ainakin laskennallisia
valmiuksia. Joutuuhan ajokortin suorittajakin opiske-
lemaan liikennesddnnot eikd kukaan ole siitd mieltdéan
pahoittanut.

Viitteet

[1] Pro lukion yhdistyskokous 17.5.2013 hyvdiksytty
kannanotto lukiouudistukseen,
http://peda.net/img/portal/2829003/Pro_
Lukio_kannanotto_17.5.2013.pdf

[2] Joka kuudes teekkari joutuu heti kertaamaan, Aa-
mulehti 30.4.2013.

[3] Pitkdn matematitkan opetussuunnitelmasta,
http://solmu.math.helsinki.fi/2013/2/paak_
2_13.pdf

Markku Halmetoja
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Matematiikka kunniaan

Matti Tyynysniemi
HS:n talouden ja politiikan toimittaja

Usein kuulee sanottavan, ettd matematiikka oli kou-
luaineista turhimpia, koska esimerkiksi algebraa ei ole
tarvinnut kertaakaan koulun jalkeisessé elamassa. Las-
kutoimitukset hoituvat koneella.

Vihéan sama asia olisi sanoa, ettd koulun hiihtotunnit
olivat turhia, koska suksia ei nykypéaivana tarvita siir-
tymisiin.

Thmiset nimittain kylld hiihtavét, kuntoillakseen. Ny-
kyarki edellyttdéd ihmisiltd niin vihén fyysistd ponnis-
telua, ettd jos emme kéyttiisi kehoamme myos pelkédn
kuntoilun tdhden, huonosti kévisi.

Samalla tavalla aivojakin voisi olla tarpeen harjoittaa
niiden itsensé tdhden, vaikka tietokoneet ovat mones-
sa tapauksessa poistaneet vélittdméan tarpeen ajatella
itse. Hyvinvointimme perustuu viime kédessa kykyym-
me ajatella.

Nykyédan on aiheellisesti muotia kyselld, milla evailla
Suomi vastedeskin pérjéisi kansainvélisessa kilpailussa.
Katse kdantyy usein herkisti koulutukseen, koska se
antaa mahdollisuuden vaikuttaa ihmisten taitoihin ja
taipumuksiin.

Hallitusohjelma tarjoaa hyvda ajankuvaa: se lupasi
vahvistaa peruskoulussa esimerkiksi taito- ja taideai-
neita sekéd yhteiskunnallista kasvatusta. Than kiva, mut-
ta koulupéivésséa on rajallisesti tunteja, ja talouselaméan
sekd koko kansakunnan tarvitsema raaka osaaminen
perustuu etupéddssd muihin asioihin.

Matematiikan osaaminen tutkitusti vihenee, ja korkea-
kouluvaiheessa joudutaan aloittamaan aivan perusteis-
ta. Yksin ryhmaétyotaitoisilla “hyvilla tyypeilla” ei pit-
kéalle potkita: pitdisi myos osata jotain.

Matematiikka on paitsi keskeinen kansalaistaito myos
kouluaineista se, joka parhaiten kehittdd ajatteluky-
kya.

Parhaimmillaan matematiikassa unohdetaan laskutoi-
mitukset ja ajatellaan abstrakteja asioita sekd niiden
valisid suhteita. Miké yksittdinen taito on tarkedmpi?
Kuka tahansa hyotyisi matematiikan ymmaérryksesta
ja harjoittelusta.

Draaman sun muiden sijaan kouluissa pitéisi lisdta ma-
tematiikan opetusta ja nostaa sen vaatimustasoa. Osa-
na téatéd pitaisi kiyttda laajasti tasoryhmiéd, jotka aut-
taisivat myos motivaatioon. On hieno tunne aidosti ym-
martia jokin asia, ja jokainen voisi kokea onnistumisen
elamyksid tasollaan.

Jos osaajamme pystyvidt vain mekaanisesti sovelta-
maan muiden hankkimaa tietoa ja kaavoja, on turha
haaveilla innovaatioista. Oivallukset vaativat muuta-
kin. Kaavan soveltaminen ei ole osaamisen merkki, sen
johtaminen on.

Kirjoitus on julkaistu Helsingin Sanomissa 8.8.2013
http://www.hs.fi/paakirjoitukset/a1375851810926
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Hex-pelin matematiikkaa
Tuomas Korppi

Johdanto

Hex on kahden pelaajan strategiapeli, jonka ovat kek-
sineet toisistaan riippumatta matemaatikot Piet Hein
ja taloustieteen Nobelinkin saanut John Nash!. Peli on
siitd mielenkiintoinen, ettéd sitd on mahdollista analy-
soida matemaattisesti aika pitkélle, mutta ei kuiten-
kaan niin pitkélle, ettd kdytdnnon pelaaminen olisi or-
jallista kaavojen seuraamista.

Téassé kirjoitelmassa esittelemme Hexin ja todistamme
muutaman pelid koskevan teoreeman. Esityksemme pe-
rustuu osin teokseen Browne [1].

Hexin saannot

Hexiéd pelataan timantinmuotoisella pelilaudalla, jolla
on kuusikulmioista koostuva ruudutus (nk. heksaruu-
dutus). Kaksi vastakkaista pelilaudan sivua on merkit-
ty mustiksi ja toiset kaksi vastakkaista sivua valkoisik-
si. (Katso kuva 1.) Piet Hein suositteli peliin 11 x 11
kuusikulmiosta eli heksasta koostuvaa lautaa, joka on
nykyisin yleisimmin kéytetty, ja John Nash puolestaan
14 x 14 heksasta koostuvaa lautaa. Allekirjoittaneen
suosikkikoko on 13 x 13.

Kuva 1: 4 x 4 -lauta.

Toinen pelaaja pelaa mustilla pelinappuloilla ja toinen
valkoisilla. Pelinappuloita oletetaan olevan tarpeeksi
niin, ettd ne eivét voi loppua kesken.

Peli alkaa tyhjaltd laudalta. Vuorollaan pelaaja aset-
taa yhden omanvérisensd pelinappulan johonkin peli-
laudan vapaaseen kuusikulmioon.

Pelin voittaa se pelaaja, joka saa yhdistettyd oman-
varisenséd pelilaudan sivut omanvérisistéd, vierekkéisis-
sé heksoissa sijaitsevista nappuloista koostuvalla nap-
pulaketjulla. Voittava ketju saa mutkitella kuinka pal-
jon tahansa, kunhan se yhdistaa sivut. (Katso kuva 2.)
Laudan kulmaheksojen katsotaan kuuluvan kumpaan-
kin viereiseen sivuun.

I Anekdootin mukaan Nashin keksimén# peli tunnettiin nimelld John (englanninkielinen slangi-ilmaus vessalle), koska pelilauta

muistuttaa vessan lattian laatoitusta.
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Kuva 2: Mustan voittopolku. Yld- ja alalaidat on yhdis-
tetty.

Tayden informaation pelit

Tarkoitamme tdyden informaation pelilld lauta- tai vas-
taavaa pelid, joka toteuttaa kaikki seuraavat ehdot:

e Pelissi ei ole satunnaisuutta (kuten nopanheittoa).

e Pelissé ei ole tietoa, jonka vain osa pelaajista tietaisi
(kuten pelaajan kddessé olevat kortit).

e Pelaajat tekevit siirrot vuorotellen. (Pelissé ei siis ole
kivi-sakset-paperi -pelin tyyppistd yhtaikaista siirto-
jen valitsemista.)

Siis esimerkiksi shakki, go ja hex ovat tdyden informaa-
tion peleja.

Voittostrategialla tarkoitamme menetelméa, jota seu-
raamalla pelin voittaa varmasti. Tasapelistrategia tar-
koittaa strategiaa, jota seuraamalla saa aikaan varmas-
ti joko voiton tai tasapelin.

Voidaan todistaa seuraava teoreema. Todistus jatetdan
vaikeahkoksi harjoitustehtédvéiksi. Tehtévaa tosin kan-
nattaa yrittdd vasta siind vaiheessa, kun on lukenut té-
man kirjoitelman loppuun ja saanut jonkinlaisen kuvan
siitd, kuinka téallaisia asioita voidaan todistaa.

Teoreema 1. Adrellisessd, kahden pelaajan tiyden in-
formaation pelissia jommalla kummalla pelaajalla on
voittostrategia tai kummallakin on tasapelistrategia.

Shakki on déarellinen peli, koska shakissa on s&anto, jon-
ka mukaan peli on tasapeli, kun laudan asema on tois-
tunut kolme kertaa. Nain ollen meilla on tulos, jonka
mukaan shakissakin jommalla kummalla pelaajalla on
voittostrategia tai kummallakin on tasapelistrategia. Ei
kuitenkaan tiedetéd, mikéa kyseisistd vaihtoehdoista pé-
tee. On myos mahdollista (ja jopa luultavaa), ettd ky-
seiset strategiat ovat niin monimutkaisia, ettd ihmiset
eivit koskaan tule tuntemaan niita.

Edellisen tuloksen nojalla my6s Hexissd jommalla kum-
malla on voittostrategia tai kummallakin on tasape-
listrategia. Hexistd tiedetddn kuitenkin hiukan enem-
maénkin, ja tata kasittelemme seuraavassa luvussa.

Teoreemalle saadaan helposti seuraava korollaari:

Korollaari 2. Jos edellisessi teoreemassa peli ei voi
pddttyd tasapeliin, jommalla kummalla on voittostrate-
gia.

Huomautamme, ettd pelin &érellisyysehto on myos
olennainen. On olemassa monimutkaisia joukko-opilli-
sia kahden pelaajan tdyden informaation pelejé, jotka
toteuttavat seuraavat kaikki ehdot:

e Pelissd tehdddn yhteensd &éreton jono siirtoja ja
voittaja ratkaistaan téllaisen ddrettomaén siirtojonon
perusteella.

e Jokainen peli padttyy jomman kumman pelaajan
voittoon.

e Kummallakaan ei ole voittostrategiaa.

Jos téssé pelaajat ovat A ja B, jokaiselle A:n strategial-
le 16ytyy siis B:n strategia, joka voittaa sen, ja jokai-
selle B:n strategialle 16ytyy A:n strategia, joka voittaa
semn.

Hexin perustulokset

Téassé luvussa todistamme, ettd Hex-peli ei voi paéttya
tasapeliin. Itse asiassa todistamme vahvemman tulok-
sen, jonka mukaan tayteen pelatulla laudalla toisella
ja vain toisella pelaajalla on voittopolku. Todistamme
myos, ettd Hexissé voittostrategia on pelin aloittajalla.
T&amé tulos on kuitenkin teoreettinen olemassaolotulos,
ja kdytannon voittostrategiaa ei tunneta.

Teoreema 3. Hez-peli ei voi pddattyd tasapeliin.

Todistus: Oletetaan, ettd lauta on pelattu tédyteen.
Osoitamme, etta téssi tilanteessa toisella ja vain toisel-
la pelaajalla on voittava nappulaketju. Teknisista syis-
td oletamme, ettd myos laudan ulkopuolella on nap-
puloita, mustien sivujen vieressd mustia ja valkoisten
sivujen vieressd valkoisia.

Oletetaan, ettd ala- ja yldsivut ovat mustia ja oikea ja
vasen sivu valkoisia.

Muodostamme téssé todistuksessa polun, joka kulkee
heksojen vélisid reunaviivoja pitkin niin, ettéd kaikissa
kohdissa polun vasemmalla puolella on valkea nappu-
la ja polun oikealla musta nappula. Téssa siis oikea ja
vasen maaritelladn suhteessa polkua kulkevaan henki-
166n. Huomautamme, ettd jos olemme muodostaneet
polkua n askelta ja tulleet kolmen heksan leikkauspis-
teeseen, voimme aina jatkaa polkua. Jos edessé on val-
kea nappula, jatkamme polkua oikealle, ja jos edessa
on musta nappula, jatkamme polkua vasemmalle.
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Aloitamme polun laudan vasemmasta alanurkasta. Jos
siiné on valkoinen nappula, aloitamme sen alapuolelta
(t&lloin aloituspisteen alla on musta nappula laudan ul-
kopuolella), ja jos siind on musta nappula, aloitamme
sen vasemmalta puolelta (jolloin sen vasemmalla puo-
lella on valkea nappula laudan ulkopuolella). Jatkam-
me polkua, kunnes térmdamme laudan yla- tai oikeaan
laitaan. Edellisen kappaleen perusteella polkua voidaan
jatkaa néin. Jos tormédmme laudan yldlaitaan, polun
oikealla puolella on voittava musta ketju, ja jos tor-
madmme oikeaan laitaan, polun vasemmalla puolella
on voittava valkea ketju. Siis jommalla kummalla pe-
laajalla on voittava ketju. (Polusta katso kuva 3).

Kuva 3: Vahvennettuna polku, joka konstruoitiin Teo-
reeman 3 todistuksessa.

Polkumme tosiaan paityy lopulta joko oikeaan tai yla-
laitaan. Se ei nimittdin voi padttyéd silmukkaan, koska
talloin silmukan lopussa olisi vadrdnvarisia nappuloita
ketjun oikealla tai vasemmalla puolen.

Perustelemme vield sen, ettd polun toisella puolella on
tosiaan voittava ketju. Oletetaan, ettd torméasimme yla-
laitaan. (Jos torméasimme oikeaan laitaan, todistus me-
nee samoin.) Jokaisen polkuun kuuluvan heksan sivun
oikealla puolella on musta pelinappula. Koska kahdella
perdkkaiselld polkuun kuuluvalla heksan sivulla on yh-
teinen kérki, yhteinen kérki on myos niilld perdkkaisilla
heksoilla, joissa on mustat pelinappulat. Kyseisilld hek-
soilla on my0s yhteinen sivu, koska heksalaudalla kah-
della heksalla on yhteinen sivu, jos niilld on yhteinen
kéarki. Siis edelld mainittu musta ketju koostuu heksois-
ta, joista kahdella perdkkaiselld on aina yhteinen sivu,
joten kyseesséd on voittoketju.

Lisédksi havaitsemme, ettéd voittava ketju jakaa pelilau-
dan kahtia niin, ettd tilanne, jossa kummallakin on
voittava ketju on mahdoton. (J

Todistuksessa mainitut seikat tarkoittavat sité, etté ai-
noa keino blokata vastustaja Hex-pelissd on muodostaa
oma voittava ketju. Kdytdnnon pelissd tdmé tarkoittaa
sitd, ettd Hexissd hyokkddminen (oman ketjun muo-
dostaminen) ja puolustaminen (vastustajan estdminen)
ovat yksi ja sama asia.

Todistuksemme kéaytti olennaisesti hyvékseen sité, ettd
lautamme on heksalauta. T&ata kiytetddn hyvéiksi sii-
né vaiheessa, kun todetaan, ettd polun jommalla kum-
malla puolella on voittava ketju. Nelioruuduista koos-
tuvalla laudalla olisi mahdollista tehdéa nk. ristileikkaus
(kuva 4), joka estéisi voittavan ketjun syntymisen.

80
Qe

Kuva 4: Ristileikkaus.

Ristileikkauksen avulla on mahdollista tehd& neliruu-
duilla pelattavalle Hex-pelille tasapelitilanne, joka on
esitetty kuvassa 5.
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Kuva 5: Ruutulaudalla Hex voi pddttyd tasapeliin.

Teoreema 4. Hex-pelissd ensimmadisend pelaavalla on
voittostrategia.

Todistus: Oletetaan, ettd toisena pelaavalla on voitto-
strategia S ja johdetaan ristiriita. Ensimmaéisend pe-
laava muodostaa strategian S’, joka on muutoin sama
kuin S, mutta siind mustan ja valkoisen roolit on vaih-
dettu, ja lautaa on peilattu jomman kumman l&vista-
jin suhteen niin, etté sivujen viritykset vastaavat uusia
pelaajien rooleja.

Nyt ensimméisend pelaava voi pelata seuraavasti: Han
tekee ensimméisen siirron mielivaltaisesti. Témén jal-
keen hin pelaa strategialla S’ kuvitellen, ettei ole teh-
nyt ensimmaisté siirtoaan. Jos hénen jossain kohti pe-
lid taytyy tehdd S’:n mukaan ensimméinen siirtonsa,
hén lakkaa kuvittelemasta, ettei ole tehnyt ensimmais-
té siirtoaan, tekee mielivaltaisen siirron ja kuvittelee
jatkossa, ettei ole tehnyt uutta mielivaltaista siirto-
aan. Jos hinen taytyy myohemmin tehda S’:n mukaan
se siirto, jota hédn ei kuvittele tehneensa, hin lakkaa
kuvittelemasta. . .

Koska S on voittostrategia, sitd on myos S’. Koska sii-
té siirrosta, jota ensimmaéinen pelaaja ei kuvittele teh-
neensé, ei ole ensimméisenéd pelaavalle missdédn tilan-
teessa haittaa, ensimmaéisend pelaava voittaa. Ristiriita
sen kanssa, ettd toisena pelaavalla on voittostrategia.
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Koska kyseessé on aérellinen peli, joka ei voi paattya
tasapeliin, jommalla kummalla on voittostrategia. Kos-
ka edellisen argumentin nojalla toisena pelaavalla ei ole
voittostrategiaa, voittostrategia on ensimmaéisena pe-
laavalla. [J

Samanlaisella argumentilla voidaan ndyttaa, ettd missa
tahansa déarellisesséa kahden pelaajan tdyden informaa-
tion pelissd, joka ei voi paéttyé tasapeliin, jossa pelaa-
jien roolit ovat symmetriset, eikd siirrosta ole missdéan
tapauksessa siirron tekijille haittaa, on ensimmaéaise-
né pelaavalla voittostrategia. Jos muut ehdot pétevit,
mutta peli voi padttyd myos tasapeliin, samanlaisella
argumentilla voidaan néyttas, ettd joko ensimmaéaisena
pelaavalla on voittostrategia tai peli padattyy optimaa-
lisella pelilla tasapeliin.

Téssd on huomattava, ettd ensimméisen pelaajan voit-
tostrategian olemassaolon todistaminen on puhdas ole-
massaolotodistus: Se kertoo, ettd ensimmaéisend pelaa-
valla on voittostrategia, mutta se ei kerro mitédan siité,
millainen tuo voittostrategia on. Hexin tapauksessa si-
té ei tiedetdkéddn, joten kdytdnnén pelaaminen on mie-
lekésta.

Reilun pelin aikaansaaminen

Kuten edellisessé luvussa totesimme, ensimmaéisend pe-
laavalla on teoreettinen etu. Pelikokemus on osoittanut,
ettd ensimmaisend pelaavalla on huomattava etu myés
kédytdnnon peleissd. Tamén johdosta Hex-pelin alus-
sa kdytetaankin nk. kakunleikkaussdantod (englanniksi
pie rule), joka toimii seuraavasti:

e Ensimméisend pelaava tekee mustilla aloitussiirron.

e Taman jalkeen toisena pelaava valitsee, pelaako hén
mustilla vai valkoisilla.

e Tamaén jilkeen peli jatkuu valkean pelaajan siirrolla
ja sen jalkeen normaalisti vuorotellen véreja.

Téata protokollaa noudattaen ensimmaéisen mustan siir-
ron ei kannata olla lilan hyvd, vaan sellainen, etté
kummallakin on siirron jéalkeen suunnilleen yhtd hyvat
voitonmahdollisuudet. Kakunleikkaussdanto onkin saa-
nut nimensé operaatiosta, jossa jaetaan kakku kahteen
osaan niin, ettd ensimméinen ruokailija leikkaa kakun
kahtia ja toinen ruokailija valitsee kumman osan ottaa.
Toinen osa jaa halkaisijalle.

Lukijalle jatetddn harjoitustehtéviksi osoittaa, ettd
kéytettdessd Hexissd kakunleikkaussddntoa on toisena
pelaavalla teoreettinen voittostrategia.

Jos toinen pelaajista on heikompi, ei kakunleikkaus-
sadntoad yleensa kéytetd, vaan heikompi pelaaja yksin-
kertaisesti aloittaa pelin. Hanelld on teoreettinen etu,

ja myos jonkinasteinen kdytdnnon etu. Koska voitto-
strategiaa ei tunneta, ei etu ole paremmalle pelaajalle
ylitsepddsematon.

Voisi olla houkutteleva idea antaa heikommalle pelaa-
jalle tasoitusta niin, ettd han pelaa yla- ja alalaitoja
yvhdistéen, ja lauta on téssd suunnassa kapeampi. Té-
mé idea ei kuitenkaan toimi, koska t&lldin on olemassa
tunnettu voittostrategia.

Teoreema 5. Oletetaan, ettd meilld on Hex-lauta, jo-
ka on pystysuunnassa n — 1 heksan kokoinen ja vaa-
kasuunnassa n heksan kokoinen. Tdalloin yld- ja alalai-
toja yhdistdvalld pelaajalla on tunnettu voittostrategia,
vatkka hdn pelaisi toisena.

Todistus: Merkitddn laudan heksat kirjaimilla kuten
kuvassa 6.

Kuva 6: Yld- ja alasivuja yhdistdvin voittostrategia.

Oletetaan, ettéd yla- ja alalaitoja yhdistava pelaa toise-
na.

Nyt toisena pelaavan voittostrategia on se, ettd hian pe-
laa aina heksaan, missé on sama kirjain kuin vastusta-
jan edellisend pelaamassa heksassa. Todistamme, etta
tama on voittostrategia.

Oletetaan, ettd toinen pelaaja pelaa talld strategialla,
ja tehddan vastaoletus, ettd ensimmaéisend pelaavalla
on voittava ketju P. Oletamme, ettd ketju alkaa va-
semmasta laidasta ja paéttyy oikeaan laitaan. Voidaan
olettaa, ettd voittoketju on minimaalinen niin, ettd se
ei leikkaa itsedén. Olkoon h ketjun ensimmaéinen heksa,
jossa ketju kdy joidenkin oikeanpuoleisten heksojen A,
B tai C kautta. Olkoon A’ ketjun edellinen heksa. Kos-
ka h:ssa ja h':ssa ei voi olla samaa kirjainta, on h yla-
viistoon h':sta. Olkoon h’ ketjun m:s nappula ja Q ket-
jun m ensimméistd nappulaa. Olkoon R toisen pelaa-
jan vastaukset @:ta edustaviin siirtoihin ylla kuvaillul-
la voittostrategialla. Nyt @ ja R muodostavat "pussin”,
jonka sisélle h jaa, eikd voittoketju voi edetd maaliinsa
kulkematta sellaisen heksan lépi, jossa on R:n nappu-
la (mikd on mahdotonta sééntojen perusteella) tai Q:n
nappula (mik& on mahdotonta, koska oletimme, ettei

voittoketju leikkaa itsedan.) (Pussi on kuvattu kuvassa
7.)
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Kuva 7: Musta on pelannut valkean rastilla merkityn
nappulan pussiin.

Siis ensimmaéisenéd pelaavalla ei voi olla voittoketjua.
Koska peli ei voi padttyd tasapeliin, toisena pelaava
voittaa, joten hénen strategiansa on voittostrategia.

Vaikka olemme yll& késitelleet 4 x 3 -lautaa, ndhdaan
helposti, ettd annettu argumentti yleistyy kaikille lau-
dan koille n x (n —1). O

Lukijalle jatetdédn harjoitustehtéviksi osoittaa, etté sa-
ma pétee myos siind tapauksessa, ettd pysty- ja vaaka-
suuntien kokojen ero on enemmaén kuin 1, seké se, etté
sama patee myos silloin, kun yla- ja alalaitoja yhdisté-
va pelaaja aloittaa pelin.

Mista pelivilineet?

Siltd varalta, ettd lukijalle iski kipind péédstd pelaa-
maan, selitimme tassd luvussa, kuinka hankkia peli-
vélineet. Hex-settejé ei késittdikseni myyda missdén,
joten pelivélineet joutuu valmistamaan itse.

Roolipelivilineitda myyvat kaupat myyvat tuotetta ni-
meltd Battle Mat. Se on ohut vinyylilauta, jos-
sa on toisella puolella tavallinen ruudutus ja toi-
sella puolella heksaruudutus. Siitd on helppo leika-
ta halutun kokoinen Hex-lauta. Suomessa Battle Ma-
tia myy mm. Fantasiapelit (www.fantasiapelit.fi).
Hex-nappuloina voidaan kayttdd Go-pelin pelinap-
puloita eli “kivid”, joita Suomessa myy Gaimport
(www.kolumbus.fi/gaimport/). Onnekkaan yhteen-
sattuman ansiosta Battle Mat, jossa on yhden tuuman
kokoiset heksat, on juuri oikean kokoinen standardeille
Go-kiville.

Koska Hexissd nappuloita ei koskaan siirretéd tai pois-
teta laudalta, sitd voi pelata myos kynalld ja paperila.
Tahén tarkoitukseen lautoja voi tulostaa Hex Wikisté
(www.hexwiki.org/wiki/Printable_boards).

Internetissd Hexiéd voi pelata esimerkiksi Little Gole-
missa (www.littlegolem.net) kirjepelin tahtiin. Litt-
le Golem tarjoaa 13 x 13 ja 19 x 19 -lautakoot.

Kuva 8: Tamdn kirjoitelman ohjeilla toteutettu Hezx-
setti.

Pahkinoita

1. Olkoon P &éarellinen, kahden pelaajan tdyden in-
formaation peli, jossa tasapeli on mahdoton. Ole-
tetaan, ettd P:ssd on kakunleikkaussddnto ensim-
maisen siirron jilkeen. Osoita, etté toisena pelaaval-
la on voittostrategia. (Voit olettaa tunnetuksi, etta
kaikissa kahden pelaajan darellisissé tdyden infor-
maation peleissé, joissa tasapeli ei ole mahdollinen,
on jommalla kummalla pelaajalla voittostrategia.)

2. Oletetaan, ettd Hexissd laudan pystykoko on pie-
nempi kuin vaakakoko, ja yla- ja alalaitoja yhdisté-
va pelaa toisena. Konstruoi ylé- ja alalaitoja yhdis-
tavélle voittostrategia.

3. Sama kuin edellé, mutta yli- ja alalaitoja yhdistava
aloittaa pelin.

4. Teoreeman 5 todistuksessa oletettiin, ettd voidaan
valita voittoketju, joka ei leikkaa itseddn. Osoita,
ettd tdma on mahdollista. Osoita siis, ettd jos P’
on voittoketju, joka leikkaa itseddan, P’:n sisalla on
voittoketju P, joka ei leikkaa itsedén.

5. Osoita, ettd kaikissa kahden pelaajan déarellisissé
tdyden informaation peleissd jommalla kummalla
pelaajalla on voittostrategia tai kummallakin on ta-
sapelistrategia. (Vihje: Induktio pelin mahdollisista
lopputiloista taaksepéin.)

Viitteet

[1] Browne, Cameron, Hex Strategy: Making the Right
Connections, A K Peters Ltd, 2000.
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Kilpailumatematiikkaa ja matematiikkakilpailuja

Jorma Merikoski
Tampereen yliopisto

Matti Lehtinen: Kilpailumatematiikan opas.
Suomen matemaattinen yhdistys, valmennusjaosto,

2013.

”Olympiamatematiikkaan” eli Kansainvélisten mate-
matiikkaolympialaisten tehtavialueeseen kuuluu paitsi
nk. perinteinen koulumatematiikka my6s lukuteoria ja
kombinatoriikka. Tdmé& koskee monia muitakin mate-
matiikkakilpailuja, joten sikéli "kilpailumatematiikka”
ja ”olympiamatematiikka” tarkoittavat samaa.

Dosentti Matti Lehtisen pitkd ja monipuolinen ura
talla alalla alkoi jo vuonna 1965, kun hén osallis-
tui kilpailijjana 7. Kansainvélisiin matematiikkaolym-
pialaisiin (Itd-)Berliinissd. Ura jatkui olympiavalmen-
tajana, joukkueenjohtajana ja olympialaisten neuvot-
telukunnan jisenend, mutta laajeni myos toimintaan
Pohjoismaisessa matematiikkakilpailussa, Baltian tie
-matematiikkakilpailussa ja kotimaisessa lukiolaisten
matematiikkakilpailussa. Lehtinen on aiemmin julkais-
sut tehtdvikokoelmat [1] ja [2]. Edellinen sisdltdd Kan-
sainvélisten matematiikkaolympialaisten 195974 teh-
tavat ratkaisuineen. Jalkimméainen sisidltdd olympia-
laisten 1975-94 ja Pohjoismaisen matematiikkakilpai-
lun 1987-94 tehtédvat, kummatkin ratkaisuineen.

Kirjan [2] lopussa on "Lyhyt olympiamatematiikan
opas”. Uudessa kirjassa olympiamatematiikasta on tul-
lut kilpailumatematiikka, ja lyhyestd oppaasta on tul-
lut ”pitempi”, joka kattaa koko kirjan. Se rakentuu
paljolti esimerkkien ja harjoitustehtavien varaan, joista
useimmat ovat vanhoja kilpailutehtévid. Nyt Lehtinen
ei rajoitu vain Kansainvilisten matematiikkaolympia-
laisten ja Pohjoismaisen matematiikkakilpailun tehté-

viin vaan kayttdd erittdin laajaa ldhdeaineistoa. HEsi-
merkiksi tehtdvien 34-39 léhteind ovat Romanian ma-
tematiikkaolympialaiset 2009, Kanadan 1998, Lenin-
gradin 1990, Norjan Niels Henrik Abel -kilpailu 1966,
Unkarin Eotvos-kilpailu 1899(!) ja Yhdysvaltojen ma-
tematiikkaolympialaiset 1977.

Lehtisen kirja on tarkoitettu olympiavalmennettavien
harvalukuiselle joukolle. Mutta sopiiko se (lukioma-
tematiikan pitkdn oppiméérdn tietyn osan) kertaus-
ja harjoituskirjaksi niillekin lukiolaisille, jotka ei-
vit tavoittele olympiaedustusta vaan ”vain” laudatur-
arvosanaa pitkdn matematiikan ylioppilaskokeessa?
Kylla sopii. Lisaksi kirja opettaa realismia sille, jolla
on liian suuret luulot itsestaén, ja itseluottamusta sil-
le, joka on matemaattisesti lahjakas mutta viahéttelee
taitojaan. Nimittédin jotkin kilpailutehtdvéit ovat vai-
keustasoltaan varsin kohtuullisia, ja onnistuminen niis-
sd varmaan kannustaa. Kirja sopii myos niille opettajil-
le, jotka haluavat “kokeilla rajojaan”. Minédkin kokeilin
vaihtelevalla menestyksella.

Taméan kirjan nettiversio 10ytyy osoitteesta http://
solmu.math.helsinki.fi/olympia/kirjallisuus/
kilpmatopas.pdf

Viitteet

[1] M. Lehtinen, Koululaisten kansainvdliset matema-
tiikkaolympialaiset. Kirjayhtyma, 1974.

[2] M. Lehtinen, Matematiikan olympiakirja. Wei-
lin+Go6s, 1995.
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Kuusi haastavaa tehtavaa: Euroopan tyttojen
matematiikkaolympialaiset Luxemburgissa 8.—14.4.2013

Esa V. Vesalainen

Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Luxemburgissa jarjestettiin 8.-14.4.2013 toiset Euroo-
pan tyttéjen matematiikkaolympialaiset. Kyseessd on
vakava kansainvélinen kilpailu, jonka tarkoituksena on
toimia haastavana, motivoivana ja ilahduttavanakin
valiportaana tytoille, jotka tdhtdavéit kansainvélisiin
matematiikkaolympialaisiin. Asiat ovat ldhteneet liik-
keelle lupaavasti: kilpailut ovat olleet erinomaisesti jar-
jestettyjéd ja palaute Suomen kilpailijoilta on ollut hy-
vin positiivista. Koska kilpailun taustaa ja luonnetta
on kisitelty hyvin jo aiemmin téssé lehdessé [1, 2], seu-
raavassa on esitetty vain muutama oleellinen ja mainin-
nanarvoinen asia ennen itse tehtévia ja ratkaisuita.

Kilpailuun osallistui kaikkiaan 84 kilpailijaa 22 eri
maasta. Koko kilpailussa parhaan tuloksen sai Yhdys-
valtain vierailijajoukkueen Daniella Wang, joka myos
jakoi ensimmaisté sijaa viime vuonna. Toiseksi parhaan
tuloksen saavutti Turkin Berfin Simsek, ja kolmanneksi
parhaan Serbian Andela Sarkovic. Taydelliset tulokset
16ytyvat kilpailun kotisivuilta [3].

Suomea edustivat
e Pihla Karanko Ressun lukiosta,
e Katja Kulmala Meri-Porin lukiosta,

e Neea Palojarvi Paivolan kansanopiston matematiik-
kalinjalta, ja

e FElla Tamir Helsingin matematiikkalukiosta.

Pihla Karanko ja Katja Kulmala palkittiin kunniamai-
ninnoilla.

Joukkueen johtajana toimi Esa Vesalainen ja varajoh-
tajana Jesse Jadsaari.

Kilpailun formaatti oli sama kuin viime vuonnakin. Yk-
si merkittdvd ero kuitenkin oli: tdn& vuonna kumpa-
nakin kilpailupéivina oli vain kolme tehtédvia kun vii-
me vuonna oli neljd. Syyné tdhén oli, ettd ndin tehté-
vien pisteytykseen tarvittiin vihemman ihmisid, milla
on merkitystd koska pisteyttédjid kutsutaan ulkomail-
ta asti ja majoitustilaa oli niukasti. Toki pienemmaél-
14 méaaralla tehtdvid pisteytyskin sujui sitten nopeam-
min. Joka tapauksessa kokeet olivat tdnad vuonna sa-
man mallisia kuin kansainvélisten matematiikkaolym-
pialaistenkin kokeet: tehtédvét 1 ja 4 "helppoja”, teh-
téavit 2 ja b oleellisesti vaikeampia, ja tehtévit 3 ja 6
erityisen haastavia.

Todettakoon vield mukavana yksityiskohtana, etta teh-
tavissa oli mukana kontribuutio Suomestakin: tehtava
kaksi oli Matti Lehtisen ehdottama.

Ensimmaisen kilpailupaivan tehtavat

1. Kolmion ABC sivua BC' jatketaan pisteen C' toisel-
le puolelle sellaiseen pisteeseen D saakka, jolle C'D =
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BC'. Sivua C'A jatketaan pisteen A toiselle puolelle sel-
laiseen pisteeseen E saakka, jolle AE = 2C' A. Osoita,
ettd jos AD = BE, niin kolmio ABC' on suorakulmai-
nen.

2. Etsi kaikki kokonaisluvut m, joilla m x m-nelion voi
pilkkoa viideksi suorakaiteeksi, joiden sivujen pituudet
ovat kokonaisluvut 1, 2, ..., 10 jossakin jarjestyksessé.

3. Olkoon n positiivinen kokonaisluku.

a) Osoita, ettd on olemassa 6n pareittain erisuuren
positiivisen kokonaisluvun joukko S, jonka minké
tahansa kahden alkion pienin yhteinen jaettava on
enintiifin 32n2.

b) Osoita, ettd jokaisesta 6n pareittain erisuuren po-
sitiivisen kokonaisluvun joukosta T' 16ytyy kaksi al-
kiota, joiden pienin yhteinen jaettava on suurempi
kuin 9n?.

Toisen kilpailupaivan tehtavit

4. Etsi kaikki positiiviset kokonaisluvut a ja b, joilla
16ytyy kolme perdkkéista kokonaislukua, joilla polyno-

min 5
P(n) _ n ;—a

arvot ovat kokonaislukuja.

5. Olkoon {2 kolmion ABC' ympéri piirretty ympyra.
Ympyra w sivuaa sivuja AC ja BC, ja se sivuaa ympy-
raa {2 sisapuolelta pisteessa P. Erés sivun AB suuntai-
nen suora kulkee kolmion ABC lipi ja sivuaa ympyraéa
w pisteessd Q.

Osoita, etté ACP = Q/C\B

6. Lumikki ja seitseman kéapiota asuvat talossaan met-
sén siimeksissd. Kuudestatoista perdkkéaisestd paivésta
jokaisena erdit kadpiot tyoskentelivit timanttikaivok-
sessa kun taas loput kdapiot kerédsivat metsdssa marjo-
ja. Kukaan kadpioisté ei tehnyt minkdan paivan aika-
na molempia toitd. Mind tahansa kahtena eri (ei valt-
taméatta perdkkéisend) paivand ainakin kolme k&&pio-
td tekiviat kukin molempia toitd. Lisdksi ensimmaéise-
né paivina kaikki seitsemén kaapiota tyoskentelivét ti-
manttikaivoksessa.

Osoita, ettd jonakin néista 16 paivista kaikki seitsemén
kaapiota kerdsivat marjoja.

Ratkaisut

Seuraavassa on yksi ja vain yksi ratkaisu jokaiseen teh-
tavdan. Paljon lisdd ratkaisuita ja variantteja loytyy
virallisesta ratkaisuvihkosesta [4].

1. Peilataan piste A pisteen C' suhteen, jolloin syntyy
suunnikas ABA’'D, jonka lavistdjien leikkauspiste on
C. Nyt A’B = AD = BE, eli kolmio AA’BE on ta-
sakylkinen. Lisiksi AE = 2 - AC, ja AC = A'C, eli
AE = AA’. Tésta seuraa, ettd A on kolmion AA’'BE
kérjestd B piirretyn korkeusjanan kantapiste, ja on ol-
tava BA L AC.

2. Koska yhden suorakaiteen erés sivu on 10, ja sen on
mahduttava m x m-nelion sisélle, on oltava m > 10.

Liséksi, jos on m > 10, niin jokaisesta suorakaiteesta
enintddn kaksi sivua on m x m-nelion reunalla, ja jos
tosiaan kaksi sivua on reunalla, niiden on oltava eri-
pituisia. Toisaalta, m x m-nelién reunan jokainen osa
kuuluu jonkin suorakaiteen sivuun, ja siis sen piirille
4m patee

Im<L1+24+34+...+10=55.
Taten m < 14. Siis on oltava 10 < m < 13.

Pienella kokeilemisella nédkee, ettd arvot m =
m = 13 ovat mahdollisia (kts. kuvat 1 ja 2).

11 ja

3 8
2

6 7

4 4

7

9
5
10 1

Kuva 1: Tehtivin 2 tapaus m = 11.

10 3

Kuva 2: Tehtivin 2 tapaus m = 13.

Tapauksen m = 10 ndkee helpohkosti mahdottomaksi.
Jollakin suorakaiteista, sanokaamme suorakaiteella R,
on sivu, jonka pituus on 10. Jos R jakaisi 10 x 10-nelién
kahteen eri osaan, olisivat molemmat osat suorakaitei-
ta, jotka molemmat olisi peitettdva kahdella suorakai-
teella, joilla olisi vain eripituisia sivuja. Selvésti tdma
on mahdotonta.
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Siispé suorakaiteen R on oltava 10 x 10-nelién reunalla.
Nyt jokin suorakaide pitdisi peittdé neljélld erikokoisel-
la suorakaiteella. Ei ole vaikea vakuuttua siité, etta té-
mékadn ei ole mahdollista jos suorakaiteiden mitoissa
ei ole yhté pitkia sivuja.

Lopuksi, mahdollisuuden m = 12 voi sulkea pois tar-
kastelemalla sivujen parillisuuksia. Ei ole vaikea va-
kuuttua siitd, ettd suorakaiteet on aseteltava nelion
sisdlle niin, ettd nelion jokainen sivu koostuu kahden
eri suorakaiteen sivusta, ja jakautuu siis luonnollises-
ti kahteen osaan, ja ettd nelion sisidlld on tasan yksi
suorakaide joka ei kosketa nelién sivuja.

Nelitn jokaisen sivun osat ovat samaa parillisuutta, ja
koska parillisia ja parittomia pituuksia on kéytettivis-
sé vain viisi kumpaakin, on nelién kaksi sivua jaettava
parillisen mittaisiin osiin, ja loput kaksi sivua jaettava
parittoman mittaisiin osiin.

Jos parillisiin osiin jaetut nelion sivut olisivat vastak-
kaiset sivut, niin nelion sisélle jadvan nelikulmion kaik-
ki sivut olisivat parillisen mittaisia, ja parillisen mittai-
sia sivuja olisi kuusi, mikd on mahdotonta (kts. kuva 3).

2 2 2 2
1
1 2 ; 2
— 1
1
2 2 2 2

Kuva 3: Tehtdavin 2 tapaus m = 12 johtaa ristirii-
taan, jos nelidssd vastakkaiset sivut jaetaan parillisen
mittaisiin osiin.

Jos taas parillisiin osiin jaetut nelion sivut olisivat vie-
rekkéiset sivut, niin nelion sisélle jadvin nelikulmion
sivut olisivat parittomia, ja parittoman mittaisia sivu-
ja olisi kuusi (kts. kuva 4), miké on jéilleen mahdotonta,
ja olemme valmiit.

Kuva 4: Tehtivin 2 tapaus m = 12 johtaa ristirii-
taan, jos neliossd vierekkdiset sivut jaetaan parillisen
mittaisiin osiin.

3. a) Luonnollinen tapa aloittaa on kokeilla lukuja
1, 2, ..., 6n. Tamé& ei kuitenkaan toimi, koska luvut
6n ja 6n — 1 ovat yhteistekijattomia, ja niiden pie-
nin yhteinen jaettava on siis niiden tulo 36n? — 6n =

32n2+42n(2n—3), miki on valitettavasti suurempi kuin
32n2 kun n > 2.

Luonnollinen seuraava yritys on harventaa joukkoa
isompien lukujen pééstéd, niin, ettd joukon isot lu-
vut ovat parillisia. Kokeilemisen jélkeen saattaa paatya
joukkoon

S={1,2,...4n—14ndn+24n+4,...,8n},

miké siis sisaltad luvut 1, 2, ..., 4n, ja parilliset luvut
dn+2,4n+4,4n+6, ..., 8n.

Nimittéin, jos luvut a € S ja b € S ovat suurempia
kuin 4n, niin niiden pienin yhteinen jaettava on enin-
tdan puolet niiden tulosta, eli

ab < 8n - 8n
2 2
Toisaalta, jos a € S on pienempi kuin 4n, ja b € 5,
niin niiden pienin yhteinen jaettava on pienempi kuin
niiden tulo, eli

= 32n2.

[a,b] <

[a,b] < 4n - 8n = 32n>.

b) Ratkaisun ideana on unohtaa joukon T' lukua 3n
pienemmaét elementit; joukosta T' 16ytyy ainakin 3n+ 1
lukua, jotka ovat suuruudeltaan vahintaédn 3n, sano-
kaamme luvut

n<ar <ax <. < A3py1-

Koska murtoluvut L, L. ... L
a,’ as’ ) aszn+1

kuuluvat valille
[ﬁ7$}7 on joidenkin kahden niistd, sanokaamme
lukujen ai < a%v etédisyyden oltava enintdin 3% valin
pituudesta. Nyt

0< 1 1 < 1 1 1 < 1
aj a;  3n\3n  azui1 9n2’

Koska erotuksen ai — ai pienin mahdollinen nimittaja
) P

on lukujen a; ja a; pienin yhteinen jaettava, ja koska
sen on oltava suurempi kuin 9n2, olemme valmiit.

4. Olkoot luvulle n kolme perdakkéistd mahdollista ko-
konaislukuarvoa z — 1, = ja « + 1. Ratkaisun ydinaja-
tuksena on todeta, ettd koska

(r—1°=2°=(2+1)°=—a (modb),
jakaa luku b erotukset
(x+1)° —2° = 5z +102% + 102 4 5 + 1,
(x —1)° —2® = =5z + 102® — 102 + 50 — 1,
ja
(x+1)° — (z —1)° = 102* 4 202% + 2,

sekd niiden kaikki monikerrat, ja edelleen monikertojen
summat ja erotukset. Luku b jakaa siis my6s lausekkeet

5% +102% + 1022 + 5z + 1
— 5% + 1023 — 102% + 5 — 1 = 202> + 10z,
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2 (102" + 202” + 2) — z (202° + 10z) = 302” + 4,
3(202° 4+ 10z) — 2z (302> + 4) = 22,

ja lopuksi lausekkeen

22 (5z* + 102® + 102 + 5z + 1)
— (52® +102* 4 10z + 5) - 222 = 22.

Téaten luvun b on oltava jokin luvuista 1, 2, 11 ja 22.

Todetaan seuraavaksi, ettd luku b ei voi olla parillinen,
koska luvut (z + 1)° ja 2% ovat vilttadméittd eri parilli-
suutta. Siis b on jompi kumpi luvuista 1 ja 11.

Tapauksessa b = 1 luku a voi olla miké tahansa posi-
tiivinen kokonaisluku.

Tapauksessa b = 11 lasketaan viidensien potenssien
jadnnokset modulo 11:

1 2

34 5 6 7 8 910
1-1 11 1-1-1-1 1-1

0
n®: 0 —
Tastd taulukosta nahdaidn, ettd luvun a arvo kelpaa

tasmalleen silloin kun @ = £1 (mod 11).

5. Olkoot ympyroiden w ja 2 keskipisteet I ja O. Ol-
koon suoran C'P ja ympyran w toinen leikkauspiste D,
ja olkoon ¢ ympyradn w pisteen D kautta kulkeva tan-
gentti. Olkoon X suoran ¢ leikkauspiste ympyrin 2
kaaren AC kanssa, ja olkoon Y suoran £ leikkauspiste
ympyran € kaaren C'B kanssa. Olkoon viela F suorien
AC ja ¢ leikkauspiste, ja Z pisteen A kautta kulkevan
suoran ¢ suuntaisen suoran ja ympyrian {2 toinen leik-
kauspiste.

Kolmiot APID ja APOC ovat tasakylkisid, ja siis
my6s yhdenmuotoisia. Edelleen, koska ID 1 ¢, my0s
OC 1 (. Erityisesti kaaret XC' ja CY ovat yhta suu-
ret, mistd vuorostaan seuraa, ettd kaaret AC ja CZ, ja
niitd vastaavat kehdkulmat AC ja C'Z, ovat yhtd suu-
ret. Nyt voimme todeta, etté

DEC = ZAC = CZ = AC = CBA.

Nyt loppu on ldhelld: todetaan, ettd peilauksessa kul-
man BOA puolittajan CT suhteen suora ¢ kuvautuu
suoralle, joka seké sivuaa ympyrdad w ettd on yhden-
suuntainen suoran AB kanssa. Lisaksi piste D kuvau-
tuu pisteelle Q, ja téten Q/C\B = ACD = ACP.

6. Olkoon V kaikkien erilaisten nollista ja ykkosista
muodostettujen seitsemén luvun mittaisten lukujen jo-
no. Joukko V sisiltda siis tasan 27 = 128 jonoa. Nama
jonot merkitsevéit eri tyonjakoja yhden péivin aikana
seuraavasti: Numeroimme kaédpiot luvuilla 1, 2, ..., 7,
ja jonon 7. luku on 0 tai 1 sen mukaan, tyoskenteliko .
kéapio timanttien vai marjojen parissa. Erityisesti en-
simmaisend paivana tyonjako oli 0000000, koska kaikki
tyoskentelivat timanttien parissa.

Kaikkiaan tyonjaot tarkasteltavien kuudentoista péi-
vén aikana muodostavat joidenkin kuudentoista jonon
di,...,d1g € V kokoelman. Tieddmme, ettd yksi ndista
jonoista on 0000000, ja niistd mitka tahansa kaksi eri
jonoa poikkeavat ainakin kolmessa eri kohdassa. Mer-
kitsemme D = {di,ds,...,d1g}. Tehtdvidmme on siis
todistaa, ettd joukko D sisdltdéd jonon 1111111.

Nyt otamme kayttoon uuden kasitteen: sanomme, et-
td jono x € V peittdd jonon y € V, jos x ja y poik-
keavat enintddn yhdessd kohdassa. Esimerkiksi jono
1011010 peittad jonot 1011010 ja 1010010 mutta ei jo-
noa 0001010. Jokainen jono peittaa tdsmélleen kahdek-
san jonoa (mukaan lukien itsensd).

Olkoon B; C V niiden jonojen, jotka jono d; peittéa,
joukko. Jokainen joukoista Bi, Bs, ..., Big sisaltaa
tdsmélleen kahdeksan jonoa. Toisaalta, koska kahdella
eri jonolla d; ja d; on ainakin kolme eridvia kohtaa, ei
joukoilla B; ja B; ole yhteisid elementtejé. Joukot By,
B,, ..., Bjg sisdltédvat siis yhteensa 16 - 8 = 128 jonoa.
Toisin sanoen, jokaisen jonon x € V peittdd tdsmaélleen
yksi jonoista d € D.

Seuraavaksi méaarittelemme toisenkin uuden késitteen,
painon. Jonon z € V paino on sen sisdltdmien ykkos-
ten lukumééra. Esimerkiksi jonon 1011010 paino on 4.
Koska eris jonoista, sanokaamme dy, on 0000000, vas-
taava joukko B; siséltdd ainoan (-painoisen jonon ja
kaikki 1-painoiset jonot.

Mikéan jonoista da, ..., dig ei voi olla painoa 2, koska
muutoin vastaava B; sisaltdisi my6s 1-painoisia jono-
ja, ja siis yhteisid elementtejd joukon B; kanssa. Siten
kaikki (;) = 21 painoa 2 olevat jonot peittyvét niilla
jonoista d € D, jotka ovat painoa 3. Koska jokainen
3-painoinen jono peittda tdsmélleen 3 painoa 2 olevaa
jonoa, on jonoista d € D tasmalleen % = 7 kappaletta
painoa 3.

Joukossa V' on (;) = 35 painoa 3 olevaa jonoa, jois-

ta seitseméan kuuluu joukkoon D, ja loput 28 peittyvét
joillakin 4-painoisilla jonoilla d € D. Koska jokainen
4-painoinen jono peittdd tasan 4 painoa 3 olevaa jo-
noa, kuuluu joukkoon D tésmélleen % = 7 kappaletta
4-painoisia jonoja.

Nyt olemme siis todenneet, etté joukko D sisdltdad yh-
den O-painoisen, seitsemén 3-painoista, ja seitsemén
4-painoista jonoa. Néaiden lisdksi se sisdltdd vain yh-
den jonon d lisda, jonka on peitettdava kaikki 6- ja 7-
painoiset jonot (koska mikd4n alempipainoisista joukon
D elementeisti ei niitd peitd). Koska 6- ja 7-painoisia
jonoja on kaikkiaan 8 kappaletta, on jonon d peitettava
vain ja ainoastaan kyseiset 8 jonoa.

Jonon d on oltava painoa 6 tai 7, koska se peittdd jo-
non 1111111, eikd se voi olla painoa 6, koska muutoin
se peittéisi 5-painoisia jonoja. Siis jono d on painoa 7,
eli se on 1111111, ja olemme valmiit.
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Matti Lehtinen
Helsingin yliopisto

Jukka Ilmonen: Matematiikka on avain luon-
toon. 2013. ISBN 978-1482763225. 6 + 104 sivua.

MATEMATIIKKA
ON AVAIN
LUONTOON

- JUKKA ILMONEN -

Perinteisiin kustanteisiin ja painotuotteisiin tottuneen
silmédn Jukka Ilmosen Matematiikka on avain luon-
toon néyttdd hiukan erikoiselta. Siind nimiésivun koh-
dassa, jossa yleensd ilmoitetaan kustantaja, on teks-

ti Kirja matematiitkan ja luonnontieteiden ymmdrtd-
miseksi. Kirjan painopaikka on San Bernandino Ka-
liforniassa ja sitd voi ostaa verkkokauppa Amazonista
hintaan 10 dollaria ja postikulut. Kirja on siis tuotettu
Amazon-yhtymén Create Space -itsejulkaisupalvelussa.
Kirjoittaja on toiminut P&aivoldn Kansanopiston mate-
matiikkaan suuntautuneen internaattilukion opettaja-
na.

Takakansi lupaa, etté kirja antaa vastauksen kysymyk-
seen, miksi matematiikka ja luonnontieteet ovat téarkei-
td. Kirjaa suositellaan matematiikan tai luonnontietei-
den opintoja aloittaville tai oppikirjaksi lukion ainera-
jat ylittavélle tiedekurssille.

Mutta mité violettien kansien vélissd on? Kirja jakau-
tuu kolmeen pédlukuun ja 12 alalukuun. Padluvut ovat
Matematiikka on itsendinen tiede (30 sivua), Luonnon-
tieteissd sovelletaan matematiikkaa (14 sivua) ja Tiede
ja tekniikka thmisen kdytdssd (33 sivua). Ensimmaéinen
luku esittelee lyhyesti matematiikan olemusta ja ma-
tematiikan ja laskennon eroa, siirtyy sitten eri kanta-
lukuihin perustuviin lukujirjestelmiin, matriisien ker-
tolaskuun, matematiikan aksiomaattiseen rakennusta-
paan ja luonnollisten lukujen méaéarittelyyn Peanon ak-
sioomien avulla. Tamén jilkeen se luonnehtii muuta-
min sanoin erditd matematiikan osa-alueita. Toinen osa
esittelee lyhyesti mittaamisen, eri luonnontieteet fysii-
kasta biologian kautta geotieteisiin (jotka Ilmonen suo-
mentaa maantieteiksi) ja pohtii hiukan luonnontieteel-
listen teorioiden mallinomaisuutta. James Conwayn si-
mulaatio Game of Life saa kolmisivuisen esittelyn. Kol-
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mas osasto on lyhyt luettelonomainen matematiikan,
luonnontieteen ja tekniikan historia historiantakaisista
ajoista nykypéaivian.

Jokaiseen alalukuun liittyy tehtédvid. Ne ovat erilaisia,
toiset yksinkertaisia laskutehtévia, toiset hyvinkin mie-
lenkiintoisiin ajatteluprojekteihin kannustavia. Kirjan
lopussa on vastausosasto. Monesti kirjoittajan ehdotta-
man vastauksen rinnalle tekee mieli ehdottaa muitakin
vaihtoehtoja, ja téllaiset tehtdvat voisivat esimerkiksi
opetusryhméssé synnyttdéd mielenkiintoista ajatusten-
vaihtoa.

Pieneen sivuméirain (ja toistakymmenté sivua on ai-
van tyhjid tai vain otsikkotekstin sisiltivid) ei kovin pe-
rusteellista tai syvéllistd esitystd saa mahtumaan (vaik-
ka tekija on valinnut epdmukavan pienen kirjasinkoon).
Jos tuossa tilassa haluaa matematiikan ja luonnontie-
teen olemuksen ja yhteydet selvittdéd ja niiden merki-
tyksen perustella, on varmaan pakosti hypéattiva no-
peasti asiasta toiseen ja kolmanteen. Luulen, ettd kir-
jan paras kédyttotarkoitus olisi Ilmosen itsensédkin mai-
nitsema tiedekurssin runko. Kurssissa voitaisiin sitten
opettajan harkinnan mukaan menn joissain kohdin vé-
hén pintaa syvemmaéllekin. En oikein jaksa uskoa, etta
ennestdan matematiikasta tai luonnontieteesta kiinnos-
tumaton nuori lukisi Ilmosen kirjan tai muuttaisi mie-
lensa pelkastédan sen luettuaan. Ja kuinka monen ké-
teen kirja yleensdkaén tulee, kun sillé ei ole suomalaista
markkinoijaa? Mutta lukion opettajalle, jolle Ilmosen
kirja ei varmaan sindnsé kovin paljon uutta kerro, teos

Verkko-Solmun oppimateriaalit

saattaisi kuitenkin tarjota ihan mukavaa taustoitusta
ja asioiden yhteyksistd muistuttamista. Ja sitten sen
oivalluksen, ettd kun kokee omaavansa sanottavaa ja
tarpeen sanoa, niin voi vaikka kirjoittaa kirjan. Julkai-
sihan Esko Valtaojakin hiljattain teoksen, jonka nimi
on Kaiken késikirja.

Tekevélle aina sattuu. Ilmosen kirjaankin on jéédnyt jon-
kin verran kielen horjahtelua ja oikeinkirjoituksen kom-
mahdyksié, ja jokunen asiavirhekin. Muutamia silmiin
sattuneita: Luonnollisten lukujen joukko ja yhteenlasku
eiviat muodosta ryhméstruktuuria (s. 28): eihdn joukon
alkioilla (nollaa lukuun ottamatta) ole vasta-alkiota.
Jos joku mittaa juoksumatkakseen 100 metrid, niin ei
ole perustetta sanoa, ettd merkitsevid numeroita on
vain yksi (s. 36). Kylld nollakin voi olla merkitsevé ja
téssd yhteydessd melkoisen varmasti onkin. Aritmeet-
tiset funktiot ovat pikemminkin kokonaisluvuilla m&a-
riteltyja kuin kokonaislukuarvoisia funktioita (s. 29).
Logaritmitaulut ovat mennyttd maailmaa, mutta kyl-
14 niiden avulla kertolaskun 1234 - 5678 tulokselle saa
paljon tarkemmankin likiarvon kuin 7000000 (s. 64).
Tyoldisié oli runsaasti jo ennen teollista vallankumous-
ta (s. 67): eivit Egyptin pyramidit, Kiinan muuri
tai Versailles’'n palatsi itsestdén kohonneet. Concorde-
lentokoneelle ei sattunut lukuisia onnettomuuksia, vaan
olennaisesti vain yksi (s. 78). Tehoa ei oikeastaan voi
ilmoittaa yksikolla kW tunnissa (s. 83). 30 ykkosella
kirjoitettava binddriluku ei ole 230 4 - .. 42! 4+ 29 vaan
229 ... 421 420 (5. 90).

Osoitteesta http://solmu.math.helsinki.fi/oppimateriaalit.html loytyvit oppimateriaalit:

Kilpailumatematiikan opas (Matti Lehtinen)
Geometrian perusteita (Matti Lehtinen)
Geometria (K. Vaisila)

Lukualueiden laajentamisesta (Tuomas Korppi)

Jaksolliset desimaaliesitykset algebrallisesta nidkokulmasta (Jaska Poranen ja Pentti Haukkanen)

Algebra (Tauno Metsinkyld ja Marjatta Nadtdnen)

Algebra (K. Viisald)

Matemaattista fysiikkaa lukiolaiselle 1: Mekaniikkaa (Markku Halmetoja ja Jorma Merikoski)

Matemaattista fysiikkaa lukiolaiselle 2: Sdhkooppia (Markku Halmetoja ja Jorma Merikoski)

Lukuteorian helmié lukiolaisille (Jukka Pihko)

Matematiikan peruskésitteiden historia (Erkki Luoma-aho)

Matematiikan historia (Matti Lehtinen)

Reaalianalyysia englanniksi (William Trench)
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Sinin yhteenlaskukaava helposti

Jorma Merikoski
emeritusprofessori, Tampereen yliopisto

Aluksi

”Vanhassa lukiomatematiikassa” sinin yhteenlaskukaa-
va

sin (¢ + 0) = sin ¢ cos § + cos ¢ sin § (1)

(misséd ¢,0 € R) johdettiin keskitason lukiolaisen kan-
nalta mutkikkaalla geometrisella tarkastelulla [7], jon-
ka muunnelma 16ytyy ldhteestd [8]. Sittemmin tdmé
kaava johdettiin vektoreilla, mutta edelleen keskitason
lukiolaiselle melko vaikeasti. Silloin tutkittiin kantavek-
torien kahden kierron yhdistdmista [5, 3] tai johdet-
tiin aluksi kosinin yhteenlaskukaava skalaaritulon avul-
la [6]. Nykyisiss& oppikirjoissa sinin yhteenlaskukaava
ja muut vastaavat kaavat annetaan ilman perusteluja.

Voidaanko sinin yhteenlaskukaava johtaa helposti?
Huomaamme, ettéd voidaan. Ne lukijat, jotka eivéit tieda
kompleksiluvuista mitddan eivatkéd tédsséd vaiheessa ha-
luakaan tietdd, voivat sivuuttaa luvut Helppo tapa ja
Vield Eulerin kaavasta.

Helppo tapa

Matematiikan kiinnostavimpiin kaavoihin kuuluu Eu-

lerin kaava
¢l = cosf 4 isin 6. (2)
Téssé e on Neperin luku, i imaginaariyksikko (siis

i = —1) ja 0 reaaliluku. Jos z on kompleksiluku (siis

z = x+iy, missi x,y € R), niin e* médritelldén esimer-
kiksi sarjakehitelména

2 2’3

z z

Voidaan todistaa, ettd reaalimuuttujan eksponentti-
funktion kaikki laskusdannot sailyvét.

Eulerin kaavan perusteella
e = cos (—6) +isin (—0) = cosf —isinf.  (4)

Yhtéloparista (2), (4) saamme

ST o Ty
Jatkamme yksinkertaisella laskulla. Yhtéloiden (5) pe-
rusteella

elb _ o—id gif 4 o—if

sin ¢ cos§ = 51 5
_ %(eiqﬁei(f I )
_ %(eiwe) el6=0) _ o=i(6-0) _ o=i(6+0))
1/ 6l(6+0) _ o=i(6+6)  gi(6=0) _ o—i(6—6)
- 5( 2i * 2i )
= %(Sin (¢p+0)+sin (¢ —0)).
Vastaavasti

cos ¢sinf = %(sin (¢ +0) +sin (0 — @)).
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Koska sin (¢ — ) = —sin (6 — ¢), on siis

sin ¢ cos @ + cos ¢ sinf = %(sin (¢p+0)+sin (¢ —0))
+ %(sin (¢ +0)+sin (6 — ¢))
= sin (¢ + 0).

Sinin yhteenlaskukaava (1) on néin todistettu.

Kirjoitettuani ylla olevan osoittautui, ettd lyhempi to-
distus [9, 10] saadaan soveltamalla yhtdlon

ol (640) _ idgif

kumpaankin puoleen Eulerin kaavaa. Yksityiskohdat
jatdn lukijalle harjoitustehtéviksi. Paétin kuitenkin
sdilyttad alkuperdisen todistuksen, koska se sisédltaa
"bonuksena” kaavat (5), joissa sini ja kosini palaute-
taan kiinnostavasti eksponenttifunktioon. Toisaalta té-
mé lyhempi tapa sisdltdd oikeastaan paremman “bo-
nuksen”: saadaan myos kosinin yhteenlaskukaava.

Helppo ja alkeellinen tapa

Edellinen todistus ei sovi lukioon, mutta satuin 16yté-
méaén [1, s. 162] keskitason lukiolaisellekin kohtuullisen
todistuksen. Kirjoittaja viittaa lahteeseen [2] ja arve-
lee, ettd todistus loytyy muualtakin mutta ei ole laa-
jalti tunnettu.

Merkitsemme kolmion ABC' sivuja ja kulmia tavan-
omaisesti, ja merkitsemme A(7T):114 annetun kolmion T’
alaa. Kertaamme aluksi, miten A(7T") saadaan, kun tun-
netaan 7T:n kaksi sivua ja niiden vélinen kulma. Olkoon
sivun BC = a vastainen korkeusjana AD = h. Koska
h = bsin~, on

A(ABC) = %ah = %absinv.

A

h

C
a D

Johdamme nyt sinin yhteenlaskukaavan. Olkoon kol-
mion ABC sivun AB = ¢ vastainen korkeusjana C'E =
k. Merkitsemme ZACFE = ¢ ja ZBCE = 6. Jos kulmat
a ja B ovat teravia, niin toisaalta

A(ABC) = %absin’y = %absin (¢ +0),

mutta toisaalta
A(ABC) = A(ACE) + A(BCE)

1 1
= §bk sin ¢ + §ak: sin @

1 1
§ba cosfsin ¢ + iabcosqbsinﬁ
= %ab(sin ¢ cosf + cos ¢psinb).

Niin saamme kaavan (1) tapauksessa 0 < ¢,0 < Z.

2
Tyydymme siihen.

¢10

k

C
E

Jos « tai 8 on tylppé, niin vastaavalla tavalla saadaan
sinin vdhennyslaskukaava.

Viela Eulerin kaavasta

Kompleksiluvun z sini ja kosini mééritellddn tavallises-
ti sarjakehitelmind

Zs Z5 2'7
2'2 Z4 ZG (6)
COSZ:17§+576+

Eulerin kaava voidaan havainnollisesti perustella sijoit-
tamalla kaavoihin (3) ja (6) z = if, tekemilld yksin-
kertaisia laskutoimituksia ja muuttamalla sarjojen ter-
mien jarjestystd. Jitdn ndmaé laskut lukijalle harjoitus-
tehtavaksi.

Tasmaéllisen todistuksen esittdminen talla tavalla vaatii
kuitenkin perehtymistd kompleksianalyysiin. Nimittain
pitdd tietdd, miksi kyseiset sarjat suppenevat kaikilla
z € C. Lisédksi pitad tietdd, miksi termien jarjestystéd
saa muuttaa.

Mutta voidaanko Eulerin kaava perustella havainnol-
lisesti pelkilld lukion tiedoilla? Voidaan ja monellakin
tavalla, jotka tosin ovat edellistd mutkikkaampia. Sil-
loinen lukiolainen Timo Kiviluoto [4] esitti kolme ta-
paa.
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Lopuksi

Sinin ja kosinin yhteen- ja vdhennyslaskukaavoilla on
trigonometriassa erittédin keskeinen merkitys. Itse asias-
sa niisté ja parista lisiominaisuudesta saadaan koko tri-
gonometria. Siis sini ja kosini voidaan maéritelld paitsi
sarjakehitelmilla myos talla tavalla. Muitakin tapoja on
olemassa.

Niiden kaavojen suuri merkitys ei niy nykyisissa ope-
tussuunnitelmissa eikd oppimateriaaleissa. Kuten Hal-
metoja [3] jo ehdottikin, trigonometrian opiskelu pitéi-
si lukion pitkédssd matematiikassa aloittaa ensin ker-
taamalla perusmaééritelmét ja sitten johtamalla ndma
kaavat.

Kiitokset

Kiitain Markku Halmetojaa ja Pentti Haukkasta kirjoi-
tustani parantaneista huomautuksista.
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Uutta Verkko-Solmun matematiikkadiplomisivulla

Diplomi IX seka siihen liittyvat algebran kertaustehtavit ovat ilmestyneet osoitteessa

http://solmu.math.helsinki.fi/diplomi.html
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Tieteen huipulla

Marjatta Nddtanen
Helsingin yliopisto

Olli Lehto: Tieteen huipulla. Lars Ahlforsin eli-
mai. Suomen Tiedeseura, 2013.

Akateemikko Olli Lehto on eldkevuosinaan ansioitu-
nut tiedemiesten elamékertojen kirjoittajana. Viimeisin
naista késittelee matemaatikko Lars Ahlforsia: Tieteen
huipulla. Lars Ahlforsin eldmé. Kustantaja on Suomen
Tiedeseura, kirjaa voi ostaa Tiedekirjasta, Kirkkokatu
14, Helsinki, sdhkdposti tiedekirja@tsv.fi. Kuten muis-
sakin Lehdon kirjoissa, padsee lukija hyotyméaan Leh-
don pitkasté, monipuolisesta kokemuksesta ja seké suo-
malaisen ettd kansainvilisen tiede- ja kulttuuriympaé-
ristén omakohtaisesta tuntemisesta.

Kirjan tarkoituksena on "tehdé Suomen tieteen loistava
tahti Lars Ahlfors tunnetuksi suurelle yleisolle”. Ilman
Lehdon kirjaa olisi todellakin mahdollista, ettd Ahl-
fors painuisi unohduksiin synnyinmaassaan. Suomalai-
nen mediahan ei ole innokas kertomaan matemaatikko-
jen aikaansaannoksista - viihteellisyys kun ei sovi yh-
teen matematiikan kanssa. Tamé& tosin saattaa olla lu-
kijoiden aliarviointia, mutta joka tapauksessa téllainen
on Suomen nykytilanne.

Ahlforsin elamé ja persoona olivat hyvin varikk&itéa.
Lehdon kertomus seurailee Ahlforsin henkilokohtaisia
vaiheita, taustalla ihmisten kohtaloihin vaikuttaneet
suuret poliittiset kddnteet. Toinen maailmansota vai-
kutti Ahlforsinkin kohtaloon ratkaisevasti ja hén lahti
Suomesta 1944. Han asui useissa maissa, joten hédnen
kielitaitonsa ruotsi, suomi, saksa ja ranska oli tarpeen.

Englantia opiskeltiin 1930-luvun Suomessa paljon va-
hemmén kuin saksaa, mutta kun Ahlfors saapui Ame-
rikkaan, hdn jo kaytti sujuvasti englantia, selittden "1
came by boat”. Amerikassa Ahlfors viettikin lopulta
yli 50 vuotta Harvardin yliopiston professorina ja eme-
rituksena. Aitinsi kielen, suomen, hin halusi siilyttis
ja onnistuikin siind hammastyttavin hyvin, vaikka pu-
hui sitd vain harvoin. Kotikielen4 oli englanti USA:han
muuton jilkeen.

Matematiikassa ei jaeta Nobelin palkintoa, mutta sen
sijaan poikkeuksellisen huomattavista saavutuksista
matematiikassa jaetaan kansainvélisissi matemaatik-
kokongresseissa nelivuosittain kahdesta neljddn kul-
taista ns. Fieldsin mitalia, vuoteen 1962 saakka niita
jaettiin kaksi. Vuoden 1936 kongressissa Oslossa Ahl-
fors oli toinen mitalin saajista. Palkinnon arvon ym-
mérsi tdysin Suomen Kuvalehti, joka julkaisi moni-
sivuisen artikkelin "Missd ovat maailman kuuluisim-
mat matemaatikot? — Suomessa”. Artikkelissa kerrot-
tiin my6s Rolf Nevanlinnasta.

Ahlfors on ainoa Fieldsin mitalin saanut suomalainen.
Hén oli aktiivinen matemaatikko aina vanhuuteen as-
ti, 85-vuotiaana hén osallistui viimeisen kerran mate-
matiikan seminaariin Saksassa. Lehdon kirjasta lukija
saa hyvian kuvan Ahlforsin vaiheikkaasta eldmaésta. Ma-
tematiikastakin kerrotaan, mutta ndmé osat voi halu-
tessaan ohittaa ilman ongelmia. Kirjaa voi lampimaésti
suositella jokaiselle kansainvélisesté tiedemaailmasta ja
Suomen lahihistoriasta kiinnostuneelle.
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Karamatan epayhtalo

Markku Halmetoja
Méntén lukio

Kirjoituksessa [2] perehdyttiin funktion konveksisuu-
teen ja tétd teemaa jatketaan nyt tutustumalla Ka-
ramatan' epdyhtiléon ja sen sovelluksiin. Lukijan mu-
kavuutta ajatellen kertaamme aluksi konveksien funk-
tioiden ominaisuuksia. V&lillda I maéaritelty funktio f
on konveksi, jos kaikilla z,y € I ja A € ]0,1]

Fe+ 1 =Ny) <Af(@)+ 1 =2f). 1)

Funktio f on aidosti konveksi, jos epayhtalossd (1) yh-
tédsuuruus toteutuu ainoastaan silloin kun x = y. Kon-
veksin funktion kuvaaja on alaspdin kupera. Voidaan
todistaa, ettd funktio f on konveksi, jos ja vain jos

(u, f(u))

(z, f(2))

kaikilla w,z,v € I, u < = < v, kuvioon piirrettyjen
sekanttien kulmakertoimet toteuttavat kaksoisepayhté-
16n

f(x) = fu)

r—u

f©) = W) _ f@) = @)

v—u vV—x

<

(2)

1Jovan Karamata (1902-1967), serbialainen matemaatikko.
2Johan Jensen (1859-1925), tanskalainen matemaatikko.

Jos ja vain jos yhtdsuuruudet eivét ole voimassa téssa
epayhtaloketjussa, niin f on aidosti konveksi. Toisen
derivaatan positiivisuus on valttdméton ja riittava eh-
to kahdesti derivoituvan funktion aidolle konveksisuu-
delle.

Karamatan epiyhtilo on kirjoituksessa [2] nahdyn Jen-
senin? epéyhtilén tavoin yleisepdyhtils, jonka avulla
voidaan todistaa monia muita epdyhtaloita. Jensenin
ja Karamatan epéayhtaloitéa soveltaen lukiolainenkin voi
periaatteessa johtaa uusia epdyhtdloita tai 16ytaa uusia
todistuksia tunnetuille epayhtéldille: on vain 16ydetté-
va, konveksi funktio, jota kukaan ei ole ennen tullut aja-
telleeksi ndiden epayhtéloiden yhteydesséd. Karamatan
epdyhtdlon todistamiseksi tarvitsemme majoroinniksi
kutsuttua R™:n vektorien vélistd relaatiota. Vektoreis-
ta ei tarvitse tietdd muuta kuin se, mitd ne ovat. Jos
kuitenkin R™ tuntuu vieraalta, niin lukija voi silméilla
kirjoitusta [1]. Perehdymme aluksi majorointiin, mink&
jilkeen todistamme Karamatan epayhtalon ja lopuksi
sovellamme sitd muutamissa esimerkkitapauksissa.

Majoroinnista

Olkoon & = (z1,72,...,7,) € R" ja x[) tdmin vekto-
rin 2:nneksi suurin koordinaatti. Siis

T[] 2 T[] 2 - 2 Tp—1] = Tln]-
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Sanomme, ettd vektori @ majoroi vektoria y, jos

Ty 2y
T+ T 2 Yu) + Y,

. T 2yt Y1
T[] —&—...—I—xw = Y[ —l—...—l—y[n].

Jos & majoroi y:n, niin merkitsemme x > y tai y < x.
Selvasti

T -,
T-YNy-ax => ¢ =1y,
T-YNyYy=-z = =~ z

kaikilla x,y, z € R™. Jos © > y ja © # y, niin & majo-
roi aidosti y:n.

Esim. 1 Jos « = (0,3,0), y = (1,0,2) ja z = (1,1,1),
niin ¢ > y > z, silla

3>2, 3+40>2+1 ja 3+40+0=2+14+0
ja

2>1, 241>1+1 ja 2414+0=1+1+1.

Esim. 2 Jos n on positiivinen kokonaisluku, niin

(1,0,...,0) = (3,%,0,0,...,0)
= (3,3.4,0,...,0)
-
=G

Esim. 3 Jos Z on vektorin = (z1,...,z,) € R™ koor-
dinaattien aritmeettinen keskiarvo, niin

x=(r1,22,...,2n) = (,Z,...,T) = .

Karamatan epayhtalo

Seuraavassa lauseessa muotoillaan ja todistetaan Kara-
matan epayhtélo. Todistus seuraa lihteessé [3, s. 33-34]
annettua.

Lause 1 (Karamatan epiyhtils) Olkoot a = (a,)™; ja

b= (b)), missé a,,b, € |a, 8] kaikilla 2 = 1,2,...,n.
Olkoon f: Ja, B[ — R konveksi funktio. Jos a > b, niin

> fla) =) fb) 3)

Jos f on aidosti konveksi, niin yhtdsuuruus voimassa,
jos ja vain jos @ = b.

Todistus Epéyhtdloé on selvésti voimassa, jos a = b.
Jos jollakin u:n arvolla a, = b,, voidaan termit f(a,)
ja f(b,) jattadd huomioimatta. Voimme siis olettaa, et-
td a, # b, kaikilla u:n arvoilla. Edelleen, koska epayh-
talo (3) on riippumaton vektorien a ja b koordinaat-
tien jarjestyksestd, voimme rajoituksetta olettaa, etté
a > ...>ayjaby > ... > b, Koska f on konveksi,
on erotusosamaarista

fla,) — f(b) _

— &
az_bz

muodostuva jono (¢,); kaksoisepayhtdlon (2) perus-
teella vihenevi. Aktiivinen lukija selvittdnee tdmén
véitteen yksityiskohtaisesti. Merkitdan

k k
P ST
1=1 1=1
kaikilla k € {1,2,...,n}, ja sovitaan, ettd
AQ = By =0.

Koska a = b, on A, = B, ja A, > B, kaikilla
1€ {1,...,n}. Saamme

= Z CZ(Al - Az—l - B, + Bz—l)

n

CZ(AZ - B’L) - Zcz(Azfl - Bzfl)

1=1 1=1
n—1 n—1
= Cz(Az - Bz) - Z Cz+1(Az - B’L)
1=1 1=0
n—1

n—1
= Cz(Az - Bz) - Z Cz+1(A1 - Bz)
1=1

= (CZ — Cz+l)(Az - Bz) >0, (4)

mistd (3) seuraa. Koska a, # b, kaikilla 2 € {1,...,n},
on A, > B, vahintddn yhdelld u:n arvolla, ja jos f on
aidosti konveksi, niin jono (¢,)’; on aidosti vihene-
vi. Summassa (4) on talléin vahintd4n yksi positiivinen
termi, joten tdmé summa on positiivinen, koska kaik-
ki termit ovat ei-negatiivisia. Yhtdsuuruusehto seuraa
tasta.

Huomautus Jos konveksi funktio f on kasvava, niin
lauseen ehto a = b voidaan lieventdd muotoon

k k
> a,>) b, kaikilla k=12,...,n,
1=1 1=1
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silla erotusosamaérat c,, erityisesti c,,, ovat ei-negatiivi-
sia (ks. todistuksen yhtéloketju). Yhtasuuruusehto séi-
lyy samana.

Sovelluksia

Aloitamme sovellukset nayttdmalla, miten Karamatan
epayhtélon avulla voi laatia tehtdvid. Ndimme edelld
(esim. 2), etté jos n € Z4, niin

(1,0,0,...,0) = (£, L1 L)

n’n’n’

ja tieddmme, ettd jos @ > 1, niin eksponenttifunktio
f(x) = a” on aidosti konveksi. Karamatan epéayhtalon
premissit ovat siis voimassa. Saamme

1 0 0 1 1 1
a+a +...4a >ar»+a~+...4+an,
miké sievenee muotoon
aflzn(a%fl). (5)

Yhtadsuuruus on voimassa, jos ja vain jos n = 1. Si-
joittamalla a:n paikalle luvut 2, e ja 1 + %, saadaan
sopivasti sievennellen tehtéva.:

Osoita, ettd jos n € Z ja n > 2, niin
1\
a) (1+-) >2
n

e—1

b) > e —1,

1 1\ =
c) n+7>n(1—|—7) .
n n

Viitteet a) ja c) todistuvat lukiomatematiikalla, silla
ne seuraavat triviaalisti binomiteoreemasta. Véite b)
seuraa helposti e-kantaisen eksponenttifunktion sarja-
kehitelmasta, joka tosin ei kuulu lukion oppimaaraan
mutta lienee tuttu monelle matematiikkaa harrastaval-
le lukiolaiselle.

Kadelburg [4] kirjoittaa matematiikkaolympialaisten
epayhtalotehtavistd, ettd niiden laatijat luultavasti
kayttdvat mm. Karamatan epayhtédlod tehtédvid kon-
struoidessaan ja keksiviat elementaariset, puhtaasti
koulumatematiikkaan perustuvat ratkaisut myohem-
min. On selvéd, ettd tehtdvaa ei voi kdyttaa kilpailus-
sa, ellei alkeismatematiikkaan perustuvaa ratkaisua ole
nakopiirissd. Alkeellisen ratkaisun l9ytaminen edellyt-
tdd usein huomattavaa nokkeluutta ja rajoitettu ratkai-
suaika lisdd vield suorituksen vaativuutta. Luultavas-
ti ainakin joidenkin matematiikkaolympialaisiin osal-
listuvien maiden kansallisissa valmennustiimeissa opi-
taan myos Karamatan epdyhtdld tavanomaisempien
menetelmien lisdksi, silla sitd voi luonnollisesti kayttaa
myo6s ratkaisemiseen. Seuraavana esimerkkinid on Ju-
goslavian olympiajoukkueen karsintatehtiava [3, s. 41-
42] vuodelta 1969.

Esim. 4 Todista: Jos reaaliluvuille a, ja b, on

ay>as > ...>a, >0,
by > ay,

biba > ajay,

blbg...bnzalag...an,
niin
by +by+...4+b,>a1+as+...+ay.

Lukujen logaritmit toteuttavat ehdon

k k
Z Ina, < Z Inb,
1=1 1=1

kaikilla £ = 1,2,...,n, joten viite seuraa vélittomasti
siitd, ettd funktio f(x) = e® on konveksi ja kasvava.

Esim. 5 [3, s. 35] Todista: Jos a, b, ¢ > 0, niin
2 2 2 1 1 1
+ <

a+b b+c c—|—a*£+g+g

ja

Va+b+Vb+c+vVeta >V2a+ V20 + V2.

Molemmissa epéyhtéloissd vallitsee yhtdsuuruus, jos ja
vain jos a = b =c.

Epéayhtélot ovat symmetrisid muuttujien suhteen, joten
voimme rajoituksetta olettaa, ettd a > b > c¢. Télloin

(a+b,b+c,c+a) < (2a,2b,2c).

Viitokset seuraavat Karamatan epéayhtalostd sovelta-
malla sitéi aidosti konvekseihin funktioihin f(z) = 271,
z > 0, ja g(x) = —/z. Aktiivinen lukija voi miettia,
miten ndmé epéayhtdlot yleistyvat mielivaltaiselle mééa-
rille positiivisia lukuja.

Esim. 6 Karamatan epayhtalon avulla saadaan yksin-
kertainen todistus aritmeettisen ja geometrisen keskiar-
von viliselle epayhtalolle eli AG-epayhtilolle. Olkoon

x1,T9, ...,y > 0 ja A niiden aritmeettinen keskiarvo.
Téalloin

(A A, .. A) < (21,22, ., Tp)-
Funktio g(t) = —Int, ¢ > 0, on aidosti konveksi, sil-

14 ¢”(t) = t2 > 0. Karamatan epiyht#lod soveltaen
saadaan

—InA-InA—...—-InA< —-Inzy—Inzs—...—Inz,,
miké sievenee muotoon

nln A > In(z122...2,),
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ja edelleen

InA> %ln (122 ... 2n) =In Yr129 ... 2, =InG,

mistd véite seuraa. Yhtdsuuruusehto seuraa funktion g
aidosta konveksisuudesta.

Esim. 7 [3, s. 42] Todistettava: Jos a, b, ¢ > 0, niin

(a+b—c)(b+c—a)(c+a—Db) <abe (6)

Epédyhtédlo on symmetrinen muuttujien suhteen, joten
voimme rajoituksetta olettaa, ettd a > b > ¢ > 0. Tal-
16in epéyhtéalon (6) vasemman puolen tekijoiden suu-
ruusjarjestys on

at+b—c>a+c—b>b+c—a,

ja ainoastaan pienin néistd luvuista voi olla ei-
positiivinen. Jos b 4+ ¢ —a < 0, niin (6) on voimassa
koska abc > 0. Voimme siis olettaa, ettd b+ c —a > 0.
Selvésti

at+b—c>a
(a+b—c)+(a+c—b)>a+b
(a+b—c)+(a+c—-b)+(b+c—a)=a+b+c
eli (a+b—ca+c—>bb+c—a) = (abe). Funk-

tio g(x) = —Inz on aidosti konveksi, joten Karamatan
epéayhtaloa soveltaen saadaan

—In(a+b—c)—In(b+c—a)—Iln(c+b—a) >

—Ina—Inb—1Inc,

mistd véite seuraa. (Epayhtélo (6) on voimassa myos
ehdolla a,b,c > 0, silla jos esimerkiksi ¢ = 0, niin sen
vasen puoli pelkistyy muotoon —(a+b)(a—b)? ja oikea
puoli on 0.)

Epéyhtélolla (6) on mielenkiintoinen sovellus kolmioi-
hin. Kolmion sisddn piirretty ympyra sivutkoon kol-
mion sivuja a,b,c pisteissa, jotka jakavat ne kuvion

osoittamalla tavalla osiin

a=x+y, b=y+z ja c=z+u=x.

Néista yhtaloista seuraa

2= Sa+e—b)(>0),

2
y:%(a+b—c)(>0),
z:%(b+c—a)(>0).

Kertomalla keskendén AG-epayhtédlot

2Vzy<az+y, 2/yz<y+z 2Jzm<z+zx
saadaan

8ryz < (z +y)(y + 2)(2 + z),

mikd on sama kuin esimerkissé 7 yleisemmilld edelly-
tyksilla todistamamme epayhtélo (6). Heronin kaavan
mukaan kolmion pinta-alan A nelio

A% =p(p—a)(p—b)(p —c),

(a + b+ ¢), ja koska (6) on voimassa, on

missa p = %

A2:%G(a—l—b—|—c)(a—|—b—c)(a+c—b)(b+c—a)

1

< —abela+b+c). (7)
16

Saatu arvio on tarkempi kuin néissi yhteyksissa yleen-
sa esitetty

(a+b+c)?

4
A< P _ ,
432

S5 = (8)

silld AG-epayhtalon perusteella
be < i( +b+c)?
abe < 5-(a c)’,
joten

1 1 , 1 A
16abc(a+b+c) < 16 27(a+b+c) = 432(a+b—|—c) .
Arvio (8) perustuu pelkéstédén kolmion piirin pituu-
teen, kun taas arviossa (7) tarvitaan piirin lisdksi tie-
to kolmion sivujen pituuksien tulosta. Molemmissa ar-
vioissa yhtdsuuruus on voimassa, jos ja vain jos kolmio
on tasasivuinen.

Karamatan epdyhtélon avulla voidaan relaatiota
(a+b—c,a+c—bb+c—a) > (abc)

hyédyntaen todistaa ddrettéméan monta kolmion sivu-
jen valistd epayhtalod. Jos ndet f on aidosti konveksi
funktio, niin

flatb—c)+f(ate—b)+f(b+c—a) > f(a)+f(b)+f(c).

Yhtasuuruus on voimassa, jos ja vain jos a = b = c.
Esimerkiksi, jos n (> 2) on kokonaisluku, niin positii-

visille luvuille médritelty funktio f(z) = ™" ja ei-
negatiivisille luvuille mééaritelty funktio g(z) = — ¢z

ovat aidosti konvekseja, joten
(a+b—c) "+ (a+c—=b) "+ (b+c—a) " > a "+b "+ "

ja

Va+b—ctVa+tc—b+Vb+c—a< Yat+ Vot
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Lahteessd [4, s. 101] mainitaan, ettd vuonna 1996
Aasian ja Tyynenmeren alueen olympialaisissa oli teh-
tdvina todistaa tdmé g-funktiosta saatava epéyhtélo
tapauksessa n = 2, miké siis Karamatan epayhtéalon
avulla todistuu vaivatta. Elementaarinen todistus on
tyoladmpi.

Esim. 8 [3, s. 44] Vuoden 2000 matematiikkaolympia-
laisissa oli tehtdvana todistaa epédyhtalo

(x—l—l—i)(y—l—f—%)(z—l—i—%)gl, 9)

kun z,y,z > 0 ja zyz = 1. Annetuista ehdoista seuraa,
ettd on olemassa positiiviset luvut a,b,c siten, etté

a b c
r= -, =-, z=-.
b 4 c a

Sijoittamalla ndmé& epéayhtdloon (9) saadaan yhtapita-
vasti

G E-1eDG-1eY s

miké positiivisella luvulla abe kertoen pelkistyy esimer-
kissd 7 olevaksi epayhtaloksi.

Myo6s seuraava Jensenin epayhtéalon erikoistapaus to-
distuu helposti.

Esim. 9 Olkoon f vélilld I médritelty konveksi funk-
tio ja x1,...,x, € I. Olkoon edelleen z lukujen z, arit-
meettinen keskiarvo. Koska

(Z,Zy...,%) < (z1,22,...,Tp),

seuraa Karamatan epdyhtalosta

J@)+ f(@)+...+ f(@) < flo) + f(z2) +...+ f(2n),

miké voidaan kirjoittaa muotoon

f(i):f(xl-i-...—&-:rn

n
Viimeisend esimerkkini todistamme Petroviéin® epdyh-
talon. Kadelburg [3, s. 36-37] todistaa se suoraan
konveksisuuden méaritelmén avulla, mutta Karamatan
epayhtaloa kayttéden saadaan lyhyempi todistus ja pie-
ni tdydennyskin.

)S%f(m)—k...—k%f(xn).

Lause 2 (Petroviéin epéyhtild) Jos x1, za, ..
ja f:[0,00] = R on konveksi funktio, niin

fle)+ ..+ flan) < fler+ ...+ x,) + (n— 1) £(0).

Yhtdsuuruus on voimassa, jos ja vain jos f on enintdan
astetta 1 oleva polynomifunktio.

Ty >0

Todistus Koska luvut x, ovat ei-negatiivisia, on voi-
massa,

(xr1+ 22+ ...+ 2p,0,0,...,0) = (x1,22,..
—_———

n—1 kpl

S Tp)-

3Mihailo Petrovié (1868-1943), serbialainen matemaatikko.

Karamatan epéyhtélostéd seuraa

fxit+. . Az)+f0)+ ...+ £(0) > f(z1)+. . .+ f(z0),
N——

n—1 kpl

miké sievenee todistettavaksi epéyhtéloksi. Yhtasuu-
ruusehto on ilmeinen.

Karamatan epayhtdlon tai esimerkissé 9 olevan epéyh-
talon avulla saadaan summalle

flx1) + fz2) + ... + fzn)

myo0s alaraja. Jos  on lukujen x4, ..., x, aritmeettinen
keskiarvo, niin (Z,Z,...,Z) < (z1,22,...,Ty), joten

@)+ f(@) 4.+ (@) < fla) + flwa) +. 0+ flan).

Jos siis x1,...,2, > 0 ja f:[0,00] = R on konveksi,

nf(2) <Y f(@) < fler+ ..+ an) + (n—1)£(0).

Tapauksessa f(x) = —/x saadaan epayhtalot

1 1
<VI+V2+... +vVn<n %

n+

Vi

Tama arvio on kuitenkin hy6dyton, silld triviaalissa ar-
viossa

n<VI+V2+...+vn<ny/n

rajat ovat paremmat.

Kiitdn emeritusprofessori Jorma Merikoskea kirjoitus-
tani tasmentdneistd kommenteista.
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Kesakoulussa Moskovassa

Cliona Shakespeare

Kesdkuun toisena péivanid 26 suomalaista nuorta lah-
tivdt Leo Tolstoi -junalla Moskovaa kohti Opetushal-
lituksen Ven&ji-ohjelman puitteissa. Seuraavana péi-
vanad ryhmé ohjaajineen saapui Moskovaan ja kohtasi
jo takaiskun, kun bussi oli kuljettajan sairauskohtauk-
sen takia kolme tuntia myohéssd. Bussi saapui kuiten-
kin paikalle ja pddsimme Moskovan alueen valtiolliseen
yliopistoon syéomé&in. Ensimméinen péivd meni asun-
tolaan ja yliopiston alueeseen tutustuessa, illalla taas
tutustuimme toisiimme paremmin.

Opetusmenetelmét ja siséllot poikkesivat suomalaisen
lukion kéaytdnnoistd. Fysiikan tunneilla opettajan te-
kemasta kokeesta siirryimme késitteleméaédn jotain ai-
heeseen liittyvaa — Newtonin kehdosta siirryimme ké-
sitteleméan torméayksia, putoavasta avoimesta vesipul-
losta virtausdynamiikkaa. Aiheet kattoivat koko lukion
fysiikan, ja menivit vélilld késittelyltddn opetussuun-
nitelmasta eteenpéin. Matematiikan tunneilla kéasitte-
limme laatikkoperiaatteen lisdksi parillisuutta ja vari-
tyksid. Konstruoimme kolmiulotteisia kappaleita leik-
kaavia pintoja ohjelmalla the Geometer’s Sketchpad.
Vierasluennoitsijat puhuivat téhtitieteesté, raketeista,
ja Vendjén valmennusfysiikasta. Jalkimmaéisessd yksi
kéasitelty kysymys oli, mind ajanhetkend sammakon
kannattaa hypata, ettd se padsisi halkaisijaltaan suu-
ren metallirullan yli, jos metallirulla pyorii sammakkoa
kohti ja on juuri ja juuri tarpeeksi ohut, ettid sammakko
pédsee sen yli.

Pedagogiikaltaan opettajat erosivat suuresti keskiver-
rosta lukion opettajasta: vélilla opettajat kokosivat ky-
symyksen mahdollisia vastauksia taululle ja pitivéit 44-
nestyksen siitd, miké oli ihmisten mielestd oikea vas-
taus. T4ll4 demonstroitiin, etté tiede ei ole demokraat-
tinen prosessi. Fysiikan tunneilla opettaja muun muas-
sa antoi meiddn ampua paineilmalla toimivaa pullora-
kettia ja demonstroi leikkirahalla, ettei kastunut pape-
ri pala. Raketeista puhuva vierasluennoitsija antoi mei-
déan sytyttaa rakettien sytytyslankoja.

Kévimme my6s yliopiston ulkopuolella: Korolevin kau-
pungissa tutustuimme Vendjian avaruuslentojen johto-
keskukseen, suljetussa Zvezdnyin kaupungissa tutus-
tuimme kosmonauttien valmennuskeskukseen ja jutte-
limme kosmonautti Sergei Zalyutinin kanssa, Zhukovs-
kin kaupungissa tutustuimme lentokonesimulaattorei-
hin ja pienoismallien rakentamiseen, ja Moskovan alu-
eella me kdvimme Sirkuksessa, Kremlissd ja Varpus-
vuorilla.

Kesékoulu oli huippukokemus: me kaikki saimme uusia
ystédvid uuden tiedon kera, ja saimme ainutlaatuisen
mahdollisuuden tutustua venélaiseen kulttuuriin. Pai-
kallinen véesto oli ystavallistd, ja ruokaa ja vettd oli
tarjolla ylen maarin. Venajéan kieltdkin oppi muutaman
uuden sanan verran. Kun me viidentenétoista paivéa-
né ldhdimme paluujunasta, kaikilla oli tippa silméssa.
Kannattiko osallistua? Ehdottomasti.
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Laskutikulla silmaan
Lehtori K.

Jatketaan Solmussa 3/2012 ollutta tarinaa muinaisis-
ta ylioppilastehtévistd. Tutkittavaksi jai vuoden 1903
kevadn kuudentena kysymyksené ollut yhtaloryhmé

axr +by+cz=d
bx +ay+cz=d
cx +by+az=d,

missé kertoimet a, b ja ¢ oletetaan keskendédn erisuu-
riksi. Kirjassa [1], ja myos Kalle Viisélan kuuluisassa
oppikirjassa [2], tehtévin ratkaisuksi annetaan

_d
a+b+c’

miké tietenkin toimii vain silloin, kun a + b + ¢ # 0.
Muussa tapauksessa on kaksi vaihtoehtoa: i) jos d # 0,
niin yhtéléryhmalla ei ole ollenkaan ratkaisua, ja ii) jos
d = 0, niin ratkaisu on x = y = z = ¢, missi ¢ on mie-
livaltainen reaaliluku. Nykylukion vektorikurssin suo-
rittanut ymmaértdd tdmén ratkaisun geometrisestikin:
ryhmén yhtélot esittdvit xyz-koordinaatiston kolmea
tasoa, joiden yhteiset pisteet muodostavat origon kaut-
ta kulkevan suoran

r=y=z=

(z,y,2) =t(1,1,1), t € R.

Entisaikojen koulumatematiikassa ei nahtavésti aina-
kaan yhtdloiden osalta paljoakaan perustettu mate-
maattisesta tdsmaéllisyydestd. Tietynlainen looginen
tarkkuus alkoi ns. uuden matematiikan myota 1970-
luvulla. Jotakin hyvéakin siitd kokeilusta siis saatiin!

Koeviikon alkaessa lehtori etsi lukemattomista kirjois-
taan lapsille sopivia tehtavia, ja kdteen osui taas tdma

mainio yo-tehtédvien kokoelma [1] ja siitd vuoden 1934
kevaalla kysytty kakkostehtéva:

Piste P litkkuu vakinaisella nopeudella pitkin x-akselia
origoa kohti, kunnes se saapuu pisteeseen Q, josta se
nopeudella, joka on puolet edellisestd, jatkaa matkaan-
sa y-akselilla olevaa annettua pistettd R kohti. Missd
kohdassa pisteen Q tulee sijaita, jotta piste P mahdol-
lisimman pian saapuisi pisteeseen R? Piirrd kuvio ja
merkitse pisteen QQ oikea paikka.

Mutta tdméahdn on ddriarvotehtdva! Miten niitd kési-
teltiin 30-luvulla, kun differentiaalilaskentaa alettiin lu-
kioissa opiskella vasta sotien jélkeen? Lehtorikin jou-
tui tovin raapimaan loputtoman koulunkdynnin kovet-
tamaa luunkuoriaistaan kysymysté miettiessddn. Tuon
ajan lukiolaisille ongelma lienee ollut helppo, silla teh-
tavikokoelman [1] ratkaisuosastossa annetaan ainoas-
taan vastauksena oleva piste ) ja opastetaan merkitse-
madn se x-akselille "geometrisesti oikein”. Ja&dkoon teh-
tavé aktiivisen lukijan pohdittavaksi ehdolla, etté rat-
kaisussa ei saa soveltaa ns. korkeampaa matematiikkaa!
Lehtori palaa asiaan jossakin my6hemmaéssé Solmussa.
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