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Johdanto

Lukijan mielesté rationaali- ja reaalilukujoukot tuntu-
vat ehkd samanlaisilta. Rationaali- ja reaaliluvuilla las-
ketaan suunnilleen samalla tavalla. Kummastakin 16y-
tyy mielivaltaisen suuria lukuja ja mielivaltaisen pienia
positiivisia lukuja seka tietysti vastaavat negatiiviset
luvut. On kuitenkin erds ominaisuus, joka tekee reaa-
liluvuista rationaalilukuja paremman systeemin jatku-
van muutoksen kuvailemiseen ja moneen muuhunkin
tarkoitukseen. TA4mé& ominaisuus voidaan ilmaista niin,
ettd jokaisella epatyhjalla, ylhaélté rajoitetulla joukol-
la reaalilukuja on pienin yldraja. Ilmaus voi tédssa vai-
heessa tuntua lukijasta kryptiseltd, ja tutustummekin
tdhén ominaisuuteen téssi kirjoitelmassa. Kaytdn huo-
mattavasti mukaillen erdsta keskustelussa [1] esitettyd
ldhestymistapaa.

Opettavainen satu

Olipa kerran poika nimeltd Pekka, joka ei tuntenut
muita lukuja kuin rationaaliluvut. Lukijan muistin vir-
kistamiseksi mainittakoon, ettd rationaaliluvut ovat
niité lukuja, jotka saadaan kahden kokonaisluvun osa-
méarand, eli muun muassa %, %, %2 ja % ovat rationaa-
lilukuja.

Erdaana paivand Pekka 1ahti kdvelemédn poispain ko-
titalostaan. Kutsumme sitd hetked, jona Pekka lahti
kéaveleméan, hetkeksi 0, ja Pekka kiihdytti kavelyaan

niin, ettd Pekan etéisyys kotitalosta saadaan kaavalla
Etiisyys = Aika?.

Hetkelld 1,5 Pekka havaitsi, ettd han on etdisyydelld
1,52 = 2,25 kotitalostaan. Pekka padtteli, ettd on ollut
hetki hg, jona hian on ollut etéisyydelld 2 kotitalostaan.
Nyt ho toteuttaa yhtalon

hi = 2.

Kuitenkin Pekka tiesi, ettd tdlld yhtalolla ei ole rat-
kaisuja rationaalilukujen joukossa. Koska Pekka tunsi
vain rationaaliluvut, hén oli ymmalladan.

Erdané toisena péavand Pekka teki kédvelyn, jossa han
lahti kotitalostaan, kéveli aikansa ja palasi kotitaloon-
sa. Kutsumme edelleen sitd hetked, jona Pekka lahti
kévelemédn, hetkeksi 0. Talla kertaa Pekka kéveli niin,
ettd hénen etédisyytensd kotitalosta saadaan kaavalla

Etiisyys = Aika — Aika®.

Hetkelld 0 hén oli kotitalossaan, ja hetkelld 1 hén oli
palannut kotitaloonsa. Pekka péaétteli, ettd nédiden het-
kien vélilld on hetki /1, jona hén oli ollut kauimpana
kotitalostaan. Pekka oli opiskellut matematiikkaa, ja
hén tiesi, ettd hy on funktion

fo) =2
derivaatan nollakohta. Nyt

fl(z) =1 - 322
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joten a® on jaollinen neljilli. Mutta koska b ei ole jaollinen
B2 — 1 kahdella, 2b? ei ole jaollinen neljilli, ristiriita. Siis vas-

13 taoletus on véiri, ja rationaalilukua r, jolle r? = 2, ei

Pekka tiesi, ettd tallakdaan yhtalolla ei ole ratkaisuja ra-
tionaalilukujen joukossa, joten Pekka oli taas ymmal-
l44n. Sen pituinen se.

Ongelman muotoilu

Kuten useissa saduissa, myos téssa sadussa on opetus:
rationaaliluvut ovat hyvin puutteellinen lukujarjestel-
maé jatkuvan litkkeen kuvailuun. Lukija lienee térmén-
nyt sellaisiin reaalilukuihin, jotka olisivat auttaneet Pe-
kan hammennykseen: hy = V2 ja hy = \/g . Nama ei-
vit olekaan rationaalilukuja. Lukija lienee torménnyt
my6s muihin reaalilukuihin, jotka eivét ole rationaali-
lukuja. Esimerkkejé téllaisista ovat e ja .

Edelld olemme esimerkinomaisesti maininneet joitakin
reaalilukuja. Nyt kysymys, joka meitd kiinnostaa, kuu-
luu

Mité kaikkia lukuja meiddn on hyviksyt-
téva reaaliluvuiksi, jotta saisimme reaalilu-
vuista hyvin (mm.) jatkuvaa liikettd kuvai-
levan systeemin?

Rationaaliluvut ovat myos reaalilukuja, mutta ne ei-
vat yksin riitd. Mitd muuta tarvitaan? Luettelon anta-
minen kaikista reaaliluvuista vaikuttaa toivottomalta
projektiltal, joten tahdomme jonkun yleisen periaat-
teen, jolla voidaan tuottaa kaikki reaaliluvut.

Palaamme tdhan kysymykseen hetken péadstd, mut-
ta ensin tutkimme motivoivana esimerkkind hiukan

ﬁzta.

ﬁ:sta

Tutkimme sité aukkoa, jonka v/2:n puute rationaalilu-
kujen systeemiin jattéa.

Osoitamme ensin, ettéd ei ole olemassa rationaalilukua
7, jolle 72 = 2. Tésté seuraa, ettd v/2 ei ole rationaali-
luku.

Todistus: Teemme vastaoletuksen, ettd on olemassa ra-
tionaaliluku 7, jolle 72 = 2. Nyt r voidaan esittds muo-
dossa 7, missd a ja b ovat kokonaislukuja. Voimme li-
siaksi olettaa, ettd edellimainittua esitystd on sieven-
netty niin paljon, ettd a:lla ja b:114 ei ole yhteisid te-
kijoitd. Koska (4)* = 2, pitee a® = 2b*. Siis a® on
jaollinen kahdella, joten a on jaollinen kahdella, ja kos-

ka esitys oli sievennetty, b ei ole jaollinen kahdella. Siis

1Ja sité se onkin; tdmi voidaan jopa todistaa.

ole olemassa. [

Tutkitaan sitten sellaisia rationaalilukuja 3 > 0, joille
(%)% < 2. Koska nelidjuurifunktio on kasvava, téllaisil-
le luvuille pétee myos § < V2. Valitaan nyt niin suuri
n €N, ettd 4 < V2— %, eli $+ 4 < V2. Tisti
seuraa (% 4 157 )? < 2. Veddmme seuraavan johtopéé-
toksen: Jos ¢ on mikéd tahansa positiivinen rationaa-
liluku, jolle (%)2 < 2, on olemassa toinen, suurempi

rationaaliluku ¢ + 3=, jolle (% + 3)% < 2.

Vastaavalla péattelylld voidaan nédyttdd seuraava: Jos
% on mikd tahansa positiivinen rationaaliluku, jolle
(%)2 > 2, on olemassa toinen, pienempi rationaalilu-

ku ¢ — 2=, jolle (4 — 14-)2 > 2.

Siis niiden positiivisten rationaalilukujen ¢ joukossa 4,
joille (%)2 < 2, ei ole suurinta alkiota, ja niiden positii-
visten rationaalilukujen ¢ joukossa B, joille ($)? > 2,

b
ei ole pieninté alkiota.

Edellisestd veddmme seuraavan, jatkon kannalta olen-
naisen johtopédatoksen: Ei ole olemassa pieninta ratio-
naalilukua 7, joka olisi vihintdéan niin suuri kuin kaikki
A:n alkiot, eiké ole olemassa suurinta rationaalilukua
%, joka olisi korkeintaan niin pieni kuin kaikki B al-
kiot.

Joukkojen A ja B vilissé on siis aukko, johon /2 kuu-
luisi. Seuraavassa luvussa esitdmme periaatteen, jolla
kaikki tallaiset aukot voidaan tilkita.

Kuinka reaaliluvut saadaan aikaan?

Téassé luvussa esitdémme vihdoin sen periaatteen, joka
tuottaa kaikki reaaliluvut. Aloitamme kuitenkin parilla
méadritelméalla.

Olkoon A epatyhja joukko rationaalilukuja. Sanomme,
ettd A on ylhéalta rajoitettu rationaalilukujen joukos-
sa, jos on olemassa rationaaliluku ¢, jolle a < ¢ kaikilla
joukon A alkioilla a.

Olkoon A epétyhja joukko rationaalilukuja. Sanomme,
ettéd reaaliluku r on joukon A ylaraja, jos kaikilla jou-
kon A alkioilla a patee a < r. Sanomme, ettd reaali-
luku 7’ on joukon A pienin yliraja eli supremum, jos
seuraavat kaksi ehtoa péatevit

e 1’ on joukon A yliraja.
e Jos reaaliluku r” on joukon A yliraja, niin v’ < r”.

Nyt kaikki reaaliluvut saadaan tuotettua seuraavalla
periaatteella:
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Periaate 1. Jos A on epdtyhji joukko rationaaliluku-
ja, joka on ylhddltd rajoitettu rationaalilukujen joukos-
sa, niin on olemassa reaaliluku r, joka on joukon A
pienin yldaraja.

Tutkitaan viela Pekan tilannetta. Hén siis tarvitsee re-
aaliluvut /2 ja
se on niiden positiivisten rationaalilukujen a joukko,
joille a? < 2. Nyt /2 saadaan joukon Ag pienimpéini,
ylarajana. Vastaavasti, jos A1 on niiden positiivisten

%. Miéritellién joukko Ao niin, ettd

rationaalilukujen a joukko, joille a? < %, niin \/g saa-
daan joukon A; pienimpéné yldrajana.

Toivon, ettd téssd vaiheessa lukijasta ei tunnu silté,
ettd ammumme tykilla kdrpastd. Olemme kunnolla pe-
rustelleet ainoastaan kahden reaaliluvun v/2:n ja \/g n
tarpeen, mutta Periaate 1 tuottaa reaalilukuja vaikka
milld mitalla. Kuitenkin kaikki néin syntyvit reaali-
luvut tarvitaan, jotta saadaan kehitettyd kunnollinen
jatkuvaa muutosta kuvaava teoria.

Desimaalikehitelmat

Lukija on saattanut tormétd reaalilukujen luonneh-
dintaan desimaalikehitelminé, jotka mahdollisesti ovat
padttyméattomia. Téssd luvussa selitdmme, miksi té-
maé reaalilukujen luonnehdinta tuottaa saman tuloksen
kuin Periaate 1. Késittelemme vain ei-negatiivisia luku-
ja. Negatiiviset luvut voidaan késitelld samantapaisella
menetelmalla.

Olkoon a,ajasas ... desimaalikehitelmé, missa a on ko-
konaisosa ja ai,as,as,... desimaalit. Muodostetaan
rationaalilukujoukko A, jonka jésenet ovat seuraa-
vat rationaaliluvut, joita on mahdollisesti ddrettomén
monta

a,aq
a,aia
a,ai1azas3

Nyt joukko A ndhdéén helposti ylhdélta rajoitetuksi, ja
sen pienin ylaraja on juuri reaaliluku, jonka desimaali-
kehitelmé on a,aiasas .. ..

Kaéntéen, olkoon x reaaliluku, joka on rationaaliluku-
joukon A pienin yldraja. Muodostetaan rationaaliluku-
joukko A’ siten, ettd a € A’, jos on olemassa b € A,
jolle b > a. Nyt x on joukon A’ pienin yliraja. Olkoon
a suurin kokonaisluku, joka kuuluu joukkoon A’. Ol-
koon a,a; suurin yksidesimaalinen desimaalikehitelma,
joka kuuluu joukkoon A’. Olkoon a,aias suurin kak-
sidesimaalinen desimaalikehitelmé, joka kuuluu jouk-
koon A’. Téssé siis tosiaan luku a on sama kuin luvun
a,a1 kokonaisosa, ja luvun a,a;as kokonaisosa ja ensim-
maéinen desimaali ovat samat kuin luvulla a,a;. Jatka-
malla prosessia saadaan aikaan kaikki x:n desimaalit.

Reaalilukujen ominaisuuksia

Olkoon A joukko reaalilukuja. Mé&aritelldén A:mn yla-
raja ja pienin ylaraja (eli supremum), samoin ylhaalta
rajoitettuus samoin kuin teimme sen rationaalilukujou-
koille. Sen avulla, ettd Periaate 1 tuottaa kaikki reaa-
liluvut, voidaan todistaa seuraava teoreema:

Teoreema 2. Olkoon A epdtyhja, ylhdalta rajoitettu
joukko reaalilukuja. Talloin on olemassa reaaliluku T,
joka on joukon A pienin ylaraja.

Taman teoreeman todistus jatetddn harjoitustehtavék-
si. Todistusstrategia on selitetty luvussa Pahkingité.

Periaatteella 1 tuotetut reaaliluvut auttavat myos Pe-
kan pélkahésta sekd moniin muihin samankaltaisiin ti-
lanteisiin. Voidaan nimittdin todistaa seuraavaksi esi-
tettavat teoreemat. Annamme teoreemoille perustelut,
jotka kenties saavat ne tuntumaan uskottavilta. Jos pe-
rustelut aiheuttavat lukijalle hahmotusvaikeuksia, ku-
vien piirtdminen auttaa. Lukijan kannattaa huomata,
ettd perustelumme eivét ole matemaattisia todistuksia.

Teoreema 3. Olkoon f: R — R jatkuva funktio. OI-
koon a < b kaksi reaalilukua ja c reaaliluku, joka on
lukujen f(a) ja f(b) vdlissa. Talloin on olemassa reaa-
liluku y, a <y < b, jolle f(y) = c.

Perustelu: Oletetaan f(a) < f(b). Olkoon A niiden
reaalilukujen z joukko, jotka ovat vdhintddn yhtisuu-
ria kuin a ja korkeintaan yhtédsuuria kuin b, ja joille
f(2) < c. Nyt luku y saadaan joukon A pienimpéna
ylarajana.

Jos f(a) > f(b), muodostetaan g(z) = —f(z),d =
—c ja sovelletaan edellisen kappaleen tulosta olioille
g7cl7a7 b'

Teoreema 4. Olkoon a < b reaalilukuja ja f: [a,b] —
R jatkuva funktio. Talloin on olemassa © € [a, b] siten,
ettd funktio f saa pisteessd x suurimman arvonsa.

Perustelu: Olkoon c¢ funktion f kuvajoukon supremum.
Tassa vaiheessa emme vield tiedé, ettd kuvajoukko on
ylhééltd rajoitettu. Asetetaan ylhééltd rajoittamatto-
man osajoukon supremumiksi oo, eli jos kuvajoukko on
rajoittamaton, ¢ = oo.

Valitaan ag = a ja by = b.

Olkoon zy valin [ag,bg] keskipiste. Tutkitaan véleja
[ag, o] ja [To, bo]. VAhintddn toisen nédistd vileistd ku-
vajoukon supremum on c. Valitaan aj:ksi ja by:ksi té-
mén vélin padtepisteet, a; < by. (Jos edelld kumman-
kin valin kuvajoukon supremum on ¢, valitaan vain toi-
nen naista valeista.)
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Olkoon x; vélin [a,b1] keskipiste. Tutkitaan véleja
[a1, 1] ja [z1, b1]. Vahintddn toisen néista véleistd ku-
vajoukon supremum on c. Valitaan as:ksi ja bo:ksi té-
mén vilin padtepisteet, as < by. (Jos edelld kumman-
kin valin kuvajoukon supremum on ¢, valitaan vain toi-
nen néisté véleista.)

Jatkamalla prosessia &darettomiin, saadaan &areton
kasvava jono ag,ai,as,... ja adreton vihenevéd jono
bo, b1, ba, . ... Lisdksi vélin [a;, b;] pituus ldhenee nol-
laa, kun i — oo. Valitaan x:ksi joukon {ag,a1,as,...}
supremum, joka sijaitsee jokaisella valilla [a;, b;], ¢ € N.
Nyt f(x) = ¢, ja koska f saa arvon ¢, ¢ # co.

Tarkat todistukset kidyddan yleensa lapi ensimmaisilla
yliopiston matematiikan kursseilla.

Pahkinoita

Kaikissa pahkinoissa saat kdyttdd vapaasti kaikkia tés-
sé kirjoitelmassa mainittuja tuloksia sekd muita tunte-
miasi matematiikan tuloksia.

1. Olkoon A neli6, jonka sivun pituus on 1. Laske A:n
lavistdjan pituus ja totea, etté rationaaliluvut eivét
ole riittavid edes yksinkertaisen geometrian tekemi-
seen.

2. Osoita, etté % ei ole rationaaliluku.

3. Olkoon A joukko reaalilukuja. Sanomme, ettd x € R
on joukon A alaraja, jos x < a kaikilla a € A.
Sanomme, ettd A on alhaalta rajoitettu, jos silld
on alaraja. Olkoon A epityhjé, alhaalta rajoitettu
joukko reaalilukuja. Osoita, ettéd joukolla A on suu-
rin alaraja.

4. Luvussa Desimaalikehitelméat konstruoitiin joukko
A’. Osoita, ettd seuraava pitee: Jos a € A, ja r
on mikéd tahansa rationaaliluku, jolle r < a, niin
reA.

5. Kappaleessa Desimaalikehitelmét konstruoitiin de-
simaalikehitelma joukon A yldrajalle. Konstruktios-
sa oletettiin perustelematta seuraava: Jos a on n
ensimmadistd desimaalia sisdltédva konstruktion vai-
he ja b on n + 1 ensimmaistd desimaalia sisaltava
konstruktion vaihe, niin b:n n ensimmaisté desimaa-
lia ovat samat kuin a:n n ensimmaéistd desimaalia.
Todista kyseinen viite.

6. Olkoon ¢ rationaaliluku ja A niiden rationaaliluku-
jen joukko, jotka ovat korkeintaan yhtasuuria kuin
q. Osoita, ettd g on joukon A pienin yldraja.

7. Todista Teoreema 2. Sinun kannattaa seurata seu-
raavaa strategiaa:

(a) Todista, ettd jos rg,r; ovat reaalilukuja, ro <
r1, niin on olemassa rationaaliluku g, jolle r¢ <
q < ri. Tassd kannattaa kayttdd hyvaksi sité,
ettd Periaate 1 tuottaa kaikki reaaliluvut.

(b) Todista, ettd jos A on ylhaalta rajoitettu joukko
reaalilukuja, on olemassa rationaaliluku ¢, joka
on joukon A ylaraja. Tassa voit kdyttad hyviksi
sité, ettd Periaate 1 tuottaa kaikki reaaliluvut.

(¢) Olkoon A ylhdalta rajoitettu joukko reaaliluku-
ja. Muodosta niiden rationaalilukujen ¢ joukko
B, joille on olemassa a € A, jolle ¢ < a. Péatte-
le kayttaen edellistd pykalaa, etta B:1la on ylé-
raja, joka on rationaaliluku.

(d) Olkoon A ja B kuten edellisessé pykélassd. Ol-
koon ¢ joukon B ylaraja. Osoita, ettd g on jou-
kon A ylaraja. Kaytd hyvéaksi pykalda a.

(e) Olkoon A ja B kuten edellisessé pykélissa. Ol-
koon ¢ joukon B pienin ylaraja (tdllainen on
olemassa pykélidn c ja Periaatteen 1 nojalla).
Osoita, ettd ¢ on joukon A pienin ylaraja.

8. Tamaé tehtavé koostuu kolmesta kohdasta.

(a) Olkoon A niiden rationaalilukujen joukko, jotka
ovat pienempié kuin 1, ja z joukon A pienin yla-
raja. Sovella luvussa Desimaalikehitelmét mai-
nittua menetelméé ja konstruoi luvulle = desi-
maalikehitelma.

(b) Olkoon B niiden rationaalilukujen joukko, jot-
ka ovat korkeintaan yhtasuuria kuin 1, ja y jou-
kon B pienin yldraja. Sovella luvussa Desimaa-
likehitelm&t mainittua menetelma4 ja konstruoi
luvulle y desimaalikehitelmaé.

(¢) Osoita, ettd edelld x = y. Strategia: Tee vas-
taoletus = # y ja paittele z < y. Osoita, et-
td lukujen x ja y keskiarvolle k (joka on re-
aaliluku, voit olettaa tdmén tunnetuksi) pétee
r < k < y. Kéyté edellisen tehtdvin pykalda a
ja péattele, ettd on olemassa rationaaliluku g,
jolle z < g < k, ja johda tésté ristiriita.

Viitteet

[1] Taydellisyysaksiooma,
http://solmu.math.helsinki.fi/cgi-bin/
yabb2/YaBB. pl?num=1209209108/0#0
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