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Pitkan matematiikan opetussuunnitelmasta

Padkirjoitus

Helsingin yliopiston matematiikan ja tilastotieteen lai-
toksen johtaja, professori Mats Gyllenberg kuuluu jos-
sakin yhteydessa sanoneen, ettd "yhtddn ihmiskunnan
suurista ongelmista ei ratkaista ilman matematiikan
apua”. Ajatusta voi tdydentdd toteamalla, ettd tuskin
on olemassa yhtdén téllaista ongelmaa, jonka ratkaise-
misessa tarvittava matematiikka ei tavalla tai toisella
pohjautuisi edellisen Solmun pédkirjoituksessa [1] lu-
kion pitkdn matematiikan opetussuunnitelman pohjak-
si ehdottamaani asialistaan. Seuraavassa pohditaan té-
té seitsemin kohdan ohjelmaa hieman yksityiskohtai-
semmin. Sen sisdltd vastaa suurelta osin nykyistd ope-
tussuunnitelmaa, mutta asiat ovat oppimisen ja myos
fysiikan kannalta paremmassa jarjestyksessd. Nykyiset
valtakunnalliset syventavét kurssit sisaltyvat karsittui-
na esittdmédni pakolliseen oppiméaédraan.

1. Opiskelu alkaa reaalilukujen laskulakien ja ominai-
suuksien esittelylld. Verrannollisuus ja prosenttilaskut
kerrataan harjoitustehtavissa. Paasisaltond on perehty-
minen algebrallisten, eksponentti- ja logaritmifunktioi-
den ominaisuuksiin. Niihin liittyvien lausekkeiden, yh-
téloiden ja epédyhtéloiden késittely suoritetaan samassa
laajuudessa kuin nykyisinkin. Lasketaan my6s funktioi-
den ja lukujonojen raja-arvoja. Tamé ei raskauta op-
pimadria, vaan pikemminkin lisdd ymmaéarrysté esimer-
kiksi rationaalifunktioiden méérittelyehdoista. Maéari-
tellddn funktion jatkuvuus ja todetaan jatkuvan funk-
tion perusominaisuudet. Juurifunktiot ja potenssi, mis-
sé eksponenttina ei ole kokonaisluku, késitellaén ennen
eksponenttifunktioon perehtymisté. Logaritmien osal-
ta keskitytddn pddasiassa Briggsin logaritmiin, mutta

johdetaan my6s kantaluvun vaihtosdénto. Luonnollinen
logaritmi opiskellaan my6hemmin analyysin yhteydes-
sé. Kadnteisfunktioita késitelladn esimerkkien kautta.

2. Logiikka ja lukuteoria otetaan osaksi pakollista oppi-
maéaarad, silld, kuten monet ovat todenneet, matematii-
kan opetuksen on seurattava aikaansa. Logiikan alkeet,
induktio, Boolen algebra ja joukko-opin peruskésit-
teet ovat kongruenssiopin liséksi tdméan osion keskeisia
asioita. Sovelluksina esitellddn lukuteoriaan perustu-
via salakirjoitusjarjestelmia, erityisesti RSA-algoritmi.
Sivustolla http://avoinoppikirja.fi oleva oppikirja
[2] kattaa suunnilleen ndmé asiat.

3. Suora ja epdsuora todistus on opittu edeltdvissé
logiikan osiossa, joten valmiudet deduktiiviseen geo-
metrian opiskeluun ovat olemassa. Paédttelyn pohjak-
si annetaan tiettyja selvidind pidettdvia lauseita. Eréi-
den Eukleideen-Hilbertin aksioomien lisdksi niitd ovat
mm. samankohtaisia kulmia koskeva lause sekd kolmioi-
den yhtenevyys- ja yhdenmuotoisuuslauseet. Tarkoi-
tuksena ei ole problematisoida intuitiivisesti selvié to-
tuuksia vaan ndyttdd muutaman esimerkin avulla, mi-
ten vaittdmat todistuvat loogisesti tietyistd perusteis-
ta ldhtien. Padasiana on oppia soveltamaan algebraa
ja yhdenmuotoisuutta geometrisissa ongelmissa. Moni-
kulmioiden pinta-aloja johdetaan suorakulmiosta lah-
tien. Yleisempien kappaleiden tilavuudet annetaan val-
miina, joskin erdité niistd voi johtaa kirjoituksessa [3]
esitetylla tavalla. Opitaan sini- ja kosinilauseet, ja téssa
yhteydessé laajennetaan trigonometristen funktioiden
maédritelmét mielivaltaisille kulmille. Vektoreita tarkas-
tellaan alustavasti jo nyt méarittelemalld niiden sum-
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ma ja erotus, luvulla kertominen ja yhdensuuntaisuus,
miltd pohjalta voidaan késitella vektorin jakaminen ta-
sossa komponentteihin. Vektorioppi antaa perspektii-
vié erdille geometrian lauseille ja niitd tarvitaan myos
fysiikassa. Sen opiskelu on helpompaa, jos hallitsee kul-
loinkin tarvittavat matemaattiset kéasitteet. Lukiossa
matematiikan on kuljettava fysiikan edella.

Namé kolme asiakokonaisuutta muodostavat ensim-
méisen lukiovuoden oppimédrén. Opettajalla on oltava
mahdollisuus oman harkintansa mukaan kiihdyttaa tai
hidastaa etenemisnopeutta opettamansa ryhmén tar-
peita vastaavaksi. Matematiikan opiskelu tulisikin jar-
jestdd jaksottomaksi késittaméaan viisi tai kuusi oppi-
tuntia viikossa koko lukuvuoden ajan, onhan pitkd ma-
tematiikka sen valinneille didinkielen ohella koulun tér-
kein oppiaine. Aikaa kédytetdan pikemminkin syvyys-
suunnassa tapahtuvaan opiskeluun, joten perusasiat
ehditdan kaymaén lapi kaikkialla lukuvuoden loppuun
mennesséd. Talloin esimerkiksi koulun vaihto ei aiheu-
ta merkittavid ongelmia. Luultavasti erédisséd muissakin
oppiaineissa on tarvetta palata jaksottomaan opiske-
luun. Koulun hallinnon on tésséd joustettava, silla sen
tehtédvahan on taata oppimisen edellytykset eikd tuho-
ta niitd opetusta byrokratisoimalla.

4. ja 5. Trigonometria, kompleksiluvut, vektorioppi
ja analyyttinen geometria muodostavat monin tavoin
toisiinsa kietoutuvan kokonaisuuden, joka on parasta
aloittaa vektoreilla. Opiskellaan aluksi muotoa xi + yj
olevien vektorien yhteen- ja vdhennyslasku, reaalilu-
vulla kertominen, pituus ja yhdensuuntaisuus. Trigo-
nometriset funktiot on jo mééritelty yksikkGympyrian
avulla, joten radiaaniin tutustumisen jilkeen voidaan
todistaa kosinin ja sinin yhteen- ja vidhennyslaskukaa-
vat, kuten kirjoituksessa [4] on tehty. Trigonometristen
funktioiden perusominaisuuksien johtamisen jalkeen
padstadn perehtymaéén yhtaloihin seké ilman derivoin-
tia ratkeaviin dariarvotehtéviin. Kompleksiluvut esite-
tddn zy-tason lukupareina, joille madritelladn alussa
opitun vektorilaskennan liséksi kertolasku. Luonnolli-
sesti opitaan my0s kompleksiluvun tavanomainen esi-
tystapa, napakoordinaattiesitys ja de Moivren kaava.
Polynomien jaollisuusoppi tédydennetddn algebran pe-
ruslauseen avulla. Vektorilaskentaa voidaan nyt jatkaa
esittelemalld aluksi xyz-koordinaatisto tavanomaisine
kantavektoreineen. Komponenttiesitysten rinnalle ote-
taan koordinaattiesitykset ja niiden avulla suoritetta-
vat laskutoimitukset. Méadritellidn skalaaritulo ja to-
distetaan sitéd koskevat laskusdédnnot. Maéritellaan vek-
toritulo ja annetaan sitd koskevat laskusddnnot ilman
todistuksia. Esitetddn suuntaissdrmion tilavuus ska-
laarikolmitulon itseisarvona. Analyyttisen geometrian
osuus aloitetaan ry-tason suoran vektoriyhtalollé, jo-
ka voidaan saman tien todeta dimensiosta riippumat-
tomaksi. Vektoriyhtélostd johdetaan suoran paramet-
riyhtalo ja siitéd edelleen tavanomainen yhtélé. Kulma-
kertoimeen ja sen trigonometriseen merkitykseen péaés-
taan suuntavektorin avulla. Johdetaan zy-tason suoran

normaaliyhtélo vaatimalla, ettd annetun pisteen kautta
kulkeva suora on kohtisuorassa tunnettua vektoria vas-
taan. Samalla tavalla saadaan xyz-koordinaatiston ta-
solle normaaliyhtél6. Johdetaan kaava pisteen etaisyy-
delle zy-tason suorasta ja xyz-koordinaatiston tasosta.
Hy6dynnetéddn vektoreita mahdollisimman tehokkaas-
ti kaikissa muissakin suoria ja tasoja koskevissa kysy-
myksissi. Lineaarisia yhtaloryhmié ratkaistaan seké al-
gebrallisesti ettd geometrisesti. Toisen asteen kayria ka-
sitellddn nykyistd perusteellisemmin. Ellipsi, paraabeli
ja hyperbeli méaritellidn yhdenmukaisesti uraominai-
suuden kautta ja niille johdetaan parametriesityksia.
Niiden tangentteja maéritetdén tavanomaisen diskrimi-
nanttitarkastelun lisdksi laskemalla kayrien sekanttien
kulmakertoimien raja-arvoja. Néin saadaan differenti-
aalilaskennan perusajatus kirkastettua niin, ettei se va-
littomaésti katoa muodollisten derivoimissédantdjen alle.

6. Todennéakoisyyslaskenta aloitetaan kombinatoriikan
alkeilla. Binomilause todistetaan (ks. [5]), silld sita tar-
vitaan my6hemmin my6s potenssin derivoimissd&ntoa
johdettaessa. Tilastollisen aineiston keskiarvo ja keski-
hajonta késitelldédn, koska niitd tullaan tarvitsemaan
normaalijakauman yhteydessé. Joukko-opin kisitteet
ja merkinnat tulevat luontevasti kayttoon todenné-
koisyyttd madriteltdessa ja laskusdéntoja johdettaessa.
Todennékoisyyslaskennan keskeistd sisdltod geometri-
sen, tilastollisen ja ehdollisen todennédkoéisyyden lisdksi
ovat adrellisiin kenttiin liittyvéit diskreetit satunnais-
muuttujat. Niiden todennékoisyysjakaumista esitetdan
my6s massatulkinta, miké selkiyttédd odotusarvon ja va-
rianssin késitteitd. Toistokokeisiin liittyvien tehtdvien
vhteydessd kertautuvat eksponentti- ja logaritmifunk-
tioiden ominaisuudet.

Opiskelun precalculusvaihe on néin saatu péadtokseen,
ja on luotu luja pohja korkeamman matematiikan opis-
kelulle. Sen voi aloittaa jo toisen opiskeluvuoden ke-
vaalla valittomasti todennékoisyyslaskennan tultua ka-
sitellyksi. Aikataulut ovat jarjestelykysymyksié.

7. Analyysin opiskelu aloitetaan derivaatan mééaritel-
malld, jonka soveltamista harjoitellaan perusteellises-
ti. Yleisten derivoimissdantojen todistamisen jélkeen
paddytdén johtamaan alkeisfunktioiden derivaatat. Sa-
malla harjoitellaan my6s integraalifunktion muodosta-
mista, kuten opetussuunnitelmaehdotuksessa [6] esite-
tdan. Naiden laskutoimitusten opiskelu samanaikaisesti
estdnee niiden sekaantumisen my6hemmissd opinnois-
sa. Luonnollisesti integrointitekniikkaa on harjoitelta-
va vield erikseen ennen méardtyn integraalin késitte-
lya. Funktion kulkuun liittyvét asiat perustellaan vé-
liarvolauseen avulla. Tavanomaisten sovellusten lisak-
si kasitelladn yhtalon numeerinen ratkaiseminen New-
tonin menetelmalla, silld siind tulee taas kerran esille
differentiaalilaskennan ydin. Tédhén kaikkeen riittad ai-
kaa, koska opiskelua ei tarvitse alati keskeyttdd uusien
funktiotyyppien esittelyyn. Maédratty integraali méaari-
telladn ala- ja ylasummia kéiyttden. Induktiota opetel-
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taessa on todistettu erilaisia kokonaislukujen potens-
sisummia, joiden avulla voidaan todeta, ettd tietylld
vililld esimerkiksi funktion g(z) = 3 tasavilisilld ala-
ja ylasummilla on yhteinen raja-arvo. Tamén jalkeen
oppilaan on helppo hyviksya, ettd sama pétee aina-
kin jatkuville funktioille. Ennen méératyn integraalin
ja integraalifunktion vélisen yhteyden johtamista laske-
taan integraalien likiarvoja puolisuunnikasmenetelmal-
14. Se havainnollistaa hyvin sitd, mistd integraalilasken-
nassa on kysymys. Méaaratyn integraalin osalta nykyi-
seen oppiméaraan lisdtdan fysiikan sovelluksia, ensim-
méisen kertaluvun separoituvia differentiaaliyhtéloité,
epéoleelliset integraalit ja jatkuvia satunnaismuuttu-
jia koskeva todennékoisyyslaskennan osuus, joka hui-
pentuu normaalijakauman késittelyyn. Viimeisena ka-
sitelldan sarjat, koska nyt on mahdollista testata niiden
suppenemista myos integraalitestein.

Tallaisen pitkdn matematiikan oppimééaran kunnolli-
nen suorittaminen takaa padsyn matematiikan taito-
ja edellyttaviin korkeakouluopintoihin ja suurella to-
dennékoisyydellda my6s niissé menestymisen. Tehokas
opiskelu edellyttda taitavasti laadittua oppimateriaa-
lia. Harjoitustehtévissa laadun on korvattava méara.
Hyvé periaate on, ettd matematiikkaa sovelletaan ma-
tematiikkaan, eli aikaisemmin opitut asiat esiintyvét
osina mythempié harjoitustehtavid. Nain oppiméara ei
pirstaloidu erillisiin osiin. Arkieldméan sovellusten tulee
olla jarkevid. Oikein mitoitettu oppimateriaali ja hyva
kouluopetus ei pureksi kaikkea valmiiksi. Harjoitusteh-
tédvia ratkaisemalla oivalletaan asioiden vélisid yhteyk-
sid ja opitaan laskurutiineja, mitd kukaan ei voi tehda
kenenkédn puolesta. Matematiikka kasvaa osaksi har-
rastajansa keskushermostoa, ja ndin juuri sen on ol-
tava, jos joskus aikoo osallistua ”ihmiskunnan suurten
ongelmien ratkaisemiseen”. Muussa tapauksessa niiden
pohtiminen jaa hyodyttoméksi taivasteluksi.

Ylioppilaskoe saisi perustua pelkéistédan tésséd ehdotet-
tuun pakolliseen oppiméérdan, joskin sen lisdksi voi-
daan opiskella koulukohtaisia syventdvid oppiméaria.
Sopivia aihepiireja 10ytyy analyyttisesta geometriasta,
silld esimerkiksi toisen asteen kayrid on mukava tut-
kia napakoordinaatistossa ja vektorituloon liittyvat to-
distukset ovat my6s syventédvdd oppiainesta. Geomet-
riaakaan ei ole tyhjentévésti opiskeltu pakollisen osuu-
den yhteydessé ja lukuteoriaa voi aina opiskella lisda.
Analyysin rinnalla voidaan opiskella differentiaaliyhté-
16itéa. Vektoriopin jatkoksi sopii erinomaisesti myos li-
neaarialgebra. Sen voi jakaa konkreettiseen kaksi- ja
kolmiulotteiseen osaan ja abstraktimpaan osaan, jossa
vektoreita ja matriiseja tarkastellaan yleisemmin.

On outoa, ettd oppimateriaalien tekeminen on jatet-
ty sisaltod koskevan kontrollin tavoittamattomiin yk-
sityiseksi liiketoiminnaksi. Matematiikan kannalta oli-
si parempi, jos opetushallitus virviisi ammattimate-
maatikoita laatimaan ja tarkistamaan vapaasti kéy-

tettavit koko lukion kattavat oppikirjat. Avoin-kirja-
projektissa tyoskentelevit saattaisivat olla ydinjoukko-
na niiden laatimisessa. Taman kirjoituksen seitsenkoh-
tainen ohjelma on kaikin puolin sopiva jésennys yksi-
tyiskohtaiselle opetussuunnitelmalle ja siihen pohjau-
tuvalle oppikirjasarjalle, silld siiné esitetyt asiat on jo-
ka tapauksessa opittava ja ne on asetettu kohtuullisen
loogiseen jarjestykseen. Mitd muuta lukion pitkd ma-
tematiikka voisi olla?

Sanomattakin on selvidd, ettd pitkdn matematiikan
opiskelu on aloitettava valittémaésti lukion alkaessa. Mi-
hinkéd&n kahdesta neljaén kaikille yhteisiin kursseihin
ei ole mahdollisuutta eikd motiivia. Ne johtaisivat yk-
sinomaan tyhjakéyntiin ja turhautumiseen, silld mate-
maattisesti heikoin lukioon tuleva oppilasaines ei hal-
litse alkeitakaan kirjaimilla laskemisesta ja numeeriset
taidotkin ovat hukassa. Mikéén ei endd lukiossa saa hi-
dastaa oppimaan haluavien ja kykenevien etenemista.

Lukion lyhyen matematiikan oppimaéraa on kehitet-
tavd nykyistd paremmin vastaamaan matemaattisesti
heikompien oppilaiden tarpeita. Se voisi sisdltdd ar-
kielamén laskentoa késittelevin kokonaisuuden, jonka
péalle olisi mahdollisuus valita lisdkursseja, joilla opi-
taan yhteiskunnallisten yliopisto-opintojen, OKL:n ja
erdiden amk-opintojen kannalta olennaisia asioita. Ly-
hyestd matematiikasta lisdd seuraavassa Solmussa.

Markku Halmetoja
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P = NP -ongelma — mika se on?

Tuomas Korppi

Johdanto

Tassa kirjoitelmassa esittelemme erdan kuuluisimmis-
ta avoimista matemaattisista ongelmista. Kyse on P =
NP -kysymyksesté, joka kysyy, voidaanko tiettyja tie-
tokoneella suoritettavia laskentoja suorittaa nopeas-
ti. Yhtélossd P tarkoittaa nk. polynomisessa ajassa
laskettavia ongelmia ja NP nk. polynomisessa ajassa
ei-deterministisesti laskettavia ongelmia. Namé késit-
teet méidritellddin myohemmin téssd tekstissd. Yhtalo
P = NP siis vaittaa, ettd ndmé kaksi ongelmaluokkaa
ovat samat. Onko ndin? Sitd kukaan ei tieda.

Koska kyse on matemaattisesta ongelmasta, ratkaisuk-
si vaaditaan todistusta jommalle kummalle seuraavis-
ta:

e Todistus sille, ettid kyseiset luokat ovat samat.
Tama voitaisiin todistaa mm. tekem4lla tiettyja N P-
luokkaan kuuluvia ongelmia nopeasti ratkova tieto-
koneohjelma.

e Todistus sille, ettd luokat ovat eri. Tamé tar-
koittaisi todistusta sille, ettd on mahdotonta teh-
da tiettyja N P-luokkaan kuuluvia ongelmia nopeasti
ratkovaa tietokoneohjelmaa.

Jos joku saa P = NP -kysymyksen ratkaistua, Clay
Mathematics Institute on luvannut ratkaisusta mil-
joonan dollarin palkinnon. Yllattdavaa kylla, palkinto

olisi periaatteessa mahdollista saada riittédvin hyvalla
Miinaharava-pelin analyysilla.

Laskennasta

Tassa kirjoitelmassa tarkoitamme tietokoneohjelmalla
ohjelmaa, joka saa aluksi yhden syotteen, joka on &a-
rellinen merkkijono?, laskee sité aikansa, ja lopuksi pa-
lauttaa joko merkkijonon "Kylla” tai merkkijonon "Ei”.
Tavallisessa tietokoneessa on rajallinen mééra muistia,
ja tavallisissa yhteyksissa on rajallinen méaré aikaa las-
kennalle, mutta laskennan teoreettisessa tarkastelussa
oletetaan, ettd ndmaé suureet ovat riittdvan suuria kéa-
silld olevan laskennan loppuunviemiseksi, olivatpa ne
kuinka suuria tahansa, kunhan ne ovat airellisia. Sa-
moin ohjelman saama syote saa olla kuinka pitké ta-
hansa, kunhan se on aérellinen.

Polynominen aika

Olkoon T' tietokoneohjelma edellisessa luvussa kuvail-
lussa mielessd. Merkitadn f(1):114 pisintd aikaa, jonka
ohjelma kéyttdd yhden merkin mittaisen syotteen kéa-
sittelyyn. Yhden merkin mittaisia syotteitd on useita,
ja merkitsemme siis f(1):114 maksimia kaikkien yhden

Yhteen merkkijonoon voidaan koodata vaikka milld mitalla tietoa, eli ohjelmamme voi saada sybtteeksi esimerkiksi useita lukuja

vaikkapa puolipisteelld erotettuna.
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merkin mittaisten syotteiden vaatimista ajoista. Merki-
tadn f(2):1la pisinté aikaa, jonka ohjelma kiyttaa kah-
den merkin mittaisen syotteen késittelyyn ja niin edel-
leen. Néin saamme funktion f: N — N (voidaan olet-
taa, etta laskenta-ajat ovat kokonaislukuja, ja voidaan
asettaa f(0) = 0).

Tyypillisesti lim, _, f(n) = oo, ja meita kiinnostava
kysymys on:

Kuinka nopeasti f ldhenee ddretonta?

Sanomme, ettd ohjelman T vaatima aika on polynomi-
nen, jos on olemassa (kokonaiskertoiminen) polynomi
Q, jolle f(n) < Q(n) kaikilla n. Téssé silld, miké on yk-
kosté edustava ajanjakso f:n madritelméssé ei ole mer-
kitystd. Samat ohjelmat ovat polynomisia, valittiinpa
tuo ajanjakso lyhyeksi tai pitkéksi.

Jos ohjelman T vaatima aika on polynominen, ohjel-
maa T pidetdén yleensd nopeana. Tama johtuu siité,
ettd n:n kasvaessa minké tahansa polynomin Q(n) ar-
vo kasvaa kohti dédretontd suhteellisen hitaasti. Poly-
nominen ohjelma onkin oikeasti nopea, jos polynomin
(@ aste on pieni. Jos polynomin ) aste on suuri, voi
ohjelma olla kdytdnnossé liian hidas, vaikka se olisikin
polynominen.

Jos ohjelman T vaatima aika ei ole polynominen, se
on niin hidas, ettd laskenta yhtddn pidemmilld syot-
teilld on kéytdnnossd toivotonta. Eksponenttifunktio
f(n) = 2™ kasvaa nopeammin kuin mik&&n polyno-
mi. Voidaan siis todistaa, ettd jos @ on polynomi, on
olemassa sellainen ng € N, ettd kaikilla n > ng pétee
f(n) > Q(n). Ei-polynomisten tietokoneohjelmien ai-
kavaatimukset ovatkin melko usein joitakin eksponent-
tifunktion johdannaisia.

Esimerkki 1. Olkoon T ohjelma, joka saa sydtteenddn
listan lukuja sekd luvun k, ja joka tutkii kdymdlld listan
lapi, onko luku k listassa. Tdllaiselle ohjelmalle par-
haan polynomin Q aste on yksi, eli T on polynominen
ja mopea.

Esimerkki 2. Tdssd esimerkissd puhutaan alkuluku-
testeistd, eli ohjelmista, jotka saavat sydtteenddin kym-
menjdarjestelmdssd esitetyn luvun ja palauttavat tiedon
stitd, onko kyseessd alkuluku. Huomautamme, ettd kun
puhumme siitd, onko joku alkulukutesti polynominen,
emme tarkoita, ettd onko ohjelman suoritusaika kor-
keintaan joku sydtteend saadun luvun polynomi, vaan
sitd, onko ohjelman suoritusaika korkeintaan joku syot-
teend saadun luvun kymmenjdrjestelmdesityksen pituu-
den polynomi. Esimerkiksi luvun 1000000 kymmen-
jarjestelmdesityksessi on seitsemdn merkkid, mikd on
huomattavasti vihemmdn kuin miljoona.

Jos kiymme lapi kaikki kaikki luonnolliset luvut, jotka
ovat korkeintaan syétteend annetun luvun nelidjuuri,
ja testaamme jokaisen kohdalla, onko kyseessd syotteen

tekija, saamme aikaan alkulukutestin, mutta sen vaati-

ma laskenta-aika on niin pitkd, ettd testimme ei ole po-

lynominen. Jos n on sydtteend saadun luvun kymmen-

jarjestelmdesityksen pituus, syotteend saadun luvun ne-
1
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liojuurta pienempid lukuja on yli 10/ = 155V10 ,

mikd on suurempi kuin 2", kun n on riittdvin suuri.

Paras tunnettu varmasti toimiva alkulukutesti on po-
lynominen, mutta paras sille tunnettu polynomi Q on
astetta seitsemdn. Nain suuri aste tarkoittaa sitd, ettd
kaytinndssd tata ohjelmaa ei kdytetd alkulukujen tes-
taamiseen, vaan alkulukutesteind kdytetddn nopeampia
ohjelmia, jotka toimivat vain tietylld todenndkoisyydel-
ld, joka tosin saadaan huomattavan korkeaksi.

Paatosongelmat

Olkoon M (jossain aéarellisessd aakkostossa esitettyjen)
aarellisten merkkijonojen joukko, ja M’, M" joukon M
jako kahteen osaan eli padtisongelma. Olkoon m € M.
Meita kiinnostaa, kumpaan osaan, M’ vai M"”, m kuu-
luu. Olkoon T tietokoneohjelma, joka ratkaisee tdman,
eli T' on ohjelma, joka saa syotteenddn m:n, ja T ker-
too, kumpaan osaan, M’ vai M", syote m kuuluu. Ole-
tamme siis, ettd T' toimii néin kaikkien M :n alkioiden
kohdalla. Téllaisessa tapauksessa sanomme, ettd T rat-
kaisee padtosongelman M’ M".

Jos jollekin paatosongelmalle M’, M” on mahdollista
kirjoittaa sen ratkaiseva tietokoneohjelma, joka toimii
polynomisessa ajassa, sanomme, ettd M’, M” on poly-
nominen. Polynomisten paédtosongelmien luokkaa mer-
kitdan kirjaimella P.

Kauppamatkustajan ongelma

Tutkitaan seuraavaa péddtosongelmaa: On annettu
joukko kaupunkeja sekd hinnat kaikkien kahden kau-
pungin vélisille matkoille. On lisdksi annettu maksi-
mihinta h. Kauppamatkustajan ongelma kuuluu: Voi-
daanko tehd& kiertomatka, joka alkaa jostain kaupun-
gista ja padttyy samaan kaupunkin niin, ettd jokaisessa
kaupungissa kiydaan kerran ja kierroksen yhteishinta
on korkeintaan h?

Jos haluamme saada tdmén padtosongelman edellisessa
kappaleessa esitettyyn formalismiin, M’ siis kuvaa niitd
systeemejd s (jossain merkkijonokoodauksessa esitetty-
né; téssi siis s sisdltdd tiedot kaupungeista, niiden vé-
listen matkojen hinnoista sek&d maksimihinnan h), joille
kyseisenlainen kiertomatka on olemassa, ja M" kuvaa
muita systeemeja.

Kukaan ei tiedé, onko tdmé péatosongelma polynomi-
nen, eli onko nopein mahdollinen taméan paatosongel-
man ratkaiseva tietokoneohjelma polynominen. Luki-
jalla kavi ehka mielessd, ettd ongelma voitaisiin rat-
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kaista kaymalla kaikki mahdolliset reitit lapi ja kat-
somalla jokaisen reitin kohdalla, onko sen hinta kor-
keintaan h. Syotteen pituuden kasvaessa téllaisen las-
kennan viema aika kasvaa kuitenkin nopeammin kuin
mikédan sy6tteen pituuden polynomi, eli tama ei kelpaa
polynomiseksi ratkaisuksi. Polynomisessa ajassa tdmén
ongelman ratkaisevan tietokoneohjelman pitéisi siis ol-
la huomattavasti ovelammin laadittu.

Kuitenkin seuraavanlainen polynominen tietokoneoh-
jelma T on olemassa: Olkoon s kuten edelld ja k kier-
tomatka systeemissé s. T saa syOtteenddn parin s, k ja
ratkaisee, onko k sellainen kierros, ettd sen hinta on
korkeintaan h.

Ei-deterministinen polynominen aika

Olkoon M', M" paatosongelma. Oletetaan, ettd jokai-
selle m € M’ on olemassa toinen merkkijono m’, jo-
ta kutsutaan m:n todistajoksi. Sallimme myds sen, etté
merkkijonolla voi olla useita todistajia. Liséksi oletam-
me, ettd m:n lyhyimmén todistajan pituus on korkein-
taan joku m:n pituuden polynomi. Lisdksi oletamme,
ettd jos m € M”, m:lla ei ole todistajia.

Esimerkiksi Kauppamatkustajan ongelma on téllainen
padtosongelma: Systeemin s todistaja on kiertomatka
k, jonka hinta on korkeintaan h.

Sanomme, ettd M’, M" on ei-deterministinen polyno-
minen padtosongelma, jos on olemassa polynomisessa
ajassa toimiva tietokoneohjelma T, joka saa syOttee-
naan parin m,m’ ja ratkaisee, onko m’ jonon m to-
distaja. Ei-determinististen polynomisten paatésongel-
mien luokkaa merkitddn NP. Kuten edellisen luvun
viimeisessd kappaleessa totesimme, Kauppamatkusta-
jan ongelma on ei-deterministinen polynominen paé-
tosongelma.

Huomautamme, ettd jos M’, M" on ei-deterministinen
polynominen padtosongelma, on olemassa tietokoneoh-
jelma T joka ratkaisee tdmén paidtosongelman, jos-
kin epérealistisen hitaasti. T muodostetaan seuraavas-
ti: Olkoon ) polynomi siten, ettd jos m on pituutta
n oleva syote, jolla on todistaja, m:ll& on korkeintaan
pituutta Q(n) oleva todistaja. Nyt kun tietokoneohjel-
malle T" annetaan sySte m, se kiy kaikki korkeintaan
pituutta Q(n) olevat merkkijonot 14pi ja kokeilee jokai-
sen kohdalla, onko kyseessd m:n todistaja. Syotteen pi-
tuuden kasvaessa téllaisen laskennan viemé aika kasvaa
kuitenkin nopeammin kuin mikéan syétteen pituuden
polynomi, eli tdmaé ei kelpaa polynomiseksi ratkaisuksi.

Sivuhuomautuksena vield mainittakoon, ettd nimitys
ei-deterministinen polynominen tulee siitd, ettd tal-
laiset ongelmat voidaan ratkaista polynomisessa ajas-
sa kuvitteellisilla tietokoneohjelmilla, jotka toimivat

2Joskin kdytannon kannalta epérealistisen hitaasti.

“ei-deterministisesti” eli osaavat arvata oikein. N P-
padtosongelma voidaan ratkaista ei-deterministisesti
niin, ettd ensin arvataan oikein todistaja ja sen jal-
keen tarkastetaan polynomisessa ajassa, ettd arvattiin
oikein.

Onko P = NP?

Nyt saamme muotoiltua P = N P -kysymyksen. Se siis
kysyy, onko luokka P sama kuin luokka NP. Jos T
on jonkin paatosongelman M’ M" ratkaiseva polyno-
minen tietokoneohjelma, voidaan ajatella, etté jokaisen
M’ :uun kuuluvan syotteen todistaja on tyhja merkkijo-
no, joten T toimii myos ei-deterministisessé polynomi-
sessa ajassa. Siis P sisdltyy luokkaan N P. Kysymys siis
kuuluu: Voidaanko jokainen ei-deterministinen polyno-
minen paidtdsongelma ratkaista polynomisessa ajassa,
siis ohjelmalla, joka saa syoOtteekseen vain alkuperéi-
sen syotteen eiké todistajakandidaattia? Kukaan ei tie-
da. Yleisesti uskotaan, ettd ndmé kaksi luokkaa ovat
eri, mutta kukaan ei osaa todistaa, ettd kaikkia N P-
ongelmia on mahdotonta ratkaista polynomisessa ajas-
sa.

Sen verran kuitenkin tiedetddn, ettd jos Kauppamat-
kustajan ongelma saataisiin ratkaistua polynomisessa
ajassa, ratkaisusta osattaisiin muokata minké tahan-
sa N P-paatosongelman polynominen ratkaisu. Téllai-
sia N P-paatosongelmia, joiden polynominen ratkaisu
ratkaisisi P = NP -kysymyksen kertaheitolla on mui-
takin. Esimerkkind téllaisesta mainittakoon seuraava:

Esimerkki 3. Miinaharava-pelin tilanteella tarkoi-
tamme mielivaltaisen kokoista Miinaharava-pelin tilan-
netta, jossa osa ruuduista on avattu ja osa avaamatta,
ja kussakin avatussa ruudussa on numero, joka voi ol-
la myds nolla. Lisdksi tilanteessa on asetettu lippuja
osaan niistd ruuduista, joissa on miina. On mydés mah-
dollista, ettd yhtddn lippua ei ole asetettu. Oletamme
kuitenkin, ettd liput on asetettu oikein, eli jokaisessa
sellaisessa ruudussa, jossa on lippu, on myds miina.

Nyt pddtésongelmamme on seuraava: On annettu
Miinaharava-pelin  tilanne. Onko olemassa (muiden
kuin liputettujen) miinojen sellaisia sijainteja, ettd ne
sopivat annettuun tilanteeseen?

Lopuksi

NP ei suinkaan ole vaikeimpien mahdollisten paatos-
ongelmien luokka. On olemassa paiatosongelmia, jotka
ovat ratkaistavissa tietokoneella?, mutta jotka ovat niin
vaikeita, etté ne eivat kuulu edes luokkaan N P. Pa&atos-
ongelmille on maéritelty paljon muitakin luokkia kuin
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P ja NP, ja P = NP -kysymyksen lisdksi my0s pal-
jon muita luokkia koskevia kysymyksié on vastaamatta.
P = NP -kysymys on pelkéstdan néistd kuuluisin.

On olemassa my0s paiatosongelmia, joita mikédén tieto-
koneohjelma ei ratkaise. Téallaisiin tutustuimme kirjoi-
telmassa Korppi [1].

Pahkinoita

1. Olkoon f: N — N funktio, jolle on olemassa polyno-
mi @ ja luonnollinen luku ng siten, ettd f(n) < Q(n)
aina, kun n > ng. Osoita, ettd on olemassa polynomi
Q' siten, ettd f(n) < Q'(n) kaikilla n € N. (Tamé
tehtava osoittaa, ettd téssd kirjoitelmassa annettu
polynomisen aikavaatimuksen maéritelma on yhtéa-
pitéva kirjallisuudesta yleisemmin 16ytyvan méari-
telmén kanssa.)

Verkko-Solmun oppimateriaalit

2. Tutkitaan Esimerkissé 3 esitettyd Miinaharavaa kos-

kevaa paiatosongelmaa. Osoita, ettd kyseinen ongel-
ma kuuluu luokkaan N P.

. Osoita, ettd jos Esimerkissd 3 esitetty Miinahara-

vaa koskeva paatosongelma saataisiin ratkaistua po-
lynomisessa ajassa, saataisiin polynomisessa ajassa
ratkaistua myos seuraava paatosongelma: On annet-
tu Miinaharava-pelin tilanne ja suljettu ruutu r. On-
ko varmaa, ettd ruudussa r ei ole miinaa?

4. Onko P = NP?

Viitteet

[1] Korppi, Tuomas, Miti ei voida laskea?, Solmu

1/2013
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Kaanteistd marjanpoimintaa

Jukka Liukkonen
Metropolia Ammattikorkeakoulu

Mista on kysymys?

Mustikan pinnalla on normaalisti ohut ultravioletti-
valoa heijastava vahakerros. Nékyvin valon aallonpi-
tuudella kerros aiheuttaa sen, ettd marja néyttaa si-
niseltd. Tervamustikaksi kutsutulta kiiltdvanmustalta
varimuunnokselta vahakerros puuttuu. Teeret ja pu-
nakylkirastaat suosivat sinisid mustikoita, silld lin-
nut ovat mieltyneité ultraviolettivaloon. Tervamustikat
ovat melko harvalukuisia, mutta joillain alueilla niita
tavataan runsaastikin.

Sammeli on kidynyt kerddmasséd kipollisen mustikoita.
Velipoika Miihkali yrittda arvata, mistd Sammeli on
mustikkansa hakenut. Ahkujarven rannoilla kasvavis-
ta mustikoista p4 - 100 % on tervamustikoita, Bieg-
gajingén laitamien mustikkasadossa tervamustikoiden
osuus on pg - 100 %. Muita mustikkapaikkoja lahi-
maastossa ei ole. Sammelin kerddméssd otoksessa ter-
vamustikoiden osuus kaikista mustikoista ei valttamét-
td ole ldhelldkddn mainittuja prosenttimédrid, mutta
keskittydksemme Miihkalin kdyttaméaan paattelymene-
telmédn tarkastelemme pelkistettyd tilannetta, jossa
Sammelin marjasaaliin tervamustikkapitoisuus on ta-
san pa - 100 % tai tasan pp - 100 %. Edellisessa tapauk-
sessa marjat tulkitaan Ahkujdrven ja jalkimméisessé
Bieggajangén sadon osaksi. Sammeli ei anna Miihkalin
tutkia kipponsa sisdltod, vaan nayttdd hénelle kipos-
ta summamutikassa ottamansa marjan yksi kerrallaan
palauttaen mustikan aina takaisin kippoon. Téllaista

kutsutaan otannaksi takaisinpanolla. Se jatkuu kun-
nes laskintaan néprailevd Miihkali lopulta rohkaistuu
ilmoittamaan hyvinkin valistuneen arvauksen mustikoi-
den alkuperasta. Normaalikasittelyssd mustikan vaha-
kerros kuluu helposti pois, mutta nyt oletamme vahan
pysyvan. Millainen on Miihkalin menetelméa?

Matemaattinen malli

Todennékéisyyslaskennan kielelld ilmaistuna kyseessé
on toistokoe, jossa peréttiiset toistot ovat toisistaan
rigppumattomat. Mustan (M) ja sinisen (S) vérin to-
dennékoisyydet ehdoilla, ettd marja on poimittu Ah-
kujéarveltd (A) tai vastaavasti Bieggajingéilta (B), ovat

P(MnA)
P(A)
P(M|B) = ps,

P(M|A) = =pa, P(S|A)=1-pa,

Sulkeaksemme pois mielenkiinnottomat erikoistapauk-
set oletamme, ettd 0 < pa < 1,0 < pp < ljapas # pB.
Olkoon V,, marjojen vérien jono siind vaiheessa, kun
Miihkali on ndhnyt n mustikkaa, ja m(n) mustan véi-
rin esiintymiskertojen lukumaééréd jonossa V,,. Jos esi-
merkiksi kaksi ensimmaéistd mustikkaa ovat sinisid ja
kolmas musta, varijono on V3 = (5,5,M), ja m(3) = 1.
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Tallaisen jonon esiintymistodennékoisyydet ovat
P(V3|A) = P(S|A)P(S|A)P(M|A) = pa(1 — pa)?,
P(V3|B) = P(S|B)P(S|B)P(M|B) = pp(1 — pp)>.

Yleisesti

P(Va]4) = (1 = pa)* ™,

P(Va|B) = pg ™ (1 = pp)" ™.
Todenndkdisyyden kertolaskusddnndstd

P(AIVL)P(Vi) = P(V,|A)P(A)
saadaan Bayesin kaava

P(A|V,) = W

Kokonaistodenndkédisyyden kaava
P(Vn) = P(V,|A)P(A) + P(V,|B)P(B)
antaa Bayesin kaavalle muodon

P(ValA)P(4)
PVLJAIP(A) + P(V,[B)P(B)
1
P(V,|B) P(B) M

Y Bv,.I4) PA)

P(A[V,) =

Jos néiden todennékoisyyksien jono ldhestyisi nollaa
otannan edistyessé, olisi varmaankin kyse Bieggajan-
gidn mustikoista. Jos jono ldhestyisi ykkostd, mustikat
luultavasti olisivat Ahkujérveltd peraisin.

Mallin suppeneminen

Suppenemistarkastelut saattavat tuntua hankalilta tot-
tumattomasta lukijasta. Edes jonkinlaiseen téasmalli-
syyteen pyrkivin esityksen yksityiskohtien ymmarté-
minen ei ole oleellista itse asian kannalta. Yritdmme
selvittaa, milloin jonolla P(A|V},) on raja-arvo, ja mi-
ké se on. Ehdollisten todennékoisyyksien P(V,|B) ja
P(V,|A) suhde on

P(V,|B) _pp" (1

_ pB)nfm(n)
p’:;l(n)(l _ pA)”fm(")

P(V,|A)
m(n) 1_mn)
_ <Z7B> (1—]93) "
Pa 1 —pa
Lukumédrien m(n) ja n suhde m(n)/n on mustan vérin
suhteellinen frekvenssi jonossa V,,. Jos marjat ovat Ah-
kujarven mustikoita, suurten lukujen lain ns. vahvan

version nojalla suhteellinen frekvenssi lahestyy raja-
arvonaan todennakoisyyttd p4 siind mielessé, etta

P (mfln) —>pA> =1.

Talloin sanotaan, ettd m(n)/n konvergoi melkein var-
masti (engl. almost surely) kohti lukua p 4, ja merkitain

m(n)

PA-
n a.s.

On periaatteessa mahdollista, ettd kiposta sattumal-
ta tulee poimituksi esim. koko ajan vain sinisid mar-
joja, jolloin m(n)/n =0 — 0 # p4, mutta tdméankal-
tainen tilanne on darimmaéisen harvinainen, sen toden-
nakoisyys on 0. Seuraavassa tarkastelemme vain niita
virijonoja, joille m(n)/n — p4 tavanomaisessa mieles-
sé, kun n — oo. Sellaisille jonoille johtamamme tulok-
set pétevit todennikoisyydelld 1 kaikkien vérijonojen
joukossa. Edelld oletimme marjojen sisaltyvin Ahku-
jarven satoon. Bieggajangin mustikoiden tapauksessa
tarkastelemme vastaavasti vain niitd vérijonoja, joilla
m(n)/n — pp. Voimme siis kirjoittaa

3=

iy [2012)]

w53 | P(Vo[A)
Pa /1 _ 1-pa
<pB> < pB) tapauksessa A,
B DA 1—pa
pPB 1— 1-pB
<pB> ( pB) tapauksessa B.
pA 1—pa

Suhteen P(V,,|B)/P(V,|A) raja-arvon méaarittamiseksi
tarvitsemme pari aputulosta eli lemmaa:

Lemma 1. Olkoon 0 < x < 1,0 < y < 1 ja xz # y.
Talloin

w () () <
() (=)

Todistus: Jilkimmaéinen viite (b) seuraa edellisestd
kédnteislukuihin siirtymaélld, joten riittda todistaa (a).
Se on yhtéapitdva epayhtalon

fl@)=a(1—2)"7 <y?(1-y)' (3)

kanssa. Téssd f(y) = yY(1 — y)'~Y. Funktion f deri-
vaatta muuttujan x suhteen on

flla) =y’ (1 —a) Y +a¥(1—y)(1—2)7¥ - (-1)
1—x 1—x\ Y 1—xz\ Y
() (57) o (5) ey
x x x
1— 1—xz\ Y
()] ()
x x
_ [Q—l} (1—x>_y.
T T
Téasséd tulossa jalkimméinen tekija on positiivinen, jo-

ten ensimmaéinen tekija maarda tulon etumerkin. Té-
ten f/(x) > 0 eli f on aidosti kasvava, kun 0 < z < y.
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Vastaavasti f/'(z) < 0 eli f on aidosti vdhenevd, kun
y<z<l O

Lemman perusteella siis
pa /q 1—pa
) =) <
pA 1—pa ’
PB 1-pp
) =) >
PA I—pa

Lemma 2. Olkoon lim a, = a, missd 0 < a # 1.

n—00
Télloin

ja

{0, 0<a<l,

. n_
lim a, = . a>1
, .

n—oo

Todistus: Perustamme todistuksen lukujonon raja-
arvon madritelmédn. Olkoon A = (a+1)/2 lukujen a ja
1 keskiarvo. Tapauksessa 0 < a < 1 on olemassa sellai-
nen positiivinen kokonaisluku nq, ettd 0 < a, < A <1
aina, kun n > nj. Indeksin arvoilla n > n; péitee
0<ap <A™ —=0.

Tapauksessa a > 1 on olemassa sellainen positiivinen
kokonaisluku ns, ettd a, > A > 1 aina, kun n > ns.
Indeksin arvoilla n > ng patee a;, > A" — oo. O

Soveltamalla lemmaa raja-arvoyhtdloon (2) saamme
yhtélon

y P(V,|B) [0 tapauksessa A,
300 P(V,|A) | oo tapauksessa B.

Lopuksi otamme taas kaikki virijonot mukaan, jolloin
tavallisen suppenemisen tilalle astuu melkein varma
suppeneminen. Kaavan (1) perusteella

P(AIV,)
_ 1 { 1 tapauksessa A,

P(V,|B) P(B) s 10 tapauksessa B. (4)

' P4 P(A)

Laskentakaava

Tarkoituksenamme on johtaa kéytdnnollinen iteraa-
tioon eli toistoon perustuva kaava todennédkoisyyksien
P(A|V,) laskemiseksi. Olkoon F, jonon V,, viimeinen
alkio. Kun F,, poistetaan jonosta V,,, jiljelle jaa jono

Vi—1. Kaavasta (1) saadaan Bayesin kaavan avulla

P(A|Vn)
_ P(Va|A)P(A)
= P(Vu|A)P(A) + P(V,|B)P(B)
_ P(Fn|A)P(Va-1|A)P(A)
 P(Fu|A)P(Vao1|A)P(A) + P(Fu|B)P(Va-1|B)P(B)
P(V,_1|A)P(A)
P(Vo_1)

+ P(F,|B)

P(F,|A)

P(V,_1|A)P(4)
P(Vo1)

_ P(F|A)P(A|Vn1)

"~ P(FulA)P(A|Va—1) + P(Fn|B)P(B|Vn-1)’

P(V,._1|B)P(B)

P(F,|A) PV 1)

Symmetriasyistd vastaavat yhtalot pateviat myos vaih-
tamalla A ja B keskenéén:

P(Fp|A)P(A|Vs-1
(Fn|A)P(A|Vp—1) + P(F,.|B

P(Fy|B)P(B|Vn-1
(Fn|A)P(A|Vy-1) + P(Fu|B

~

P(AIVn) = 5 P(BVn_1)’

P(BIV.) = 5

| =

P(B|V,-1)

Merkitsemme Py(A) = P(A), Py(B) = P(B), P,(A) =
P(A|V,) ja P,(B) = P(B|V,), kun n > 0. Nailla
merkinnéilld todennékdisyyksille saadaan helppokayt-
toinen iteratiivinen laskentakaava

Py(A) = P(A)
{PO(B) = P(B)
= P(Fn|A)Pn1(A)
P = B AP (A) + PFAIB)Pas (B) 5
P.(B) = P(F,|B)P._1(B)

" P(Fu|A)Py_1(A) + P(Fa|B)P._1(B)

Alin yhtélé on mukana vain symmetrian havainnollis-
tamisen takia. Laskennassa se kannattaa korvata yh-
talolld P, (B) = 1 — P,(A). Jos jompikumpi todenné-
koisyyksista P,(A) ja P,(B) on tasan 1, jolloin toi-
nen on tasan 0, iteroinnin jatkaminen ei end&d muu-
ta todenndkoisyyksid. Verrattuna laskentakaavaan (1)
iteraatio (5) on kétevé siind mielessd, ettd koko ha-
vaintojonoa V;, ei tarvitse sdilyttda muistissa, vaan ai-
noastaan jompikumpi edellisistd todennédkoisyyksisté
P,_1(A) ja P,_1(B). Toinen riittaa, silla P,_1(A) +
P,_1(B) = 1. Tietysti P(M|A), P(M|B), P(S|A) ja
P(S|B) tarvitaan myos, mutta ne siilyvéit samoina ko-
ko laskennan ajan. Kun vaiheen n — 1 jilkeen tulee
uusi havainto (so. katsotaan seuraavan mustikan véri
F,), vaiheen n — 1 posterioritodenndkoisyydet P, _1(A)
ja P,_1(B) otetaan vaiheen n prioritodenndkéisyyk-
siksi, ja lasketaan uudet posterioritodennékéisyydet
P,(A) ja P,(B). Kertoimia P(F,|A) ja P(F,|B) kutsu-
taan nimelld uskottavuus (engl. likelihood), ja nimittéaja
P(F,|A)P,-1(A) + P(F,|B)P,-1(B) on normeeraus-
vakio. Viimeksi mainitun ainoana tehtévina on varmis-
taa, ettd P,(A) 4+ P,(B) = 1.
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Esimerkki 4. Tervamustikoiden osuudet Fkaikista
mustikoista ovat tavallisesti sen verran pienid, ettd ha-
vainnollista esimerkkid ajatellen musta mustikka tois-
tuu atvan litan harvoin. Sen takia tdssd simulaatiossa
litoitellaan: Ahkujirven marjoista 60 % ja Bieggajin-
gan marjoista 30 % oletetaan tervamustikoiksi. Sam-
meli kerdsi marjat Ahkujdarvelta, mutta Miihkali ei sitd
etukdteen tiedd.

n | B, | Pu(A) P,(B) Kommentti
0 0.45 0.55 Arvattu priorijakau-
ma
11 S | 0.3185841 | 0.6814159 | Sininen tukee Bieg-
gajinkdd
21 S | 0.2108346 | 0.7891654
S| M | 0.83482467 | 0.6517533 | Musta tukee Ahku-
jarved
4| M | 0.5165919 | 0.4834081
5| M | 0.6812537 | 0.3187463
6| M | 0.8104115 | 0.1895885
71 M | 0.8952788 | 0.1047212
8| M | 0.9447463 | 0.0552537
9| S | 0.9071536 | 0.0928464 | Sininen tukee Bieg-
gajankdd
10 | M | 0.9518168 | 0.0486832 | Musta tukee Ahku-
jarved
11| S | 0.9178054 | 0.0821946 | Sininen tukee Bieg-
gajankdd
12| S | 0.8645118 | 0.1354882
13| S | 0.7847669 | 0.2152331
14| S | 0.6756932 | 0.3243068
15| M | 0.8064641 | 0.1935859 | Musta tukee Ahku-
jarved
16 | M | 0.8928648 | 0.1071352
17| S | 0.8264577 | 0.1735423 | Sininen tukee Bieg-
gajankdd
18| S | 0.7312771 | 0.2687229
19 | M | 0.8447834 | 0.1552166 | Musta tukee Ahku-
jarved
20| M | 0.9158619 | 0.0841381

Aika hyvin asettuivat todenndkéisyydet oikean vaih-
toehdon eli Ahkujarven kannalle jo 20 ensimmdiselld
iteraatiokierroksella. Ise asiassa paras tulos saatiin jo
kierroksella 8, mutta sen jalkeen tuli sattumalta paljon
sinisid mustikoita, jotka houkuttelivat todenndkdoisyytta
Bieggajingdn suuntaan. Suurten lukujen laki alkaa kui-
tenkin “vddjaamdttd” (so. todenndkoisyydelld 1) toimia
jossain vatheessa. Kierroksen 20 jilkeen Miihkali tietdd
yli 90 %:n varmuudella, ettd kyse on Ahkujirven mus-
tikoista — wvai tietdako sittenkdadn? Viimeiseltd rivilta

nahdddn todenndkoisyys sille, ettd marjat on poimit-
tu Ahkujdrveltd ehdolla, ettd Sammelin suorittamassa
“jalkipoiminnassa” on saatu vdrisarakkeen mukainen
mustikkajono. Todenndkdisyydet ovat pdtevid vain, mi-
kdli ensimmdisen rivin priorijakauma on todellisen ti-
lanteen mukainen. Priorijakauma tarkoittaa, etta 45 %
Sammelin poimintaretkista suuntautuu Ahkujarvelle ja
loput 55 % Bieggajingdlle. Vaikka priorijakauma olisi
arvattu tdysin pieleen, iteraation jossain vaiheessa al-
kaa selvdsti ndkyd, kummasta paikasta marjat ovat pe-
raisin. Vadrastd priorijakaumasta ldhteneen iteraation
antamat ehdolliset vilitodenndkdisyydet ovat enemmdn
tai vihemmdn roskaa, mutta tavoitteenahan onkin lop-
putulos, siis kumman vaihtoehdon kohdalle todenndkoi-
syys lopulta kasaantuu.

Yleistykset

Edella esitetty oli kenties yksinkertaisin mahdollinen
esimerkki tilastollisesta inversiosta. Se yleistyy ilmei-
selld tavalla tilanteisiin, joissa mustikkapaikkoja on K
kpl, siis esim. Aq,...,Ax. Nyt kahden todennakoisyy-
den P, (A4) ja P,(B) muodostaman jakauman paikalla
on todenndkoéisyyksistd P,(A1),...,P,(Ax) muodos-
tuva jakauma. Malliin on my6s helppoa ottaa useampi
véri. Iteraatio (5) el muutu paljon:

P()(Al) = P(Al)

Po(Ax) = P(Ax)

P(F,|A1)P,_1(A)

) = S P AP (A

P(Fy|Ar)P—1(AK)

) = S B (Rl ) P (A1)

Varien lisddntyminen merkitsee vain muuttujan F),
mahdollisten arvojen lisdantymista. Talloin pitaa tietda
my6s ndiden arvojen todennidkdisyydet jokaisen mar-
japaikan Aj kohdalla. Kun marjastusesimerkista ir-
rottaudutaan ja etddnnytiaédn, saadaan yleistykset kai-
kenulotteisille diskreeteille ja jatkuville jakaumille. Né&-
maé, yleistykset toimivat yotapaivad lukemattomien ar-
kikaytossa olevien laitteiden prosessoreissa, mutta nais-
té asioista kertomisen jatéan viisaammille.
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Kompleksiluvut ja kolmannen asteen yhtalon ratkaisut

Lauri Ajanki
Helsingin yliopisto

Johdanto

Reaalilukua « voidaan graafisesti ajatella xz-akselin eli
reaaliakselin pisteend («,0). Néin saamme samaistuk-
sen reaalilukujen ja reaaliakselin vilille. Kompleksilu-
vut méidaritellaén tason yleisiné pisteiné (a,b). Komplek-
siluvuille méaéaritelladn yhteen- ja kertolasku kaavoilla

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢,b+d)
(a,b)(e,d) = (ac — bd, ad + be).

Néin maéariteltynd kompleksiluvut muodostavat luon-
nollisen laajennoksen reaaliluvuille. Esimerkiksi jokai-
nen reaaliluku x on samaistuksen z = (z,0) kaut-
ta my6s kompleksiluku. Reaaliluvulla 1 kertominen ei
muuta kompleksilukua (a,b), silld mééritelméin nojalla
(1,0)(a,b) = (1-a—0-b,1-b+0-a) = (a,b). Huomaa myds,
ettd molemmat laskutoimitukset ovat vaihdannaisia eli
ne toteuttavat ehdot

(a,b) + (¢,d) = (e,d) + (a,b)
(a,b)(c,d) = (c,d)(ab).

Luvulla (0,1) on ominaisuus (0,1)(0,1) = (-1,0) =
—1. Tata lukua sanotaan imaginaariyksikokst ja merki-
tddn lyhyemmin merkinnélld i. Lyhyemmin merkittyna
saamme siis tuloksen i2 = —1. Imaginaariyksikoén avul-
la jokainen kompleksiluku voidaan esittdd muodossa

(avb) - (a,O) + (Ovb) - (a,O) + (071)(1)’0) =a+ib,

joka on usein kétevimpi esitysmuoto. Tarkemmin
kompleksilukuja on Solmussa késitellyt Matti Lehti-
nen, katso [3].

Kompleksiluvuilla on paljon reaaliluvuista poikkeavia
ominaisuuksia: edelld jo havaittiin, ettd yhtalolls x2 +
1 = 0 on kompleksinen ratkaisu x = i. Voidaan-
kin osoittaa, ettd polynomiyhtil6illa on aina komplek-
siratkaisuja: algebran peruslauseen mukaan jokaisella
n-asteisella polynomiyhtélolla on tasan n kappaletta
kompleksiratkaisuja kun ne lasketaan kertalukuineen,
ks. [2]. Miké on yhtélén 2% + 1 = 0 toinen ratkaisu?
Tarkastellaan tassa erdstd lahtokohdiltaan reaalista il-
mi6té, jonka tutkimiseen tarvitsemme kompleksiluku-
ja.

Kuutiojuuria ja de Moivren kaava

1500-luvun matematiikan historian suuria kehitysvai-
heita oli kolmannen ja neljinnen asteen yhtéldiden rat-
kaisukaavojen 10ytyminen. Italialainen Gerolamo Car-
dano julkaisi vuonna 1545 nimeéan kantavan ratkaisu-
kaavan muotoa 2 = max + n oleville yhtéléille. Kaavan
mukaan

7sn+ n? m3+3n n2 m3
T\ 2 4 o7 2 4 o7

Kaavan alkuperéisestd keksijastd kiytiin aikanaan kii-
vas julkinen sananvaihto useamman matemaatikon vé-
lilld. Suositeltavana taustalukemisena kolmannen ja
neljannen asteen yhtéldiden ratkaisukaavojen 10ytymi-
sestéd seka alkuperdiseen keksijaan liittyvasté kiistasta
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mainittakoon Mario Livion suomennettu teos Yhtalo,
jota ei voinut ratkaista [4].

Ratkaisukaava ei kuitenkaan ole aivan niin yksinkertai-
nen kuin péaéllisin puolin ndyttaa ja sen oikeellisuus he-
rattikin aikanaan ihmetysta. Viitteitd téstd antaa yh-
tilo 22 = 62 +4. Kyseinen yhtilé voidaan toki ratkais-
ta ilman kaavaakin: kokeilemalla havaitaan, etta vakio-
termin tekijoistd * = —2 on erés ratkaisu. Muut rat-
kaisut 16ydettéisiin tekijoihinjaolla. Téssé kirjoitukses-
sa on kuitenkin tarkoitus tutkia, miten ratkaisukaava
kéyttaytyy mainitun yhtédlon tapauksessa. Lahteené on
kéytetty vastaavaa esitystd teoksessa [1].

Koska funktio f(x) = 2% — 62 — 4 on jatkuva ja vaihtaa
merkkidén véleilld [—3, —32], [~1,0] seké [1, 3], on néil-
14 valeilla oltava nollakohdat. Monotonisuuden nojalla
kullakin valilla on tasan yksi nollakohta. Suora sijoitus
kaavaan antaa

_ g4, J16 216 a4
=V2 4 27 2
3 3
= \/2+\/—4+ \/2—\/—4
=V2+2i+ V220 (1)

Pédddymme siis kahden kompleksisen kuutiojuuren
summaan. Ratkaisuja tiedetdédn kuitenkin olevan kol-
me kappaletta ja niiden kaikkien pitéisi olla reaalisia —
jotain nayttéisi olevan pielessa. Cardanon kaava on kui-
tenkin oikein, kaavassa (1) itse asiassa esiintyy kolme
reaalilukua. Tdmén ndkemiseksi tarvitsemme hieman
trigonometriaa.

16 _ 216

Kun ajattelemme kompleksilukua tason pisteend (a,b),
saadaan sen etéisyys origosta Pythagoraan mukaan
kaavalla 7 = v/a? + b2. Origosta poikkeavan komplek-
siluvun waihekulma on kulma, joka jéa positiivisen z-
akselin sekd origon ja pisteen (a,b) madrddmén janan
valiin. Origolle ei méaéaritelld vaihekulmaa. Vaihekulma
on kitevintd maarittdad kuvan avulla: esimerkiksi en-
simmadisessd neljinneksessi sijaitsevan pisteen vaihe-
kulma 6 toteuttaa ehdon tanf = g.

xT

Vaihekulma ei ole yksikésitteinen: jos 6 on erds pisteen
(a,b) vaihekulma, myos 6 + 2wn kelpaa vaihekulmaksi
milld tahansa kokonaisluvulla n. Usein vaihekulma ra-
joitetaankin jollekin 27-mittaiselle puoliavoimelle valil-
le. Nyt suorakulmaisille koordinaateille a ja b saadaan
esitysmuodot a = rcosf,b = rsiné ja kompleksiluku

voidaan esittdd muodossa z = a+1ib = r(cosf +isin0).
Tata esitystd kutsutaan napakoordinaattiesitykseksi.

Napakoordinaattien perustuloksia on de Moivren kaa-
va, jonka mukaan kokonaisluvulla n pétee

(cosf +isinf)"” = cosnb + isinnd.

Kaavan todistus tapahtuu induktiolla. Palataan nyt
selvittdmaan, mitd ovat kuutiojuuret kaavassa (1). Ké-
sitelladn ensin juurta /2 + 2i. Kuutiojuuren mééritel-
mén nojalla /z tarkoittaa sitd lukua w, joka toteut-
taa ehdon w?® = z. Tehtdvind on siis madrittada lu-
ku, jonka kolmas potenssi on 2 + 2i. Taméa onnistuu
de Moivren kaavan avulla. Luvun 2 + 2i napakoordi-
naattiesitykseksi saadaan \/g(cos% + isin%). Merki-
taan w = r(cos @ + isind) ja muodostetaan yhtild

(r(cos @ +isin 0))3 = v/8(cos % +isin 2)

& r3(cos30 +isin30) = \/g(cos% +isin 2)

Vertaamalla yhtdlon molempia puolia havaitaan, etta
taytyy olla

TS:\/gja39:%+27rn,

& r:\3/\/§ja3¢9:£+2ﬂn,

2 1+8
= r:ﬁja@:%—yﬂ:iﬂ( t n)’

Z.
3 12 ne

Ratkaisuja on siis useita. Havaitaan kuitenkin, ettd ar-

volla n = 3 saadaan 6 = 215—2” = {5 + 27, josta sini ja
kosini ovat samat kuin kulmasta 6 = {5. Siis arvosta

n = 3 alkaen saadut ratkaisut alkavat "kiertdméan ke-
h&a”. On siis kolme eri lukua, joiden kuutio on 2 + 2i
~ napakoordinaateissa ne ovat v/2(cos % + isin %),
V2(cos 3 +isin 37 sekd v/2(cos LF + isin 17T).

Vastaavasti luku 2 — 2i on napakoordinaateissa
V8(cos(—%) 4+ isin(—Z)) = v/8(cos T — isin %), joten
de Moivren kaava antaa

(r(cosf +isin0))% = v/8(cos g —isin %)

& rP(cos30 +isin36) = \/g(cos% —isin Z)

& r:\/ﬁja39:%+27rn

148
& rzﬁj&sz, n=012.

Eli juuren /2—2i arvot ovat v/2(cos %
V2(cos % — isin ) seki v/2(cos i —isin ).

— isin {5),
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Sijoitetaan saadut luvut kaavaan (1). Jos lukua n vas-
taa ratkaisu z,, niin saadaan

™ .. T ™ —
ZO—\/5((:0554’181115)+\/§(C0857181HE)
1
:2\/50081%:2\/5-1(\/6—&-\/5)

:%(2\/§+2):1+\/§

3 3 3 3
= \/i(cosz —i—isinz) —l—\/i(cosz —isinI)

= 2\/5005?% =22 (—\}5) =2

170 . . 17w
29 = V2 (cos12 +151n12)
170 . . 17w
+2 (cos12 —isin 12)
177 1
= 2v/2cos STl 2V/2 (4(\f \@))

:—%(2\/5—2):—(\/3—1):1—\/3

Diplomitehtavien oheislukemistoa

eli kolme reaalilukua. Sijoittamalla saadut luvut takai-
sin yhtéloon x® = 6z + 4 nihdéin, ettd ne todella ovat
yhtélon ratkaisut.

Kirjoittaja opiskelee matematitkan opettajaksi.
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Binomikaava

Pekka Alestalo
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos
Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu

Téasséd kirjoituksessa vertaillaan kahta tapaa ldhestya
binomikaavaa (2). Niistd ensimmé&inen perustuu luku-
maarien laskemiseen, jota kutsutaan kombinatoriikak-
si. Toinen tapa viittaa puolestaan analyysiin, jolla ma-
tematiikassa yleensé tarkoitetaan jotakin derivaattaan
tai integraaliin liittyvaa.

Kombinatorinen binomikaava

Kertoma n! = n(n —1)(n —2)...3-2-1 on erés tir-
keimmistd lukuméaardn laskemiseen liittyvistd lausek-
keista. Se antaa vastauksen esimerkiksi kysymykseen,
kuinka monella eri tavalla n ihmistd voidaan asettaa
jonoon. Monien eri syiden vuoksi on luontevaa mééri-
tella 0! = 1; esimerkiksi tyhja joukko on sopimuksen
mukaan kaikkien joukkojen osajoukko. Lisdksi on syy-
td muistaa, ettd joukossa alkioiden jarjestyksella ei ole
merkitysté; jarjestetyn joukon oikea matemaattinen ni-
mitys on nimenomaan jono.

Kertomalausekkeiden sieventdmisessi tarvitaan usein
seuraavaa tulosta. Esimerkiksi

5! 5-4-3-2
3 32 04

ja samalla periaatteella saadaan yleinen kaava

nn—1)...(n—m+1) = —"

(n —m)!

kun 0 < m <n.

Olkoot 0 < k < n luonnollisia lukuja (nolla mukana).
Kombinatorinen maéritelma binomikertoimelle (Z) on
lukumaéra sille, kuinka monella eri tavalla n:n alkion
joukosta voidaan valita k:n alkion osajoukko. Lause-
ke (Z) luetaan ”"n yli k”; englanniksi "n over k7 tai
”n choose k7, joista jalkimméainen viittaa suoraan néi-
den lukujen kombinatoriseen taustaan. Esimerkiksi vii-
den hengen ryhmasta saadaan (g) erilaista sulkapallon

kaksinpelié.

Monet binomikerrointen ominaisuudet on helppo péé-
telld ilman eksplisiittistd kaavaa

(Z) - k'(nnLk)' (1)

joka johdettaneen kaikissa lukiokirjoissa vertaamalla
k:n alkion jonojen lukumé&drdd vastaavien k:n alkion
osajoukkojen lukumaérian.

Tehtava 1. Paattele binomikerrointen

(6 () () = (1)

arvot kombinatorisesti. Tarkista tulokset kaavan (1)
avulla.

Tehtava 2. Esita kombinatorinen perustelu kaavalle

(1) =("0)
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Binomikerrointen nimi ei kuitenkaan viittaa kombina-
toriseen madritelméédn, vaan binomikaavaan

(a+b)" = zn: (Z) a"kpk

k=0

. n n n n—1
<0>a +(1>a b+ ...
+< " )ab”1+<n)b”
n—1 n

=a" +na"" o4 Fnad"t 0", (2)
kun n on luonnollinen luku ja a,b ovat reaalilukuja.

Huomatus: Summamerkin kéyttoon liittyy yleenséa
sopimus, jonka mukaan 0° = 1. Muuten esimerkiksi
binomikaavan ensimmaéinen termi a™ (indeksilld k = 0)
pitéisi kirjoittaa muusta summasta erilleen silta varal-
ta, ettd b = 0.

Binomikaava todistetaan yleensd ns. matemaattisen in-
duktion avulla, mutta kombinatorinen paédttely on hy-
vin suoraviivainen. Kun lauseke

(a+b)"=(a+b)(a+Db)...(a+0b)
kerrotaan auki, niin a®*bF-tyyppisid termeji saadaan
tédsmélleen silloin, kun tulon n:std tekijistd valitaan
tdsmélleen k kappaletta b-termejé, jolloin kaikki loput
n — k kappaletta ovat a-termeja. Termien jarjestyksel-
14 ei tulossa ole vilid, joten a™ *bF-termeji saadaan
yhteensi (Z) kappaletta.

Y14 oleva padttely miellyttdd kombinatoriseen ajatte-
luun tottuneita, ja tdlle ihmistyypille myo6s binomiker-
rointen ominaisuus

(R G)=00) e

on helppo ilman lausekkeiden sieventdmisté, kun kysy-
tddn: Monellako eri tavalla voidaan n+1 alkion joukos-
ta valita k kappaletta? Vastaus 16ytyy esimerkiksi seu-
raavalla tavalla. Ajatellaan alkiot palloina, joista yksi
on musta ja loput n valkoisia (mutta keskendén eri-
laisia). Erilaiset k:n alkion valinnat jakaantuvat silloin
kahteen ryhméén; niihin, joissa ei ole mustaa palloa
(A-ryhmé), ja kaikkiin muihin, joissa on musta pallo ja
k — 1 valkoista (B-ryhmaé). Talléin A-ryhmén valintoja
on (Z) kappaletta, koska musta pallo on pelkkéd ilmaa
A-ryhmaélle. B-ryhmén valintoja on taas (kfl) kappa-
letta, silld mustan pallon lisdksi valitaan vain k& — 1 val-
koista palloa n:std mahdollisesta. Ryhmét A ja B ovat
taysin erilliset, joten niiden lukuméérien summana saa-
daan kaikkien valintojen lukumaééréa. Huomaa myos, et-
tei pallojen varittdmiseen liity niiden jarjestamista.

Tehtava 3. Piirrd kuvio edellisen pééattelyn tilantees-
ta ja tutki vélivaiheet huolellisesti. Tarvittaessa voit
kokeilla asiaa pienilla luvuilla n ja k.

Tehtédva 4. Todista kaava (3) kirjoittamalla binomi-
kertoimet kertomien avulla ja sieventdmalla lausekkeet.

Tehtdva 5. Kertaa, miten kaavan (3) avulla saadaan
Pascalin kolmion muodostussdintd, kun n on rivinu-
mero ja k = 0,1,...,n on kolmion sivun suuntaisten
sarakkeiden jarjestysnumero.

Tehtéva 6. Neperin luku e méaritellddn (yleensi) raja-

arvona
1 n
(1+) .
n—00 n

e= lim
a) Osoita binomikaavan avulla, ettd e > 2. b) Osoita
binomikaavan avulla, ettd e > 2.

Analyyttinen binomikaava

Osa ihmisistd hahmottaa raa’an kaavoilla laskemi-
sen kombinatorista paéttelyd helpommin. Binomikaava
voidaan todistaa myos talld tavalla.

Tavallisin todistus etenee ns. matemaattisen induktion
avulla potenssin n suhteen. Siiné tarvitaan ym. kaavaa
(3) ja melko mutkikasta summalausekkeiden sievente-
lya. Koska se on mielestdni hankalampi kuin seuraava
paéttely, niin sivuutan sen kokonaan.

Todetaan aluksi, ettd yleinen binomikaava (2) seuraa
yksinkertaisemmasta kaavasta

(1+2)" = ki:o (Z)xk (4)

sijoittamalla tdhén z = b/a, kertomalla tulos puolittain
lausekkeella a™ ja tekemélléd tarvittavat potenssien sie-
vennykset.

Kaavaa (4) kannattaa tarkastella kahden n-asteisen po-
lynomin yhtdsuuruutena: siiné vaitetdédn, ettd polyno-
mit P(z) = (1+2z)" ja Q(z) = >_j_, (})2" ovat samat.

Tehtava 7. Todista seuraava tulos: Jos n-asteisille po-
lynomeille

p(z) = apa™ + 12" P+ -+ a1z +ag
ja
q(x) = bpa™ + b1z 4 4 byx + by
on voimassa p(0) = ¢(0) ja lisdksi
p™(0) = ¢™)(0) kaikilla 1 < m < n,

niin a,, = b, kaikilla m ja polynomit ovat samat. Tés-
séi siis p(™ (0) tarkoittaa polynomin p(z) kertaluvun m
derivaattaa kohdassa x = 0.

Kaavan (4) todistamiseksi riittd4 siis tarkistaa tehté-
van 7 ehdot. Selvasti P(0) = (1+0)" =1 ja
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koska 0° = 1.

Lisaksi arvoilla 1 < m < n on voimassa
P'(z) =n(l+a)" ",
P'(z) = n(n — 1)(1+2)"2,

P™(z)=nn—1)...(n —m+1)(1+z)"™,
joten
P 0)=n(n—1)...(n —m+1)(140)"™™
n!

=nn=1)...(n-m+1) =Ty

kéayttamalld alussa esitettyd kertoman ominaisuutta.

Toisaalta
QW= <Z> kat =,
k=1
Q@ =3 (k-2

n

Qi(x)=>" (Z)k(k —1)... (k= (m—1))zk—™

k=m

joten

I
I
T
2

©

Viite on siis todistettu, ja kaava (4) on tosi.

Lisdtietoja esimerkiksi englanninkielisen Wikipedian
sivulla http://en.wikipedia.org/wiki/Binomial_
coefficient

Matematiikan hammastyttiava tehokkuuus luonnontieteissa

Nobelin fysiikan palkinnon saaja E. P. Wigner kirjoitti artikkelissa, jonka otsikko on Matematiikan hdmmaéstyt-

tava tehokkuuus luonnontieteissas:

”"Matematiikan kielen ihmeellinen sopivuus fysiikan lakien formulointiin on suurenmoinen lahja, jota
emme ymmaérrd emmeké ansaitse, meidén tulisi olla kiitollisia siité ja toivoa, ettd se pysyy voimassa
myos tulevaisuudessa ja ettd sitd voidaan laajentaa monille muillekin tieteen aloille, seurasi siitd sitten

mielihyvaa tai hAmmennysta.”

N. Bourbakin artikkelissa "Matematiikan arkkitehtuuri” sanotaan:

"Nykyfysiikan viimeiset keksinnot nayttavit vahvistavan, mité odottamattomimmalla tavalla, kokeel-
lisesti havaittavien ilmitiden ja matemaattisten struktuurien vilisen laheisen yhteyden. Kuitenkaan
emme tiedd yhtddn mitddn tdmén tosiasian perusteista ja ehkd emme koskaan tule tietdméank&an.”


http://en.wikipedia.org/wiki/Binomial_coefficient
http://en.wikipedia.org/wiki/Binomial_coefficient
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Binomijakaumasta

Markku Halmetoja
Maéntén lukio

Binomijakautuneen satunnaismuuttujan odotusarvon
ja varianssin laskeminen suoraan maéaritelmiin tukeu-
tuen on laskuteknisesti haastava tehtéva ja lukion op-
pikirjoissa ne yleensa annetaankin valmiina kaavoi-
na. Téssd kirjoituksessa esitetdén differentiaalilasken-
taa soveltava oikotie kyseisten parametrien johtamisek-
si. Lukijan mukavuutta ajatellen kerrataan aluksi erai-
ta yleisid kasitteité.

Lukuja

n n!
= —mm----m k: “ e
<k;) Kl(n— k)’ 0,..nm

kutsutaan binomikertoimiksi, silld jos n on positiivinen
kokonaisluku, niin

(1+2)" = kzn:_o (Z) a*. 1)

Binomikaava (1) todistuu mukavasti esimerkiksi induk-
tiolla binomikertoimien yhteenlaskusd&ntoa

() @=0) e

soveltaen. Yhtélon (1) avulla saadaan jatkossa tarvit-
tava yleisempi binomikaava

2: (Z) "ok, (3)

k

(a+0)"

Aktiivinen lukija suorittaa yhtal6ihin (1), (2) ja (3) liit-
tyvét todistukset yksityiskohtaisesti tai katsoo ne Pek-
ka Alestalon kirjoituksesta [1].

Satunnaismuuttujan X todenndkoisyysjakaumasta il-
menee, milld todennakoisyydelld muuttuja saa minkéa-
kin arvon. Jos muuttujan arvojoukko on édérellinen, niin
jakauma esitetddn usein taulukkona

X: x1 ... T ... Tn
p: p1 ... Pk --- Pn

missd siis P(X =ap) =prjapr+...+pp = 1.
Todennakdisyydet p, on mukava ajatella z-akselin pis-
teisiin xj asetetuiksi massoiksi, joiden kokonaismééra
on 1. Tallgin satunnaismuuttuja odotusarvo

k=1

on massan painopiste ja varianssi
0 =D?X = (1 — p)’pr + ...+ (0 — 1)?pn

sen hitausmomentti painopisteen suhteen. Varianssi on
siis varsin luonnollinen mittari kertomaan todennakoi-
syyden keskittymisestd odotusarvon ldheisyyteen. Ak-
tiivinen lukija muuntaa varianssin kaavan jatkossa tar-
vittavaan muotoon

n
o? = —p? + Zpkxi (4)
k=1
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Kerrataan lyhyesti my6s binomitodennékoéisyys. Siithen
tullaan suorittamalla n riippumatonta toistoa kokeesta,
jonka tulosmahdollisuudet ovat A ja A. Jos Am esiinty-
mistodennédkoisyys yksittéisessé toistossa on p ja satun-
naismuuttuja X on A:n esiintymiskertojen lukumé&éra
n:sséa toistossa, niin

n

P(X=k)= (k)pk(l —p)"* k=01,...,n.

Talloin sanotaan, ettd satunnaismuuttuja X on bino-
mijakautunut parametrein n ja p, ja merkitdan

X ~ Bin(n,p).

Kaavaa (3) soveltaen ndhddén, ettd binomitodennakoi-
syyksien summa

n

> <Z)p’“(1 )" =+ l-p)" =1

k=0

Binomijakautuneen muuttujan odotusarvo

uzzn:k-P(X:k:)
k=0
— - . Y\ k _ o \n—k
=3k (p)pranr )

ja varianssin méérittdmisessi kaavaa (4) soveltaen on
laskettava summa

S () -pre ©)

Aktiivinen lukija tutkii millaisiin komplikaatioihin
summien (5) ja (6) késittely johtaa, silla siten saa pers-
pektiivid seuraavaan yksinkertaiseen esitykseen.

Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, jolla on &&-
rellinen arvojoukko {z1,...,z,} ja P(X = =) = px.
Maaritelldédn sen generoiva funktio g seuraavasti:

g(t) = prt™ + ...+ pat™, (¢t >0).
Derivoimalla saadaan

g/(t) = p1x1t$1—1 4. _’_pnxntwn—l7

joten
p=EX =g'(1).

Varianssin laskemisessa tarvitaan g:n toinen derivaatta
g"'(t) = pray(xy — D72 4+ L+ puxy(x, — 1)t 2,

Sen arvo pisteessi t = 1

n n
9"(1) = Zplxk(wk -1)= ZPM% —-g'(1),
k=1 k=1

joten
n
> peri =g (1) +4"(1).
k=1

Téamaén avulla varianssin kaava (4) saadaan muotoon
n
2 2 2
o7 =—pt+ E Dk
k=1

=—g(1)* +¢'(1) +¢"(1)

=g"(1) +4'(1) - g(1)%

Binomijakauman generoiva funktio

Sen derivaattojen
g'(t) =np(pt +1—p)"~!
g'(t) =n(n —1)p*(pt +1—p)" >
avulla saadaan muuttujan X odotusarvo
p=EX =g'(1)=mnp
ja varianssi
0? =D?X =g¢"(1) +¢'(1) - 9(1)°
=n(n—1)p* + np — (np)*
= (np)* — np* + np — (np)®
= np — np*

=np(1 —p).

Viitteet

[1] Pekka Alestalo, Binomikaava, Solmu 2/2013, http:
//solmu.math.helsinki.fi/2013/2/binomi.pdf
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Laskentoa ja jaakiekkoa

Matti Lehtinen
Helsingin yliopisto

Juhani Huhtamaiki: Latkidssd matematiikkaan.
MFKA-Kustannus Oy, 2010, 96 sivua. Hinta MFKA:n
verkkokaupassa 15,30 euroa.

JUHANI IIIIIITMdﬂI(I

Pojat syrjaytyvét, sehdn on yksi keskeisid koulutuksen
huolenaiheita. Matemaattisten aineiden opettajien lii-
ton kustannusyhtic MFKA on ldhtenyt osaltaan pon-
nistelemaan téta trendid vastaan julkaisemalla lasken-
non harjoituskokoelmia, joiden teemana on urheilu.
Sarjan ensimmaéinen, vuonna 2010 painettu osa Ldtkds-
sd matematiikkaan on ottanut teemakseen nykyaén il-
meisesti merkittavimmaén urheiluviihteen muodon, jaa-
kiekon. Myos jalkapalloaiheinen tehtévikokoelma on il-
mestynyt.

Latkdssd matematiikkaan -kirjassa on 110 laskutehté-
vad. Laskuja laskemaan on ajateltu luokkien 6-9 op-
pilaat. Tehtédvét on kaikki painettu aukeamien vasem-
manpuoleisille sivuille; oikeanpuoleiset on varattu kir-
jan kayttéjalle ratkaisutilaksi. Tyokirja siis, eikd kerran
tadytettynd endé toimi toisen kayttdjan kasissa.

Tehtévat on ryhmitelty yhdeksddn lukuun, joille on
keksitty jadkiekkoaiheiset otsikot, osin englanninkie-
liset. Teemoina ovat peruslaskutoimitukset, yksikon-
muunnokset, nopeudet (edelleen pédasiassa yksikon-
muunnoksia), prosenttilaskenta, jonka eri aspekteille
on omistettu luvuista nelja, tasogeometria (muutama
pinta-alatehtavé) ja yhdeksas luku, joka siséllysluette-
lon mukaan kattaa symmetrian, Pythagoraan lauseen,
avaruusgeometrian, yhtalot ja yhtéloparit ja viela tilas-
tot. Kaikkiin tehtédviin on annettu numeeriset vastauk-
set, muttei sen tarkempia ohjeita tai selityksié.

Kaikki tehtévat on jotenkin sijoitettu jadkiekon maa-
ilmaan, jossa erilaisten numeeristen tietojen tilastointi
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on tavanomaista ja runsasta. Lisddko tdmé asian mie-
lenkiintoa, on vaikea sanoa. Tyypillisten tehtavien "AK
Kazanin kahdessa perdkkdisessd ottelussa oli yleis6a
11345 ja 11 786. Montako prosenttia enemmén oli ylei-
s6a jalkimmadisesséd ottelussa?” tai “Jokereiden pelimat-
ka TPS:n vieraaksi on 165 km. Pelimatka Tapparan
vieraaksi on 104,85 prosenttia Turun matkasta. Kuin-
ka paljon pidempi matka on Tampereelle?” lukuarvotu-
lokset eivit ainakaan minusta ole kovin mielenkiintoi-
sia. Mutta on tehtévissi toki relevantimpiakin. Mielen-
kiintoista on varmaan laskea, kuinka pian siniviivalta
ammuttu kiekko on maalivahdin kohdalla (vaikka teh-
tavéssé sivulla 22 ei oteta kantaa siithen, mistd kohtaa
siniviivaa laukaus ldhtee) tai paljonko vettd kuluu, kun
jaahdytyskone levittaé sitd kaukaloon 1,20 millimetrin
vesikerroksen (mutta tiedetdanko paksuus todella mil-
limetrin sadasosan tarkkuudella?).

Yksi Ldtkdssd matematiikkaan -kaltaisten kirjojen on-
gelma on vddjadmaton ajan kuluminen. Realistiset tie-
dot koskevat mychdisimmillddn pelikautta 2007-08, ja
pelaajia, joiden saavutukset tulevat ajan mittaan him-
menemadn historian haméraan. Mikaén ei tietysti esta
kirjaa kéyttdvaa opettajaa korvaamasta lukuja ajan-

Solmun matematiikkadiplomit

kohtaisemmilla.

Kirjaa on maustettu sinne tédnne ripotelluin pikkutie-
doin ja muutamin ongelmatehtdvin. Useimmat ovat
"SEND + MORE = MONEY” -tehtévén kaltaisia kor-
vaa kirjain numerolla -tehtévid. Namé ovat muiden teh-
tavien tasoon ndhden huomattavan vaikeita. Moniin on
my0s olemassa enemmén kuin yksi ratkaisu. Tata ei
vastausosastossa ole otettu huomioon.

Latkdssd matematiikkaan on varsin selvasti poikakir-
ja. Vain yhdessé tehtédvissd ndkyy mainittavan toinen
sukupuoli, ja silloinkin kysytéddn ottelun naispuolisten
katsojien méardaa. Jadkiekkoon vihkiytyméattoman lu-
kijan silmééan pistavéit jotkin varmaan alan normaaliin
kielenkayttoon kuuluvat ilmaukset kuten "ampui tut-
kaan”. Pientd mutta tuskin héiritsevda horjuvuutta on
merkinnoéissd. Ja kylldhédn ympyrdlierié on yhdyssana.

Matematiikasta syrjaytymaéssa oleva poika tuskin oma-
aloitteisesti etsiytyy hyodyllisen harjoituskirjan luokse.
Mahtanevatko peruskoulun ylldpitdjat myoskaan téal-
laisia kirjoja ostella. Olisi varmaan hyvé, jos niin teki-
sivat.

Peruskoululaisille tarkoitetut Solmun matematiikkadiplomit I — VIII tehtdvineen ovat tulostettavissa osoitteessa

http://solmu.math.helsinki.fi/diplomi.html

Opettajalle lahetetddn pyynnosté vastaukset koulun sdhkopostiin. Pyynnon voi ldhettaé osoitteella

marjatta.naatanen(at)helsinki.fi
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Sekalaisia kilpailutehtavia

Heikki Pokela
Tapiolan lukio

Edellisen numeron tehtavista

Tédman vuoden ensimmaéisessd Solmussa jatettiin luki-
jan ratkottaviksi pari tehtavda. Ensimmaisessé piti et-
sid kaikki kokonaisluvut z, jotka toteuttavat yhtédlon

27(4— z) = 22 + 4. (1)

Koska 2% on positiivinen, on lausekkeiden 2z + 4 ja
4 — z oltava samanmerkkiset. Niilld ei ole yhteisid nol-
lakohtia, joten tutkittavaksi jaa xz:n arvot —1,0,1,2 ja
3. Niista yhtdlon (1) toteuttavat x =0,z = 1 jax = 2.
My6s muita ratkaisutapoja 16ytyy, mutta todennakoi-
sesti suurin osa niistd johtaa hyvin pitkddn algebral-
liseen pyorittelyyn. Kilpatehtaville on tyypillista, etta
yksi ratkaisutapa on lyhyt, muut pitkié.

Toisena tehtdvana oli osoittaa, ettd jos m ja s ovat po-
sitiivisia kokonaislukuja joiden tulo on 20002°°!, niin
yhtalolla

max? — sy? =3 (2)

ei ole kokonaislukuratkaisuja. (Kilpailutehtévd Make-
doniasta)

Tehtavd voidaan ratkaista ristiriitatodistuksella. Ole-
tetaan, ettd (2) toteutuu joillakin positiivisilla koko-
naisluvuilla x ja y, ja ettd m ja s ovat tehtdvian ehdot
toteuttavia lukuja. Koska 2000 = 16 - 125, voimme kir-
joittaa

ms = (2453)2001 — 9800456003

Kakkosen saaminen tekijaksi on hyodyllista, silld nyt
voidaan ottaa parillisuus ja parittomuus tyckaluksi teh-
tdvan ratkaisussa. Koska ms on parillinen, eivat m ja
s voi molemmat olla parittomia. Jos s on parillinen,
on m:n oltava pariton, silli maz? = 3 + sy? on pariton.
Voimme siis téssa tapauksessa kirjoittaa m = 5, missé
« on kokonaisluku, joka toteuttaa ehdon 0 < o < 6003.
Tistd seuraa, etté s = 2800456003— joten alkuperiinen
yhtalo saadaan muotoon

5041,2 — 3 + 28004560037&,1!2' (3)

Yhtélon oikea puoli on kongruentti luvun 3 kanssa mo-
dulo 4. Vasemmalla puolella on 22, joka neliéné on 0
tai 1 modulo 4, joten siité ei 5:114 kertomalla saa lukua,
joka olisi kongruentti 3:n kanssa modulo 4.

Jos puolestaan m on parillinen, niin s on pariton.
Siis s = 57 jollakin kokonaisluvulla 3, joka toteuttaa
0 < B < 6003. Nyt m = 2800456003=5 33 alkuperiinen
yvhtélo on

3 + 5By2 _ 28004560037’3‘%2. (4)

Yhtilostd (4) ndhddén, ettd S el voi toteuttaa ehtoa
0 < B < 6003, silla téssd tapauksessa seuraisi 5 |3, mi-
k& on mahdotonta. Jos 5 = 0, niin

y> = -3 =2 (mod 5).
Jos 8 = 6003, niin 22 = 3 (mod 5), koska

98004 _ 44002 — (_1)4002 = | (104 5).
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Siispé tdmékin vaihtoehto johtaa ristiriitaan, silld luku-
jen neliot ovat kongruentteja lukujen 0, 1 tai 4 kanssa
modulo 5. Aktiivinen lukiolainen voi varmistaa asian
laskemalla lukujen 5n, 5n+ 1, bn+ 2, 5n+ 3 ja bn+4
nelict.

Maol loppukilpailu 2013

Loppukilpailuun kutsuttiin syksylld pidetyistd alkusar-
joista kolme ensimméisen vuoden, kuusi toisen vuoden
ja noin kaksitoista kolmannen vuoden lukio-opiskelijaa.
Varsinkin niille kolmelle nuorimmalle kutsutulle edessa
oli todella haastetta, silld loppukilpailu ei tunne sarja-
jakoa. Kuitenkaan he eivét yleensd jéa aivan tuloslistan
loppupéaéhén, saati pisteittd. Joskus joku heistéd padsee
kymmenen parhaan joukkoon. Niin kavi tdnédkin vuon-
na.

Viidesta tehtévistd viimeistd oli vuotta aiemmin kéay-
tetty Eteld-Korean matematiikkakilpailujen loppukil-
pailussa, ja se kasitteli lukuteoriaa.

Ftsi kaikki kokonaislukukolmikot (m, p, q), jotka to-
teuttavat yhtdalon

2" +1=¢". (5)
ja joissa lisiksi m > 0 sekd p ja q ovat alkulukuja.

Ratkaisu ldhtee liikkeelle siirtdmaéalla ykkonen oikealle
puolelle. Koska ¢° — 1 on jaollinen (¢ — 1):114, ¢ — 1 on
muotoa 2"p*, missi n < m ja k on 0, 1 tai 2. Téllais-
ten eksponenttiehtojen asettaminen tulee melko usein
vastaan kilpatehtdvien yhtéloissé, joissa etsitdén koko-
naislukuratkaisuja. Yhdistdmaélla edellisen tuloksen ja
yhtélon (5) saamme yhtéloparin

2mp2 — q5 -1
2pk =g — 1.

(6)

Jakamalla yhtdlot (6) puolittain saadaan

2—k:q5
-1

2m—n

p ="+ ++q+1, (7

missé oikea puoli on pariton, joten m = n. Binomikaa-
vaa soveltamalla saadaan

2mp2 +1= q5 — (2mpk + 1)5 > 25mp5k + 17
mista seuraa
2mp2 2 25mp5k

ja edelleen
p275k Z 24m Z 1.

Eksponenteista tulee vaatimukseksi 2 — 5k > 0. Aiem-
min k:lle saatu ehto antaa ainoaksi vaihtoehdoksi k = 0
ja siten ¢ — 1 = 2™. Alkuperainen yhtdlo on nyt

2mp? +1 = (2™ +1)°. (8)

Avaamalla yhtalossé (8) sulut, vihentdmalla ykkoset ja
jakamalla luvulla 2™ saadaan

p?=2%" 4525 1 10-22" +10-2™ +5.  (9)

Jos nyt m > 2, niin yhtélosta (9) seuraa
p? =5 (mod 8),

minkd aktiivinen lukiolainen toteaa mahdottomaksi.
Taten m = 1. Sijoittamalla ratkaistut luvut aiempiin
yhtéloihin saadaan lopuksi (m, p,q) = (1,11, 3).

Pari tehtavaa pohdittavaksi

Funktionaalitehtévit edellyttavat kuvauksiin liittyvien
perusominaisuuksien ymmaértamista. Téllaisia ominai-
suuksia ovat mm. kéanteiskuvaus ja useat sisikkéiset
funktio-operaatiot. Seuraavaa tehtavaa ei ehké heti aa-
vista funktionaalitehtévéksi.

Olkoon a = '°%/1992. Kumpi luvuista

A vai 1992 (10)
on suurempi? Yhtdilon vasemmalla puolella on 1992
kappaletta a-kirjaimia.

Lausekkeiden arvoihin, siis lukuihin, liittyvat pohdin-
nat kuten numeroiden maarat, ensimméiset tai viimei-
set numerot ratkeavat yleenséd kongruenssin laskuséan-
noilla. Joskus binomikaava ja induktio riittavét, kuten
seuraavassa tehtavéssa.

Madaritd luvun

25 425 195" 4 428" (11)
kaksi viimeistd numeroa, kun luku kirjoitetaan kym-
menjdarjestelmdssa.

Vihjeeksi edelliseen vaikkapa se, ettd kannattaa kat-
soa, mihin kahteen numeroon kaksi ensimméisté ter-
mid paidttyvat kymmenjarjestelméssd. Padtelméan voi
yrittdd sen jélkeen yleistdd induktiolla.

Kilpailutehtédvien ratkaisuissa esiintyvét usein kongru-
enssi, induktio, parillisuus, nelién ei-negatiivisuus, ke-
hékulmat, yhdenmuotoisuus, sopivien lukujen sijoitta-
minen funktionaaliyhtéloiden sisélle, polynomiyhtaloi-
den juurten ominaisuudet ja muutamat muut perus-
asiat. Hienous lienee juuri téssé. Varsin rajatulla mate-
matiikan osa-alueella, kilpailumatematiikalla, voidaan
kehittdd nuoren lukiolaisen matemaattista oppimisky-
kya melko rajattomasti. Haasteet kilpailumatematii-
kassa eivat lopu kesken.

Ratkaisuihin palattaneen jonkin seuraavan Solmun
palstoilla.
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Johdanto

Lukijan mielesté rationaali- ja reaalilukujoukot tuntu-
vat ehkd samanlaisilta. Rationaali- ja reaaliluvuilla las-
ketaan suunnilleen samalla tavalla. Kummastakin 16y-
tyy mielivaltaisen suuria lukuja ja mielivaltaisen pienia
positiivisia lukuja seka tietysti vastaavat negatiiviset
luvut. On kuitenkin erds ominaisuus, joka tekee reaa-
liluvuista rationaalilukuja paremman systeemin jatku-
van muutoksen kuvailemiseen ja moneen muuhunkin
tarkoitukseen. TA4mé& ominaisuus voidaan ilmaista niin,
ettd jokaisella epatyhjalla, ylhaélté rajoitetulla joukol-
la reaalilukuja on pienin yldraja. Ilmaus voi tédssa vai-
heessa tuntua lukijasta kryptiseltd, ja tutustummekin
tdhén ominaisuuteen téssi kirjoitelmassa. Kaytdn huo-
mattavasti mukaillen erdsta keskustelussa [1] esitettyd
ldhestymistapaa.

Opettavainen satu

Olipa kerran poika nimeltd Pekka, joka ei tuntenut
muita lukuja kuin rationaaliluvut. Lukijan muistin vir-
kistamiseksi mainittakoon, ettd rationaaliluvut ovat
niité lukuja, jotka saadaan kahden kokonaisluvun osa-
méarand, eli muun muassa %, %, %2 ja % ovat rationaa-
lilukuja.

Erdaana paivand Pekka 1ahti kdvelemédn poispain ko-
titalostaan. Kutsumme sitd hetked, jona Pekka lahti
kéaveleméan, hetkeksi 0, ja Pekka kiihdytti kavelyaan

niin, ettd Pekan etéisyys kotitalosta saadaan kaavalla
Etiisyys = Aika?.

Hetkelld 1,5 Pekka havaitsi, ettd han on etdisyydelld
1,52 = 2,25 kotitalostaan. Pekka padtteli, ettd on ollut
hetki hg, jona hian on ollut etéisyydelld 2 kotitalostaan.
Nyt ho toteuttaa yhtalon

hi = 2.

Kuitenkin Pekka tiesi, ettd tdlld yhtalolla ei ole rat-
kaisuja rationaalilukujen joukossa. Koska Pekka tunsi
vain rationaaliluvut, hén oli ymmalladan.

Erdané toisena péavand Pekka teki kédvelyn, jossa han
lahti kotitalostaan, kéveli aikansa ja palasi kotitaloon-
sa. Kutsumme edelleen sitd hetked, jona Pekka lahti
kévelemédn, hetkeksi 0. Talla kertaa Pekka kéveli niin,
ettd hénen etédisyytensd kotitalosta saadaan kaavalla

Etiisyys = Aika — Aika®.

Hetkelld 0 hén oli kotitalossaan, ja hetkelld 1 hén oli
palannut kotitaloonsa. Pekka péaétteli, ettd nédiden het-
kien vélilld on hetki /1, jona hén oli ollut kauimpana
kotitalostaan. Pekka oli opiskellut matematiikkaa, ja
hén tiesi, ettd hy on funktion

fo) =2
derivaatan nollakohta. Nyt

fl(z) =1 - 322
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joten a® on jaollinen neljilli. Mutta koska b ei ole jaollinen
B2 — 1 kahdella, 2b? ei ole jaollinen neljilli, ristiriita. Siis vas-

13 taoletus on véiri, ja rationaalilukua r, jolle r? = 2, ei

Pekka tiesi, ettd tallakdaan yhtalolla ei ole ratkaisuja ra-
tionaalilukujen joukossa, joten Pekka oli taas ymmal-
l44n. Sen pituinen se.

Ongelman muotoilu

Kuten useissa saduissa, myos téssa sadussa on opetus:
rationaaliluvut ovat hyvin puutteellinen lukujarjestel-
maé jatkuvan litkkeen kuvailuun. Lukija lienee térmén-
nyt sellaisiin reaalilukuihin, jotka olisivat auttaneet Pe-
kan hammennykseen: hy = V2 ja hy = \/g . Nama ei-
vit olekaan rationaalilukuja. Lukija lienee torménnyt
my6s muihin reaalilukuihin, jotka eivét ole rationaali-
lukuja. Esimerkkejé téllaisista ovat e ja .

Edelld olemme esimerkinomaisesti maininneet joitakin
reaalilukuja. Nyt kysymys, joka meitd kiinnostaa, kuu-
luu

Mité kaikkia lukuja meiddn on hyviksyt-
téva reaaliluvuiksi, jotta saisimme reaalilu-
vuista hyvin (mm.) jatkuvaa liikettd kuvai-
levan systeemin?

Rationaaliluvut ovat myos reaalilukuja, mutta ne ei-
vat yksin riitd. Mitd muuta tarvitaan? Luettelon anta-
minen kaikista reaaliluvuista vaikuttaa toivottomalta
projektiltal, joten tahdomme jonkun yleisen periaat-
teen, jolla voidaan tuottaa kaikki reaaliluvut.

Palaamme tdhan kysymykseen hetken péadstd, mut-
ta ensin tutkimme motivoivana esimerkkind hiukan

ﬁzta.

ﬁ:sta

Tutkimme sité aukkoa, jonka v/2:n puute rationaalilu-
kujen systeemiin jattéa.

Osoitamme ensin, ettéd ei ole olemassa rationaalilukua
7, jolle 72 = 2. Tésté seuraa, ettd v/2 ei ole rationaali-
luku.

Todistus: Teemme vastaoletuksen, ettd on olemassa ra-
tionaaliluku 7, jolle 72 = 2. Nyt r voidaan esittds muo-
dossa 7, missd a ja b ovat kokonaislukuja. Voimme li-
siaksi olettaa, ettd edellimainittua esitystd on sieven-
netty niin paljon, ettd a:lla ja b:114 ei ole yhteisid te-
kijoitd. Koska (4)* = 2, pitee a® = 2b*. Siis a® on
jaollinen kahdella, joten a on jaollinen kahdella, ja kos-

ka esitys oli sievennetty, b ei ole jaollinen kahdella. Siis

1Ja sité se onkin; timé voidaan jopa todistaa.

ole olemassa. [

Tutkitaan sitten sellaisia rationaalilukuja 3 > 0, joille
(%)% < 2. Koska nelidjuurifunktio on kasvava, téllaisil-
le luvuille pétee myos § < V2. Valitaan nyt niin suuri
n €N, ettd 4 < V2— %, eli $+ 4 < V2. Tisti
seuraa (% 4 157 )? < 2. Veddmme seuraavan johtopéé-
toksen: Jos ¢ on mikéd tahansa positiivinen rationaa-
liluku, jolle (%)2 < 2, on olemassa toinen, suurempi

rationaaliluku ¢ + 3=, jolle (% + 3)% < 2.

Vastaavalla péattelylld voidaan nédyttdd seuraava: Jos
% on mikd tahansa positiivinen rationaaliluku, jolle
(%)2 > 2, on olemassa toinen, pienempi rationaalilu-

ku ¢ — 2=, jolle (4 — 14-)2 > 2.

Siis niiden positiivisten rationaalilukujen ¢ joukossa 4,
joille (%)2 < 2, ei ole suurinta alkiota, ja niiden positii-
visten rationaalilukujen ¢ joukossa B, joille ($)? > 2,

b
ei ole pieninté alkiota.

Edellisestd veddmme seuraavan, jatkon kannalta olen-
naisen johtopédatoksen: Ei ole olemassa pieninta ratio-
naalilukua 7, joka olisi vihintdéan niin suuri kuin kaikki
A:n alkiot, eiké ole olemassa suurinta rationaalilukua
%, joka olisi korkeintaan niin pieni kuin kaikki B al-
kiot.

Joukkojen A ja B vilissé on siis aukko, johon /2 kuu-
luisi. Seuraavassa luvussa esitdmme periaatteen, jolla
kaikki tallaiset aukot voidaan tilkita.

Kuinka reaaliluvut saadaan aikaan?

Téassé luvussa esitdémme vihdoin sen periaatteen, joka
tuottaa kaikki reaaliluvut. Aloitamme kuitenkin parilla
méadritelméalla.

Olkoon A epatyhja joukko rationaalilukuja. Sanomme,
ettd A on ylhéalta rajoitettu rationaalilukujen joukos-
sa, jos on olemassa rationaaliluku ¢, jolle a < ¢ kaikilla
joukon A alkioilla a.

Olkoon A epétyhja joukko rationaalilukuja. Sanomme,
ettéd reaaliluku r on joukon A ylaraja, jos kaikilla jou-
kon A alkioilla a patee a < r. Sanomme, ettd reaali-
luku 7’ on joukon A pienin yliraja eli supremum, jos
seuraavat kaksi ehtoa péatevit

e 1’ on joukon A yliraja.
e Jos reaaliluku r” on joukon A yliraja, niin v’ < r”.

Nyt kaikki reaaliluvut saadaan tuotettua seuraavalla
periaatteella:
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Periaate 1. Jos A on epdtyhji joukko rationaaliluku-
ja, joka on ylhddltd rajoitettu rationaalilukujen joukos-
sa, niin on olemassa reaaliluku r, joka on joukon A
pienin yldaraja.

Tutkitaan viela Pekan tilannetta. Hén siis tarvitsee re-
aaliluvut /2 ja
se on niiden positiivisten rationaalilukujen a joukko,
joille a? < 2. Nyt /2 saadaan joukon Ag pienimpéini,
ylarajana. Vastaavasti, jos A1 on niiden positiivisten

%. Miéritellién joukko Ao niin, ettd

rationaalilukujen a joukko, joille a? < %, niin \/g saa-
daan joukon A; pienimpéné yldrajana.

Toivon, ettd téssd vaiheessa lukijasta ei tunnu silté,
ettd ammumme tykilla kdrpastd. Olemme kunnolla pe-
rustelleet ainoastaan kahden reaaliluvun v/2:n ja \/g n
tarpeen, mutta Periaate 1 tuottaa reaalilukuja vaikka
milld mitalla. Kuitenkin kaikki néin syntyvit reaali-
luvut tarvitaan, jotta saadaan kehitettyd kunnollinen
jatkuvaa muutosta kuvaava teoria.

Desimaalikehitelmat

Lukija on saattanut tormétd reaalilukujen luonneh-
dintaan desimaalikehitelminé, jotka mahdollisesti ovat
padttyméattomia. Téssd luvussa selitdmme, miksi té-
maé reaalilukujen luonnehdinta tuottaa saman tuloksen
kuin Periaate 1. Késittelemme vain ei-negatiivisia luku-
ja. Negatiiviset luvut voidaan késitelld samantapaisella
menetelmalla.

Olkoon a,ajasas ... desimaalikehitelmé, missa a on ko-
konaisosa ja ai,as,as,... desimaalit. Muodostetaan
rationaalilukujoukko A, jonka jésenet ovat seuraa-
vat rationaaliluvut, joita on mahdollisesti ddrettomén
monta

a,aq
a,aia
a,ai1azas3

Nyt joukko A ndhdéén helposti ylhdélta rajoitetuksi, ja
sen pienin ylaraja on juuri reaaliluku, jonka desimaali-
kehitelmé on a,aiasas .. ..

Kaéntéen, olkoon x reaaliluku, joka on rationaaliluku-
joukon A pienin yldraja. Muodostetaan rationaaliluku-
joukko A’ siten, ettd a € A’, jos on olemassa b € A,
jolle b > a. Nyt x on joukon A’ pienin yliraja. Olkoon
a suurin kokonaisluku, joka kuuluu joukkoon A’. Ol-
koon a,a; suurin yksidesimaalinen desimaalikehitelma,
joka kuuluu joukkoon A’. Olkoon a,aias suurin kak-
sidesimaalinen desimaalikehitelmé, joka kuuluu jouk-
koon A’. Téssé siis tosiaan luku a on sama kuin luvun
a,a1 kokonaisosa, ja luvun a,a;as kokonaisosa ja ensim-
maéinen desimaali ovat samat kuin luvulla a,a;. Jatka-
malla prosessia saadaan aikaan kaikki x:n desimaalit.

Reaalilukujen ominaisuuksia

Olkoon A joukko reaalilukuja. Mé&aritelldén A:mn yla-
raja ja pienin ylaraja (eli supremum), samoin ylhaalta
rajoitettuus samoin kuin teimme sen rationaalilukujou-
koille. Sen avulla, ettd Periaate 1 tuottaa kaikki reaa-
liluvut, voidaan todistaa seuraava teoreema:

Teoreema 2. Olkoon A epdtyhja, ylhdalta rajoitettu
joukko reaalilukuja. Talloin on olemassa reaaliluku T,
joka on joukon A pienin ylaraja.

Taman teoreeman todistus jatetddn harjoitustehtavék-
si. Todistusstrategia on selitetty luvussa Pahkingité.

Periaatteella 1 tuotetut reaaliluvut auttavat myos Pe-
kan pélkahésta sekd moniin muihin samankaltaisiin ti-
lanteisiin. Voidaan nimittdin todistaa seuraavaksi esi-
tettavat teoreemat. Annamme teoreemoille perustelut,
jotka kenties saavat ne tuntumaan uskottavilta. Jos pe-
rustelut aiheuttavat lukijalle hahmotusvaikeuksia, ku-
vien piirtdminen auttaa. Lukijan kannattaa huomata,
ettd perustelumme eivét ole matemaattisia todistuksia.

Teoreema 3. Olkoon f: R — R jatkuva funktio. OI-
koon a < b kaksi reaalilukua ja c reaaliluku, joka on
lukujen f(a) ja f(b) vdlissa. Talloin on olemassa reaa-
liluku y, a <y < b, jolle f(y) = c.

Perustelu: Oletetaan f(a) < f(b). Olkoon A niiden
reaalilukujen z joukko, jotka ovat vdhintddn yhtisuu-
ria kuin a ja korkeintaan yhtédsuuria kuin b, ja joille
f(2) < c. Nyt luku y saadaan joukon A pienimpéna
ylarajana.

Jos f(a) > f(b), muodostetaan g(z) = —f(z),d =
—c ja sovelletaan edellisen kappaleen tulosta olioille
g7cl7a7 b'

Teoreema 4. Olkoon a < b reaalilukuja ja f: [a,b] —
R jatkuva funktio. Talloin on olemassa © € [a, b] siten,
ettd funktio f saa pisteessd x suurimman arvonsa.

Perustelu: Olkoon c¢ funktion f kuvajoukon supremum.
Tassa vaiheessa emme vield tiedé, ettd kuvajoukko on
ylhééltd rajoitettu. Asetetaan ylhééltd rajoittamatto-
man osajoukon supremumiksi oo, eli jos kuvajoukko on
rajoittamaton, ¢ = oo.

Valitaan ag = a ja by = b.

Olkoon zy valin [ag,bg] keskipiste. Tutkitaan véleja
[ag, o] ja [To, bo]. VAhintddn toisen nédistd vileistd ku-
vajoukon supremum on c. Valitaan aj:ksi ja by:ksi té-
mén vélin padtepisteet, a; < by. (Jos edelld kumman-
kin valin kuvajoukon supremum on ¢, valitaan vain toi-
nen naista valeista.)
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Olkoon x; vélin [a,b1] keskipiste. Tutkitaan véleja
[a1, 1] ja [z1, b1]. Vahintddn toisen néista véleistd ku-
vajoukon supremum on c. Valitaan as:ksi ja bo:ksi té-
mén vilin padtepisteet, as < by. (Jos edelld kumman-
kin valin kuvajoukon supremum on ¢, valitaan vain toi-
nen néisté véleista.)

Jatkamalla prosessia &darettomiin, saadaan &areton
kasvava jono ag,ai,as,... ja adreton vihenevéd jono
bo, b1, ba, . ... Lisdksi vélin [a;, b;] pituus ldhenee nol-
laa, kun i — oo. Valitaan x:ksi joukon {ag,a1,as,...}
supremum, joka sijaitsee jokaisella valilla [a;, b;], ¢ € N.
Nyt f(x) = ¢, ja koska f saa arvon ¢, ¢ # co.

Tarkat todistukset kidyddan yleensa lapi ensimmaisilla
yliopiston matematiikan kursseilla.

Pahkinoita

Kaikissa pahkinoissa saat kdyttdd vapaasti kaikkia tés-
sé kirjoitelmassa mainittuja tuloksia sekd muita tunte-
miasi matematiikan tuloksia.

1. Olkoon A neli6, jonka sivun pituus on 1. Laske A:n
lavistdjan pituus ja totea, etté rationaaliluvut eivét
ole riittavid edes yksinkertaisen geometrian tekemi-
seen.

2. Osoita, etté % ei ole rationaaliluku.

3. Olkoon A joukko reaalilukuja. Sanomme, ettd x € R
on joukon A alaraja, jos x < a kaikilla a € A.
Sanomme, ettd A on alhaalta rajoitettu, jos silld
on alaraja. Olkoon A epityhjé, alhaalta rajoitettu
joukko reaalilukuja. Osoita, ettéd joukolla A on suu-
rin alaraja.

4. Luvussa Desimaalikehitelméat konstruoitiin joukko
A’. Osoita, ettd seuraava pitee: Jos a € A, ja r

on mikéd tahansa rationaaliluku, jolle r < a, niin
reA.

5. Kappaleessa Desimaalikehitelmét konstruoitiin de-
simaalikehitelma joukon A yldrajalle. Konstruktios-
sa oletettiin perustelematta seuraava: Jos a on n
ensimmadistd desimaalia sisdltédva konstruktion vai-
he ja b on n + 1 ensimmaistd desimaalia sisaltava
konstruktion vaihe, niin b:n n ensimmaisté desimaa-
lia ovat samat kuin a:n n ensimmaéistd desimaalia.
Todista kyseinen viite.

6. Olkoon ¢ rationaaliluku ja A niiden rationaaliluku-
jen joukko, jotka ovat korkeintaan yhtasuuria kuin
q. Osoita, ettd g on joukon A pienin yldraja.

7. Todista Teoreema 2. Sinun kannattaa seurata seu-
raavaa strategiaa:

(a) Todista, ettd jos rg,r; ovat reaalilukuja, ro <
r1, niin on olemassa rationaaliluku g, jolle r¢ <
q < ri. Tassd kannattaa kayttdd hyvaksi sité,
ettd Periaate 1 tuottaa kaikki reaaliluvut.

(b) Todista, ettd jos A on ylhaalta rajoitettu joukko
reaalilukuja, on olemassa rationaaliluku ¢, joka
on joukon A ylaraja. Tassa voit kdyttad hyviksi
sité, ettd Periaate 1 tuottaa kaikki reaaliluvut.

(¢) Olkoon A ylhdalta rajoitettu joukko reaaliluku-
ja. Muodosta niiden rationaalilukujen ¢ joukko
B, joille on olemassa a € A, jolle ¢ < a. Péatte-
le kayttaen edellistd pykalaa, etta B:1la on ylé-
raja, joka on rationaaliluku.

(d) Olkoon A ja B kuten edellisessé pykélassd. Ol-
koon ¢ joukon B ylaraja. Osoita, ettd g on jou-
kon A ylaraja. Kaytd hyvéaksi pykalda a.

(e) Olkoon A ja B kuten edellisessé pykélissa. Ol-
koon ¢ joukon B pienin ylaraja (tdllainen on
olemassa pykélidn c ja Periaatteen 1 nojalla).
Osoita, ettd ¢ on joukon A pienin ylaraja.

8. Tamaé tehtavé koostuu kolmesta kohdasta.

(a) Olkoon A niiden rationaalilukujen joukko, jotka
ovat pienempié kuin 1, ja z joukon A pienin yla-
raja. Sovella luvussa Desimaalikehitelmét mai-
nittua menetelméé ja konstruoi luvulle = desi-
maalikehitelma.

(b) Olkoon B niiden rationaalilukujen joukko, jot-
ka ovat korkeintaan yhtasuuria kuin 1, ja y jou-
kon B pienin yldraja. Sovella luvussa Desimaa-
likehitelm&t mainittua menetelma4 ja konstruoi
luvulle y desimaalikehitelmaé.

(¢) Osoita, ettd edelld x = y. Strategia: Tee vas-
taoletus = # y ja paittele z < y. Osoita, et-
td lukujen x ja y keskiarvolle k (joka on re-
aaliluku, voit olettaa tdmén tunnetuksi) pétee
r < k < y. Kéyté edellisen tehtdvin pykalda a
ja péattele, ettd on olemassa rationaaliluku g,
jolle z < g < k, ja johda tésté ristiriita.

Viitteet

[1] Taydellisyysaksiooma,
http://solmu.math.helsinki.fi/cgi-bin/
yabb2/YaBB. pl?num=1209209108/0#0
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